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� �vod

Seizmick� pohyb a �kody	 ktor� sp�sobuje	 s� v�znamnou mierou
ovplyvnen� geologick�mi a topogra�ck�mi podmienkami lokality
 D�le
i�
tos� tak�hoto ovplyvnenia seizmick�ho pohybu je dokumentovan� nieko�k��
mi zemetraseniami z ned�vnej minulosti	 ako napr�klad zemeterasenie z � 

septembra � !� v Michoacane v Mexiku	 zemetrasenie zo ��
 okt�bra � ! 
v Loma Prieta "Kalifornia# alebo zemeterasenie zo ��
 janu�ra �  � v
Hyogoken�Nanbu "Kobe# v Japonsku
 Pri snahe pochopi� a pop�sa� javy
v povrchov�ch geologick�ch �trukt�rach seizmol�govia v��inou predpoklada�
j� prostredie s line�rnym spr�van�m
 Ako v�ak potvrdzuj� experiment�lne
merania "Hardin a Drnevich � ��a	 � ��b$ Presti et al
 �  !#	 priame po�
zorovania "Hudson � ��	 %elebi � !�	 Jarpe et al
 � !!	 Darragh a Shakal
�  �	 Archuleta et al
 �  �	 Beresnev et al
 �  �	 Aguire a Irikura �  �# a
aj numerick� modelovania "Joyner � ��	 Joyner a Chen � ��	 Yu et al
 �  �	
Marsh et al
 �  �#	 v�znamn� je aj neline�rne spr�vanie sa prostredia


Hoci d�kazy potvrdzuj�ce neline�rne spr�vanie prostredia pri ve�k�ch
deform�ciach s� zn�me u
 pomerne dlh� dobu	 pribli
ne od konca ��
 rokov	
v seizmol�gii napriek tomu nebola tejto oblasti venovan� potrebn� pozornos�

Preto existuje pomerne m�lo poznatkov o neline�rnom spr�van� prostredia
a tento probl�m e�te st�le nie je v potrebnej miere pochopen�
 Neline�rne
spr�vanie prostredia je mo
n� rozdeli� na dva oddelen� javy a to na neline�rne
spr�vanie dokonale elastick�ho kontinua a na pr�pady	 kedy sa prostredie
za�ne spr�va� hyster�zne


Cie�om tejto pr�ce je zhrn�� s��asn� poznatky o neline�rnom spr�van�
sa prostredia
 Kapitola � je venovan� experiment�lnym meraniam a pria�
mym pozorovaniam neline�rneho spr�vania sa prostredia
 V kapitole � je
uveden� stru�n� preh�ad reologick�ch modelov a kapitola � poskytuje odvo�
denie neline�rnej z�vislosti medzi tenzorom nap�tia a tenzorom deform�cie
pre izotropn� dokonale elastick� kontinuum spolu s pribli
n�m rie�en�m po�
hybovej rovnice pre �D pr�pad ��renia rovinnej vlny v homog�nnom prostred�

V kapitole � s� najprv zaveden� tzv
 Masingov� pravidl�	 pomocou ktor�ch
je mo
n� kon�truova� hyster�zne krivky
 Potom s� zaveden� vz�ahy	 pomo�

�



cou ktor�ch pri hyster�znom spr�van� je mo
n� zahrn�� aj pr�tomnos� vody
v p�roch prostredia
 V z�vere s� sumarizovan� v�sledky diplomovej pr�ce a
na�rtnut� perspekt�vy &al�ej pr�ce v problematike
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� Neline�rne �	renie seizmick�ch v
n a ne�
line�rny seizmick� pohyb � pozorovania

Na vyjadrenie vz�ahu medzi nap�t�m a deform�ciou v dokonale elastic�
kom izotropnom prostred� pou
�vame zn�my Hookeov z�kon
 Hookeov z�kon
je v�ak len pribli
n� vyjadrenie tejto z�vislosti limitovan� mal�mi "in�nite�
zim�lnymi# deform�ciami v dokonale elastickom izotropnom prostred�
 Pre
mnoh� probl�my a materi�ly je te�ria zalo
en� na tomto pribl�
en� adekv�tna
a v seizmol�gii je tento pr�stup roz��ren�
 Av�ak pri niektor�ch podmienkach
mnoh� prostredia nie s� takou te�riou dobre op�san�
 Je to d�sledok t�chto
dvoch faktorov� �
 Deform�cie s� tak ve�k� "r�dovo v���ie ako ��

��#	 
e
te�ria mal�ch deform�ci� u
 nie je dostato�ne presn� "mal� deform�cie tre�
ba nahradi� kone�n�mi deform�ciami#	 pri�om prostredie e�te st�le mo
no
pova
ova� za elastick�
 �
 Prostredie nie je elastick�


Pr�kladom elastick�ho prostredia	 v ktorom sa seizmick� vlny m�
u
��ri� neline�rne	 je skaln� prostredie
 Neline�rne elastick� spr�vanie sk�l je
ovplyvnen� hlavne pr�tomnos�ou por�ch v ich �trukt�re	 ako s� napr�klad
mikrotrhliny	 zhluky z'n	 nap�tia na hraniciach z'n a in�
 Na zistenie ne�
line�rneho spr�vania elastick�ho izotropn�ho prostredia je mo
n� pou
i� sta�
tick� alebo dynamick� met�dy
 Pri statick�ch experimentoch sa ur�uje d�
ka
alebo objem vzorky ako funkcia nap�tia
 Te�ria mal�ch deform�ci� pred�
poved�	 
e z�vislos� nap�tie � deform�cia je line�rna
 Pri kone�n�ch defor�
m�ciach je t�to z�vislos� kvadratick�
 Zo sklonu krivky nap�tie � deform�cia
je potom mo
n� ur�i� Lam�ove elastick� koe�cienty "koe�cienty �
 r�du#
alebo Murnaghanove elastick� koe�cienty "koe�cienty �
 r�du#
 Pri dyna�
mick�ch experimentoch sa meria r�chlos� ��renia pulzov pri hydrostatickom
a jednoosom nap�t�
 R�chlosti ��renia pulzov umo
(uj� zisti� Murnaghanove
koe�cienty "Green � ��#
 Hughes a Kelly "� ��# tak�mto sp�sobom na�li
hodnoty Murnaghanov�ch koe�cientov pre polystyr�n	 
elezo a pyrexov� sklo

Uveden� princ�p merania r�chlost� pri r�znych stavoch nap�tia a n�sledn�
ur�enie Murnaghanov�ch koe�cientov mo
no aplikova� aj v pr�pade vzoriek
sk�l "Meegan et al
 �  �#


V prostrediach	 ktor� s� m�k�ie ako skaly	 je pr��inou zlyhania line�rnej
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z�vislosti medzi nap�t�m a deform�ciou to	 
e prostredie sa nespr�va elastic�
ky
 To je ale tie
 podmienen� dostato�ne ve�k�mi deform�ciami "r�dovo
��
�� � ����#
 Hardin a Drnevich "� ��a# merali vzorky p�dy pri r�znych

podmienkach
 Zistili	 
e s rastom deform�cie v �myku sa �mykov� nap�tie
odkl�(a od line�rnej z�vislosti a pri cyklickom za�a
ovan� vytv�ra hyster�zne
slu�ky
 Ako charakteristiku neline�rneho spr�vania vzoriek vystaven�ch cyk�
lickej z��a
i stanovili priemern� hodnotu modulu pru
nosti v �myku Gsec

za jeden cyklus a tlmiaci pomer D v z�vislosti od maxim�lnej deform�cie v
�myku
 Tlmiaci pomer D je �mern� ploche ohrani�enej hyster�znou slu�kou

S rastom maxim�lnej deform�cie "amplit�dy deform�cie# hodnota modulu
pru
nosti v �myku Gsec klesala a tlmiaci pomer D r�stol
 Hardin a Drnevich
tie
 zistili	 
e Gsec a D z�visia aj od efekt�vneho stredn�ho nap�tia	 stup(a
satur�cie a od po�tu cyklov z��a
e	 �o pravdepodobne s�vis� s �navou ma�
teri�lu
 Hardin a Drnevich predpokladaj� slab� frekven�n� z�vislos� v inter�
vale frekvenci� nad �
� Hz a siln� frekven�n� z�vislos� pre ni
�ie frekvencie v
d�sledku te�enia "creep�u#


O�ak�van�m prejavom hyster�zneho spr�vania prostredia je posun re�
zonan�n�ch frekvenci� a zv���enie �tlmu "Yu et al
 �  �	 Beresnev a Wen
�  �	 Yoshida a Iai �  !#
 Ako nazna�uj� merania	 s rastom amplit�dy defor�
m�cie sa modul pru
nosti v �myku Gsec zmen�uje
 To znamen�	 
e efekt�vna
r�chlos� S v�n � sa so zv���uj�cou amplit�dou deform�cie zmen�uje
 Na ilus�
tr�ciu uva
ujme jednoduch� pr�pad vrstvy na polpriestore	 ktorej z�kladn�
rezona�n� frekvencia je f �

�

�h
	 kde h je hr�bka vrstvy
 So zmen�ovan�m

r�chlosti � sa rezonan�n� frekvencia bude pos�va� k ni
��m hodnot�m
 Pre�
to	 ak je spr�vanie prostredia hyster�zne	 rezonan�n� frekvencie sa pos�vaj�
k ni
��m hodnot�m


V�znamn� je hyster�zne tlmenie	 preto
e strata energie za jeden cyklus
je priamo �mern� ploche ohrani�enej hyster�znou slu�kou
 S rastom ampli�
t�dy deform�cie je hyster�zna slu�ka �ir�ia a preto prostredie s hyster�ziou
sp�sobuje zmen�enie spektr�lnej amplit�dy posunutia po�as siln�ho pohybu

Pod�a pr�ce Hardin a Drnevich "� ��a# by sme o�ak�vali	 
e hyster�zne tlme�
nie bude len ve�mi slabo frekven�ne z�visl�
 Je to v�ak skuto�ne tak) Yu
et al
 "�  �# pomocou numerick�ho modelovania neline�rneho spr�vania se�
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diment�rnej vrstvy h�adali rozdiely medzi line�rnou a neline�rnou odozvou

Ich v�sledky ukazuj�	 
e sk�man� frekven�n� interval je mo
n� rozdeli� na
tri podintervaly z h�adiska miery neline�rneho spr�vania
 Spekr�lne ampli�
t�dy v podintervale najni
��ch frekvenci� nie s� ovplyvnen� neline�rnos�ou

V strednom podintervale s� spektr�lne amplit�dy v d�sledku neline�rnosti
zmen�en� a napokon vo vysokofrekven�nom podintervale je zosilnenie v���ie
pre neline�rnu ako pre line�rnu odozvu
 Yu et al
 o�ak�vaj� z�vislos� pre�
chodov�ch frekvenci� medzi t�mito frekven�n�mi podintervalmi na vlastnos�
tiach prostredia	 hr�bke sedimentov a amplit�dovom a frekven�nom obsahu
excituj�ceho pohybu
 Existenciu tak�chto frekven�n�ch podintervalov kva�
litat�vne vysvet�uj� Beresnev a Wen "�  �#
 V n�zkofrekven�nom p�sme s�
vlnov� d�
ky ve�k� a preto aj vlny s� m�lo ovplyvnen� povrchovou vrstvou

V strednom frekven�nom intervale	 ktor� obsahuje najviac z vy
iarenej ener�
gie	 s� amplit�dy posunutia pri siln�ch pohyboch v porovnan� s amplit��
dami pri slab�ch pohyboch omnoho viac redukovan� hyster�znym tlmen�m

Vo vysokofrekven�nej oblasti s� generovan� vy��ie harmonick�	 �o sp�sobuje
n�rast spektr�lnej amplit�dy posunutia


Ako nazna�uj� uveden� experimenty	 hyster�zne spr�vanie je mo
n�
o�ak�va� predov�etk�m v m�kk�ch povrchov�ch vrstv�ch
 Pri modelovan�
neline�rneho seizmick�ho pohybu je preto potrebn� uva
ova� predov�etk�m
anelastick�	 resp
 hyster�zne spr�vanie prostredia
 Podobne aj pri siln�ch po�
hyboch m�
eme o�ak�va� sk�r hyster�zne spr�vanie prostredia ako neline�rne
elastick�


Napriek uveden�mu doteraz v seizmol�gii nebola venovan� neline�rne�
mu spr�vaniu adekv�tna pozornos�
 Je to aj v d�sledku nedostatku priamych
d�kazov z pozorovan� siln�ho pohybu
 Detekcia neline�rneho spr�vania je
problematick�	 preto
e nepozn�me dostato�ne presne parametre prostredia a
neline�rne prejavy m�
u by� maskovan� in�mi javmi "napr�klad rozptylom	
vplyvom zdroja# "Bonilla ����#


Beresnev a Wen "�  �# navrhuj� ako mo
nos� priameho d�kazu ne�
line�rneho spr�vania uk�za� prostredn�ctvom z�znamov siln�ch pohybov	 
e
z�kladn� peri�da a r�chlos� prie�nych v�n v sedimentoch z�visia na amplit�de
excituj�ceho pohybu
 �al�ou mo
nos�ou m�
e by� potvrdenie predpokladu	

�




e empiricky ur�en� prenosov� funkcie s� r�zne pre slab� a siln� pohyby

Na z�klade �dajov z nieko�k�ch zemetrasen� Beresnev a Wen pova
uj� za
hrani�n� hodnotu neline�rnej odozvy hodnotu zr�chlenia �
�g � �
�g	 kde g
je tia
ov� zr�chlenie


Pre potvrdenie neline�rnej odozvy je preto potrebn� n�js� prenosov�
funkciu pre slab� a siln� pohyby
 Prenosov� funkciu ur��me	 ak od spek�
tra pozorovan�ho zemetrasenia oddel�me vplyv zdroja a vplyv dr�hy ��renia

Met�da spektr�lneho pomeru je roz��ren� sp�sob ur�enia prenosovej funkcie
pomocou S v�n alebo koda v�n
 Prenosov� funkciu zist�me ako pomer spek�
tra na z�ujmovom mieste k spektru na referen�nom mieste "ako referen�n�
miesto je v�hodn� skaln� vo�n� povrch	 kv�li potla�eniu lok�lnych efektov#

Referen�n� miesto sa vyber� tak	 aby vzdialenos� medzi z�ujmov�m a re�
feren�n�m miestom bola omnoho men�ia ako vzdialenos� od ohniska zeme�
trasenia
 �ast�m probl�mom tohoto sp�sobu je ne
iad�ci efekt zvetralej
vrchnej vrstvy skaln�ho podlo
ia
 Tie
 sa v
dy ned� zabezpe�i�	 aby vzdia�
lenos� medzi referen�n�m a z�ujmov�m miestom bola omnoho men�ia ako
ohniskov� vzdialenos�
 Prenosov� funkcia ur�en� pomocou koda v�n je zis�
ten� zo slab�ch pohybov a preto pou
itie koda v�n pri siln�ch pohyboch m�
e
vies� k nespr�vnemu ur�eniu prenosovej funkcie "Bonilla ����#


Met�du spektr�lneho pomeru je mo
n� pou
i� aj pri meraniach vo vr�
toch "Yoshida a Iai �  !#	 kde referen�n� miesto je zvolen� v takej h�bke	 aby
u
 bolo v skalnom podlo
�
 Prenosov� funkcia sa potom ur�� ako pomer spek�
tra posunutia na povrchu k spektru posunutia zisten�ho v h�bke
 T�mto sp��
sobom je prenosov� funkcia takmer zbaven� vplyvu zdroja a dr�hov�ch efek�
tov "Beresnev a Wen �  �#
 Ke&
e v�ak referen�n� miesto je v ur�itej h�bke	
s� tu zaznamenan� okrem dopadaj�cich v�n aj vlny odrazen� od povrchu a
mo
n�ch r�chlostn�ch rozhran� vrchn�ch vrstiev
 Toto m�
e vo frekven�nej
oblasti vies� k de�trukt�venj interferencii medzi dopadaj�cim vlnov�m po�om
a odrazen�mi vlnami a takto vytv�ra� *diery* v spektre	 resp
 pseudorezo�
nanciu "Bonilla ����#


�al��m sp�sobom zistenia prenosovej funkcie je ur�enie pomeru spek�
tra horizont�lnej a vertik�lnej zlo
ky S v�n	 ktor� ozna�ujeme H�V 
 Pre
pou
itie met�dy H�V je z�kladn�m predpokladom to	 aby vertik�lna zlo
ka

�



S vlny nebola ovplyvnen� lok�lnou �trukt�rou
 Na horizont�lne zlo
ky vpl��
va konverzia P v�n na S vlny sp�soben� geologick�m zlo
en�m pod miestom
merania
 Pomocou tejto met�dy m�
eme celkom dobre ur�i� rezonan�n�
frekvencie
 Av�ak pri nesplnen� predpokladu pre pou
itie H�V "t
j
 aby ver�
tik�lna zlo
ka bola nez�visl� od lok�lnej odozvy# dostaneme v porovnan� s
in�mi met�dami men�ie amplit�dy prenosovej funkcie "Bonilla ����#


Pozrime sa teraz na nieko�ko pr�c venovan�ch zemetraseniam	 pri
ktor�ch do�lo k neline�rnej odozve prostredia
 Zemetrasenie z  
 febru�ra
� �� a slab�ie zemetrasenie pozorovan� na rovnakom mieste v San Fernande
poskytuj� mo
nos� porovna� slab� a siln� pohyby
 Hudson "� ��# porovnal
zaznamenan� siln� pohyby so skor��m Gutenbergov�m pozorovan�m slab�ch
pohybov "Gutenberg � ��#
 Zistil	 
e maxim�lne zr�chlenie	 napriek jeho
komplikovanej variabilite v oblasti	 bolo na skalnom podklade v���ie ako na
n�nosoch	 �o je v kontraste s Gutenbergov�m pozorovan�m slab�ch pohybov

Av�ak Hudson nespomenul neline�rnos� a pripisuje rozdiel medzi zosilnen�m
slab�ho a siln�ho pohybu vplyvu topogra�e	 zdroja a dr�hy ��renia
 Rogers
et al
 "� !�# porovnali spektr�lne pomery ur�en� zo siln�ch pohybov toho
ist�ho zemetrasenia so slab�mi pohybmi sp�soben�mi jadrov�mi pokusmi v
Nevade
 Zistili	 
e pri siln�ch pohyboch v intervale frekvenci� �
� a
 � Hz
nastalo zmen�enie spektr�lneho pomeru v porovnan� so slab�mi pohybmi

Autori v�ak op�� pova
uj� vplyv zdroja a dr�hy ��renia za pr��inu rozporu v
zosilnen�


Jarpe et al
 "� !!# ur�ili spektr�lne pomery pre oblas� Coalinga v
Kalifornii "zemetrasenie z roku � !�# zo � siln�ch pohybov a �� region�lnych
a mal�ch lok�lnych zemetrasen�
 Zistili	 
e pre zr�chlenia do �
�g v intervale
frekvenci� � � �� Hz s� spektr�lne pomery rovnak� pre slab� aj siln� pohyby

Pre frekvencie od �� do �� Hz s� spektr�lne pomery slab�ch pohybov zna�ne
men�ie ako siln�ch
 Za najpravdepodobnej�iu pr��inu Jarpe et al
 "� !!#
pova
uj� neline�rnu odozvu


%elebi "� !�# porovnal spektr�lne pomery slab�ch a siln�ch pohybov
pre hlavn� otras a dotrasy zemetrasenia v Chile z �
 marca � !�
 Zosilnenie
pri slab�ch pohyboch bolo v���ie ako pri siln�ch pre frekvencie od � do ��
Hz
 Za mo
n� pr��inu uveden�ho rozdielu %elebi pova
uje neline�rnu odozvu


�



Na druhej strane	 vzdialenos� medzi miestami	 z ktor�ch %elebi ur�oval spek�
tr�lne pomery	 je porovnate�n� so vzdialenos�ou k epicentru hlavn�ho otrasu
a preto n�jden� rozpor je mo
n� prip�sa� rozdielu dr�h ��renia a vari�cii vo
vy
arovan� zdroja "Beresnev a Wen �  �#


�al�ie zemetrasenie	 ktor� poskytuje priamy d�kaz neline�rnej odozvy	
je zemetrasenie v Loma Prieta roku � ! 
 Darragh a Shakal "�  �# ur�ili
spekt�lne pomery pre hlavn� otras a �tyri dotrasy pomocou dvoch p�rov
stan�c
 Prv� p�r tvoria stanice umiestnen� na Treasure Island "m�kk� vrstvy#
a Yerba Buena Island "skaln� miesto#	 druh� p�r tvoria Gilroy+� "m�kk�
vrstvy# a Gilroy+� "skaln� miesto#
 Spekr�lna amplit�da posunutia ur�en�
na Treasure Island v porovnan� s Yerba Buena Island je omnoho men�ia pre
siln� pohyb ako pre slab� pohyb v intervale frekvenci� od �
� do � Hz
 Za
pr��inu tohto rozdielu Darragh a Shakal pova
uj� neline�rnu odozvu na Trea�
sure Island po�as hlavn�ho otrasu
 Spektr�lne amplit�dy posunutia druh�ho
p�ru stan�c s� v�ak v uvedenom intervale frekvenci� porovnate�n� pre siln� a
slab� pohyby


Pomocou stochastick�ho modelovania zemetrasenia Loma Prieta Chin
a Aki "�  �# sk�mali vplyv zdroja	 dr�hy ��renia a lok�lnych efektov na
siln� pohyb
 Zistili	 
e ich line�rny model d�va pre skaln� miesta dobr�
zhodu medzi pozorovan�mi a predpovedan�mi akcelerogramami v ich trvan�
a spektr�lnom obsahu pre epicentr�lne vzdialenosti v���ie ako �� km
 V
epicentr�lnych vzdialenostiach do �� km v�ak Chin a Aki zistili pre m�kk�
vrstvy systematicky men�ie pozorovan� maxim�lne zr�chlenia v porovnan� s
predpovedan�mi
 Chin a Aki tento nes�hlas prip�sali neline�rnym efektom


Mo
nos� porovna� slab� a siln� pohyby poskytuj� aj merania vo vr�
toch v Garner Valley na juhu Kalifornie
 Archuleta et al
 "�  �# analyzovali
spektr� zr�chlen� pre dve zemetrasenia s takmer zhodn�mi hypocetrami	 ale s
r�znymi ve�kos�ami "M,�
� a M,�
�#
 Zistili	 
e zosilnenie pri slab�ch pohy�
boch je zna�ne v���ie ako pri siln�ch pohyboch v �irokom intervale frekvenci�
od � do �� Hz
 Autori nepodali vysvetlenie pozorovan�ho rozdielu medzi
slab�m a siln�m pohybom pravdepodobne kv�li predbe
n�mu charakteru ich
anal�zy


Beresnev et al
 "�  �# sk�mali pomocou spektr�lnych pomerov ne�

!



line�rnu odozvu pre dve usporiadania merac�ch stan�c na Taiwane zazna�
men�vaj�cich siln� pohyby
 Spektr�lne pomery ur�ovali nieko�k�mi sp��
sobmi
 Porovn�vali priemern� spektr�lne pomery pre slab� a siln� pohyby	
pomery pre hlavn� otrasy a dotrasy a spektr�lne pomery S v�n s im zod�
povedaj�cimi koda vlnami
 Pre usporiadanie SMART� Beresnev et al
 zis�
tili zna�ne men�� spektr�lny pomer siln�ch pohybov v porovnan� so slab�mi
pohybmi v intervale frekvenci� � �  Hz
 Maxim�lne horizont�lne zr�chlenie
bolo pre slab� pohyby men�ie ako �
��g a pre siln� pohyby od �
�g do �
���g

Rovnako aj pri druhom usporiadan� SMART� zistili pre frekvencie od � do
�� Hz men�� spektr�lny pomer siln�ch pohybov v porovnan� so slab�mi po�
hybmi
 Maxim�lne horizont�lne zr�chlenie bolo pre slab� pohyby men�ie ako
�
���g	 ale pre siln� pohyby od �
�g do �
� �g
 Pozorovan� rozdiely pre slab�
a siln� pohyby Beresnev et al
 pripisuj� neline�rnej odozve


Zemetrasenie z roku �  � v Kobe v Japonsku v d�sledku neline�rnych
efektov ovplyvnilo rozlo
enie r�chlost� v sedimentoch
 Aguirre a Irikura
"�  �# analyzovali pomocou met�dy spektr�lnych pomerov neline�rne spr��
vanie zo z�znamov zr�chlen� z Port Islandu
 Pozorovali ve�k� vari�ciu v
spektr�lnych pomeroch medzi povrchom a r�znymi h�bkami po�as siln�ch
pohybov
 Zistili	 
e p�kov� frekvencie v spektr�lnych pomeroch po hlavnom
otrase s� posunut� k ni
��m frekvenci�m v porovnan� s p�kov�mi frekvencia�
mi pred hlavn�m otrasom
 Neline�rne spr�vanie po�as hlavn�ho otrasu silne
ovplyvnilo horizon�lny pohyb na povrchu
 Pozorovan� maxim�lne horizon�
t�lne zr�chlenie dosahovalo len ��- maxim�lneho zr�chlenia o�ak�van�ho z
line�rnej te�rie
 Aguirre a Irikura v�ak zistili len slab� vplyv neline�rnych
efektov na maxim�lne vertik�lne zr�chlenie


 



� Reologick� modely

Hlavn�m podkladom pre spracovanie tejto kapitoly bola pr�ca Sobotka
�����	


Reol�gia sk�ma vz
ah medzi nap�t�m a deform�ciou l�tok v z�vislosti
od �asu
 Ke��e analytick� vyjadrenie vz
ahu m��e by
 zlo�it�� pou��vame
pritom jednoduch� modely� tzv
 reologick� modely� z�kladn�ch typov spr��
vania sa re�lnych l�tok
 Spr�vanie l�tok vyjadrujeme zvy�ajne pomocou
diagramov nap�tie � deform�cia� nap�tie � r�chlos
 deform�cie� nap�tie � �as�
deform�cia � �as
 Najjednoduch��mi reologick�mi modelmi s� elastick� konti�
nuum� visk�zne kontinuum a plastick� kontinuum
 Spr�vanie re�lnych l�tok
m��eme aproximova
 vhodnou kombin�ciou t�chto z�kladn�ch modelov


��� Elastick� kontinuum

Spr�vanie elastick�ho telesa m��eme reprezentova
 pomocou dokonale
elastickej pru�iny s modulom pru�nosti E
 Tak�to pru�inu vol�me Hookeove
teleso �Obr
 �
�a	
 Z�vislos
 medzi nap�t�m a deform�ciou tohto reologick��

σ
H

ε

σ

b)a)

Obr� ���� Hookeove teleso �a� a z�vislos� nap	tia od deform�cie �b��

ho modelu je line�rna �Obr
 �
�b	 a m��eme ju vyjadri
 pomocou Hookeovho

z�kona

� � E� � ��
�	

��



��� Visk�zne kontinuum

Visk�zne prostredie mo�no reprezentova
 tlmi�om s viskozitou � �
Newtonove teleso �Obr
 �
�a	
 Pri pohybe piesta v tlmiacom zariaden�
kladie visk�zna kvapalina vo valci odpor� ktor� je priamo �mern� r�chlosti

σ
N

dε/dt

σ

b)a)

Obr� ��
� Newtonove teleso �a� a z�vislos� nap	tia od r�chlosti deform�cie �b��

pohybu piesta �Obr
 �
�b	
 Nap�tie potom m��eme vyjadri
 vz
ahom

� � �
d�

dt
� ��
�	

��� Plastick� kontinuum

Spr�vanie plastick�ho telesa mo�no reprezentova
 pomocou mechanic�
k�ho modelu telesa na podlo�ke� pri�om trenie medzi telesom a podlo�kou
kladie odpor vo�i pohybu telesa po podlo�ke
 Tak�to model sa vol� Saint�

Venantove teleso �Obr
 �
�a	
 Pri nap�t� men�om ako hrani�n� hodnota
�P � ktor� vol�me medza plastickosti �klzu	� bude deform�cia nulov�
 K�m

σ

StV

t

σ

b)a)

σp

ts

Obr� ���� Saint�Venantove teleso �a� a z�vislos� nap	tia od 
asu �b��

��



sa teleso nepohybuje po podlo�ke� medza plastickosti je ur�en� statick�m
tren�m
 Ke� aplikovan� nap�tie dosiahne hodnotu �P �v �ase t � �	� teleso
sa za�ne pohybova
 a za kr�tky �as ts medza plastickosti klesne na ni��iu
hodnotu� ktor� je ur�en� dynamick�m tren�m
 Tento pokles nap�tia �P je
na Obr
 �
�b zn�zornen� preru�ovanou krivkou
 Pre jednoduchos
 a kv�li
malej hodnote ts v�ak predpokladajme� �e medza plastickosti �P je ur�en�
len dynamick�m tren�m �nepreru�ovan� krivka na Obr
 �
�b	
 Po dosiahnut�
medze plastickosti �P deform�cia nadobudne hodnotu� ktor� z�vis� len od
doby p�sobenia nap�tia
 Pri neobmedzene dlhom p�soben� dosiahne defor�
m�cia nekone�ne ve�k� hodnotu


��� Viskoelastick� kontinuum

Ak spoj�me Hookeove a Newtonove teleso tak� ako je to na Obr
 �
��

σ
HN

Obr� ���� Maxwellove teleso�

dostaneme Maxwellove teleso
 Nap�tie p�sobiace na elastick� pru�inu H
je

�H � E�H �

kde �H je elastick� deform�cia �asti H a nap�tie p�sobiace na visk�znu �as

N je

�N � �
d�N
dt

�

kde �N je visk�zna deform�cia
 Nap�tie �� ktor�m p�sob�me na Maxwellove
teleso� okam�ite deformuje elastick� �as
 a pren��a sa �alej na tlmi�� tak�e
� � �H � �N 
 V�sledn� deform�cia Maxwellovho telesa je tvoren� s��tom
�H a �N a to ist� plat� aj pre r�chlosti deform�cie� preto

� � �H � �N � ��
�	

��



d�

dt
�

d�H
dt

�
d�N
dt

� ��
�	

Po dosaden� za �H a �N do vz
ahu ��
�	 dostaneme z�kladn� reologick�
rovnicu pre Maxwellove teleso

d�

dt
�

�

�
�

�

E

d�

dt
� ��
�	

Rie�en�m tejto diferenci�lnej rovnice m��eme n�js
 z�vislos
 deform�cie ��t�

alebo nap�tia ��t�

Ak pozn�me �asov� z�vislos
 nap�tia ��t�� sta�� rovnicu ��
�	 integrova


na intervale h�� ti� ��m dostaneme vyjadrenie pre deform�ciu �s po�iato�nou
podmienkou � � � pri t � �	

��t� �
�

E

Z t

�

�
E

�
� �

d�

d�

�
d� � ��
�	

Ak pri zn�mej r�chlosti deform�cie n�sob�me rovnicu ��
�	 v�razom
EeEt��� dostaneme

E
d�

dt
eEt�� �

E

�
�eEt�� �

d�

dt
eEt��

a po �prave pravej strany

E
d�

dt
eEt�� �

d

dt

�
�eEt��

�
�

Po integr�cii na intervale h�� ti a �prav�ch bude vyjadrenie pre nap�tie v
tvare �s po�iato�nou podmienkou � � � pri t � �	

��t� � Ee�Et��
Z t

�

d�

d�
eE���d� � ��
�	

Predpokladajme teraz� �e na Maxwellove teleso aplikujeme kon�tantn�
nap�tie �� v �asovom intervale h�� tAi �Obr
 �
�a	� t
j


��t� � ��H�t� � pre t � tA ��
�	

��t� � � � pre t � tA ��
�	

kde H�t� je Heavisideova funkcia de�novan� nasledovn�m sp�sobom

H�t� �

�
� � pre t 	 �
� � pre t � �

��
��	

��



t

b)a)

εσ

t

σ0

tA tA

σ0/E

Obr� ���� Z�vislos� nap	tia od 
asu �a� a deform�cie od 
asu �b��

a pre jej deriv�ciu plat�

dH�t�

dt
� 
�t� � ��
��	

kde 
�t� je Diracova 
�funkcia
 Po dosaden� nap�tia ��
�	 do vz
ahu ��
�	 a
�prav�ch dostaneme pre deform�ciu �pre t 	 tA	

��t� �
��
E

�
��
�
t

�
��
E

�
� �

t

�M

�
� ��
��	

kde �M �
�
E

je Maxwellov relaxa�n� �as a �M 	 tA
 Prv� �len na pravej strane
vz
ahu ��
��	 predstavuje elastick� deform�ciu� ktor� po odstr�nen� nap�tia
v �ase tA zmizne
 To m� za n�sledok celkov� pokles deform�cie Maxwellovho
telesa o hodnotu ��

E
�Obr
 �
�b	
 Druh� �len predstavuje visk�znu deform��

ciu� ktor� s �asom rastie a po odstr�nen� nap�tia ostane
 Pri �asoch t� �M
m��eme prv� �len zanedba
 a prostredie bude tiec

 Pri �asoch t � �M
m��eme zanedba
 druh� �len a prostredie sa bude spr�va
 ako Hookeove
teleso


Sk�majme teraz ako bude vyzera
 nap�tie� ak Maxwellove teleso
budeme udr�iava
 pri kon�tantnej deform�cii �Obr
 �
�a	� t
j


��t� �
��
E
H�t� � ��
��	

resp


d�

dt
�

��
E

�t� � ��
��	

��



t

b)a)

ε σ

t

σ0σ0/E

Obr� ���� Z�vislos� deform�cie od 
asu �a� a nap	tia od 
asu �b��

Potom dosaden�m ��
��	 do vz
ahu ��
�	 a po �prav�ch dostaneme pre
nap�tie

��t� � ��e
�t��M � ��
��	

Gra�ck� vyjadrenie tejto z�vislosti je na Obr
 �
�b
 Z predch�dzaj�ceho
vz
ahu je zrejm� �al�� v�znam Maxwellovho relaxa�n�ho �asu je to �as�
za ktor� nap�tie Maxwellovho telesa pri kon�tantnej deform�cii klesne na �

e

svojej p�vodnej hodnoty ��

V�imnime si e�te jednu vlastnos
 Maxwellovho telesa
 Nech r�chlos


deform�cie je kon�tantn�� teda d�
dt

� v � �
t

 Ak vyu�ijeme� �e t � �

v
� zo

vz
ahu ��
�	 dostaneme pre nap�tie

��t� � Ev�M

	
�� exp

�
�

�

v�M

�

� ��
��	

V limitnom pr�pade pre v �� m�me

��t� � lim
v��

Ev�M

	
�� exp

�
�

�

v�M

�

� E� � ��
��	

To znamen�� �e pri nekone�ne ve�kej r�chlosti deform�cie prebieha deformo�
vanie Maxwellovho telesa pru�ne


Ak Hookeove a Newtonove teleso spoj�me paralelne� z�skame Kelvin�
Voigtove teleso �Obr
 �
�	
 Pri aplik�cii nap�tia sa pru�ina H a tlmi� N
pohybuj� s��asne� preto je zrejm�� �e deform�cie s� pre H a N rovnak� a
rovnaj� sa deform�cii Kelvin�Voigtovho telesa

� � �H � �N �

��



σ

H

N

Obr� ���� Kelvin�Voigtove teleso�

To ist� plat� aj pre r�chlosti deform�cie

d�

dt
�

d�H
dt

�
d�N
dt

�

V�sledn� nap�tie � je potom tvoren� s��tom nap�tia pren��an�ho elastickou
pru�inou �H � E� a nap�tia pren��an�ho tlmi�om �N � � d�

dt

 Preto pre

nap�tie Kelvin�Voigtovho telesa m��eme p�sa


��t� � �H � �N � E� � �
d�

dt
� ��
��	

Tento vz
ah pri zn�mom ��t� priamo vyjadruje z�vislos
 nap�tia od �asu

Zo vz
ahu ��
��	 m��eme n�js
 aj vyjadrenie pre deform�ciu
 N�sobme

��
��	 v�razom �
�
eEt��� ��m dostaneme

�

�
�eEt�� �

E

�
�eEt�� �

d�

dt
eEt��

a po �prave prave strany

�

�
�eEt�� �

d

dt

�
�eEt��

�
�

Tento v�sledok �alej integrujme na intervale h�� ti a po �prav�ch dostaneme

��t� � e�Et��
�
�

�

Z t

�
�eE���d� � ��

�
� ��
��	

kde �� je deform�cia v �ase t � �

Predpokladajme teraz� �e na Kelvin�Voigtove teleso v �ase t � � apli�

��



t

b)a)

εσ

t

σ0
σ0/E

Obr� ���� Z�vislos� nap	tia od 
asu �a� a deform�cie od 
asu �b��

kujeme kon�tantn� nap�tie �� �Obr
 �
�a	� teda

��t� � ��H�t� � ��
��	

Potom pri po�iato�nej podmienke �� � � vz
ah pre deform�ciu ��
��	 po
�prav�ch nadobudne tvar

��t� �
��
E

�
�� e�Et��

�
�

��
E

�
�� e�t��K

�
� ��
��	

kde �K �
�
E


 Gra�ck� zn�zornenie tejto z�vislosti je na Obr
 �
�b
 Pri
neobmedzene dlhom p�soben� kon�tantn�ho nap�tia �� �t
j
 t � �	 sa
deform�cia asymptoticky bl��i k hodnote elastickej deform�cie ��

E

 Spr�vanie

Kelvin�Voigtovho telesa je potom tie� elastick�

Veli�inu �K vo vz
ahu ��
��	 vol�me retarda�n� �as a je to �as� za

ktor� deform�cia Kelvin�Voigtovho telesa pri kon�tantnom nap�t� dosiahne
�� � ��e� z hodnoty ��

E



Relaxa�n� �as �M a retarda�n� �as �K s� vyjadren� rovnak�mi vz
ah�
mi
 Av�ak relaxa�n� �as reprezentuje dobu� za ktor� nap�tie klesne na
ur�it� charakteristick� hodnotu� zatia��o retarda�n� �as reprezentuje dobu�
za ktor� deform�cia dosiahne charakteristick� hodnotu


Pozrime sa teraz na pr�pad� ke� v �ase tA n�hle odstr�nime kon�tantn�
nap�tie �� �Obr
 �
�a	� ktor� p�sobilo na Kelvin�Voigtove teleso� �o m��eme
op�
 pomocou Heavisideovej funkcie vyjadri
 v tvare

��t� � � � pre t 	 � ��
��	

��t� � ��H�tA � t� � pre t � � ��
��	

��



t

b)a)

εσ

t

σ0
σ0/E

tA tA

Obr� ���� Z�vislos� nap	tia od 
asu �a� a deform�cie od 
asu �b��

Po dosasen� ��
��	 do vz
ahu pre deform�ciu ��
��	 s po�iato�nou podmien�
kou �� � � dostaneme pre t � tA

��t� �
��
E

�
exp

�
E

�
tA

�
� �

�
e�Et�� � ��
��	

To znamen�� �e po odstr�nen� nap�tia deform�cia nezanikne hne�� ale expo�
nenci�lne kles� k nulovej hodnote �Obr
 �
�b	


Mechanick� modely s�riov�ho a paraleln�ho spojenia elastickej pru�iny
a tlmi�a �Maxwellove a Kelvin�Voigtove teleso	 s� najjednoduch��mi model�
mi viskoelastick�ho kontinua
 Nie sme v�ak obmedzen� len na tak�to spojenia
dvoch prvkov a je samozrejm�� �e m��eme vytv�ra
 r�zne kombin�cie s�rio�
v�ho a paraleln�ho spojenia �ubovo�n�ho po�tu elastick�ch pru��n a tlmi�ov


Zenerove teleso reprezentujeme paraleln�m spojen�m elastickej
pru�iny H a Maxwellovho telesa M �Obr
 �
��	
 Z predch�dzaj�cej �asti

σ

H

M

Obr� ����� Zenerove teleso�

zaoberaj�cej sa Kelvin�Voigtov�m telesom je zrejm�� �e pri paralelnom spo�
jen� na Obr
 �
�� bud� deform�cie �H � �M a r�chlosti deform�cie d�H

dt
� d�M

dt

��



�asti H a �asti M rovnak� a bud� sa rovna
 deform�cii �r�chlosti deform�cie	
Zenerovho telesa

� � �H � �M � ��
��	
d�

dt
�

d�H
dt

�
d�M
dt

� ��
��	

V�sledn� nap�rie � je tvoren� s��tom nap�tia �H p�sobiaceho na �as
 H a
nap�tia �M p�sobiaceho na �as
 M� preto

� � �H � �M � ��
��	

Vieme� �e pre nap�tie Hookeovho telesa plat�

�H � EH�H � EH� ��
��	

a pre r�cholos
 deform�cie Maxwellovho telesa zasa

d�M
dt

�
d�

dt
�

�

EM

d�M
dt

�
�M
�M

� ��
��	

Po dosaden� vz
ahu ��
��	 do vz
ahu ��
��	 a po �prave dostaneme

�M � � � EH� � ��
��	

Toto vyjadrenie pre �M �alej dosa�me do ��
��	� ��m z�skame

d�

dt
�

�

EM

d�

dt
�

EH

EM

d�

dt
�

�

�M
�

EH

�M
�

a po �prave m�me

� �
�M
EM

d�

dt
� EH� � �M

�
� �

EH

EM

�
d�

dt
� ��
��	

Ak pozn�me �asov� z�vislos
 deform�cie ��t�� m��eme vz
ah ��
��	 n�sobi

v�razom EM

�M
eEM t��M � ��m dostaneme

�
EM

�M
� �

d�

dt

�
exp

�
EM

�M
t

�
�

�
EHEM

�M
�� �EH � EM�

d�

dt

�
exp

�
EM

�M
t

�

a po �prave �avej strany

d

dt

�
� exp

�
EM

�M
t

��
�

�
EHEM

�M
� � �EH � EM�

d�

dt

�
exp

�
EM

�M
t

�
�

��



Tento v�sledok integrujme na intervale h�� ti
 Potom pri po�iato�nej pod�
mienke � � �� pri t � � bude pre nap�tie plati


��t� � exp

�
�
EM

�M
t

��Z t

�

�
EHEM

�M
�� �EH � EM�

d�

d�

�

exp

�
EM

�M
�

�
d� � ��



� ��
��	

Analogick�m sp�sobom pri zn�mom ��t� n�jdeme aj vyjadrenie pre
deform�ciu
 N�sobme vz
ah ��
��	 v�razom EM

�M �EH�EM �e
EHEM t��M �EH�EM �


Dostaneme�
EM

�M �EH � EM�
� �

�

EH � EM

d�

dt

�
exp

�
EHEM

�M �EH � EM�
t

�
�

�
EHEM

�M �EH � EM�
��

d�

dt

�
exp
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a po �prave pravej strany�
EM
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Po integr�cii na intervale h�� ti a �prav�ch bude pre deform�ciu plati
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EHEM

�M �EH � EM �
t

�
�Z t

�

�
EM

�M �EH � EM�
� �
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�

exp

�
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�
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� ��
��	

kde �� je po�iato�n� deform�cia v �ase t � �

Predpokladajme teraz� �e na Zenerove teleso aplikujeme v �ase t � �

kon�tantn� nap�tie �� �Obr
 �
��a	� teda

��t� � ��H�t� � ��
��	

��



t

b)a)

εσ

t

σ0
σ0/EH

Obr� ����� Z�vislos� nap	tia od 
asu �a� a tomu prisl�chaj�ci 
asov� priebeh

deform�cie �b� Zenerovho telesa�

Potom pri po�iato�nej podmienke �� � � zo vz
ahu ��
��	 po integr�cii a
�prav�ch dostaneme pre deform�ciu

��t� �
��
EH

�
�� exp

�
�

EHEM t

�M �EH � EM�

�

� ��
��	

Gra�ck� zn�zornenie z�vislosti ��
��	 je na Obr
 �
��b
 S rast�cim �asom sa
deform�cia Zenerovho telesa asymptoticky bl��i k hodnote elastickej defor�
m�cie ��

EH
� �o je rovnak� ako pri Kelvin�Voigtovom telese �pozri Obr
 �
�	 pri

t�ch ist�ch predpokladoch �kon�tantn� nap�tie � � ��� po�iato�n� deform��
cia �� � �	


!alej predpokladajme� �e Zenerove teleso budeme udr�iava
 pri kon�

t

b)a)

ε σ

t

σ0ε0

EHε0

Obr� ���
� Z�vislos� deform�cie od 
asu �a� a tomu prisl�chaj�ci 
asov� priebeh

nap	tia �b� Zenerovho telesa�

�tantnej deform�cii �� �Obr
 �
��a	

��t� � ��H�t� � ��
��	

��



Ako sa potom bude meni
 nap�tie z po�iato�nej hodnoty ��" Dosa�me ��
��	
do ��
��	 a po integrovan� a �prav�ch dostaneme

��t� � ��e
�EM t��M � EH��

�
�� e�EM t��M

�
� EH�� � ��� � EH��� e

�EM t��M � ��
��	

Gra�ck� zn�zornenie tejto z�vislosti je na Obr
 �
��b
 Podobne ako v pr��
pade Maxwellovho telesa� aj teraz nap�tie exponenci�lne kles�
 V pr�pade
Zenerovho telesa sa v�ak nap�tie bl��i k EH��� ktor� je ur�en� nap�t�m na
elastickej pru�ine H


Rovnak�m sp�sobom� ako sme de�novali relaxa�n� a retarda�n� �as
pri Maxwellovom telese a pri Kelvin�Voigtovom telese� m��eme zavies
 tak��
to �asy aj pre Zenerove teleso
 Relaxa�n� �as �Zrel je �as� za ktor� nap�tie
pri kon�tantnej deform�cii �� klesne z p�vodnej hodnoty �� na hodnotu
EH���

�
e
��� � EH���
 Tento �as m��eme vyjadri
 vz
ahom

�Zrel �
�M
EM

� ��
��	

Retarda�n� �as �Zret je �as� za ktor� deform�cia pri kon�tantnom nap�t� ��
dosiahne ����

e
� z hodnoty ��

EH

 M��eme ho vyjadri
 vz
ahom

�Zret � �M

�
�

EH
�

�

EM

�
� ��
��	

Mechanick� reprezent�cia generalizovan�ho Maxwellovho telesa je
na Obr
 �
��
 Pri aplik�cii nap�tia � s� deform�cie �k a r�chlosti deform��
cie d�k

dt
na jednotliv�ch vetv�ch tohto paraleln�ho spojenia rovnak� a rovnaj�

sa celkovej deform�cii generalizovan�ho Maxwellovho telesa

� � �� � �� � � � � � �n � ��
��	
d�

dt
�

d��
dt

�
d��
dt

� � � � �
d�n
dt

� ��
��	

Nap�tie � je tvoren� s��tom nap�t� na jednotliv�ch vetv�ch� tak�e

� � �� � �� � � � �� �n � ��
��	

��



σ

HnNn

H2N2

N1 H1

Obr� ����� Generalizovan� Maxwellove teleso�

Pre jednotliv� vetvy� ktor� tvoria Maxwellove teles�� m��eme pod�a vz�ahu
	
��
 p�sa�

d�k

dt
�

�k

�k
�

�

Ek

d�k

dt
� k � �� �� � � � � n � 	
��



kde Ek a �k s� pr�slu�n� moduly pru�nosti a viskozity� Po dosaden� 	
��


do vz�ahu 	
���
 dostaneme

d�

dt
�

�k

�k
�

�

Ek

d�k

dt
� k � �� �� � � � � n � 	
���


Z t�chto n rovn�c si postupne vyjadrime nap�tia �k analogick�m sp�sobom
ako pri Maxwellovom telese� N�sobme najprv 	
���
 v�razom Eke

Ekt��k � ��m
dostaneme

Ek
d�

dt
eEkt��k �

Ek

�k
�ke

Ekt��k �
d�k

dt
eEkt��k

�
d

dt

�
�ke

Ekt��k
�

� k � �� �� � � � � n � 	
���


Tento v�sledok integrujme na intervale ht�� ti� Po �prav�ch bud� nap�tia �k

s po�iato�n�mi podmienkami �k � ��k v �ase t� vyjadren� nasledovne

�




�k�t� � e�Ekt��k

�
Ek

Z t

t�

d�

d�
eEk���kd� � ��ke

Ekt���k

�
�

k � �� �� � � � � n � 	
���


Ak teraz dosad�me 	
���
 do vz�ahu 	
���
� pre nap�tie ��t� generalizovan�ho
Maxwellovho telesa dostaneme

��t� �
nX
k��

e�Ekt��k

�
Ek

Z t

t�

d�

d�
eEk���kd� � ��ke

Ekt���k

�
� 	
���


S�riov�m spojen�m n Kelvin�Voigtov�ch telies z�skame generalizo�

van� Kelvin�Voigtove teleso 	Obr� 
���
� Nap�tia �k p�sobiace na jed�

σ

N1

H1

N2

H2

Nn

Hn

Obr� ����� Generalizovan� Kelvin�Voigtove teleso�

notliv� prvky s� navz�jom rovnak� a rovnaj� sa aplikovan�mu nap�tiu ��
preto

� � �� � �� � � � � � �n � 	
���


V�sled� deform�cia � generalizovan�ho Kelvin�Voigtovho telesa je tvoren�
s��tom deform�ci� �k na jednotliv�ch prvkoch

� � �� � �� � � � �� �n � 	
���


Pod�a vz�ahu 	
���
 pre nap�tia �k a teda aj pre nap�tie � m��eme p�sa�

��t� � �k�t� � Ek�k � �k
d�k

dt
� k � �� �� � � � � n � 	
���


��



Ak teraz vyn�sobime vz�ah 	
���
 v�razom �

�k
eEkt��k � dostaneme

�

�k
�eEkt��k �

Ek

�k
�ke

Ekt��k �
d�k

dt
eEkt��k

�
d

dt

�
�ke

Ekt��k
�

� k � �� �� � � � � n � �

Po integr�cii na intervale ht�� ti a pri po�iato�n�ch podmienkach � � ��k v
�ase t� bude pre deform�ciu na k�tom prvku plati�

�k�t� � e�Ekt��k

�
�

�k

Z t

t�
�eEk���kd� � ��ke

Ekt���k

�
�

k � �� �� � � � � n � 	
���


Dosaden�m vz�ahu 	
���
 do 	
���
 dostaneme �asov� z�vislos� generalizo�
van�ho Kelvin�Voigtovho telesa v tvare

��t� �
nX
k��

e�Ekt��k

�
�

�k

Z t

t�
�eEk���kd� � ��ke

Ekt���k

�
� 	
���


Generalizovan� Zenerove teleso reprezentujeme paraleln�m spo�
jen�m n Zenerov�ch telies 	Obr� 
���
� Ke��e pri aplik�cii nap�tia � sa jed�
notliv� Zenerov� teles� deformuj� s��asne� potom pre deform�ciu � a r�chlos�
deform�cie d�

dt
plat�

� � �� � �� � � � � � �n � 	
��


d�

dt
�

d��

dt
�

d��

dt
� � � � �

d�n

dt
� 	
���


kde �k s� deform�cie na jednotliv�ch vetv�ch tohto paraleln�ho spojenia�
S��tom nap�t� �k� ktor� p�sobia na jednotliv� Zenerove teles�� dostaneme
v�sledn� nap�tie

� � �� � �� � � � �� �n � 	
���


Pod�a vz�ahu 	
�
�
 m��eme pre k�te Zenerove teleso p�sa�

�k �
�Mk

EMk

d�k

dt
� EHk�k � �Mk

�
� �

EHk

EMk

�
d�k

dt
� k � �� �� � � � � n �

resp�
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Obr� ����� Generalizovan� Zenerove teleso�
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EMk
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dt
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� �

EHk

EMk
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dt
� k � �� �� � � � � n � 	
���


Rovnak�m sp�sobom� ako sme na�li vyjadrenie pre nap�tie Zenerovho telesa�
m��eme postupova� aj v pr�pade generalizovan�ho Zenerovho telesa� Teraz
v�ak integrujme na intervale ht�� ti� Potom pri po�iato�n�ch podmienkach
�k � ��k v �ase t� dostaneme

�k�t� � exp

�
�
EMk

�Mk
t

�
�Z t
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�
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���


Po dosaden� 	
���
 do vz�ahu 	
���
 nakoniec n�jdeme vyjadrenie pre nap�tie
generalizovan�ho Zenerovho telesa v tvare

��



��t� �
nX
k��

exp

�
�
EMk

�Mk
t

�
�Z t

t�

	
EHkEMk

�Mk
�� �EHk � EMk�

d�

d�



exp

�
EMk

�Mk
�

�
d� �

��k exp

�
EMk

�Mk

t�

��
� 	
���


��� Elastoplastick� kontinuum

Elastoplastick� prostredia m��eme reprezentova� spojen�m Hookeovho
telesa so Saint�Venantov�m telesom� Pri s�riovom spojen� 	Obr� 
���
 je
aplikovan� nap�tie � rovn� nap�tiu �H na �asti H a rovnako aj nap�tiu �StV

σ
StV H

Obr� ���	� S�riov� spojenie Hookeovho telesa so Saint�Venantov
m telesom�

na �asti StV

� � �H � �StV � 	
���


S��et deform�cie elastickej pru�iny �H a deform�cie Saint�Venantovho telesa
�StV tvor� v�sledn� deform�ciu

� � �H � �StV � 	
���


Ke� na tak�to usporiadanie aplikujeme nap�tie� ktor� je men�ie ako
medza plastickosti �P �asti StV� bude sa deformova� len elastick� �as� H�
Akon�hle v�ak nap�tie dosiahne �P � za�ne sa deformova� aj trecie zariadenie�
pri�om deform�cia m��e nadobudn�� �ubovo�ne ve�k� hodnotu� Ve�kos�
deform�cie elastickej �asti ostane na hodnote �H � �P � ktor� zodpoved�
nap�tiu �P � teda

�P �
�P

E
� 	
���


��



kde E je modul pru�nosti elastickej pru�iny H� Pre nap�tie m��eme potom
p�sa�

� �

�
E� � � � �P
�P � � � �P

	
���


Gra�ck� zn�zornenie tejto z�vislosti je na Obr� 
���a�

b)a)

σ

σP

εεP

σ

σP

εεP

- σP

εU

Obr� ����� Z�vislos
 nap�tia od deform�cie s�riov�ho spojenia Hookeovho telesa

so Saint�Venantov
m telesom pri za
a�en� �a� a pri od�ah�en� �b��

Sk�majme� �o sa stane� ke� po za�a�en� uveden�ho s�riov�ho spojenia
za�neme pri deform�cii �U 	 �P zmen�ova� nap�tie 	Obr� 
���b
� Najprv
bude deformovan� elastick� �as�� Ke� nap�tie dosiahne hodnotu � � ��
deform�cia na pru�ine bude nulov� a celkov� ve�kos� deform�cie bude zod�
poveda� hodnote �U � �P � ktor� nadobudla plastick� �as� po�as za�a�ova�
nia� Pri �al�om zmen�ovan� nap�tia bude elastick� pru�ina stl��an�� a� k�m
nap�tie nedosiahne hodnotu ��P � �alej u� potom bude prebieha� len de�
formovanie plastickej �asti� Celkov� pokles nap�tia pri takomto od�ah�en� je
��P �

Pri paralelnom spojen� elastickej pru�iny H a trecieho zariadenia StV
	Obr� 
���
 prebieha deformovanie jednotliv�ch vetiev spojenia s��asne� pre�
to pre celkov� deform�ciu plat�

� � �H � �StV � 	
��



K�m aplikovan� nap�tie nedosiahne medzu plastickosti �P �asti StV� defor�
m�cia bude nulov� 	Obr� 
���a
� Po dosiahnut� �P sa �as� StV bude m�c�

��



StV

σ

H

Obr� ����� Paraleln� spojenie Hookeovho telesa so Saint�Venantov
m telesom�

deformova� neobmedzene� Celkov� deform�cia v�ak bude ur�en� len elastic�
kou deform�ciou �asti H� Pre z�vislos� nap�tia od deform�cie m��eme p�sa�

� � �P � E� � 	
���


a pre vyjadrenie deform�cie pomocou nap�tia

� �

�
� � � � �P
���P
E

� � � �P
	
���


Predpokladajme teraz� �e pri deform�cii �U � ktor� zodpoved� nap�tiu
�A � �P �E�U � za�neme aplikovan� nap�tie zmen�ova�� Z�vislos� nap�tia od

b)a)

σ

σP

ε

σ

σP

εεU

σA

σB

Obr� ����� Z�vislos
 nap�tia od deform�cie paraleln�ho spojenia Hookeovho telesa

so Saint�Venantov
m telesom pri za
a�en� �a� a pri od�ah�en� �b��

deform�cie m��eme sledova� na Obr� 
���b� Ak za�neme nap�tie � zmen�o�
va�� nap�tie vo vetve s trec�m zariaden�m StV� ktor� dovtedy bolo rovn� �P �

��



klesne pod t�to hodnotu� To sp�sob�� �e �as� StV sa prestane deformova� a
z�rove sa prestane deformova� aj �as� H 	kv�li paralelizmu
� Celkov� de�
form�cia bude rovn� deform�cii naakumulovanej po�as zv���ovania nap�tia�
tak�e sa bude rovna� �U � Nap�tie � sa bude zmen�ova� pri deform�cii �U � a�
k�m nedosiahne hodnotu

�B � �A � ��P � E�U � �P �

Je to preto tak� lebo na �as� StV najprv p�sobilo �ahov� nap�tie� ktor� po�as
od�ah�enia vymizne 	pokles o �P 
� Potom za�ne p�sobi� tlakov� nap�tie�
Ke� nap�tie � dosiahne hodnotu �B 	�al�� pokles o �P 
� za�ne sa deformova�
aj elastick� �as� a celkov� deform�cia sa bude zmen�ova� z hodnoty �U pod�a
vz�ahu

� � �U �
� � �B

E
� 	
���


Po dosaden� za �B � E�U � �P do 	
���
 dostaneme

� �
� � �P

E
� pre � � �B � 	
���


resp�

� �

�
�U � pre � � �A

���P
E

� pre �A � � � �B
	
���


Sk�majme teraz usporiadania� ktor� s� tvoren� viacer�mi pru�inami a
trec�mi zariadeniami� Najprv sa pozrime na paraleln� usporiadanie� ako je

StV

σ

H1

H2

Obr� ����� Paraleln� spojenie Hookeovho telesa so s�riov
m spojen�m

Saint�Venantovho a Hookeovho telesa�


�



na Obr� 
���� Deform�cia �� elastickej pru�iny H� je rovnak� ako deform�cia
�� �asti s prvkami H� a StV a tieto deform�cie sa rovnaj� celkovej deform�cii

� � �� � �� � 	
���


Aplikovan� nap�tie � m��eme rozdeli� na s��et nap�tia ��� ktor� p�sob� na
�as� H�� a nap�tia �� p�sobiaceho na �as� s H� a StV� teda

� � �� � �� � 	
���


Pre nap�tie �� plat�

�� � E�� 	
���


a pre nap�tie ��

�� �

�
E�� � � � �P
�P � � � �P

	
���


kde E�� E� s� moduly pru�nosti elastick�ch pru��n H� a H�� �P je medza
plastickosti trecieho zariadenia StV a �P je deform�cia �asti s prvkami H� a
StV� pri ktorej je �� � �P � teda

�P �
�P

E�

� 	
��



Po aplik�cii nap�tia � na usporiadanie na Obr� 
��� sa najprv bud�
s��asne deformova� pru�iny H� a H�� �o m��eme vyjadri� vz�ahom

� � �E� � E�� � �

Tak�mto line�rnym sp�sobom sa so zv���uj�cou deform�ciou � bude zv���o�
va� aj nap�tie � a� po hodnotu �

�

P � Vtedy nap�tie �� dosiahne medzu plas�
tickosti 	�� � �P 
 a �as� paraleln�ho usporiadania s prvkami H� a StV sa
bude m�c� deformova� neobmedzene� Ke��e deform�cie �� a �� s� rovnak� a
v tomto pr�pade rovn� �P � nap�tie �

�

P je ur�en� vz�ahom

�
�

P � �E� � E�� �P �

� E��P � �P � 	
���



�



Pri �al�om zv���ovan� nap�tia � sa nap�tie �� v �asti s elastickou pru�inou
H� a trec�m zariaden�m StV nebude �alej meni� z hodnoty �P a z�vislos� de�
form�cie od nap�tia � bude ur�en� u� len elastickou pru�inou H�� Dosaden�m
	
���
 a 	
���
 do vz�ahu 	
���
 dostaneme pre nap�tie 	Obr� 
���a


� �

�
�E� � E�� � � � � �P
�P � E�� � � � �P

	
���


kde �P je ur�en� vz�ahom 	
��

� Pre z�vislos� deform�cie od nap�tia

b)a)

σ

σ’P

εεP

σ

σ’P

εεP
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σB
εU

Obr� ����� Z�vislos
 nap�tia od deform�cie usporiadania z Obr� ���� pri za
a�en�

�a� a pri od�ah�en� �b��

dostaneme z predch�dzaj�ceho vz�ahu

� �

��

��

�
E��E�

� pre � � �
�

P

���P
E�

� pre � � �
�

P

	
���


kde �
�

P je ur�en� vz�ahom 	
���
�
Predpokladajme teraz� �e pri deform�cii �U 	�U 	 �P 
 a nap�t� �A �

�P � E��U za�neme aplikovan� nap�tie zmen�ova�� Gra�ck� zn�zornenie
z�vislosti nap�tia od deform�cie je na Obr� 
���b� Najprv bude prebieha�
s��asn� deformovanie pru��n H� a H� a nap�tie poklesne z hodnoty �A o
�

�

P � Vtedy bude nap�tie �P � ktor� p�vodne p�sobilo na H� a StV� u� �plne
odstr�nen�� Pri �al�om zmen�ovan� � bud� pru�iny H� a H� na�alej s��asne
deformovan�� a� k�m nap�tie �� nedosiahne hodnotu �� � ��P � Tomu zod�
poved� �al�� pokles nap�tia � o �

�

P � Nap�tie � sa teda celkovo z hodnoty �A


�



zmen�� o ��
�

P na hodnotu �B � �A � ��
�

P � Pri �al�om stl��an� sa �as� vetvy
s trec�m zariaden�m StV bude deformova� neobmedzene a nap�tie na tejto
�asti sa nebude meni� z hodnoty �� � ��P � Z�vislos� nap�tia od deform�cie
bude pri �al�om zmen�ovan� nap�tia ur�en� u� len elastickou pru�inou H��

Pozrime sa teraz na pr�pad usporiadania elastick�ch pru��n a trec�ch
zariaden�� ktor� s� zn�zornen� na Obr� 
��� 	Iwanov model
� Aplikovan�
nap�tie � je rovnak� ako nap�tie ��� ktor� p�sob� na elastick� pru�inu H�� a

σ

H0

StV1

H1

StV2

H2

StVn

Hn

Obr� ����� Iwanov model�

nap�tia �k� ktor� p�sobia na k�te paraleln� spojenie elastickej pru�iny Hk s
trec�m zariaden�m StVk

� � �� � �� � �� � � � � � �n � 	
���


V�sledn� deform�cia � je tvoren� s��tom deform�cie �� na elastickej pru�ine
H� a deform�ciami �k na k�tom paralelnom spojen�� tak�e

� � �� � �� � �� � � � �� �n � 	
���


Pre pru�inu H� m��eme pomocou Hookeovho z�kona p�sa�

�� � � � E��� � 	
���


resp�

�� �
�

E�

� 	
���


Vyu�it�m vz�ahu 	
���
 m��eme vyjadri� z�vislos� nap�tia �k od deform�cie�

�k � � � �Pk � Ek�k � k � �� �� � � � � n � 	
���








pr�padne z�vislos� deform�cie od nap�tia 	vz�ah 	
���

�

�k �

�
� � � � �Pk
���Pk
E

� � � �Pk
� k � �� �� � � � � n � 	
���


kde Ek je modul pru�nosti elastickej pru�iny Hk a �Pk je medza platickosti
StVk� Navy�e pre �Pk predpokladajme

�P� � �P� � � � � � �Pn � 	
��



Pri zv���ovan� aplikovan�ho nap�tia � sa najprv bude zv���ova� defor�
m�cia v d�sledku deformovania elastickej pru�iny H�

� �
�

E�

� pre � � �P� � 	
���


Ke� nap�tie � dosiahne medzu plastickosti �P�� za�ne prebieha� aj deformo�
vanie �asti s paraleln�m spojen�m H� a StV� a deform�ciu m��eme vyjadri�
v tvare

� �
�

E�

�
� � �P�

E�

� pre �P� � � � �P� � 	
���


To m��eme pozorova� na Obr� 
��
a ako !zlomenie! krivky v bode T� so

a)

σ

ε

T1

Tn
T2

b)
σ

ε

T1

Tj-1
T2

O

A

T’j-1

T’2

T’1

A’

εU-εU

σU

-σU

T’’1

T’’2

T’’j-1

Obr� ����� Priebeh z�vislosti nap�tia od deform�cie pri za
a�ovan� Iwanovho

modelu �a� a vytvorenie hyster�znej slu�ky �b��
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s�radnicami ��P�� �P��� kde �P� ��P�

E�

� Po dosiahnut� nap�tia �P� sa za��
ne deformova	 aj �as	 s paraleln
m spojen�m H� a StV� a pre deform�ciu
dostaneme

� �
�

E�
�

� � �P�
E�

�
� � �P�

E�
� pre �P� � � � �P� � �
����

Na Obr� 
��
a to op�	 m��eme pozorova	 ako �zlomenie� krivky� teraz v�ak
v bode T� ��P�� �P��� kde �P� je deform�cia pri nap�t� �P�� Deform�ciu �P�
m��eme ur�i	 zo vz	ahu �
���� dosaden�m za � � �P�� teda

�P� �
�P�
E�

�
�P� � �P�

E�
�

Podobne ako v dvoch predch�dzaj�cich pr�padoch� ke� aplikovan� nap�tie
dosiahne �al�iu medzu plastickosti� za�ne sa deformova	 �al�ia �as	 s para�
leln
m spojen�m pru�iny a trecieho zariadenia� Takto to bude pokra�ova	� a�
k
m nap�tie nedosiahme medzu plastickosti na poslednom n�tom paralelnom
spojen� pru�iny a trecieho zariadenia� Vtedy bude pre deform�ciu plati	

� �
�

E�
�

� � �P�
E�

�
� � �P�

E�
� � � ��

� � �Pn

En

�

�
nX

k��

�

Ek

� �
nX

k��

�Pk

Ek

� pre �Pn � � � �
����

Uveden� pr�pady z�vislosti deform�cie od nap�tia m��eme zov�eobecni	
na pr�pady� kedy aplikovan� nap�tie je v���ie ako �P �i���� ale e�te nedosiahlo
medzu plastickosti �Pi� Ke� dosad�me �
���� a �
���� do vz	ahu �
���� a
budeme predpoklada	 �P �i��� � � � �Pi� dostaneme

� �
�

E�

�
i��X
k��

� � �Pk

Ek

� pre �P �i��� � � � �Pi �

i � �� �� � � � � n � �
����

Vz	ah �
���� m��eme e�te �alej upravi	� Zave�me medze plastickosti �� a
�n��� pre ktor� predpokladajme

�� � � � �
����

�n�� � � � �
����


�



Potom vz	ah �
���� m��eme prep�sa	 na tvar

� � �
i��X
k��

�

Ek

�

i��X
k��

�Pk

Ek

� pre �P �i��� � � � �Pi �

i � �� �� � � � � n� � � �
����

Jednoduchou �pravou zo vz	ahu �
���� dostaneme vyjadrenie nap�tia pomo�
cou deform�cie v tvare

� �

�
i��X
k��

�

Ek

�
�� �

� �
i��X
k��

�Pk

Ek

�
� pre �P �i��� � � � �Pi �

i � �� �� � � � � n� � � �
����

Sk�majme teraz pr�pad� ke� nap�tie p�sobiace na usporiadenie z Obr�

��� za�neme zmen�ova	 z hodnoty �U � ktorej zodpoved� deform�cia �U �bod
A na Obr� 
��
b�� Nap�tie �U je z intervalu �P �j��� � �U � �Pj� kde j m��e
by	 rovn� �� �� � � � � n � �� Najprv budeme nap�tie zmen�ova	 po hodnotu
��U � pri ktorej deform�cia dosiahne ��U �bod A�� a potom op�	 zv���ova	�
a� k
m sa nedostaneme znova do bodu A�

Pri zmen�ovan� nap�tia sa ako prv� bude deformova	 pru�ina H��
S��asne sa bude zmen�ova	 aj nap�tie v �astiach s paraleln
mi spojeniami�
av�ak bez deformovania� Tento stav potrv� dovtedy� k
m aplikovan� nap�tie
nedosiahne hodnotu� ktor� umo�n� deformovanie niektor�ho z trec�ch zariade�
n� StV�� StV�� � � � alebo StVn� Ke��e medza plastickosti trecieho zariadenia
StV� je najmen�ia ��P� � �P� � � � � � �Pn�� ako prv� sa za�ne deformova	
�as	 s paraleln
m spojen�m H� a StV�� Aplikovan� nap�tie� pri ktorom d�jde
k deform�cii plastickej �asti s StV�� bude zmen�en� o dvojn�sobok �P�� Pre�
to nap�tie v bode T

�

� je ��T
�

�� � �U���P�� D�vod dvojn�sobn�ho zmen�enia
je rovnak
 ako v pr�pade samotn�ho paraleln�ho spojenia elastickej pru�iny
a trecieho zariadenia� Pri zmen�ovan� aplikovan�ho nap�tia najprv vymizne
nap�tie� ktor� bolo na trecom zariaden�� Tomu zodpoved� pokles o �P� a
nap�tie na trecom zariaden� bude potom nulov�� A� vtedy� ke� nap�tie
klesne e�te o �al�iu hodnotu �P�� za�ne sa prvok StV� deformova	�

Pri �al�om zmen�ovan� nap�tia � bude z�vislos	 nap�tie � deform�cia
line�rna �deformuj� sa pru�ina H� a �as	 s paraleln
m spojen�m H� a StV��


�



a� do bodu T
�

�� kde op�	 nastane �zlomenie� krivky� Nap�tie v tomto bode
je ��T �

�� � ��T
�

��� ��P� a pri nap�tiach � � ��T
�

�� sa u� m��e deformova	 aj
�as	 s elastickou pru�inou H� a trec�m zariaden�m StV�� Postupn
m prekon��
van�m medz� plastickosti na trec�ch zariadeniach sa dostaneme a� do bodu
A� � pri�om v�dy� ke� aplikovan� nap�tie dosiahne hodnotu� ktorej bude zod�
poveda	 prekonanie medze pevnosti niektor�ho z trec�ch zariaden�� nastane
�zlomenie� krivky v gra�ckom zn�zornen� nap�tie � deform�cia�

Ak po dosiahnut� nap�tia ��U a deform�cie ��U za�neme zv���ova	
aplikovan� nap�tie� z�vislos	 bude podobn� ako pri prvom za	a�en� alebo
od�ah�en�� Najprv bude prebieha	 deformovanie elastickej pru�iny H� a
nap�tie vzrastie z hodnoty ��U o ��P� a� k
m nenastane �zlomenie� krivky
vyjadruj�cej z�vislos	 nap�tia od deform�cie �bod T

��

��� Potom sa za�ne defor�
mova	 aj �as	 spojenia s pru�inou H� a trec�m zariaden�m StV�� Pri dosiah�
nut� �al�ej medze plastickosti sa krivka znova �zlom�� �bod T

��

��� Tak
mto
�l�mav
m� sp�sobom sa dostaneme sp�	 do bodu A� ��m sa vytvor� hyster�z�
na slu�ka�

M��eme si v�imn�	� �e na vytvorenie hyster�znej slu�ky nemus�me pod�
robne sledova	 cel� dr�hu od bodu A cez body T�

�� T
�

�� � � � � T
�

j��� A
� a sp�	 cez

T
��

� � T
��

� � � � � � T
��

j�� a� do A� Sta�� pozna	 krivku� ktor� z�skame pri prvom za�
	a�en� �krivka prvotnej z�	a�e� a uvedomi	 si� �e jednotliv� vetvy hyster�znej
slu�ky maj� rovnak
 tvar ako krivka O� T�� T�� � � � � Tj��� A� len poloha ich
po�iatku je v bode A� resp� v bode A

�

a s� dvakr�t �natiahnut��� Tak�to
pre�k�lovanie dosiahneme n�soben�m deform�cie a nap�tia s �

� � Pre z�vislos	
deform�cie od nap�tia budeme pri od�ah�en� potom m�c	 p�sa	

�� �U
�

�
� � �U

�

i��X
k��

�

Ek

�
i��X
k��

�Pk

Ek

� pre �P �i��� � � � �Pi �

i � �� �� � � � � j � � � �
��
�

a pre z�vislos	 deform�cie od nap�tia pri op�tovnom za	a�en� dostaneme

�� �U
�

�
� � �U

�

i��X
k��

�

Ek

�

i��X
k��

�Pk

Ek

� pre �P �i��� � � � �Pi �

i � �� �� � � � � j � � � �
����
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Znamienko � na pravej strane vz	ahu �
��
� n�s nesmie m
li	� preto�e trecie
nap�tia �Pk od��tame od hodnoty �U a tento rozdiel od nap�tia � od��tavame�
Podobn
 d�vod je aj pre zavedenie znamienka � medzi sumami vo vz	ahu
�
����� Tu v�ak k nap�tiu ��U pripo��tavame trecie nap�tia�

Ak za�neme zv���ova	 po�et elastick
ch pru��n a trec�ch zariaden��
pri�om rozdiely medzi jednotliv
mi medzami plastickosti budeme zmen�o�
va	� potom krivka prvotnej z�	a�e a rovnako aj vetvy hyster�znej slu�ky sa
bud� bl��i	 k spojit
m krivk�m� Je pravdepodobn�� �e pre lep�ie op�sanie
hyster�zneho spr�vania re�lnych prostred� treba zahrn�	 jeden alebo viac
visk znych prvkov do Iwanovho modelu� Tu v�ak vznik� ot�zka� kde ich
zapoji	! Nieko�ko mo�n
ch usporiadan� je na Obr� 
��� a Obr� 
���� V
dostupnej literat�re nie s� uveden� modely uva�ovan��

σ

H0 N

a) StV1

H1

StVn

Hn

StV2

H2

σ

H0

StV2

H2

StV1

H1

StVn

Hn

N
b)

Obr� ����� Pr�klady pripojenia Newtonovho telesa do Iwanovho modelu�


�



σ
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Hn Nn
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H2 N2

StV1
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a)

σσ

H0

StV1

H1

N1

StV2

H2

N2

StVn

Hn

Nn

b)

Obr� ����� Pr�klady pripojenia Newtonov�ch telies do Iwanovho modelu�
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� Neline�rne ��renie elastick�ch v�n v dokonale
elastickom kontinuu

��� Pohybov� rovnica kontinua� mal� a kone�n� defor�
m�cie

Odvodenie pohybovej rovnice kontinua je mo�n� n�js	 v u�ebniciach
mechaniky kontinua �i pru�nosti �Brdi�ka ����� Landau a Lif�ic ����� Bland
������ Jej v�eobecne pou��van
 tvar je

��ui � �ij�j � fi � �����

kde �ui �
���ij

�t�
� �ij�j �

��ij

�xj
� � je hustota prostredia� ui je i�t� zlo�ka posunutia�

�ij je tenzor nap�tia a fi je hustota vonkaj��ch s�l �pre opakuj�ce sa indexy
plat� Einsteinova suma�n� konvencia��

Pohybov� rovnicu kontinua je mo�n� odvodi	 za predpokladu dynamic�
kej rovnov�hy objemov
ch a plo�n
ch s�l so zotrva�nou silou� T�to rovnica
ost�va v tvare ����� nez�visle od toho� �i uva�ujeme line�rne alebo neline�rne
spr�vanie elastick�ho prostredia� Pri opise line�rneho elastick�ho prostredia
pou��vame mal� �in	nitezim
lne� deform
cie a pri neline�rnom elastickom
prostred� kone�n� deform
cie� Pod mal
mi deform�ciami rozumieme tak�
deform�cie� ke� tenzor deform�cie je vyjadren
 v tvare

�ij � �ji �
�

�
�ui�j � uj�i� � �����

Tak�to vyjadrenie m��eme n�js	 uva�ovan�m o relat�vnej zmene vzdialenosti
dvoch nekone�ne bl�zkych bodov pred a po deform�cii �Brdi�ka ����� Landau
a Lif�ic ����� Bland ������ Pritom �leny s mocninami v����mi ako prv
mi sa
zanedb�vaj�� Tak�to zanedbanie m��eme vykona	 len vtedy� ak deform�cie�
resp� gradienty posunut� s� dostato�ne mal�� Mal� deform�cie takto vy�
jadruj� line�rne spr�vanie kontinua� V neline�rnom pr�pade� ke� deform�ciu
naz
vame kone�nou a �leny s vy���mi mocninami nie je mo�n� zanedba	� je
tenzor deform�cie vyjadren
 vz	ahom

�ij � �ji �
�

�
�ui�j � uj�i � uk�iuk�j� � ���
�

��



Ve�kos	 deform�cie sa takto st�va akousi mierou �line�rnosti� elastick�ho
prostredia� Hranica medzi line�rnym a neline�rnym pr�padom v�ak nie je
presne ur�en��

��	 Hustota energie deform�cie

V line�rnej te rii pru�nosti je tenzor nap�tia vyjadren
 line�rnym vz	a�
hom pomocou zov�eobecnen�ho Hookeovho z�kona ako funkcia tenzora de�
form�cie a teda aj posunutia �mal� deform�cie�� Ak budeme preto h�ada	
vyjadrenie �ij pomocou tenzora kone�n
ch deform�ci�� m��eme o�ak�va	� �e
v h�adanej z�vislosti bud� aj �leny stup"a vy��ieho ako prv�ho�

Pri odvoden� h�adanej z�vislosti �ij od ui predpokladajme izotropn�
elastick� kontinuum a pou�ime �� a �� termodynamick
 z�kon �Brdi�ka
����� Landau a Lif�ic ����� Bland ����� Aki a Richards ������ Prv� termo�

dynamick� z
kon zap��me v tvare

�Q � dU � �A �

kde �Q je teplo dodan� nejakej �asti kontinua s �ubovo�n
m objemom V � dU
je zmena vn
tornej energie tejto �asti kontinua a �A je pr
ca vykonan� touto
�as	ou kontinua �dodan� teplo a pr�ca vykonan� �as	ou kontinua s� klad�
n��� Pri deformovan� vykonaj� objemov� a plo�n� sily pr�cu �E a z�rove"
�as	 kontinua s objemom V z�ska kinetick� energiu �Ekin� Potom rozdiel
�E� �Ekin je pr�cou� ktor� spotrebovali vonkaj�ie sily na samotn� deformo�
vanie �asti kontinua� Pr�ca �A je rovnako ve�k� ako pr�ca spotrebovan� na
deformovanie� ale m� opa�n� znamienko� tak�e

�A � � ��E � �Ekin� �

Ak si uvedom�me� �e seizmick� vlny s� z termodynamick�ho h�adiska adiaba�

tick�m dejom �dS � �� kde S je entropia�� tak z druh�ho termodynamick�ho

z
kona� ktor
 zap��me v tvare

�Q � TdS �

vypl
va� �e �Q � �� Pre vn�torn� energiu potom m��eme po �prav�ch p�sa	

dU � �E � �Ekin � �����

��



Zo vz	ahu ����� dostaneme pre r
chlos	 pr�rastku vn�tornej energie

dU

dt
�

dE

dt
�

dEkin

dt
� �����

Pr�rastok kinetickej energie �asti kontinua s objemom V je

�Ekin � �
�
�

�

Z
V
� 	ui 	uidV

�
� �����

Veli�iny V a � ch�peme ako hodnoty pred deform�ciou� preto pre r
chlos	
pr�rastku �Ekin m��eme p�sa	

dEkin

dt
�
Z
V
� 	ui�uidV � �����

Pomocou jednoduch
ch �vah sa d� uk�za	� �e

�E � �
�Z

V
fiuidV �

Z
S
�ijuinjdS

�
� �����

kde prv
 �len na pravej strane predstavuje pr�cu objemov
ch s�l a druh
 �len
predstavuje pr�cu plo�n
ch s�l� ktor� p�sobia na �as	 kontinua s objemom
V ohrani�en�ho plochou S� Vektor 	n je norm�lov
m vektorom na plochu
S� Pou�it�m Gauss�Ostrogradsk�ho vety m��eme posledn
 vz	ah prep�sa	 na
tvar

�E � �
�Z

V
�fiui � ��ijui��j� dV

�

� �
�Z

V
�fiui � �ij�jui � �ijui�j� dV

�
� �����

R
chlos	 pr�rastku tejto pr�ce je potom

dE

dt
�
Z
V
�fi 	ui � �ij�j 	ui � �ij 	ui�j� dV � ������

Dosaden�m vz	ahov ����� a ������ do ����� dostaneme

dU

dt
�
Z
V
�fi 	ui � �ij�j 	ui � �ij 	ui�j � � 	ui�ui� dV � ������

Ak do tohto vz	ahu e�te dosad�me ��ui zo vz	ahu ������ potom po �prav�ch
bude pre r
chlos	 pr�rastku vn�tornej energie plati	

dU

dt
�
Z
V
�ij 	ui�jdV � ������

��



Teraz vyjadrime r
chlos	 pr�rastku vn�tornej energie pomocou veli�iny
W � ktor� vol�me hustota energie deform
cie� nasledovn
m sp�sobom

dU

dt
�

d

dt

�Z
V
WdV

�
�
Z
V


W


t
dV � ����
�

Po dosaden� ����
� do vz	ahu ������ dostaneme
Z
V


W


t
dV �

Z
V
�ij


ui�j

t

dV � ������

Ke��e objem V vol�me �ubovo�ne� z predch�dzaj�ceho vz	ahu dost�vame

dW � �ijd �ui�j� � ������

Tenzor nap�tia m�me potom v tvare

�ij �

W


 �ui�j�
�


W


�mn

d�mn

d �ui�j�
� ������

pri�om predpoklad�me� �e hustota energie deform�cie je funkciou len tenzora
deform�cie �ij�

Pre deriv�ciu tenzora deform�cie pod�a ui�j zo vz	ahu ���
� m�me

d�mn

d �ui�j�
�

�

�
��im�jn � �in�jm � �jmui�n � �jnui�m� � ������

S vyu�it�m ������ po jednoduch
ch �prav�ch zo vz	ahu ������ dostaneme

�ij �

W


�ij
� ui�k


W


�kj
� ������

Ako vid�me zo vz	ahu ������� tenzor nap�tia nie je symetrick
� Je to d�sledok
toho� �e pre vyjadrenie �ij sme pou�ili tenzor kone�n
ch deform�ci�� Ak by
sme v ������ namiesto tenzora kone�n
ch deform�ci� pou�ili tenzor mal
ch
deform�ci� ������ dostali by sme

�ij � �ji �

W


�ij
� ������

�o zodpoved� line�rnemu pr�padu�

�




��
 Tenzor nap�tia

Ak rozvinieme hustotu energie deform�cie do Taylorovho radu pod�a
�ij po �leny 
� r�du� dostaneme

W ��ij� � W ��� �

W ���


�ij
�ij �

�

�



�W ���


�ij
�kl
�ij�kl �

�

�



�W ���


�ij
�kl
�mn

�ij�kl�mn � ������

Ke��e sa vo vz	ahu ������ vyskytuje len prv� deriv�cia W � m��eme
polo�i	 W ��� � �� #alej predpokladajme� �e pri nulovej deform�cii je aj

nap�tie nulov�� z �oho vypl
va� �e �W ���
��ij

� �� Po ozna�en� zvy�n
ch de�
riv�ci� koe�cientami Cijkl a Cijklmn m��eme ������ prep�sa	 na tvar

W ��ij� �
�

�
Cijkl�ij�kl �

�

�
Cijklmn�ij�kl�mn ������

alebo

W �
�

�
W� �

�

�
W� � ������

kde

W� � Cijkl�ij�kl � ����
�

W� � Cijklmn�ij�kl�mn � ������

Koe�cienty Cijkl a Cijklmn s� tenzorov� veli�iny� ktor� charakterizuj�
vlastnosti prostredia� Z nez�vislosti poradia n�sobenia tenzorov deform�cie
vo vz	ahoch ����
� a ������ a tie� z toho� �e �ij je symetrick
 tenzor� vypl
vaj�
pre koe�cienty Cijkl a Cijklmn nasledovn� vlastnosti

Cijkl � Cklij � Cjikl �
Cijklmn � Cklijmn � Cijmnkl � Cjiklmn �

������

Pre tieto tenzory m��eme v�ak n�js	 aj �al�ie vlastnosti� Ke��e h�ad�me
z�vislos	 �ij od ui pre izotropn� elastick� prostredie� bude hodnota hustoty
energie deform�cie nez�visl� od orient�cie zvolenej s�radnicovej s�stavy� To
ist� potom plat� aj pre koe�cienty Cijkl a Cijklmn� Tenzory� ktor� s� nez�visl�

��



od oto�enia s�radn�c� vol�me izotropn� tenzory� V�eobecn
 tvar izotropn�ho
tenzora �� r�du �ijkl m��eme vyvori	 kombin�ciou �ij � Kroneckerov
ch sym�
bolov� �o s� izotropn� tenzory �� r�du �napr� Brdi�ka ������ Potom

�ijkl � A�ij�kl �B�ik�jl � C�il�jk � ������

Analogick
m sp�sobom m��eme vytvori	 aj izotropn
 tenzor �� r�du�

�ijklmn � A��ij�kl�mn � A��ij�km�ln � A��ij�kn�lm �

A	�ik�jl�mn � A
�ik�jm�ln � A��ik�jn�lm �

A��il�jk�mn � A
�il�jm�kn � A��il�jn�km �

A���im�jn�kl � A���im�jk�ln � A���im�jl�kn �

A���in�jm�kl � A�	�in�jk�lm � A�
�in�jl�km � ������

pri�om A� B� C� A�� A�� � � � � A�
 s� nejak� kon�tanty�
Koe�cienty Cijkl a Cijklmn m��eme vyjadri	 vo v�eobecnom tvare po�

mocou vz	ahov ������ a ������� Ak vyu�ijeme vlastnosti koe�cientov �������
po premenovan� kombin�ci� kon�t�nt A� B� C� A�� A�� � � � � A�
 dostaneme

Cijkl � 
�ij�kl � � ��ik�jl � �il�jk� ������

a

Cijklmn � ��l � �m � n��ij�kl�mn ��
m�

n

�

�

�ij ��km�ln � �kn�lm� � �kl ��im�jn � �in�jm��

�mn ��ik�jl � �il�jk�� �
n

�

�kn ��il�jm � �im�jl� � �km ��il�jn � �in�jl��

�ln ��ik�jm � �im�jk� � �lm ��ik�jn � �in�jk�� � ������

kde 
 a � s� Lam�ove elastick� koe	cienty a l� m� n s� Murnaghanove elas�

tick� koe	cienty� Kombin�cie koe�cientov l� m� n a ich pomenovanie sa v
literat�re uv�dza r�zne �Green ���
� str� ����

Po dosaden� vz	ahov ������ a ������ do ������ a po �prav�ch z�skame
vyjadrenie hustoty energie deform�cie pre izotropn� elastick� kontinuum v

��



tvare

W �
�

�

�ii�jj � ��ij�ij �

�

�
��l � �m � n� �ii�jj�kk �

�
m�

n

�

�
�ii�jk�jk �

n

�
�ij�jk�ik � ���
��

Nakoniec po dosaden� vz	ahov ���
� a ���
�� do ������ a pri zanedban�
�lenov priestorovej deriv�cie posunutia vy��ieho ako �� stup"a bude ma	
tenzor nap�tia nasledovn� vyjadrenie$

�ij � 
uk�k�ij � � �ui�j � uj�i� �

�ij

��
l �m�

n

�

�
uk�kul�l �

�

�

�

 �m�

n

�

�
uk�luk�l�

�

�

�
m�

n

�

�
uk�lul�k

�
��


�m�
n

�

�
uk�kui�j �

�
m�

n

�

�
uk�kuj�i ��

��
n

�

�
�uk�iuk�j � ui�kuj�k � ui�kuk�j� �

n

�
uk�iuj�k � ���
��

Takto vyjadren
 tenzor nap�tia m��eme dosadi	 do pohybovej rovnice�
T
m z�skame parci�lnu diferenci�lnu rovnicu s mno�stvom �lenov� z ktor
ch
niektor� s� aj deriv�ciami elastick
ch koe�cientov �neplat� pre homog�nne
prostredie�� Vhodnej�ie je v�ak p�sa	 pohybov� rovnicu v tvare ����� spolu
s tenzorom nap�tia ���
�� ako s�stavu diferenci�lnych rovn�c� V takomto
tvare �tzv� formul�cia v posunut� a nap�t�� je pohybov� rovnica vhodnej�ia
na numerick� rie�enie� napr� pomocou met dy kone�n
ch diferenci�� Je v�ak
zatia� ot�zkou� ako sa diferen�n� sch�ma zostaven� pre tak�to diferenci�l�
nu rovnicu spr�va� t�j� �i je konzistentn� s p�vodnou �lohou a �i je rie�enie
stabiln� a konvergentn��

Vo vz	ahu ���
�� si m��eme v�imn�	� �e ak v "om zaneb�me v�etky
�leny� ktor� s� vy��ieho ako prv�ho stup"a� tak ostane len

�ij � 
uk�k�ij � � �ui�j � uj�i� � ���
��

To je zn�my Hookeov z�kon pre izotropn� prostredie�

��



Poznamenajme� �e hustota energie deform�ce W sa vyjadruje aj pomo�
cou invariantov tenzora deform
cie I�� I�� I� v tvare

W �
�

�
�
� ��� I�� � ��I� �

�

�
�l � �m� I�� � �mI�I� � nI� � ���

�

Invarianty s� de�novan� vz	ahmi

I� � �ii �

I� �

����� ��� ���
��� ���

������
����� ��� ���
��� ���

������
����� ��� ���
��� ���

����� �

I� �

�������
��� ��� ���
��� ��� ���
��� ��� ���

������� �

Teraz presk�majme niektor� z vlastnost� ��renia sa v%n v neline�rnom
elastickom izotropnom prostred��

��� �
renie rovinn�ch v�n v homog�nnom izotropnom
kontinuu

Uva�ujme �D pr�pad a predpokladajme ��renie rovinnej vlny v ho�
mog�nnom izotropnom kontinuu� napr� v smere osi x�� Potom vektor
posunutia je funkciou len tejto jednej priestorovej premennej a �asu� t�j�
	u � 
u� �x�� t� � u� �x�� t� � u� �x�� t�� a pre �ij zo vz	ahu ���
�� dostaneme

�ij � 
u����ij � � �ui�j � uj�i� �

�ij

�
�

�
�
� �l� u���� �

�

�

�

�m�

n

�

� 	
u���� � u����


�
��


�m�
n

�

�
u���ui�j �

�
m�

n

�

�
u���uj�i ��

��
n

�

�
�uk�iuk�j � ui��uj�� � ui��u��j� �

n

�
u��iuj�� � ���
��

Ak pohybov� rovnicu pre homog�nne prostredie vyjadr�me len pomocou
vektora posunutia �tzv� formul�cia v posunut��� tak pri neuva�ovan� fi
dostaneme

��



��u� � �
� ���u���� �


��
� ��� � ��l � �m��u���u���� �

�
� ���m� �u���u���� � u���u����� � ���
��

��u� � �u���� �

�
� ���m� �u���u���� � u���u����� � ���
��

��u� � �u���� �

�
� ���m� �u���u���� � u���u����� � ���
��

T�to s�stavu m��eme rie�i	 napr� pomocou Greenovej funkcie �McCall ������
M��eme sa v�ak pok�si	 n�js	 pribli�n� rie�enia vz	ahov ���
��� ���
�� a
���
�� sleduj�c postup pod�a Greena ����
�� &lohu si rozde�me na ��renie
pozd%�nych �P� a prie�nych �S� v%n� Pre pozd%�nu rovinn� vlnu ��riacu sa v
smere x� predpokladajme 	u � �u�� �� ��� Potom pohybov� rovnica m� tvar

��u� � �
� ���u���� � 
��
� ��� � ��l � �m�� u���u���� � ���
��

Rie�enie predpokladajme v tvare

u� � u� � u� � ���
��

kde u� je nult� pribl��enie rie�enia� u� je prv� pribl��enie a u� � u�� Po
dosaden� predpokladan�ho rie�enia ���
�� do ���
�� a �prav�ch dostaneme

�
	
�u� � �u�



� �
� ���

	
u���� � u����



�


��
� ��� � ��l � �m��	
u���u

���� � u���u
���� � u���u

���� � u���u
����



� ������

Ke��e je u� � u�� tri posledn� �leny na pravej strane vz	ahu ������ m��eme
zanedba	� Potom po porovnan�m �lenov rovnak�ho r�du dostaneme dve di�
ferenci�lne rovnice v tvare

��u� � �
� ���u���� � ������

��u� � �
� ���u���� � 
��
� ��� � ��l � �m�� u���u
���� � ������

��



S��et rie�en�� ktor� vyhovuj� t
mto rovniciam� je

u� �x�� t� � A sin �kx� � �t��
�kA���

��c��
x� cos � �kx� � �t� � ����
�

kde A je amplit�da nult�ho pribl��enia� k a � s� vlnov� ��slo a uhlov� frekven�
cia P vlny� c� je f�zov� r
chlos	 ur�en� vz	ahom c� �

q
��� a

� � 
� �� � ������

� � ��
� ��� � ��l � �m� � ������

Ak predpoklad�me� �e prostred�m sa ��ri v smere osi x� len prie�na
rovinn� vlna� teda u� � u� �x�� t�� u� � u� � � �alebo u� � u� �x�� t�� u� �

u� � � �� z rovn�c ���
��� ���
�� a ���
�� dostaneme

� � �
� ���m�u���u���� � ������

��u� � �u���� � ������

T�to s�stava v�ak nepopisuje ��renie v%n� Predpokladajme preto� �e spolu s
prie�nou vlnou sa ��ri aj pozd%�na� pri�om amplit�da tejto vlny je ni��ieho
r�du ako prie�nej vlny� t�j�

u� � Af �x�� t� � u� � Bg �x�� t� � u� � � �

kde B je r�du A�� Potom pri zanedban� �lenov r�du A� a vy���ch r�dov bude
ma	 pohybov� rovnica tvar

��u� � �
� ���u���� � �
� ���m�u���u���� � ������

��u� � �u���� � ������

Ak zvol�me okrajov� podmienky v tvare

u���� t� � � � u���� t� � � � u���� t� � A ��� cos�t� �

potom rie�enie m� tvar

u� � B sin
�
�x�

�
�

ct
�

�

cl

��
cos

�
��t� �x�

�
�

ct
�

�

cl

��
� ������

u� � A
�
�� cos

�
�t�

�x�
ct

��
� ������

��



kde

ct �
q
��� �

cl �
q
�
� ����� �

B � ��A��
n
��c�t

h
�cl�ct�

�
� �

io
�

� � 
� ���m �

Z uveden�ho vypl
va� �e v izotropnom elastickom homog�nnom prostred� s
neline�rnym spr�van�m sa m��e naz�visle ��ri	 pozd%�na vlna� Prie�na vlna
sa samostatne ��ti	 nem��e� '�renie prie�nej vlny generuje aj pozd%�ne vlny �

��� Pohybov� rovnica pre SH probl�m

Pod SH probl�mom rozumieme tak
 pr�pad� kedy 	u �


�� u� �x�� x�� t� � ��� pri�om s�radnicov� s�stava je orientovan� tak� �e os x�
smeruje nadol a osi x�� x� le�ia v horizont�lnej rovine� Pre prostredie pred�
poklad�me� �e jeho vlastnosti �hustota a elastick� koe�cienty� sa menia len v
smere x� a x�� Z uveden
ch predpokladov dostaneme pre pohybov� rovnicu
nasledovn� vyjadrenie �vonkaj�ie sily op�	 neuva�ujeme�

� �
�
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�
� ���m�u����
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�
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�m�
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�
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��

n

�

�
u���u���

�
��

� ������

��u� � 
�u������ � 
�u������ � ����
�

� �
�
�

�

�

�m�

n

�

�
u����

�
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�
�
�

�
�
� ���m�u����

�
��
�

��
��

n

�

�
u���u���

�
��

� ������

Z toho vid�me� �e rovnako ako v �D pr�pade naz�visl� ��renie SH v%n nie je
mo�n��

��



��� Pohybov� rovnica pre P�SV probl�m

P�SV probl�mom ozna�ujeme pr�pad� ke� pre vektor posunutia plat�
	u � 
u� �x�� x�� t� � �� u� �x�� x�� t�� a vlastnosti prostredia s� z�visl� od x�� x��
Vo�ba s�radnic je tak� ist� ako v pr�pade SH probl�mu� Pohybov� rovnica
potom m� tvar

��u� � 
�
� ���u������ � 

u������ � 
�u������ � 
�u������ ��
�
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�
� ���m� �u���u��� � u���u������� � ������

��u� � 

u������ � 
�
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�
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� ��� � ��l � �m��u����
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�
� �l�u���u������ �
�
�
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�
� ���m�

	
u���� � u����


�
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�


���m� �u���u��� � u���u������� � 
���m�u���u������ �


�
� ���m� �u���u��� � u���u������� � ������

Rovnica pre zlo�ku u� je identicky rovn� nule� Z rovn�c ������ a ������
usudzujeme� �e ��renie P�SV v%n je mo�n��

Uve�me pre �plnos	 aj formul�ciu v posunut� a nap�t�$

��u� � ����� � ����� � ������

��u� � ����� � ����� � ������
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� Prostredie s hyster�znym vz�ahom medzi

nap�t�m a deform�ciou

Hlavn�m podkladom pre spracovanie tejto kapitoly bola pr�ca Bonilla
�������

D	kazy o hyster
znom spr�van� prostredia poch�dzaj� z experimen

t�lnych meran� �Hardin a Drnevich ����a� Pyke ����� Presti ������ Ako
sme videli v z�vere �� kapitoly� hyster
zne spr�vanie je vlastnos�ou relat�vne
jednoduch
ho elastoplastick
ho telesa� Existuj� v�ak empirick
 pravidl�� tzv�
Masingove pravidl�� ktor
 opisuj� dr�hu nap�tie 
 deform�cia v �ubovo�nom
�ase �Masing ������ Pomocou t�chto pravidiel je mo�n
 kon�truova� hys

ter
zne slu�ky�

��� Prostredie bez pr�tomnosti vody

Sk	r ako zavedieme a vysvetl�me Masingove pravidl�� pop��me najprv
krivku prvotnej z��a�e� Pod krivkou prvotnej z��a�e ��backbone curve�� rozu

mieme z�vislos� medzi nap�t�m a deform�ciou pre prostredie� ktor
 p	vodne
bolo v stave pokoja a teraz je na� aplikovan
 nap�tie� V line�rnom prostred�
je t�to z�vislos� pop�san� Hookeov�m z�konom

�ij � ��kk�ij � ���ij � �����

kde

�ij �
�

�
�ui�j � uj�i� � �����

V dvojrozmernom pr�pade bude �mykov
 nap�tie vyjadren
 vz�ahom

�xz � ���xz � �����

Po ozna�en�

�xz � � �

��xz � 	 �

� � G� �

��



m	�eme vz�ah ����� prep�sa� na tvar

��	� � G�	 � �����

V line�rnom dokonale elastickom prostred� je modul pru�nosti v �myku
G� len funkciou priestorov�ch s�radn�c� teda G� � G��x� z�� Pre prostre

dia s hyster
znym spr�van�m je v�ak modul pru�nosti v �myku aj funkciou
deform�cie� teda G � G�x� z� 	�� Z�vislos� nap�tia od deform�cie je potom

��	� � G�	� 	 � �����

Pri dostato�ne mal�ch deform�ciach �r�dovo men��ch ako ����� prest�va G

z�visie� od deform�cie a rovn� sa G��
Na z�klade experiment�lnych meran� �Hardin a Drnevich ����a� ����b�

Pyke ����� bol pre G�	� n�jden� vz�ah

G�	�

G�
�

�

� � j	
	ref j
� �����

kde 	ref � ��
G�

a �� je maxim�lne �mykov
 nap�tie� ktor
 mo�no na prostredie
aplikova� bez toho� aby do�lo k jeho poru�eniu� Gra ck
 zn�zornenie vz�ahu
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γ/γref

Obr� ���� Z�vislos� modulu pru�nosti v �myku od deform�cie v bezrozmern	ch
veli
in�ch G

G�
a �

�ref
�

����� je na Obr� ����
Po dosaden� ����� do vz�ahu ����� a po �prave dostaneme

� � ��
	
	ref

� � j	
	ref j
� �����

��



�o je matematick
 vyjadrenie krivky prvotnej z��a�e v hyperbolickom tvare�
Gra ck
 zn�zornenie ����� v bezrozmern�ch veli�in�ch �

��
a �

�ref
je na

Obr� ����

γ/γref
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Obr� ���� Zn�zornenie krivky prvotnej z��a�e v bezrozmern	ch veli
in�ch
�
��

a �
�ref

�

Na vyjadrenie z�vislosti medzi nap�t�m a deform�ciou pri od�ah�ovan�
alebo op�tovnom za�a�ovan� v�ak so vz�ahom ����� nevysta��me� V�eobecn

vyjadrenie tejto z�vislosti m	�eme pou�i� v tvare �Bonilla �����

� � Hys �Fbb� � �����

Fbb�	� � ��
	
	ref

� � j	
	ref j
� �����

kde Hys��� je hyster
zny oper�tor a Fbb�	� je krivka prvotnej z��a�e� Hys

ter
zny oper�tor reprezentuje aplik�ciu Masingov�ch pravidiel�

Ako prv
 boli zaveden
 tzv� p�vodn� Masingove pravidl�� �� Masingo

ve pravidlo! Dr�ha prv
ho za�a�enia je zhodn� s krivkou prvotnej z��a�e�
�� Masingove pravidlo! Tvar krivky zn�zor�uj�cej vz�ah nap�tie 
 deform�

cia pri od�ah�en� alebo op�tovnej z��a�i je rovnak� ako tvar krivky prvotnej
z��a�e� len poloha po�iatku je posunut� do bodu� kde sa men� smer apliko

van
ho nap�tia a krivka je vo vertik�lnom a horizont�lnom smere dvakr�t

��



zv���en�� Toto m	�eme matematicky reprezentova� v tvare

� � �r
�

� Fbb

�
	 � 	r

�

�
� ������

kde �r a 	r s� nap�tie a deform�cia� pri ktor�ch doch�dza k zmene smeru
za�a�ovania �vtedy r�chlos� deform�cie men� znamienko a preto �	 �

d�
dt

� � ��
Po pou�it� �� a �� Masingovho pravidla pri pravidelnom za�a�ovan�

��asov�m priebehom deform�cie m	�e by� napr� s�nusoida� dostaneme hys

ter
znu slu�ku ako na Obr� ���� Ke" sa v�ak deform�cia bude meni�

γ/γref
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1

-4 -2 0 2 4γr/γref

τr/τ0

τ/τ0

Obr� ���� Hyster
zna slu
ka pri pravidelnom za�a�ovan�� Tenk� 
iara� krivka
prvotnej z��a�e�

nepravidelne� m	�e nasta� pr�pad� ktor� je zn�zornen� na Obr� ���� Defor

m�ciu sme zv���ovali a� po tak� hodnotu� kedy ve�kos� nap�tia � ur�en
ho
pod�a �� Masingovho pravidla dosiahla hodnotu v���iu ako ��� Je teda
zrejm
� �e pou�itie p	vodn�ch Masingov�ch pravidiel pri nepravidelnom za

�a�ovan� m	�e vies� k nespr�vnemu ur�eniu nap�tia� Tento probl
m je mo�n

rie�i� dvoma sp	sobmi� Bu" sa k p	vodn�m Masingov�m pravidl�m pridaj�
"al�ie pravidl�� alebo sa tie p	vod
 preformuluj��

Pridan�m "al��ch dvoch pravidiel� ktor
 ozna�ujeme ako �� a �� Ma

singove pravidlo� dostaneme roz��ren� Masingove pravidl� �Pyke ������ S�
to tieto! �� Masingove pravidlo! Ak je ve�kos� �mykov
ho nap�tia pri pred

ch�dzaj�cej z��a�i �od�ah�en�� prekro�en� pri n�slednom od�ah�en� �z��a�i��

��



γ/γref
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Obr� ���� Pr�klad zlyhania �� Masingovho pravidla pri nepravidelnom za�a�ovan��
Tenk� 
iara� krivka prvotnej z��a�e�

potom dr�ha "al�ieho od�ah�enia �za�a�enia� sleduje krivku prvotnej z��a�e�
�� Masingove pravidlo! Ak aktu�lna krivka za�a�enia alebo od�ah�enia pretne
krivku z predch�dzaj�ceho za�a�enia alebo od�ah�enia� tak potom sleduje t�
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Obr� ���� Pou�itie �� Masingovho pravidla pri nepravidelnom za�a�ovan�� Tenk�


iara� krivka prvotnej z��a�e� preru�ovan� hrub� 
iara� krivka ur
en� ��

Masingov	m pravidlom�

to predch�dzaj�cu krivku� Na Obr� ��� je zn�zornen� v�sledok po pou�it�
�� Masingovho pravidla� Pri aplik�cii nap�tia sa najprv z bodu � dostaneme

��



do bodu A po krivke prvotnej z��a�e� Teraz zmen�me smer aplikovan
ho
nap�tia� za�neme ho zmen�ova�� a� sa dostaneme do bodu B� v ktorom m�
nap�tie rovnak� ve�kos� ako v bode A� Na n�jdenie krivky medzi bodmi A
a B sme aplikovali �� Masingove pravidlo� Preru�ovan� �iara na Obr� ���
vych�dzaj�ca z bodu B je pokra�ovan�m krivky� ktor� by sme z�skali� ak by
sme nap�tie aj na"alej ur�ovali pomocou �� Masingovho pravidla� Apliko

van�m �� Masingovho pravidla v�ak budeme pokra�ova� z bodu B do bodu
C po krivke prvotnej z��a�e� V bode C zmen�me smer aplikovan
ho nap�tia�
#al�iu z�vislos� medzi nap�t�m a deform�ciou budeme potom ur�ova� op��
pomocou �� Masingovho pravidla� a� k�m nenastane niektor� z pr�padov�
ktor� vy�aduje pou�itie �� alebo �� Masingovho pravidla� V�sledok po
pou�it� �� Masingovho pravidla m	�eme vidie� na Obr� ���� Po nieko�k�ch
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Obr� ���� Pou�itie �� Masingovho pravidla pri nepravidlenom za�a�ovan��

za�a�eniach a od�ah�eniach sme sa dostali do bodu A� z neho do bodu B a
potom do bodu C� Odtia� pri zmen�ovan� deform�cie pokra�ujeme do bodu
D a z neho pri "al�om za�a�ovan� sa dostaneme sp�� do bodu C� Ak by sme
nepou�ili �� Masingove pravidlo� tak pri "al�om zv���ovan� deform�cie by
nap�tie mohlo prekro�i� hodnotu ��� �o je na Obr� ��� nazna�en
 tenkou
krivkou vych�dzaj�cou z bodu C� Po pou�it� �� Masingovho pravidla v�ak
z�vislos� nap�tie 
 deform�cia bude sledova� krivku� ktor� je pokra�ovan�m
krivky BC �hrub� �iara vych�dzaj�ca z bodu C��

��



Pou�itie roz��ren�ch Masingov�ch pravidiel pri numerickom modelovan�
nie je pr�li� v�hodn
� preto�e je potrebn
 si pam�ta� krivku prvotnej z��a�e
a predch�dzaj�cu hyster
znu slu�ku� Pozrime sa preto teraz na mo�nos�
preformulovania p	vodn�ch Masingov�ch pravidiel� Zaveden�m hyster�zneho

�k�lovacieho faktora �H �Bonilla ����� sa dosiahne zov�eobecnenie �� Ma

singovho pravidla� ktor
 matematicky reprezentujeme v tvare

� � �r
�H

� Fbb

�
	 � 	r
�H

�
� ������

V pr�pade �H � � dostaneme p	vodn
 Masingove pravidl� a vz�ah
������ je zhodn� so vz�ahom ������� Pyke ������ navrhol �k�lovac� faktor v
tvare

�H �
�������

�r
��

���� � ������

kde kladn
 znamienko je pre za�a�enie a z�porn
 pre od�ah�enie� Ke"�e je
j�rj � ��� pre Pykeov �k�lovac� faktor plat� �H � �� Tak�to �k�lovac� fak

tor odstra�uje potrebu pam�tania si krivky prvotnej z��a�e a predch�dza

j�cej hyster
znej slu�ky� ale vy�aduje pam�tanie si nap�tia �r� pri ktorom
naposledy do�lo k zmene smeru za�a�ovania� To pravdepodobne aj lep�ie
vystihuje spr�vanie sa re�lneho prostredia�

Predpokladajme teraz� �e �asov� priebeh deform�cie je tak� ako na
Obr� ���� Budeme sa sna�i� n�js� vyjadrenie pre nap�tie pomocou ��

t

γ

t1

γr1

t2 t4

t3

γr4
γr2

γr3

Obr� ���� �asov	 priebeh deform�cie pri nepravidelnom za�a�ovan��

zov�eobecnen
ho Masingovho pravidla� $k�lovac� faktor budeme ozna�ova�

��



�Hj� kde j � �� �� � � � Index j ozna�uje poradie pou�itia �� zov�eobecnen
ho
Masingovho pravidla� To zamen�� �e �H� je pre prv
 pou�itie zov�eobec

nen
ho Masingovho pravidla� �H� je pre druh
 pou�itie a tak "alej� V
�asovom intervale h�� t�i je nap�tie ur�en
 hyperbolick�m vz�ahom

� � ��
	
	ref

� � j	
	ref j
� Fbb�	� � ������

Ke" bude t � t�� deform�cia dosiahne hodnotu 	r� a tomu zodpovedaj�ce
nap�tie bude

�r� � Fbb �	r�� � ������

V tomto �ase �t � t�� za�neme meni� smer za�a�ovania� Deform�cia sa bude
zmen�ova� a nap�tie v �asovom intervale �t�� t�i m	�eme pod�a vz�ahu ������
po �prav�ch p�sa� v tvare

� � �H�Fbb

�
	 � 	r�
�H�

�
� �r� � ������

V �ase t � t� dosiahne deform�cia hodnotu 	r� a nap�tie

�r� � �H�Fbb

�
	r� � 	r�

�H�

�
� �r� � ������

Po dosiahnut� deform�cie 	r� a nap�tia �r� za�neme zasa zv���ova� deform�

ciu a pre nap�tie v �asovom intervale �t�� t�i bude plati�

� � �H�Fbb

�
	 � 	r�
�H�

�
� �r� ������

a analogicky ako v predch�dzaj�cich pr�padoch m	�eme pre nap�tie v �ase
t � t�� ke" deform�cia bude rovn� 	r�� p�sa�

�r� � �H�Fbb

�
	r� � 	r�

�H�

�
� �r� � ������

Ak �� zov�eobecnen
 Masingove pravidlo pou�ijeme j
kr�t� potom v
�asovom intervale �tj� tj��i� na ktorom deform�cia monot%nne rastie alebo
kles�� dostaneme pre nap�tie tak
to vyjadrenie

��t� � �HjFbb

�
	�t�� 	rj

�Hj

�
� �rj � ������

��



kde

�rj � �H�j���Fbb

�
	rj � 	r�j���

�H�j���

�
� �r�j��� ������

a 	rj s� nap�tie a deform�cia� pri ktor�ch naposledy nastala zmena smeru
za�a�ovania�

Pre n�jdenie nap�tia v tvare ������ sme pou�ili len �� a �� zov�eobec

nen
 Masingove pravidl�� To samozrejme vy�aduje� aby nenastal niektor� z
pr�padov� ktor� viedol k zavedeniu roz��ren�ch Masingov�ch pravidiel� Pred

pokladom teda je j� j � ��� alebo �e ve�kos� nap�tia pri nekone�ne ve�kej
deform�cii bude rovn� ��� teda

lim
���� sgn� 	��

� � �� sgn� �	� � ������

Toto z�rove� kladie aj podmienku pre �k�lovac� faktor� Aby sme na�li limitu
vo vz�ahu ������� potrebujeme najprv n�js� limitu pravej strany ������� Sta��
si pritom uvedomi�� �e

Fbb

�
	 � 	rj
�Hj

�
� ��

���rj
�Hj �ref

� �
��� ���rj
�Hj �ref

��� �

V limitnom pr�pade je potom

lim
���� sgn� 	��

Fbb

�
	 � 	rj
�Hj

�
� �� sgn � �	� ������

a pre limitu pravej strany vz�ahu ������ dostaneme

lim
���� sgn� 	��

�
�HjFbb

�
	 � 	rj
�Hj

�
� �rj

�
�

� �Hj �� sgn � �	� � j�rjj sgn ��rj� � ������

Po dosaden� ������ do vz�ahu ������ budeme ma�

�Hj �� sgn � �	� � j�rjj sgn ��rj� � �� sgn� �	� � ������

Z toho vyjadr�me �Hj!

�Hj � ��
j�rjj

��

sgn ��rj�

sgn � �	�
� ������

��



Je mo�n
 sa �ahko presved�i�� �e uveden� �k�lovac� faktor je ekvivalentn�
Pykeovmu �k�lovaciemu faktoru �������

Vz�ah ������ umo��uje n�js� vyjadrenie �k�lovacieho faktora �Hj v
tvare� ktor� pri pou��van� zov�eobecnen�ch Masingov�ch pravidiel zabezpe���
aby ve�kos� vypo��tan
ho nap�tia neprekro�ila hodnotu ��� $k�lovac� faktor
v tvare ������ v�ak bol z�skan� za predpokladu� �e deform�cia m	�e dosiah

n�� nekone�ne ve�k� hodnotu� Je zrejm
� �e v re�lnych prostrediach tak�to
pr�pad nem	�e nasta� a deform�cia m	�e dosiahnu� len kone�n� hodnotu 	f �
pre ktor� plat� j	rjj � j	f j � �� Potom pre tak�to limitn� pr�pad m	�eme
p�sa�

lim
��j�f j sgn� 	��

� � �f sgn � �	� � ������

kde �f � jFbb�	f�j� Dosaden�m ������ do vz�ahu ������ dostaneme

lim
��j�f j sgn� 	��

�
�HjFbb

�
	 � 	rj
�Hj

�
� �rj

�
� �f sgn � �	� � ������

a po dosaden� matematick
ho vyjadrenia krivky prvotnej z��a�e za Fbb vo
vz�ahu ������ dostaneme

�Hj ��
	j	f j sgn � �	�� 	rj
 
 	�Hj 	ref 


� � j	j	f j sgn � �	�� 	rj
 
 	�Hj 	ref 
j
� �rj � �f sgn � �	� � ������

Po vyjadren� �Hj a �prav�ch nakoniec dostaneme

�Hj �
	sgn � �	� j�f j � �rj
 jsgn � �	� j	f j � 	rjj

�� 	sgn � �	� j	f j � 	rj
� 	ref 	sgn � �	� j�f j � �rj

� ������

Ak by sme vo vz�ahu ������ za 	f dosadili hodnotu 	f � �� dostali
by sme vz�ah ������� $k�lovac� faktor ������ teda zah&�a aj Pykeov �k�lovac�
faktor�

Po n�jden� vyjadrenia nap�tia ������ a tvaru �k�lovacieho faktora ������
m	�eme hyster�zny oper�tor de nova� nasledovne

Hys �	�t�� �Hj� �

�						

						�

Fbb �	�t�� � pre � � t � t�

�Hj Fbb

�
��t���rj

�Hj



� �rj � pre tj � t � tj��

j � �� �� � � �

������

��



kde krivka prvotnej z��a�e Fbb je ur�en� vz�ahom ���	
 a tj je �as� pri ktorom
doch�dza k zmene smeru za�a�ovania� To znamen�� �e r�chlos� deform�cie
v tomto �ase je nulov�� t�j� ���tj� � �� a nap
tie a deform�cia s� rovn� �rj a
�rj� �k�lovac� faktor �Hj je ur�en� vz�ahom ����	
�

Ako mieru neline�rnosti Hardin a Drnevich ��	��a
 uv�dzaj� z�vislos�
modulu pru�nosti v �myku G a tlmiaci pomer D od deform�cie v �myku�
Z�vislos� pre G je vyjadren� vz�ahom ����
 a gra�ck� zn�zornenie je na Obr�
���� Hardin a Drnevich ��	��a
 de�nuj� tlmiaci pomer pomocou vz�ahu

D �
�W

��W
� �����


kde �W je energia disipovan� za jeden cyklus a W � �

�
�r�r � �

�
�rFbb ��r��

Po dosaden� za Fbb zo vz�ahu ���	
 m��eme pre energiu W p�sa�

W �
�

	
�r��

�r��ref
� 
 �r��ref

� �����


Pre �W m��eme p�sa�

�W �
Z �r

��r
�����d� �

Z �r

��r
�����d� � �����


kde prv� �len predstavuje energiu spotrebovan� pri za�a�ovan� prostredia a
druh� �len energiu uvo�nen� pri od�ah�ovan�� Ich rozdiel je �mern� energii
disipovanej za jeden cyklus� Energie �W a W maj� jednoduch� geometrick�
v�znam �Obr� ����
� �W je plocha ohrani�en� hyster�znou slu�kou a W zasa
zodpoved� ploche trojuholn�ka OAB�

Z�vislos� nap
tia �� od deform�cie � na Obr� ��� reprezentuje spodn�
vetva hyster�znej slu�ky� Horn� vetva hyster�znej slu�ky zasa reprezentuje
z�vislos� ������ Nap
tia �� a �� za pomoci roz��ren�ch Masingov�ch pravidiel
m��eme vyjadri� v tvare

�� � �H� Fbb

�
� � �r
�H�

�

 �r � �����


�� � �H� Fbb

�
� 
 �r
�H�

�
� �r � �����


kde nap
tie �r je ur�en� nasledovn�m vz�ahom

�r � ��
�r��ref

� 
 �r��ref
� �����


��
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Obr� ���� Zn�zornenie hyster�znej slu�ky ohrani�uj�cej plochu	 ktor� zodpoved�

energii �W � Trojuholn
 OAB ohrani�uje plochu	 ktor� zodpoved� energii W �

Po dosaden� nap
t� �� a �� do vz�ahu �����
 dostaneme

�W �
Z �r

��r

�
�H�Fbb

�
� 
 �r
�H�

�
� �r

�
d�

�
Z �r

��r

�
�H�Fbb

�
� � �r
�H�

�

 �r

�
d� � �����


Ak pou�ijeme substit�cie �
�

� �� 
 �r� ��H� a �
��

� �� � �r� ��H��
potom po integrovan� �lenov s �r m��eme vz�ah �����
 prep�sa� na tvar

�W � ��H�

Z ��r��H�

�
Fbb

�
�

�
�
d�

�

� ��H�

Z �

���r��H�

Fbb

�
�

��
�
d�

�� � ��r �r � �����


Po dosaden� vz�ahu ���	
 za Fbb� integrovan� a �prav�ch dostaneme

�W � 	�r �� ��H� 
 �H��� ��r �r

� �ref ��

�
��H� ln
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	�r
�H� �ref





 ��H� ln
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	�r
�H� �ref


�
� ����	


Dosa�me vz�ahy �����
 a ����	
 a n�sledne aj �����
 do vz�ahu �����
� Potom
pre tlmiaci pomer D dostaneme tak�to vyjadrenie�
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��� Prostredie s p�rmi vyplnen�mi vodou

V predch�dzaj�cej �asti sme zaviedli Masingov� pravidl�� pomo 
cou ktor�ch kon�truujeme hyster�zne slu�ky� t�j� nach�dzame vz�ah medzi
�mykov�m nap
t�m a �mykovou deform�ciou pre prostredia s hyster�znym
spr�van�m� Povrchov� geologick� vrstvy v�ak �asto obsahuj� vodu� V takom 
to prostred� sa �astice pri pohybe sna�ia dosta� do p!rov� ktor� s� vyplnen�
vodou� To sp�sobuje� �e voda je z p!rov vytl��an�� Ke��e je v�ak voda
nestla�ite�n�� tak�to "vytl��anie" vody sp�sobuje n�rast jej tlaku� ktor� po 
tom zmen�uje norm�lov� nap
tia� Pri opise spr�vania sa re�lnych prostred�
je preto potrebn� vzia� do �vahy aj vytv�ranie tlaku vody v p!roch�

Pri odvoden� vz�ahu medzi nap
t�m a deform�ciou pre prostredie s p!r 
mi vyplnen�mi vodou predpokladajme �D pr�pad �Bonilla ����
� Zave�me
vektory nap
tia a deform�cie v nasledovnom tvare

	T � �	x � 	y � �xy� � �����



T � �
x � 
y � �xy� � �����


kde 
x � �u
�x

� 
y � �v
�y

� �xy � �u
�y


 �u
�x

�u a v s� x ov� a y ov� zlo�ka
posunutia
� 	x� 	y s� norm�lov� nap
tia a �xy je �mykov� nap
tie� Zlo�ky
vektora nap
tia 	 vytv�raj� kontaktn� nap
tia medzi �asticami prostredia�
Zave�me �alej vektor efekt�vneho nap
tia v tvare

	�
T
� �	�x � 	

�

y � �xy� � �����


kde

	�x � 	x � p � �����


	�y � 	y � p �����


��



s� efekt�vne nap�tia a p je tlak vody v p�roch�
Rovnica� ktor� d�va do vz�ahu vektor efekt�vneho nap
tia s vektorom

deform�cie� je v tvare

d	� � Md
 � �����


kde d	� a d
 s� pr�rastky pr�slu�n�ch vektrov a M je matica tuhosti� #alej
predpokladajme� �e pr�rastok vektora efekt�vneho nap
tia m��eme rozdeli�
na I 
 � �ast�� teda

d	� �
IX

i��

d	�
�i�

�
IX

i��

R
�i�
L�Un

�i�n�i�Td
 � �����


kde �leny s indexom i � � reprezentuj� mechanizmus sp�sobuj�ci objemov�
deform�ciu� �leny s indexmi i � �� 	� � � � reprezentuj� �mykov� deform�ciu�
n�i� s� jednotkov� vektory zodpovedaj�ce smeru za�a�ovania a od�ah�ovania
a R

�i�
L�U reprezentuje elastick� koe�cienty a pou�itie Masingov�ch pravidiel

pri za�a�ovan� a od�ah�ovan��
Transformujme teraz vektory 	� a 
 nasledovn�m sp�sobom�

s� � T�	
� � �����


e � T�
 � ����	


Matice transform�cie T� a T� s� de�novan� ako

T� �

�
B� ��	 ��	 �

��	 ���	 �
� � �

�
CA � T� �

�
B� � � �

� �� �
� � �

�
CA � �����


Je m��n� sa �ahko presved�i�� �e plat� T� � T��
� a T� � T��

� � S vyu�it�m
tejto vlastnosti sa d� n�js� zo vz�ahu ����	
 vyjadrenie pre 
 v tvare


 � T��
� e � T�e � �����


Po transformovan� vektorov nap
tia a deform�cie pomocou mat�c T� a T�
dostaneme

s�
T

�

	
	�x 
 	�y

	
�
	�x � 	�y

	
� �xy



� �����


eT � �
x 
 
y � 
x � 
y � �xy� � �����


��



Ak vz�ah �����
 vyn�sobime maticou T� a vyu�ijeme vz�ah �����
� po 
tom dostaneme

ds� �
IX

i��

ds�
�i�

�
IX

i��

R
�i�
L�U T� n

�i� n�i�T T T
� de � �����


Po zaveden� nov�ch jednotkov�ch vektorov

l�i� � T� n
�i� �����


m��eme vz�ah medzi pr�rastkom nap
tia a deform�cie �����
 prep�sa� na tvar

ds� �
IX

i��

R
�i�
L�U l

�i� l�i�T de � �����


T�to rovnicu budeme integrova� samostatne pre mechanizmus sp�sobuj�ci
objemov� deform�ciu a pre mechanizmus sp�sobuj�ci �mykov� deform�ciu�

Deform�ciu� ktor� sa t�ka zmeny tlaku vody v p!roch� ozna�me 
p�
Tomu zodpovedaj�ci vektor deform�cie bude

deTp � �
p � �� �� � �����


Ak uv��ime� �e objemov� deform�cia je zmen�en� o 
p � potom vz�ah medzi
pr�rastkom nap
tia a deform�cie bude ma� tvar

ds�
���

� K l��� l���T �de� dep� � �����


kde K � R
���
L�U je objemov� modul pru�nosti� Pri objemovej deform�cii pre

jednotkov� vektor l��� plat�

l���T � ��� �� �� � ����	


Ak teraz vyn�sobime medzi sebou vektory na pravej strane vz�ahu �����
�
zist�me� �e pre jedin� nenulov� zlo�ku vektora ds���� plat�

d	�m � Kd
� � �����


��



kde 	�m �
��

x��
�

y

�
je stredn� efekt�vne nap
tie a d
� � d
x 
 d
y � d
p � Na

z�klade laborat!rnych meran� je objemov� modul pru�nosti K vybran� v
tvare

K � Ka

s
	�m
	�ma

� �����


kde Ka je objemov� modul pru�nosti pri referen�nom strednom efekt�vnom
nap
t� 	�ma� Po dosaden� �����
 do vz�ahu �����
 a �prave m��eme p�sa�

d
� �
�

Ka

s
	�ma

	�m
d	�m � �����


Integrovan�m vz�ahu �����
 dostaneme


� �
	

Ka

p
	�ma

p
	�m �����


a po usporiadan� �lenov dostaneme pre z�vislos� stredn�ho efekt�vneho nap
 
tia 	�m od deform�cie 
� nasledovn� vyjadrenie

	�m �

	
Ka

	
p
	�ma


�


�
� � �����


Pomocou maticov�ho z�pisu m��eme vz�ah �����
 prep�sa� na tvar

s�
���

�

	
Ka

	
p
	�ma


�


�
�l��� � �����


kde s����T � �	�m� �� ���
Vz�ah medzi pr�rastkom nap
tia a deform�cie je v pr�pade mechanizmu

sp�sobuj�com �mykov� deform�ciu v tvare

ds�
�i�

� R
�i�
L�U l

�i� l�i�T de � i � �� 	� � � � � I � �����


Pre jednotkov� vektor predpoklad�me� �e plat�

l�i�T � �� � cos �i � sin �i� � i � �� 	� � � � � I �����


kde �i � �i� ���� a �� � ��I� Zave�me �al�iu premenn� v tvare

��i� � l�i�T e � i � �� 	� � � � � I �����


��



a po n�soben� �lenov na pravej strane dostaneme

��i� � �
x � 
y� cos �i 
 �xy sin �i � i � �� 	� � � � � I � ����	


Koe�cienty R�i�
L�U vyjadrime pomocou skal�rnej funkcie Q�i� ���i�� tak�mto

sp�sobom�

R
�i�
L�U �

dQ�i� ���i��

d��i�
�� � i � �� 	� � � � � I � �����


Ke� dosad�me �����
 a �����
 do vz�ahu �����
� dostaneme

ds�
�i�

�
dQ�i� ���i��

d��i�
�� l�i� d��i� � i � �� 	� � � � � I � �����


Po integrovan� dostaneme

s�
�i�

� Q�i� ���i���� l�i� � i � �� 	� � � � I � �����


S��tan�m vz�ahov �����
 a �����
 napokon dostaneme

s� �

	
Ka

	
p
	�ma


�


�
�l��� 


IX
i��

Q�i� ���i���� l�i� � �����


Ak si uvedom�me� �e platia vz�ahy

	� � T��
� s� � T� s

� �

n���T �
�
T� l

���
�T

� ��� �� �� �

n�i�T �
�
T� l

�i�
�T

� �cos �i � � cos �i � sin �i� � i � �� 	� � � � � I

potom po vyn�soben� vz�ahu �����
 maticou trasform�cie T� dostaneme

	� �

	
Ka

	
p
	�ma


�

�
x 
 
y � 
p�
� n��� 


IX
i��

Q�i� ���i���� n�i� � �����


Teraz je potrebn� n�js� funk�n� z�vislos� Q�i� ���i��� Ke��e z�vislos�
�mykov�ho nap
tia od deform�cie v pr�pade prvotn�ho za�a�enia je zaveden�
v hyperbolickom tvare

�xy � ��
�xy��ref

� 
 j�xy��ref j � �����


�	



m��eme o�ak�va�� �e aj z�vislost Q�i� ���i�� bude ma� podobn� tvar� Preto
pou�ijeme

Q�i� ���i�� � Qv
��i���v

� 
 j��i���vj � i � �� 	� � � � � I �����


kde Qv a �v s� koe�cienty� ktor� s�visia s G� a �ref � Ak dosad�me �����
 do
vz�ahu �����
� potom pre �mykov� nap
tie dostaneme

�xy �
IX

i��

Qv
��i���v

� 
 j��i���vj �� sin �i � �����


Pre jednoduchos� predpokladajme� �e 
x � 
y � �� Potom

��i� � �xy sin �i � i � �� 	� � � � � I �

Ke��e pri �xy �� je �xy � �� � zo vz�ahu �����
 dostaneme

�� �
IX

i��

Qv �� sin �i � �����


resp� po vyjadren� Qv

Qv �
��PI

i�� �� sin �i
� ����	


Ak budeme predpoklada� mal� �mykov� deform�cie ��xy � �ref
� potom
pribli�n� vyjadrenie vz�ahu �����
 je v line�rnom tvare

�xy � G��xy �����


a zo vz�ahu �����
 s vyu�it�m ����	
 dostaneme �tie� pri mal�ch deform�ciach


�xy �
IX

i��

Qv
�xy sin �i

�v
�� sin �i � �����


Po porovnan� vz�ahov �����
 a �����
 dostaneme

G� �
IX

i��

Qv

�v
�� sin� �i �����


��



a nakoniec po vyjadren� �v zo vz�ahu �����
 budeme ma�

�v �
Qv

G�

IX
i��

�� sin� �i � �����


Kv�li preh�adnosti uve�me d�le�it� vz�ahy� ktor� sa t�kaj� fomul�cie
pre vyjadrenie z�vislosti nap
tie  deform�cia za pr�mnosti vody v p!roch v
pr�pade prvotn�ho za�a�enia�

	� �

	
Ka

	
p
	�ma


�

�
x 
 
y � 
p�
� n��� 


IX
i��

Q�i� ���i���� n�i� � �����


Tu

Q�i� ���i�� � Qv
��i���v

� 
 j��i���vj � �����


��i� � �
x � 
y� cos �i 
 �xy sin �i � �����


�v �
Qv

G�

IX
i��

�� sin� �i � �����


Qv �
��PI

i�� �� sin �i
� �����


	�
T

� �	�x � 	
�

y � �xy� � ����	


n���T � ��� �� �� � ���	�


n�i�T � �cos �i � � cos �i � sin �i� � ���	�


�i � �i� ���� � ���	�


�� �
�

I
� ���	�


Deform�ciu 
p m��eme ur�i� pod�a vz�ahu


p �
n

Kf
�	�m� � 	�m�� 	

p
	�m	�ma 
 
�� � ���	�


kde 	�m� je po�iato�n� efekt�vne nap
tie a tomu zodpovedaj�ca po�iato�n�
objemov� deform�cia 
� je


� � 	
p
	�m� 	�ma �

n je porozita prostredia a Kf je objemov� modul vody�

��



Zavedenie Masingov�ch pravidiel uskuto�n�me jednoduch�m sp�sobom�
Namiesto vz�ahu �����
 pou�ijeme

Q�i� ���i�� � �Hj Qv

�
��i� � �rj

�
� ��Hj �v�

� 
 j���i� � �rj� � ��Hj �v�j 
 �rj � ���	�


kde �Hj je zov�eobecnen� �k�lovac� faktor a �rj a �rj s� �mykov� deform�cia
a nap
tie� pri ktor�ch sa men� smer za�a�enia�

��



� Z�ver

V kapitole � sme stru�ne pop�sali z�kladn� reologick� modely a z nich
zostaven� zlo�itej�ie modely pre viskoelastick� kontinuum a pre elastoplas 
tick� kontinuum� Reologick� modely pre elastoplastick� kontinuum poskytuj�
mo�nos� kon�truovania hyster�znych slu�iek a do istej miery aj vysvet�u 
j� fyzik�lnu podstatu hyster�zneho spr�vania prostred�� Hyster�zne tlmenie
ur�en� pre elastoplastick� kontinuum v�ak pravdepodobne dostato�ne presne
nezodpoved� tlmeniu v m
kk�ch prostrediach� Pre popis� ktor� by zah$%al
skuto�n� tlmenie� je potrebn� do elastoplastick�ch modelov zaradi� jeden ale 
bo viac visk!znych prvkov� ��m vznikne elastoviskoplastick� model� Je v�ak
ot�zkou� kam zaradi� tak�to visk!zne prvky� aby sme dostali �o najlep�ie vys 
tihnutie spr�vania re�lnych prostred�� Elastoviskoplastick� modely je preto
potrebn� v bud�cnosti podrobi� bli��iemu v�zkumu� Hoci pomocou tak�ch 
to reologick�ch modelov je mo�n� pochopi� podstatu hyster�zneho spr�vania�
pri numerickom modelovan� kv�li mno�stvu potrebn�ch parametrov maj� za 
tia� nev�hodu v porovnan� s Masingov�mi pravidlami�

V kapitole � sme uviedli neline�rny vz�ah medzi tenzorom nap
tia a
tenzorom kone�n�ch deform�ci� pre izotropn� dokonale elastick� kontinuum�
S vyu�it�m tohto vz�ahu sme potom rie�ili pohybov� rovnicu pre �D pr�pad a
zistili sme� �e v izotropnom elastickom homog�nnom prostred� s neline�rnym
spr�van�m sa m��e nez�visle ��ri� pozd&�na rovinn� vlna� Prie�na rovinn�
vlna sa v takomto prostred� samostatne ��ri� nem��e� ale ��renie rovinnej
prie�nej vlny generuje pozd&�ne vlny� Tie� sme zistili� �e rovnako ako v �D
pr�pade ani samostatn� ��renie SH v&n nie je mo�n�� Pohybov� rovnice pre
P SV probl�m s� ve�mi zlo�it� a n�jdenie rie�enia nie je trivi�lne� Pred 
poklad�me v�ak� �e samostatn� ��renie P SV v&n je mo�n�� Na overenie
tohto z�veru je v�ak potrebn� rie�i� pohybov� rovnice a ako prijate�n� cesta
je pravdepodobne numerick� modelovanie�

V kapitole � sme najprv uviedli p�vodn� Masingov� pravidl�� ktor�
umo�%uj� kon�truova� hyster�zne slu�ky pri pravidelnom za�a�ovan�� Ak
je ale aplikovan� za�a�ovanie nepravideln�� je potrebn� k t�mto pravidl�m
prida� �al�ie pravidl�� ��m vznikn� roz��ren� Masingove pravidl�� alebo mo 

��



di�kova� p�vodn� pravidl� zaveden�m zov�eobecnen�ho �k�lovacieho faktora�
V druhej �asti je uveden� vz�ah medzi nap
t�m a deform�ciou v �D pr�pade
pre prostredie� ktor� v p!roch obsahuje vode� T�to formul�cia zah$%a aj
Masingov� pravidl�� ktor� obsahuj� zov�eobecnen� �k�lovac� faktor�

��
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