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1 Uvod

Seizmicky pohyb a Skody, ktoré sposobuje, si vyznamnou mierou
ovplyvnené geologickymi a topografickymi podmienkami lokality. Dolezi-
tost takéhoto ovplyvnenia seizmického pohybu je dokumentovana niekolky-
mi zemetraseniami z nedavnej minulosti, ako napriklad zemeterasenie z 19.
septembra 1985 v Michoacane v Mexiku, zemetrasenie zo 17. oktobra 1989
v Loma Prieta (Kalifornia) alebo zemeterasenie zo 17. januara 1995 v
Hyogoken-Nanbu (Kobe) v Japonsku. Pri snahe pochopit a popisat javy
v povrchovych geologickych struktirach seizmologovia vacinou predpoklada-
ju prostredie s linedrnym spravanim. Ako vS8ak potvrdzuji experimentalne
merania (Hardin a Drnevich 1972a, 1972b; Presti et al. 1998), priame po-
zorovania (Hudson 1972, Celebi 1987, Jarpe et al. 1988, Darragh a Shakal
1991, Archuleta et al. 1992, Beresnev et al. 1995, Aguire a Irikura 1997) a
aj numerické modelovania (Joyner 1975, Joyner a Chen 1975, Yu et al. 1992,
Marsh et al. 1995), vyznamné je aj nelinearne spravanie sa prostredia.

Hoci dokazy potvrdzujuce nelinearne spravanie prostredia pri velkych
deforméciach st zname uz pomerne dlhu dobu, priblizne od konca 60. rokov,
v seizmologii napriek tomu nebola tejto oblasti venované potrebna pozornost.
Preto existuje pomerne méalo poznatkov o nelinedArnom spravani prostredia
a tento problém este stale nie je v potrebnej miere pochopeny. Nelinearne
spravanie prostredia je mozné rozdelit na dva oddelené javy a to na nelinearne
spravanie dokonale elastického kontinua a na pripady, kedy sa prostredie
zatne spravat hysterézne.

Cielom tejto prace je zhrnit stcasné poznatky o nelinedrnom spravani
sa prostredia. Kapitola 2 je venovand experimentilnym meraniam a pria-
mym pozorovaniam nelinedrneho spravania sa prostredia. V kapitole 3 je
uvedeny stru¢ny prehlad reologickych modelov a kapitola 4 poskytuje odvo-
denie nelinearnej zavislosti medzi tenzorom napétia a tenzorom deformacie
pre izotropné dokonale elastické kontinuum spolu s pribliZznym riesenim po-
hybovej rovnice pre 1D pripad Sirenia rovinnej viny v homogénnom prostredi.
V kapitole 5 st najprv zavedené tzv. Masingové pravidla, pomocou ktorych
je mozné konstruovat hysterézne krivky. Potom si zavedené vztahy, pomo-



cou ktorych pri hysteréznom spravani je mozné zahrnut aj pritomnost vody
v poroch prostredia. V zavere st sumarizované vysledky diplomovej prace a
nacrtnuté perspektivy dalSej prace v problematike.



2 Nelinearne Sirenie seizmickych vin a ne-
linearny seizmicky pohyb - pozorovania

Na vyjadrenie vztahu medzi napétim a deforméaciou v dokonale elastic-
kom izotropnom prostredi pouzivame znamy Hookeov zdkon. Hookeov zakon
je v8ak len priblizné vyjadrenie tejto zéavislosti limitované malymi (infinite-
zimalnymi) deforméaciami v dokonale elastickom izotropnom prostredi. Pre
mnohé problémy a materily je teoria zalozena na tomto priblizeni adekvatna
a v seizmologii je tento pristup rozsireny. AvsSak pri niektorych podmienkach
mnohé prostredia nie si takou tedriou dobre opisané. Je to dosledok tychto
dvoch faktorov: 1. Deformécie su tak velké (radovo viicsie ako 107°), ze
teoria malych deformécii uz nie je dostato¢ne presna (malé deformécie tre-
ba nahradif kone¢nymi deforméciami), pricom prostredie eSte stile mozno
povazovat za elastické. 2. Prostredie nie je elastické.

Prikladom elastického prostredia, v ktorom sa seizmické viny mozu
Sirit nelinearne, je skalné prostredie. Nelinedrne elastické sprévanie skal je
ovplyvnené hlavne pritomnostou poruch v ich Struktdre, ako su napriklad
mikrotrhliny, zhluky zfn, napétia na hraniciach zfn a iné. Na zistenie ne-
linedrneho spravania elastického izotropného prostredia je mozné pouzit sta-
tické alebo dynamické metody. Pri statickych experimentoch sa uréuje dizka
alebo objem vzorky ako funkcia napétia. Teéria malych deformaécii pred-
poveda, 7ze zavislost napitie - deformécia je linedrna. Pri konec¢nych defor-
maciach je tato zavislost kvadraticka. Zo sklonu krivky napétie - deforméacia
je potom mozné ur¢itf Laméove elastické koeficienty (koeficienty 2. radu)
alebo Murnaghanove elastické koeficienty (koeficienty 3. radu). Pri dyna-
mickych experimentoch sa meria rychlost Sirenia pulzov pri hydrostatickom
a jednoosom napéti. Rychlosti Sirenia pulzov umoziuju zistit Murnaghanove
koeficienty (Green 1973). Hughes a Kelly (1953) takymto spdsobom nasli
hodnoty Murnaghanovych koeficientov pre polystyrén, zelezo a pyrexové sklo.
Uvedeny princip merania rychlosti pri roznych stavoch napitia a nésledné
urcenie Murnaghanovych koeficientov mozno aplikovat aj v pripade vzoriek
skal (Meegan et al. 1993).

V prostrediach, ktoré st miksie ako skaly, je pri¢inou zlyhania linearne;j



zavislosti medzi napatim a deformaciou to, ze prostredie sa nesprava elastic-
ky. To je ale tiez podmienené dostato¢ne velkymi deformaciami (radovo
1075 - 107%). Hardin a Drnevich (1972a) merali vzorky pody pri roznych
podmienkach. Zistili, ze s rastom deformécie v $Smyku sa Smykové napitie
odklana od linearnej zavislosti a pri cyklickom zatazovani vytvara hysterézne
slucky. Ako charakteristiku nelinearneho spravania vzoriek vystavenych cyk-
lickej zatazi stanovili priemerni hodnotu modulu pruznosti v $myku G
za jeden cyklus a tlmiaci pomer D v zavislosti od maximéalnej deformécie v
Smyku. Tlmiaci pomer D je imerny ploche ohranic¢enej hysteréznou sluckou.
S rastom maximalnej deforméacie (amplitidy deformécie) hodnota modulu
pruznosti v Smyku G, klesala a tlmiaci pomer D rastol. Hardin a Drnevich
tiez zistili, ze G a D zéavisia aj od efektivneho stredného napétia, stupna
saturacie a od poc¢tu cyklov zataze, ¢o pravdepodobne suvisi s inavou ma-
terialu. Hardin a Drnevich predpokladaju slabu frekvencénu zavislost v inter-
vale frekvencii nad 0.1 Hz a silni frekvencni zavislost pre nizsie frekvencie v
dosledku tecenia (creep-u).

Ocakavanym prejavom hysterézneho spravania prostredia je posun re-
zonan¢nych frekvencii a zvicSenie atlmu (Yu et al. 1992, Beresnev a Wen
1996, Yoshida a Tai 1998). Ako nazna¢uji merania, s rastom amplitudy defor-
mécie sa modul pruznosti v Smyku G, zmensuje. To znamené, Ze efektivna
rychlost S vin 3 sa so zvii¢sujicou amplitidou deformécie zmensuje. Na ilus-

traciu uvazujme jednoduchy pripad vrstvy na polpriestore, ktorej zdkladné
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rychlosti 3 sa rezonan¢nd frekvencia bude postuvat k niz§im hodnotdm. Pre-

rezonacnd frekvencia je f = kde h je hrubka vrstvy. So zmenSovanim
to, ak je spravanie prostredia hysterézne, rezonan¢né frekvencie sa postvaji
k niz§im hodnotam.

Vyznamné je hysterézne tlmenie, pretoze strata energie za jeden cyklus
je priamo umerné ploche ohrani¢enej hysteréznou sluckou. S rastom ampli-
tady deformécie je hysterézna slucka SirSia a preto prostredie s hysteréziou
sposobuje zmensenie spektralnej amplitidy posunutia pocas silného pohybu.
Podl'a prace Hardin a Drnevich (1972a) by sme ocakavali, ze hysterézne tlme-
nie bude len velmi slabo frekvencne zavislé. Je to v8ak skuto¢ne tak? Yu

et al. (1993) pomocou numerického modelovania nelinedrneho sprévania se-



dimentarnej vrstvy hladali rozdiely medzi linearnou a nelinearnou odozvou.
Ich vysledky ukazuji, ze skimany frekven¢ny interval je mozné rozdelit na
tri podintervaly z hladiska miery nelinedrneho spravania. Spekralne ampli-
tady v podintervale najnizsich frekvencii nie sit ovplyvnené nelinearnostou.
V strednom podintervale st spektralne amplitidy v dosledku nelinedrnosti
zmensené a napokon vo vysokofrekven¢nom podintervale je zosilnenie vicsie
pre nelinearnu ako pre linearnu odozvu. Yu et al. ocakavaju zavislost pre-
chodovych frekvencii medzi tymito frekvenénymi podintervalmi na vlastnos-
tiach prostredia, hribke sedimentov a amplitidovom a frekvené¢nom obsahu
excitujiceho pohybu. Existenciu takychto frekvencénych podintervalov kva-
litativne vysvetluju Beresnev a Wen (1996). V nizkofrekven¢nom pésme st
vlnové dlzky velké a preto aj vlny st mélo ovplyvnené povrchovou vrstvou.
V strednom frekvenc¢nom intervale, ktory obsahuje najviac z vyziarenej ener-
gie, st amplitudy posunutia pri silnych pohyboch v porovnani s ampliti-
dami pri slabych pohyboch omnoho viac redukované hysteréznym tlmenim.
Vo vysokofrekvencnej oblasti sii generované vyssie harmonické, ¢o sposobuje
narast spektralnej amplitidy posunutia.

Ako naznacuju uvedené experimenty, hysterézne spravanie je mozné
ocakavat predovsetkym v mikkych povrchovych vrstvach. Pri modelovani
nelinearneho seizmického pohybu je preto potrebné uvazovat predovsetkym
anelastické, resp. hysterézne spravanie prostredia. Podobne aj pri silnych po-
hyboch mézeme ocakéavat skor hysterézne spravanie prostredia ako nelinearne
elastické.

Napriek uvedenému doteraz v seizmologii nebola venovana nelineérne-
mu spravaniu adekvatna pozornost. Je to aj v dosledku nedostatku priamych
dokazov z pozorovani silného pohybu. Detekcia nelinedrneho spravania je
problematické, pretoze nepozname dostatocne presne parametre prostredia a
nelinearne prejavy moézu byt maskované inymi javmi (napriklad rozptylom,
vplyvom zdroja) (Bonilla 2000).

Beresnev a Wen (1996) navrhuji ako moznost priameho dokazu ne-
linedrneho spravania ukazat prostrednictvom zéznamov silnych pohybov, ze
zékladna perioda a rychlost prie¢nych vin v sedimentoch zavisia na amplitide
excitujuceho pohybu. Dal$ou moznostou moze byt potvrdenie predpokladu,



ze empiricky urcené prenosové funkcie si rozne pre slabé a silné pohyby.
Na zaklade udajov z niekolkych zemetraseni Beresnev a Wen povazuju za
hrani¢ni hodnotu nelinearnej odozvy hodnotu zrychlenia 0.1g - 0.2g, kde g
je tiazové zrychlenie.

Pre potvrdenie nelinedrnej odozvy je preto potrebné najst prenosovi
funkciu pre slabé a silné pohyby. Prenosovi funkciu ur¢ime, ak od spek-
tra pozorovaného zemetrasenia oddelime vplyv zdroja a vplyv drahy Sirenia.
Metoda spektralneho pomeru je rozsireny sposob urcenia prenosovej funkcie
pomocou S vin alebo koda vin. Prenosoviu funkciu zistime ako pomer spek-
tra na zaujmovom mieste k spektru na referen¢nom mieste (ako referen¢né
miesto je vyhodny skalny volny povrch, kvoli potlaceniu lokalnych efektov).
Referencéné miesto sa vybera tak, aby vzdialenost medzi zaujmovym a re-
ferenénym miestom bola omnoho mensia ako vzdialenost od ohniska zeme-
trasenia. éastym problémom tohoto spdsobu je neziaduci efekt zvetralej
vrchnej vrstvy skalného podlozia. Tiez sa vzdy neda zabezpecit, aby vzdia-
lenost medzi referenénym a zadujmovym miestom bola omnoho mensia ako
ohniskova vzdialenost. Prenosova funkcia ur¢end pomocou koda vin je zis-
tend zo slabych pohybov a preto pouzitie koda vin pri silnych pohyboch méze
viest k nespravnemu urceniu prenosovej funkcie (Bonilla 2000).

Metodu spektralneho pomeru je mozné pouzit aj pri meraniach vo vr-
toch (Yoshida a Tai 1998), kde referen¢né miesto je zvolené v takej hibke, aby
uz bolo v skalnom podlozi. Prenosova funkcia sa potom urci ako pomer spek-
tra posunutia na povrchu k spektru posunutia zisteného v hibke. Tymto spo-
sobom je prenosové funkcia takmer zbavena vplyvu zdroja a drahovych efek-
tov (Beresnev a Wen 1996). Ked7e viak referenéné miesto je v urcitej hibke,
st tu zaznamenané okrem dopadajicich vin aj vlny odrazené od povrchu a
moznych rychlostnych rozhrani vrchnych vrstiev. Toto moze vo frekvencnej
oblasti viest k destruktivenj interferencii medzi dopadajicim vinovym polom
a odrazenymi vlnami a takto vytvarat "diery" v spektre, resp. pseudorezo-
nanciu (Bonilla 2000).

Dalsim sposobom zistenia prenosovej funkcie je urc¢enie pomeru spek-
tra horizontalnej a vertikilnej zlozky S vin, ktory oznacujeme H/V. Pre
pouzitie metody H/V je zakladnym predpokladom to, aby vertikalna zlozka



S vlny nebola ovplyvnena lokdlnou $truktirou. Na horizontélne zlozky vply-
va konverzia P vin na S viny sposobend geologickym zlozenim pod miestom
merania. Pomocou tejto metdédy mozeme celkom dobre urcit rezonancné
frekvencie. Av8ak pri nesplneni predpokladu pre pouzitie H/V (t.j. aby ver-
tikdlna zlozka bola nezavisla od lokilnej odozvy) dostaneme v porovnani s
inymi metédami mensie amplitidy prenosovej funkcie (Bonilla 2000).

Pozrime sa teraz na niekolko prac venovanych zemetraseniam, pri
ktorych doslo k nelinedrnej odozve prostredia. Zemetrasenie z 9. februara
1971 a slabsie zemetrasenie pozorované na rovnakom mieste v San Fernande
poskytuji moznost porovnat slabé a silné pohyby. Hudson (1972) porovnal
zaznamenané silné pohyby so skorsim Gutenbergovym pozorovanim slabych
pohybov (Gutenberg 1957). Zistil, Ze maximélne zrychlenie, napriek jeho
komplikovanej variabilite v oblasti, bolo na skalnom podklade vicsie ako na
nanosoch, ¢o je v kontraste s Gutenbergovym pozorovanim slabych pohybov.
Avg8ak Hudson nespomenul nelinearnost a pripisuje rozdiel medzi zosilnenim
slabého a silného pohybu vplyvu topografie, zdroja a drahy Sirenia. Rogers
et al. (1984) porovnali spektralne pomery urcené zo silnych pohybov toho
istého zemetrasenia so slabymi pohybmi sposobenymi jadrovymi pokusmi v
Nevade. Zistili, ze pri silnych pohyboch v intervale frekvencii 0.5 az 5 Hz
nastalo zmensSenie spektralneho pomeru v porovnani so slabymi pohybmi.
Autori vSak opat povazuja vplyv zdroja a drahy Sirenia za pri¢inu rozporu v
zosilneni.

Jarpe et al. (1988) urcili spektralne pomery pre oblast Coalinga v
Kalifornii (zemetrasenie z roku 1983) zo 7 silnych pohybov a 23 regionéalnych
a malych lokalnych zemetraseni. Zistili, Ze pre zrychlenia do 0.7g v intervale
frekvencii 1 - 10 Hz st spektralne pomery rovnaké pre slabé aj silné pohyby.
Pre frekvencie od 10 do 11 Hz st spektralne pomery slabych pohybov zna¢ne
mensie ako silnych. Za najpravdepodobnej$iu pri¢inu Jarpe et al. (1988)
povazuju nelinearnu odozvu.

Celebi (1987) porovnal spektralne pomery slabych a silnych pohybov
pre hlavny otras a dotrasy zemetrasenia v Chile z 3. marca 1985. Zosilnenie
pri slabych pohyboch bolo vic¢sie ako pri silnych pre frekvencie od 1 do 10

Hz. Za mozniu pric¢inu uvedeného rozdielu Celebi povazuje nelinearnu odozvu.



Na druhej strane, vzdialenost medzi miestami, z ktorych Celebi urcoval spek-
tralne pomery, je porovnatelna so vzdialenostou k epicentru hlavného otrasu
a preto najdeny rozpor je mozné pripisat rozdielu drah Sirenia a variacii vo
vyZzarovani zdroja (Beresnev a Wen 1996).

Dalsie zemetrasenie, ktoré poskytuje priamy dokaz nelinedrnej odozvy,
je zemetrasenie v Loma Prieta roku 1989. Darragh a Shakal (1991) uréili
spektalne pomery pre hlavny otras a styri dotrasy pomocou dvoch péarov
stanic. Prvy par tvoria stanice umiestnené na Treasure Island (mékké vrstvy)
a Yerba Buena Island (skalné miesto), druhy péar tvoria Gilroy#2 (mikké
vrstvy) a Gilroy#1 (skalné miesto). Spekralna amplitida posunutia uréena
na Treasure Island v porovnani s Yerba Buena Island je omnoho mensia pre
silny pohyb ako pre slaby pohyb v intervale frekvencii od 0.5 do 2 Hz. Za
pri¢inu tohto rozdielu Darragh a Shakal povazuju nelinearnu odozvu na Trea-
sure Island pocas hlavného otrasu. Spektralne amplitudy posunutia druhého
paru stanic su vSak v uvedenom intervale frekvencii porovnatelné pre silné a
slabé pohyby.

Pomocou stochastického modelovania zemetrasenia Loma Prieta Chin
a Aki (1991) skamali vplyv zdroja, dréhy Sirenia a lokalnych efektov na
silny pohyb. Zistili, Ze ich linedrny model déva pre skalné miesta dobri
zhodu medzi pozorovanymi a predpovedanymi akcelerogramami v ich trvani
a spektrdlnom obsahu pre epicentralne vzdialenosti vacsie ako 50 km. V
epicentralnych vzdialenostiach do 50 km vsak Chin a Aki zistili pre méakké
vrstvy systematicky mensie pozorované maximélne zrychlenia v porovnani s
predpovedanymi. Chin a Aki tento nesthlas pripisali nelinedrnym efektom.

Moznost porovnat slabé a silné pohyby poskytuji aj merania vo vr-
toch v Garner Valley na juhu Kalifornie. Archuleta et al. (1992) analyzovali
spektra zrychleni pre dve zemetrasenia s takmer zhodnymi hypocetrami, ale s
roznymi velkostami (M=4.2 a M=2.5). Zistili, Ze zosilnenie pri slabych pohy-
boch je znacne vicsie ako pri silnych pohyboch v Sirokom intervale frekvencii
od 3 do 40 Hz. Autori nepodali vysvetlenie pozorovaného rozdielu medzi
slabym a silnym pohybom pravdepodobne kvoli predbeznému charakteru ich
analyzy.

Beresnev et al. (1995) skamali pomocou spektralnych pomerov ne-



linedrnu odozvu pre dve usporiadania meracich stanic na Taiwane zazna-
menévajucich silné pohyby. Spektralne pomery urcovali niekolkymi spo-
sobmi. Porovnavali priemerné spektrialne pomery pre slabé a silné pohyby,
pomery pre hlavné otrasy a dotrasy a spektralne pomery S vin s im zod-
povedajicimi koda vlnami. Pre usporiadanie SMART1 Beresnev et al. zis-
tili zna¢ne mensi spektralny pomer silnych pohybov v porovnani so slabymi
pohybmi v intervale frekvencii 2 - 9 Hz. Maximalne horizontalne zrychlenie
bolo pre slabé pohyby mensie ako 0.03g a pre silné pohyby od 0.1g do 0.267g.
Rovnako aj pri druhom usporiadani SMART?2 zistili pre frekvencie od 1 do
10 Hz mensi spektralny pomer silnych pohybov v porovnani so slabymi po-
hybmi. Maximalne horizontalne zrychlenie bolo pre slabé pohyby mensie ako
0.013g, ale pre silné pohyby od 0.1g do 0.295g. Pozorované rozdiely pre slabé
a silné pohyby Beresnev et al. pripisuji nelineédrnej odozve.

Zemetrasenie z roku 1995 v Kobe v Japonsku v dosledku nelinearnych
efektov ovplyvnilo rozlozenie rychlosti v sedimentoch. Aguirre a Irikura
(1997) analyzovali pomocou metody spektralnych pomerov nelinearne spra-
vanie zo zaznamov zrychleni z Port Islandu. Pozorovali velku variaciu v
spektralnych pomeroch medzi povrchom a réznymi hibkami pocas silnych
pohybov. Zistili, ze pikové frekvencie v spektralnych pomeroch po hlavnom
otrase su posunuté k nizsim frekvenciam v porovnani s pikovymi frekvencia-
mi pred hlavnym otrasom. Neline4drne spravanie pocas hlavného otrasu silne
ovplyvnilo horizondlny pohyb na povrchu. Pozorované maximalne horizon-
talne zrychlenie dosahovalo len 25% maximalneho zrychlenia oc¢akavaného z
linearnej teérie. Aguirre a Irikura vsak zistili len slaby vplyv nelineadrnych

efektov na maximalne vertikdlne zrychlenie.



3 Reologické modely

Hlavnym podkladom pre spracovanie tejto kapitoly bola praca Sobotka
(1984).

Reologia skiima vztah medzi napdtim a deforméaciou latok v zévislosti
od ¢asu. KedZe analytické vyjadrenie vztahu moze byt zloZité, pouzivame
pritom jednoduché modely, tzv. reologické modely, zékladnych typov spré-
vania sa realnych latok. Spravanie latok vyjadrujeme zvycajne pomocou
diagramov napitie - deformécia, napétie - rychlost deformécie, napétie - ¢as,
deformécia - ¢as. Najjednoduchsimi reologickymi modelmi si elastické konti-
nuum, viskdézne kontinuum a plastické kontinuum. Spravanie redlnych latok
mozeme aproximovat vhodnou kombinaciou tychto zakladnych modelov.

3.1 Elastické kontinuum

Spréavanie elastického telesa mozeme reprezentovat pomocou dokonale
elastickej pruziny s modulom pruznosti E. Takato pruzinu volame Hookeove
teleso (Obr. 3.1a). Zavislost medzi napétim a deforméciou tohto reologické-

a) b)

Obr. 3.1. Hookeove teleso (a) a zavislost napétia od deformacie (b).

ho modelu je linearna (Obr. 3.1b) a mozeme ju vyjadrit pomocou Hookeovho

zdkona

o= Fe . (3.1)

10



3.2 Viské6zne kontinuum

Viskézne prostredie mozno reprezentovat tlmicom s wiskozitou n -
Newtonove teleso (Obr. 3.2a). Pri pohybe piesta v tlmiacom zariadeni
kladie viskozna kvapalina vo valci odpor, ktory je priamo timerny rychlosti

a) b)

%%’

Obr. 3.2. Newtonove teleso (a) a zéavislost napétia od rychlosti deformécie (b).

de/dt

pohybu piesta (Obr. 3.2b). Napéitie potom mozeme vyjadrit vztahom

de

O':T]% .

(3.2)

3.3 Plastické kontinuum

Spravanie plastického telesa mozno reprezentovat pomocou mechanic-
kého modelu telesa na podlozke, pri¢com trenie medzi telesom a podlozkou
kladie odpor voci pohybu telesa po podlozke. Takyto model sa vola Saint-
Venantove teleso (Obr. 3.3a). Pri napiti mensom ako hrani¢na hodnota

op, ktort volame medza plastickosti (klzu), bude deforméacia nulova. Kym

a) b)
StV 9
N Cp
% :
e -
t, t

Obr. 3.3. Saint-Venantove teleso (a) a zavislost napétia od ¢asu (b).
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sa teleso nepohybuje po podlozke, medza plastickosti je urcena statickym
trenim. Ked aplikované napétie dosiahne hodnotu op (v ¢ase t = 0), teleso
sa za¢ne pohybovat a za kratky c¢as t, medza plastickosti klesne na nizsiu
hodnotu, ktora je uré¢en&d dynamickym trenim. Tento pokles napétia op je
na Obr. 3.3b znézorneny preruSovanou krivkou. Pre jednoduchost a kvoli
malej hodnote ¢, vSak predpokladajme, 7ze medza plastickosti op je urcena
len dynamickym trenim (neprerusovana krivka na Obr. 3.3b). Po dosiahnuti
medze plastickosti op deformécia nadobudne hodnotu, ktora zavisi len od
doby poésobenia napétia. Pri neobmedzene dlhom posobeni dosiahne defor-
macia nekonecne velka hodnotu.

3.4 Viskoelastické kontinuum
Ak spojime Hookeove a Newtonove teleso tak, ako je to na Obr. 3.4,

N H
v v v G

Obr. 3.4. Maxwellove teleso.

ANV

dostaneme Mazwellove teleso. Napitie posobiace na elasticku pruzinu H
je

Oom — EGH )
kde €y je elasticka deforméacia ¢asti H a napétie posobiace na viskoznu c¢ast
N je

dGN
=gy

kde ey je viskozna deforméacia. Napitie o, ktorym posobime na Maxwellove
teleso, okamzite deformuje elasticku ¢ast a prenaSa sa dalej na tlmic, takze
0 =og = oyn. Vysledna deformécia Maxwellovho telesa je tvorené sictom

€ a €y a to isté plati aj pre rychlosti deformaécie, preto

€ = €gten, (3.3)
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de deg  den

- = LT 3.4

@~ at | dt (3-4)
Po dosadeni za ey a ey do vztahu (3.4) dostaneme zakladnt reologicku

rovnicu pre Maxwellove teleso

de _o  1ldo (3.5)

dt n Edt
RieSenim tejto diferencialnej rovnice mézeme najst zavislost deformacie €(t)
alebo napétia o(t).

Ak pozname ¢asovi zavislost napétia o(t), staci rovnicu (3.5) integrovat
na intervale (0,t), ¢im dostaneme vyjadrenie pre deforméciu (s pociato¢nou
podmienkou € = 0 pri ¢t = 0)

(t) = %/Ot (%a + j—j) dr (3.6)

Ak pri znamej rychlosti deforméacie nasobime rovnicu (3.5) vyrazom
EePtn dostaneme

dt n dt

a po uprave pravej strany

de d

E_eE't/n _ 6E't/n
dt i (")

Po integracii na intervale (0,¢) a tupravach bude vyjadrenie pre napétie v

tvare (s pociato¢nou podmienkou o = 0 pri ¢t = 0)

td
o(t) = Ee*Et/"/ G eEringr (3.7)

o dr
Predpokladajme teraz, ze na Maxwellove teleso aplikujeme konstantné
napitie oy v ¢asovom intervale (0,%4) (Obr. 3.5a), t.].
o(t) = ooH(t) , pre t <ty (3.8)
o(t) = 0 , pre t >ty

kde H(t) je Heavisideova funkcia definovana nasledovnym sposobom

{0 , pre t <0

1, pret>0 (3.10)
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Op

Go/E !

tA t tA t

Obr. 3.5. Zavislost napétia od ¢asu (a) a deformacie od ¢asu (b).

a pre jej derivaciu plati

dH (1) _
=) (3.11)

kde §(t) je Diracova d-funkcia. Po dosadeni napétia (3.8) do vztahu (3.6) a
tpravach dostaneme pre deforméciu (pre ¢ < t4)

€t) = —=+—t
_ 0 <1 n L) , (3.12)

kde 7y = % je Mazwellov relazacny casa 7yy < t4. Prvy ¢len na pravej strane
vztahu (3.12) predstavuje elastickia deformaciu, ktora po odstraneni napétia
v case t4 zmizne. To méa za nasledok celkovy pokles deforméacie Maxwellovho
telesa o hodnotu ¢ (Obr. 3.5b). Druhy ¢len predstavuje viskoznu deforma-
ciu, ktora s ¢asom rastie a po odstraneni napétia ostane. Pri ¢asoch t > 7
mozeme prvy Clen zanedbat a prostredie bude tiect. Pri ¢asoch ¢t < 1y
mozeme zanedbat druhy ¢len a prostredie sa bude spravat ako Hookeove
teleso.

Skumajme teraz ako bude vyzerat napitie, ak Maxwellove teleso

budeme udrziavat pri konstantnej deformacii (Obr. 3.6a), t.].

dﬂz%H@, (3.13)
resp.

de 0oy

== 220(t) . (3.14)
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t t

Obr. 3.6. Zavislost deformécie od ¢asu (a) a napitia od casu (b).

Potom dosadenim (3.14) do vztahu (3.7) a po upraviach dostaneme pre
napatie

o(t) = oge /™ . (3.15)

Grafické vyjadrenie tejto zéavislosti je na Obr. 3.6b. Z predchadzajiceho
vztahu je zrejmy dalsi vyznam Maxwellovho relaxa¢ného ¢asu: je to Cas,
za ktory napétie Maxwellovho telesa pri konstantnej deformacii klesne na %
svojej povodnej hodnoty oy.
Vsimnime si eSte jednu Vladstnost’ Maxwellovho telesa. Nech rychlost
€ €

deformécie je konstantna, teda % = v = $. Ak vyuzijeme, ze t = <, zo
’ dt t ’ v’

vztahu (3.7) dostaneme pre napétie

o(t) = Evry {1 — exp <—L> (3.16)
VTm
V limitnom pripade pre v — co mame
€
t) = lim F 1-— (——) = Fe . 3.17
o(t) lim Evry exp o € (3.17)

To znamena, Ze pri nekonecne velkej rychlosti deformacie prebieha deformo-
vanie Maxwellovho telesa pruzne.

Ak Hookeove a Newtonove teleso spojime paralelne, ziskame Kelvin-
Voigtove teleso (Obr. 3.7). Pri aplikicii napéitia sa pruzina H a tlmi¢ N
pohybuju sicasne, preto je zrejmé, ze deformacie s pre H a N rovnaké a
rovnaji sa deformécii Kelvin-Voigtovho telesa

€ =€y = €N .

15
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Obr. 3.7. Kelvin-Voigtove teleso.

To isté plati aj pre rychlosti deformacie

de deyg  dey
dt — dt  dt

Vysledné napitie o je potom tvorené su¢tom napitia prenasaného elastickou

pruzinou oy = Fe a napitia prenaSaného tlmicom oy = 77%. Preto pre

napitie Kelvin-Voigtovho telesa mozeme pisat

d
o(t) =og +on = Ee + nd—; . (3.18)

Tento vztah pri znamom €(¢) priamo vyjadruje zavislost napétia od ¢asu.
Zo vztahu (3.18) mozeme néjst aj vyjadrenie pre deforméciu. Nasobme
(3.18) vyrazom %eEt/", ¢im dostaneme

n n dt
a po Uprave prave strany
1 d
ZgePtin — 2 (eeEt/n)
n dt
Tento vysledok d'alej integrujme na intervale (0,¢) a po tpravach dostaneme

1/t
e(t) = e Pt (—/ oePTMdr 4 60> , (3.19)

n Jo

kde €y je deformécia v ¢ase t = 0.
Predpokladajme teraz, ze na Kelvin-Voigtove teleso v ¢ase ¢ = 0 apli-
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a) b)

oy —m—— GQ/E

Obr. 3.8. Zavislost napétia od ¢asu (a) a deformacie od ¢asu (b).

kujeme konstantné napitie oy (Obr. 3.8a), teda
o(t) =ooH(t) . (3.20)

Potom pri pociatofnej podmienke ¢, = 0 vztah pre deformaciu (3.19) po
upravach nadobudne tvar

e(t) = Z(L—e ")

= % (1 - e’t/”()

kde 7 :%. Grafické znazornenie tejto zéavislosti je na Obr. 3.8b. Pri

, (3.21)

neobmedzene dlhom posobeni konStantného napétia og (t.j. t — o0) sa
deformacia asymptoticky blizi k hodnote elastickej deformécie % Spravanie
Kelvin-Voigtovho telesa je potom tiez elastické.

Veli¢inu 7x vo vztahu (3.21) volame retardacnyg cas a je to cas, za
ktory deformécia Kelvin-Voigtovho telesa pri konStantnom napéti dosiahne
(1 — 1/e) z hodnoty %

Relaxa¢ny Cas 7, a retarda¢ny ¢as 7x su vyjadrené rovnakymi vztah-
mi. AvSak relaxa¢ny c¢as reprezentuje dobu, za ktoru napitie klesne na
urc¢itu charakteristicki hodnotu, zatial¢o retarda¢ny ¢as reprezentuje dobu,
za ktord deformacia dosiahne charakteristickii hodnotu.

Pozrime sa teraz na pripad, ked v ¢ase t4 nahle odstranime konstantné
napétie oy (Obr. 3.9a), ktoré posobilo na Kelvin-Voigtove teleso, ¢o mozeme
opat pomocou Heavisideovej funkcie vyjadrit v tvare

o(t) = 0 , pre t <0 (3.22)
o(t) = ooH(ta—1t) , pre t >0 (3.23)
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a) b)

Op Go/E

ta t

Obr. 3.9. Zavislost napétia od ¢asu (a) a deformacie od ¢asu (b).

Po dosaseni (3.23) do vztahu pre deforméciu (3.19) s pociatoénou podmien-
kou €y = 0 dostaneme pre t > t4

et) = % [exp (%tA> - 1] e~ Bt (3.24)

To znamena, 7e po odstraneni napéitia deformécia nezanikne hned, ale expo-
nencialne klesa k nulovej hodnote (Obr. 3.9b).

Mechanické modely sériového a paralelného spojenia elastickej pruziny
a tlmica (Maxwellove a Kelvin-Voigtove teleso) st najjednoduchsimi model-
mi viskoelastického kontinua. Nie sme vSak obmedzeni len na takéto spojenia
dvoch prvkov a je samozrejmé, ze modzeme vytvarat rozne kombinécie sério-
vého a paralelného spojenia Tubovolného poc¢tu elastickych pruzin a tlmic¢ov.

Zenerove teleso reprezentujeme paralelnym spojenim elastickej
pruziny H a Maxwellovho telesa M (Obr. 3.10). Z predchadzajicej Casti

W
L n—

H

Obr. 3.10. Zenerove teleso.

zaoberajucej sa Kelvin-Voigtovym telesom je zrejmé, Ze pri paralelnom spo-
deg  dem

jeni na Obr. 3.10 budi deformécie ex, €); a rychlosti deformacie G dt

18



casti H a ¢asti M rovnaké a budi sa rovnat deformécii (rychlosti deformécie)
Zenerovho telesa

€ = €g = €pn (325)
de  deg  dey
p7i i Tal el (3.26)

Vysledné napérie o je tvorené su¢tom napitia oy posobiaceho na cast H a
napitia o), posobiaceho na ¢ast M, preto

oc=o0g+on . (3.27)
Vieme, ze pre napitie Hookeovho telesa plati
O — EHGH = EH6 (328)

a pre rycholost deformacie Maxwellovho telesa zasa

d d 1 d
om0 - 4Om | M (3.29)
Po dosadeni vztahu (3.28) do vztahu (3.27) a po tprave dostaneme
oy =0 — Ege . (3.30)
Toto vyjadrenie pre o), dalej dosadme do (3.29), ¢im ziskame
de 1 do Fgde N o Ey
- = — — — —€
dt  Eydt  Eydt  nmv nu
a po uprave mame
v do < EH> de
——=FK 14 —)—. 3.31
T Eya MU TR @ (3.31)

Ak pozname ¢asovi zéavislost deformécie €(t), mozeme vztah (3.31) néasobit

, E oo
vyrazom n—;‘;eEM t/m | &im dostaneme

E E EnE E
l—Ma + @l exp (—Mt> = l BN e+ (By + Ey) ﬁl exp (—Mt>
N dt N N dt N

a po uprave lavej strany

£ o ()] - 0 (2

dt Ui, v d
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Tento vysledok integrujme na intervale (0,¢). Potom pri po¢iato¢nej pod-
mienke 0 = gy pri t = 0 bude pre napétie platit

o(t) = exp (—E—Mt> {/Ot lEHEMe + (By + En) %l

I M
E
exp (—MT> dr + 00} : (3.32)
U
Analogickym sposobom pri znAmom o(t) najdeme aj vyjadrenie pre
;- . ) , E
deforméciu. Nasobme vztah (3.31) vyrazom Wj‘iEM)eEHEMt/W(EHJrEM).
Dostaneme
g — | ex —
EnE)y N de] ( EnEy t)
€+ —|ex
it (B + Ba) dt] 0\t (B + )

a po uprave pravej strany

o — | X ==

— |eex
dt P Nmr (EH + EM)

Po integracii na intervale (0,¢) a upravach bude pre deforméaciu platit

e(t) = exp (‘W (g};iMEM)t>

t EM 1 do
/ o+ -

EyEy
ex T|dr+e€ , 3.33
p(nM (Ex + Ewm) ) 0} (3:33)

kde €y je pociato¢na deformacia v ¢ase t = 0.

Predpokladajme teraz, 7ze na Zenerove teleso aplikujeme v ¢ase t = 0
konstantné napétie oy (Obr. 3.11a), teda

o(t) =ooH(t) . (3.34)

20



oy b G()/EH

Obr. 3.11. Zavislost napétia od ¢asu (a) a tomu prisluchajuci ¢asovy priebeh
deformacie (b) Zenerovho telesa.

Potom pri po¢iato¢nej podmienke ¢ = 0 zo vztahu (3.33) po integracii a
upravach dostaneme pre deforméciu

€(t) = g—z {1 — exp [— - (EEZEffEM)] } . (3.35)

Grafické znazornenie zavislosti (3.35) je na Obr. 3.11b. S rastiicim ¢asom sa

deforméacia Zenerovho telesa asymptoticky blizi k hodnote elastickej defor-
0_2[’
tych istych predpokladoch (konstantné napitie o = oy, po¢iato¢na deforma-

mécie ¢o je rovnaké ako pri Kelvin-Voigtovom telese (pozri Obr. 3.8) pri

cia g = 0).
Dalej predpokladajme, ze Zenerove teleso budeme udrziavat pri kon-

a) b)
€ 9
€p Go
Eneog
E—

Obr. 3.12. Zavislost deformacie od ¢asu (a) a tomu prislachajtci ¢asovy priebeh
napétia (b) Zenerovho telesa.

Stantnej deformacii ¢y (Obr. 3.12a)

e(t) = eH(t) . (3.36)
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Ako sa potom bude menit napétie z po¢iato¢nej hodnoty oq? Dosadme (3.36)
do (3.32) a po integrovani a tpravach dostaneme

o(t) = oo~ Putime 4 Be (1 — e_EMt/"M)

= EH€0 + (O'O - EHE()) €_EMt/nM . (337)

Grafické znazornenie tejto zavislosti je na Obr. 3.12b. Podobne ako v pri-
pade Maxwellovho telesa, aj teraz napitie exponencidlne klesa. V pripade
Zenerovho telesa sa vSak napétie blizi k Eyeg, ktoré je urcené napitim na
elastickej pruzine H.

Rovnakym sposobom, ako sme definovali relaxa¢ny a retardacny cas
pri Maxwellovom telese a pri Kelvin-Voigtovom telese, moézeme zaviest takeé-
to Casy aj pre Zenerove teleso. Relaxacny cas Tz.¢ je Cas, za ktory napétie
pri konstantnej deforméacii ¢y klesne z pdvodnej hodnoty oy na hodnotu
EHeg—l—%(ao — Eyep). Tento ¢as mozeme vyjadrif vzfahom

N

B (3.38)

TZrel =

Retardacny cas Tz, je Cas, za ktory deformécia pri konStantnom napéati oy
dosiahne (1—%) z hodnoty 5_2,' Mozeme ho vyjadrit vztahom

1 1
TZret = MM (E—H + @) . (339)

Mechanicka reprezentacia generalizovaného Maxwellovho telesa je
na Obr. 3.13. Pri aplikicii napétia o st deformaécie ¢, a rychlosti deformé-
cie % na jednotlivych vetvich tohto paralelného spojenia rovnaké a rovnaju

sa celkovej deformécii generalizovaného Maxwellovho telesa

€ = €=€=...=¢, , (3.40)
de B dey B des B B de,
p7i i KTl (3.41)

Napitie o je tvorené sic¢tom napéti na jednotlivych vetvach, takze

o=01+0y+...4+0, . (3.42)
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Obr. 3.13. Generalizované Maxwellove teleso.

Pre jednotlivé vetvy, ktoré tvoria Maxwellove telesa, mozeme podla vztahu
(3.5) pisat

dﬁk Ok 1 dO’k
— =—4+—=——, k=1,2,... 3.43
dt Nk + Ek dt ’ T 1 ( )
kde Ej a mj su prislusné moduly pruznosti a viskozity. Po dosadeni (3.43)

do vztahu (3.41) dostaneme

de oy 1 doy,
— =4+ ———  k=1,2,... ) 3.44
dt 77k+Ek dt ) ) 4y y 1 ( )

Z tychto n rovnic si postupne vyjadrime napitia o, analogickym sposobom
ako pri Maxwellovom telese. Nasobme najprv (3.44) vyrazom EjeP#/™  ¢im

dostaneme
de Ek dO’k
E—ebwt/me  — K Ept/ng 4 ZYk Ept/m
kdte e ore + 2t e
d
= a(akeEkt/’"«) Ck=1,2,....n . (3.45)

Tento vysledok integrujme na intervale (¢y,t). Po tipravach buda napétia oy

s pociato¢nymi podmienkami o, = oo v Case ty vyjadrené nasledovne
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O'k(t) = efEkt/ﬂk {Ek /t %eEk’F/ﬂde + O.OkeEkto/ﬂk} :
to dT

k=1,2,...,n . (3.46)

Ak teraz dosadime (3.46) do vztahu (3.42), pre napitie o(t) generalizovaného
Maxwellovho telesa dostaneme

n td
o(t) = Z e~ Ert/m {Ek/ d—eeEkT/"’“d’r + UokeEktO/”k} ) (3.47)
k=1

to AT

Sériovym spojenim n Kelvin-Voigtovych telies ziskame generalizo-
vané Kelvin-Voigtove teleso (Obr. 3.14). Napitia o) posobiace na jed-

Ny

N, Ny
iVVV iVVV G
H2 Hn

H:

Obr. 3.14. Generalizované Kelvin-Voigtove teleso.

notlivé prvky st navzadjom rovnaké a rovnaju sa aplikovanému napétiu o,

preto
O=0,=09=...=0p . (3.48)

Vysleda deformécia e generalizovaného Kelvin-Voigtovho telesa je tvorené
suc¢tom deformécii € na jednotlivych prvkoch

E=€ +e+...+€, . (3.49)

Podl'a vztahu (3.18) pre napétia oy a teda aj pre napitie o mozeme pisat

d
o(t) = ox(t) :Ek€k+nk% L k=1,2,...,n . (3.50)
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Ak teraz vynéasobime vztah (3.50) vyrazom nlkeEkt/ T dostaneme

io-eEkt/nk — @erEkt/nk + @eEkt/nk
Mk ur dt
d

- %(%£WW),kzlﬂrnm..

Po integracii na intervale (tp,t) a pri po¢iato¢nych podmienkach € = eg v
case tg bude pre deforméaciu na k-tom prvku platit

ex(t) = e Brt/mk {i

t
/O—eEkT/nkd7—+60keEkt0/ﬂk :
Nk Jto

k=1,2,....,n . (3.51)

Dosadenim vztahu (3.51) do (3.49) dostaneme ¢asovu zavislost generalizo-
vaného Kelvin-Voigtovho telesa v tvare

E(t) — Xn: e_Ekt/nk {i
k=1

¢
77k/ aeEkT/"de+60keEkt°/’7k} : (3.52)

to

Generalizované Zenerove teleso reprezentujeme paralelnym spo-
jenim n Zenerovych telies (Obr. 3.15). KedZe pri aplikicii napétia o sa jed-
notlivé Zenerové telesa deformuju sucasne, potom pre deforméciu € a rychlost
deformécie % plati

€ = € =€=...=¢ , (3.53)
de der  dey dey,
dt dt dt dt -’ (3:54)

kde €, st deforméacie na jednotlivych vetvach tohto paralelného spojenia.
Suctom napéti o, ktoré podsobia na jednotlivé Zenerove telesa, dostaneme
vysledné napitie

oc=0,+03+...+0, . (3.55)

Podla vztahu (3.31) mozeme pre k-te Zenerove teleso pisat

Nk doy, < EHk) deg,
4+ =" =F + l4+—=—)—, k=12,...,n,
Ok B dt HEE€K T 1Mk Fare) dt n

resp.
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Obr. 3.15. Generalizované Zenerove teleso.

Nk dog ( EHIc) de
e A 1+——)—, k=1,2,...,n . (3.56
ak—l-EMk p HEE T 1Mk Eui) dt y 4y o ( )

Rovnakym sposobom, ako sme nasli vyjadrenie pre napétie Zenerovho telesa,
mozeme postupovat aj v pripade generalizovaného Zenerovho telesa. Teraz
v8ak integrujme na intervale (tq,7). Potom pri pociatoénych podmienkach

0 = oo, V Case ty dostaneme

oult) = exp (-Mt>

NMk
t EgiE d E
{/ [Me + (Enk + Emg) —G] exp (ﬂT> dr +
to TIMk dr TIMk
E
UOkexp< Mkt())} , k=1,2,...,n . (3.57)
NIMk

Po dosadeni (3.57) do vztahu (3.55) nakoniec najdeme vyjadrenie pre napétie

generalizovaného Zenerovho telesa v tvare
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o) = 3 exp (—%t>

k=1 Nk
U\ BB d E
{ / [M  (Eue + Ean) _j exp (i) dr+
to NIMk dr Nk
Ep
ook €Xp | ——tg ) (3.58)
MMk

3.5 Elastoplastické kontinuum

Elastoplastické prostredia mozeme reprezentovat spojenim Hookeovho
telesa so Saint-Venantovym telesom. Pri sériovom spojeni (Obr. 3.16) je

aplikované napétie o rovné napéitiu oy na casti H a rovnako aj napatiu og;y

StV H
o

AN, ——

Obr. 3.16. Sériové spojenie Hookeovho telesa so Saint-Venantovym telesom.

na c¢asti StV
O=0g =05 . (3.59)

Sucet deformacie elastickej pruziny ey a deformacie Saint-Venantovho telesa

€syy tvori vysledni deformaciu
€=¢€g+ sy - (3.60)

Ked na takéto usporiadanie aplikujeme napétie, ktoré je mensSie ako
medza plastickosti op Casti StV, bude sa deformovat len elasticka cast H.
Akonahle vsak napétie dosiahne op, zacne sa deformovat aj trecie zariadenie,
pricom deformécia méze nadobudnit Tubovolne velkai hodnotu. Velkost
deforméacie elastickej Casti ostane na hodnote ey = €ep, ktord zodpoveda
napitiu op, teda

op

=2, (3.61)
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kde E je modul pruznosti elastickej pruziny H. Pre napétie mozeme potom
pisat

a:{Ee y ES¢€p (3.62)

op , €2€p

Grafické znazornenie tejto zavislosti je na Obr. 3.17a.

a) b)

Op |---

: :% ’ 8
1 - GP [ _

Obr. 3.17. Zavislost napétia od deformacie sériového spojenia Hookeovho telesa

Op |---

so Saint-Venantovym telesom pri zatazeni (a) a pri odlahceni (b).

Skumajme, ¢o sa stane, ked po zatazeni uvedeného sériového spojenia
zatneme pri deformécii ey > ep zmenSovat napétie (Obr. 3.17b). Najprv
bude deformovana elastickd ¢ast. Ked napétie dosiahne hodnotu o = 0,
deformacia na pruzine bude nulova a celkova velkost deforméacie bude zod-
povedat hodnote ey — ep, ktort nadobudla plasticka ¢ast pocas zatazova-
nia. Pri dalSom zmenSovani napétia bude elasticka pruzina stla¢ana, az kym
napitie nedosiahne hodnotu —op. Dalej uz potom bude prebiehat len de-
formovanie plastickej ¢asti. Celkovy pokles napétia pri takomto odl'ahéeni je
20p.

Pri paralelnom spojeni elastickej pruziny H a trecieho zariadenia StV
(Obr. 3.18) prebieha deformovanie jednotlivych vetiev spojenia stcasne, pre-
to pre celkovi deforméciu plati

€ =€y = €51y - (3.63)

Kym aplikované napétie nedosiahne medzu plastickosti op ¢asti StV, defor-
macia bude nulova (Obr. 3.19a). Po dosiahnuti op sa ¢ast StV bude moct
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Stv

% |

H

Obr. 3.18. Paralelné spojenie Hookeovho telesa so Saint-Venantovym telesom.

deformovat neobmedzene. Celkova deformécia v8ak bude urcena len elastic-
kou deforméciou ¢asti H. Pre zéavislost napétia od deformacie mozeme pisat

o=op+ Fe , (3.64)

a pre vyjadrenie deformécie pomocou napétia

{0 , 0<0p
€ =

ag—0
5= s 0zop

(3.65)

Predpokladajme teraz, ze pri deformécii €, ktord zodpoveda napitiu

oa = op+ Fey, zatneme aplikované napétie zmensovat. Zavislost napétia od

a) b)

Oa

L o

Ggw——/JgU €

Obr. 3.19. Zavislost napétia od deformécie paralelného spojenia Hookeovho telesa
so Saint-Venantovym telesom pri zatazeni (a) a pri odlah¢eni (b).

deformécie moézeme sledovat na Obr. 3.19b. Ak za¢neme napitie o zmenso-
vat, napétie vo vetve s trecim zariadenim StV, ktoré dovtedy bolo rovné op,
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klesne pod tito hodnotu. To sposobi, ze ¢ast StV sa prestane deformovat a
zaroven sa prestane deformovat aj ¢ast H (kvoli paralelizmu). Celkova de-
formacia bude rovna deformécii naakumulovanej pocas zvic¢Sovania napétia,
takze sa bude rovnat e;;. Napitie o sa bude zmenSovat pri deformécii €7, az

kym nedosiahne hodnotu
op=04—20p=Fey —op .

Je to preto tak, lebo na ¢ast StV najprv posobilo tahové napitie, ktoré pocas
odlah¢enia vymizne (pokles o op). Potom zalne posobif tlakové napétie.
Ked napitie o dosiahne hodnotu op (dalsi pokles o op), zatne sa deformovat
aj elasticka cast a celkova deformécia sa bude zmenSovat z hodnoty e podla

vztahu
o—o0

€=t b (3.66)
Po dosadeni za o5 = Eey — op do (3.66) dostaneme

€:U+UP,pT€ oc<op, (3.67)

E
resp.
. €v , pre 0 <oy
‘= { 7iee | pre o4 <o <op (3.68)

Skimajme teraz usporiadania, ktoré s tvorené viacerymi pruzinami a

trecimi zariadeniami. Najprv sa pozrime na paralelné usporiadanie, ako je
StV H,
%7 VvV c

Hy

Obr. 3.20. Paralelné spojenie Hookeovho telesa so sériovym spojenim
Saint-Venantovho a Hookeovho telesa.
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na Obr. 3.20. Deformacia €, elastickej pruziny H; je rovnaka ako deformécia
€5 Casti s prvkami Hy a StV a tieto deformécie sa rovnaja celkovej deformaécii

€ =€ = €z . (369)

Aplikované napitie o mozeme rozdelit na siucet napétia oy, ktoré posobi na
cast Hy, a napétia oo pOsobiaceho na ¢ast s Hy a StV, teda

o=o01+0y . (3.70)
Pre napitie oy plati
o1 = E1€ (371)

a pre napatie o

(3.72)

Eye , e<ep
09 —
op , €>¢€p

kde F,, Fy st moduly pruznosti elastickych pruzin H; a H,, op je medza
plastickosti trecieho zariadenia StV a ep je deformacia c¢asti s prvkami H, a
StV, pri ktorej je 0o = op, teda

op

Po aplikacii napétia o na usporiadanie na Obr. 3.20 sa najprv budi

sucasne deformovat pruziny H; a Hs, ¢o mdézeme vyjadrit vztahom
o — (El + EZ) € .

Takymto linedrnym sposobom sa so zvic¢sujicou deforméaciou € bude zvacso-
vat aj napitie o az po hodnotu U;D. Vtedy napétie o, dosiahne medzu plas-
tickosti (0o = op) a Cast paralelného usporiadania s prvkami Hy, a StV sa
bude moct deformovat neobmedzene. Kedze deformacie €; a ey st rovnaké a

s , e . « ,
v tomto pripade rovné ep, napitie op je urcené vztahom

’

O'P = (El —|—E2)€P =
— Hieptop. (374)
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Pri dalsom zvic¢Sovani napétia o sa napétie oo v Casti s elastickou pruzinou
Hy a trecim zariadenim StV nebude d'alej menit z hodnoty op a zavislost de-
formécie od napétia o bude urc¢ené uz len elastickou pruzinou H;. Dosadenim
(3.71) a (3.72) do vztahu (3.70) dostaneme pre napéitie (Obr. 3.21a)

U_{ (Ey + Ey)e , e<ep

op+ Fie , €>€p (3.75)

kde ep je urcené vztahom (3.73). Pre zavislost deformécie od napitia

a) b)

Obr. 3.21. Zavislost napétia od deformécie usporiadania z Obr. 3.20 pri zataZeni
(a) a pri odlah¢eni (b).

dostaneme z predchédzajiceho vztahu

o ’
FiE, o bre o<op

€= (3.76)

o—op !
B s preo > 0p

kde op je urcené vztahom (3.74).

Predpokladajme teraz, ze pri deformacii ey (g > €p) a napéti o4 =
op + Eiey zatneme aplikované napitie zmenSovat. Grafické znazornenie
zavislosti napétia od deformacie je na Obr. 3.21b. Najprv bude prebiehat
sicasné deformovanie pruzin H; a Hy a napétie poklesne z hodnoty o4 o
a;). Vtedy bude napétie op, ktoré povodne posobilo na Hy a StV, uz uplne
odstranené. Pri dalSsom zmenSovani o budu pruziny H; a H, nad’alej suc¢asne
deformované, az kym napétie oy nedosiahne hodnotu 09 = —op. Tomu zod-

povedé dalsi pokles napétia o o a;). Napitie o sa teda celkovo z hodnoty o4
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zmensi o 20 na hodnotu oz = 04 — 20p. Pri dalfom stlacani sa ¢ast vetvy
s trecim zariadenim StV bude deformovat neobmedzene a napitie na tejto
Casti sa nebude menit z hodnoty oy = —op. Zavislost napatia od deformécie
bude pri dalsom zmenSovani napéatia ur¢enéd uz len elastickou pruzinou H;.
Pozrime sa teraz na pripad usporiadania elastickych pruzin a trecich
zariadeni, ktoré su znazornené na Obr. 3.22 (Iwanov model). Aplikované
napitie o je rovnaké ako napitie oy, ktoré posobi na elasticktl pruzinu Hy, a

StV StV, StV,
c
Ho VY
Hy H; Hn

Obr. 3.22. Iwanov model.

napitia oy, ktoré posobia na k-te paralelné spojenie elastickej pruziny Hy s
trecim zariadenim StV

O=00=0,=09=...=0, . (3.77)

Vysledna deformacia e je tvorené stic¢tom deformécie €y na elastickej pruzine
Hy a deforméciami €, na k-tom paralelnom spojeni, takze

e=¢+tet+e+...+e6 . (3.78)

Pre pruzinu Hy moézeme pomocou Hookeovho zdkona pisat

Og = 0 = EOGO s (379)
resp.
€0 = Eio . (3.80)

Vyuzitim vztahu (3.64) mozeme vyjadrit zavislost napétia oy od deformécie,

O'k:O':O'pk—i-EkEk, k:1,2,...,n, (381)
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pripadne zavislost deformacie od napétia (vztah (3.65)),

ek:{o » OSOPE 9, (3.82)

o—a
—E ., o2z opg

kde Ej je modul pruznosti elastickej pruziny Hy a opy je medza platickosti
StV,. NavySe pre op, predpokladajme

op1 < 0Op2 < ...<0Opp - (383)

Pri zvac¢sovani aplikovaného napétia o sa najprv bude zvic¢sovat defor-
maécia v dosledku deformovania elastickej pruziny H

o
Ey '

€= pre o < opy . (3.84)

Ked napétie o dosiahne medzu plastickosti op;, za¢ne prebiehat aj deformo-
vanie ¢asti s paralelnym spojenim H; a StV a deforméciu mézeme vyjadrit
v tvare

o 0 —0p;

‘B R

, pre op1 < o0 <0py . (3.85)

To mozeme pozorovat na Obr. 3.23a ako "zlomenie" krivky v bode 77 so

a)

Obr. 3.23. Priebeh zavislosti napétia od deformécie pri zatazovani Iwanovho
modelu (a) a vytvorenie hysteréznej slucky (b).
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, . . o . . . o
stradnicami (e€p1,0p1), kde €py :Eiol' Po dosiahnuti napatia opy sa zacd-

ne deformovat aj ¢ast s paralelnym spojenim Hy a StV, a pre deforméciu

dostaneme

o o—o0 o—o0o
Pl P2

‘“ B E B,

, pre ops < o0 <o0p3 . (3.86)

Na Obr. 3.23a to opdt mozeme pozorovat ako "zlomenie" krivky, teraz vsak
v bode T; (€ps, 0pa), kde €py je deformécia pri napiti opy. Deforméciu €ps

mozeme urcit zo vztahu (3.86) dosadenim za o = opy, teda

py — op2 i Op2 — 0Op1
P2 = .
Ey E,

Podobne ako v dvoch predchéadzajicich pripadoch, ked aplikované napétie
dosiahne dalsiu medzu plastickosti, za¢ne sa deformovat dalsia ¢ast s para-
lelnym spojenim pruziny a trecieho zariadenia. Takto to bude pokracovat, az
kym napétie nedosiahme medzu plastickosti na poslednom n-tom paralelnom
spojeni pruziny a trecieho zariadenia. Vtedy bude pre deformaciu platit

o O — 0Op1 O — 0Op2 O — Opp
= — + + +.o =
‘T BB By E,
n 1 n
= Z—O’ — TPk , pre op, <o . (3.87)
k:oEk k=1 E

Uvedené pripady zéavislosti deformécie od napitia mozeme zovseobecnit
na pripady, kedy aplikované napitie je vacsie ako op(;_), ale eSte nedosiahlo
medzu plastickosti op;. Ked dosadime (3.80) a (3.82) do vztahu (3.78) a
budeme predpokladat opi_1) < 0 < op;, dostaneme

° +
€= —
Ey

— 0 —0opy

i , pre opi1y) <0 <0p; ,
k

k=1
i=1,2,....n . (3.88)

Vztah (3.88) mozeme este d'alej upravit. Zavedme medze plastickosti oy a
On+t1, pre ktoré predpokladajme

o = 0, (3.89)

Onp1 = 00 . (3.90)
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Potom vztah (3.88) mozeme prepisat na tvar

i—1 1 i—1 0Pk
GZUZF— F,preap(i,1)§a<api,
k=0 "k k=0 "k

i=1,2,...,n+1. (3.91)

Jednoduchou tpravou zo vztahu (3.91) dostaneme vyjadrenie napéitia pomo-

cou deformaécie v tvare

=11 - ok
o= ka € + — | , pre opi—1) <o <op;,

k=0 “k
1=1,2,...,n+1 . (3.92)

Skumajme teraz pripad, ked napétie posobiace na usporiadenie z Obr.
3.22 za¢neme zmensovat z hodnoty oy, ktorej zodpoveda deformaécia e;y (bod
A na Obr. 3.23b). Napétie oy je z intervalu op(;_1) < oy < opj, kde j moze
byt rovné 1,2,...,n + 1. Najprv budeme napéitie zmengsovat po hodnotu
—oy, pri ktorej deformécia dosiahne —e;; (bod A') a potom opit zvigsovat,
az kym sa nedostaneme znova do bodu A.

Pri zmenSovani napétia sa ako prva bude deformovat pruzina H,.
Stucasne sa bude zmensovat aj napétie v Castiach s paralelnymi spojeniami,
avSak bez deformovania. Tento stav potrva dovtedy, kym aplikované napitie
nedosiahne hodnotu, ktorad umozni deformovanie niektorého z trecich zariade-
ni StVy, StVy, ... alebo StV,,. KedZe medza plastickosti trecieho zariadenia
StV je najmensia (op; < opy < ... < 0py,), ako prva sa zatne deformovat
¢ast s paralelnym spojenim H; a StV;. Aplikované napitie, pri ktorom dojde
k deformacii plastickej ¢asti s StV;, bude zmensené o dvojnasobok op;. Pre-
to napitie v bode T je o(T}) = oy —20p;. Dovod dvojnasobného zmengenia
je rovnaky ako v pripade samotného paralelného spojenia elastickej pruziny
a trecieho zariadenia. Pri zmensovani aplikovaného napétia najprv vymizne
napitie, ktoré bolo na trecom zariadeni. Tomu zodpoveda pokles o op; a
napéatie na trecom zariadeni bude potom nulové. AZ vtedy, ked napitie
klesne eSte o dalsiu hodnotu op;, za¢ne sa prvok StV deformovat.

Pri dalSom zmenSovani napéitia o bude zavislost napétie - deforméacia

linedrna (deformuju sa pruzina Hy a ¢ast s paralelnym spojenim H; a StV;)
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a7z do bodu T}, kde opif nastane "zlomenie" krivky. Napitie v tomto bode
je 0(Ty) = o(T}) — 20py a pri napitiach o < o(T}) sa uz moze deformovat aj
cast s elastickou pruzinou Hy a trecim zariadenim StV,. Postupnym prekoné-
vanim medzi plastickosti na trecich zariadeniach sa dostaneme az do bodu
A’, pricom vzdy, ked aplikované napitie dosiahne hodnotu, ktorej bude zod-
povedat prekonanie medze pevnosti niektorého z trecich zariadeni, nastane
"zlomenie" krivky v grafickom znézorneni napétie - deformacia.

Ak po dosiahnuti napétia —opy a deforméacie —e; zadneme zvacSovat
aplikované napitie, zavislost bude podobna ako pri prvom zatazeni alebo
odlah¢eni. Najprv bude prebiehat deformovanie elastickej pruziny Hy a
napétie vzrastie z hodnoty —oy o0 20p1 az kym nenastane "zlomenie" krivky
vyjadrujtcej zavislost napétia od deformécie (bod T’ll) Potom sa za¢ne defor-
movat aj ¢ast spojenia s pruzinou H; a trecim zariadenim StV;. Pri dosiah-
nuti d'alsej medze plastickosti sa krivka znova "zlomi" (bod T5). Takymto
"lamavym" sposobom sa dostaneme spat do bodu A, ¢im sa vytvori hysteréz-
na slucka.

Moézeme si vS§imnit, Ze na vytvorenie hysteréznej slu¢ky nemusime pod-
robne sledovat celd drahu od bodu A cez body T}, Ty, ..., T;
T, T, ..., T';_l az do A. Stac¢i poznat krivku, ktorta z1skarne pri prvom za-

i1 A’ a spit cez
tazeni (krivka prvotnej zatfaze) a uvedomit si, Ze jednotlivé vetvy hysteréznej
slucky maja rovnaky tvar ako krivka O, Ty, Ty, ..., T;_1, A, len poloha ich
pociatku je v bode A, resp. v bode A" a s dvakrat ”natiahnuté Takéto
preskalovanie dosiahneme nasobenim deformécie a napitia s 5. Pre zavislost

deformécie od napétia budeme pri odlah¢eni potom moct plsat

ce—ey o—opit1 L opr

= - _|_ -
2 2 T Ey o Ex

, pre opi-1) <0 <0op; ,
i=1,2,...,7+1, (3.93)

a pre zavislost deforméacie od napétia pri opatovnom zataZeni dostaneme

—1 —

€+ € o+ o op
v = UZ Z—aPTGUP(i—1)§U<UPi,
2 kO k—oE

i=1,2,...,5+1 . (3.94)
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Znamienko + na pravej strane vztahu (3.93) nas nesmie mylit, pretoze trecie
napitia opg od¢itame od hodnoty oy a tento rozdiel od napétia o od¢itavame.
Podobny dovod je aj pre zavedenie znamienka — medzi sumami vo vztahu
(3.94). Tu vsak k napétiu —oy pripo¢itavame trecie napétia.

Ak zaCneme zvicSovat pocet elastickych pruzin a trecich zariadeni,
pricom rozdiely medzi jednotlivymi medzami plastickosti budeme zmenSo-
vat, potom krivka prvotnej zataze a rovnako aj vetvy hysteréznej slucky sa
budu blizit k spojitym krivkam. Je pravdepodobné, Ze pre lepSie opisanie
hysterézneho spravania redlnych prostredi treba zahrnit jeden alebo viac
viskoznych prvkov do Iwanovho modelu. Tu vSak vznikd otézka, kde ich
zapojit? Niekolko moznych usporiadani je na Obr. 3.24 a Obr. 3.25. V
dostupnej literatiire nie s uvedené modely uvazované.

a) StV StV, StV

_ T

Hy H, Hn

b) N StV, StV, StV

B ey
aininiile i i)

HO Hl H2 n

Obr. 3.24. Priklady pripojenia Newtonovho telesa do Iwanovho modelu.
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a
) StV StV, StV

&
l
l

Hi N Ha N Hy Ny

b
) StV StV, StV

=

Hl HZ n

;

Obr. 3.25. Priklady pripojenia Newtonovych telies do Iwanovho modelu.

39



4 Nelinearne sirenie elastickych vin v dokonale
elastickom kontinuu

4.1 Pohybova rovnica kontinua, malé a konec¢né defor-
macie
Odvodenie pohybovej rovnice kontinua je mozné najst v ucebniciach

mechaniky kontinua ¢i pruznosti (Brdicka 1959, Landau a Lifsic 1965, Bland
1972). Jej vSeobecne pouzivany tvar je

oty = Tijri + fi s (4.1)

2 g
kde i; = %, Tijrj = g;” , 0 je hustota prostredia, u; je i-ta zlozka posunutia,
J

7;; je tenzor napdtia a f; je hustota vonkajsich sil (pre opakujice sa indexy
plati Einsteinova sumacéné konvencia).

Pohybovi rovnicu kontinua je mozné odvodit za predpokladu dynamic-
kej rovnovahy objemovych a plosnych sil so zotrva¢nou silou. Tato rovnica
ostava v tvare (4.1) nezavisle od toho, ¢ uvazujeme linearne alebo nelinearne
spravanie elastického prostredia. Pri opise linedrneho elastického prostredia
pouzivame malé (infinitezimdlne) deformdcie a pri nelinedrnom elastickom
prostredi konecné deformdcie. Pod malymi deforméciami rozumieme také
deformaécie, ked tenzor deformacie je vyjadreny v tvare

1
€ij = €i = 5 (Ui + ) (4.2)

Takéto vyjadrenie mdzeme najst uvazovanim o relativnej zmene vzdialenosti
dvoch nekonecne blizkych bodov pred a po deformacii (Brdi¢ka 1959, Landau
a LifSic 1965, Bland 1972). Pritom ¢leny s mocninami va¢$imi ako prvymi sa
zanedbavaji. Takéto zanedbanie mozeme vykonat len vtedy, ak deformécie,
resp. gradienty posunuti su dostato¢ne malé. Malé deforméacie takto vy-
jadruju linedrne spravanie kontinua. V nelinedrnom pripade, ked deforméciu
nazyvame konec¢nou a Cleny s vy$Simi mocninami nie je mozné zanedbat, je
tenzor deformécie vyjadreny vztahom

1
€ij = €ji = 5 (Uisj + i+ Uksitinsg) - (4.3)
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Velkost deformécie sa takto stava akousi mierou "linearnosti" elastického
prostredia. Hranica medzi lineArnym a nelineArnym pripadom vsSak nie je

presne urcena.

4.2 Hustota energie deformécie

V lineéarnej teorii pruznosti je tenzor napétia vyjadreny linedrnym vzta-
hom pomocou zovSeobecneného Hookeovho zdkona ako funkcia tenzora de-
formécie a teda aj posunutia (malé deforméacie). Ak budeme preto hladat
vyjadrenie 7;; pomocou tenzora kone¢nych deformécii, moézeme ocakavat, ze
v hladanej zavislosti budu aj ¢leny stupna vyssieho ako prvého.

Pri odvodeni hladanej zavislosti 7;; od u; predpokladajme izotropné
elastické kontinuum a pouzime 1. a 2. termodynamicky zikon (Brdicka
1959, Landau a LifSic 1965, Bland 1972, Aki a Richards 1980). Pruvy termo-

dynamicksy zdikon zapiSme v tvare
0Q =dU + A

kde 0Q) je teplo dodané nejakej ¢asti kontinua s ITubovolnym objemom V', dU
je zmena vnitornej energie tejto Casti kontinua a 0 A je prdca vykonana touto
¢astou kontinua (dodané teplo a praca vykonana ¢astou kontinua su klad-
né). Pri deformovani vykonaji objemové a plosné sily pracu JF a zarovei
cast kontinua s objemom V' ziska kineticki energiu 6 Fy;,. Potom rozdiel
0E — 6 Ey;p je pracou, ktora spotrebovali vonkajSie sily na samotné deformo-
vanie Casti kontinua. Préaca dA je rovnako velkd ako praca spotrebovana na

deformovanie, ale ma opa¢né znamienko, takze

Ak si uvedomime, Ze seizmické viny st z termodynamického hladiska adiaba-
tickym dejom (dS = 0, kde S je entropia), tak z druhého termodynamického
zdkona, ktory zapiSme v tvare

0Q =TdS ,
vyplyva, ze () = 0. Pre vnttorni energiu potom mozeme po upravach pisat

dU = 6E — 6 By . (4.4)
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Zo vztahu (4.4) dostaneme pre rychlost prirastku vntitornej energie

dU dE  dByn

=27 4.5
dt dt dt (45)
Prirastok kinetickej energie casti kontinua s objemom V' je
1 o

Veli¢iny V' a p chapeme ako hodnoty pred deforméciou, preto pre rychlost
prirastku d E};, moZzeme pisat

dEkin .
= U . 4.
7 /V ou;il;dV (4.7)
Pomocou jednoduchych tvah sa da ukazat, ze
v s

kde prvy ¢len na pravej strane predstavuje pracu objemovych sil a druhy c¢len
predstavuje pracu plo$nych sil, ktoré poésobia na cast kontinua s objemom
V' ohrani¢eného plochou S. Vektor 77 je norméalovym vektorom na plochu
S. Pouzitim Gauss-Ostrogradského vety mozeme posledny vztah prepisat na

tvar

8 = 5[ it () av]

= (5 |:/V (fzuz + Tij,j’ui + Tijui,j) dV} . (49)
Rychlost prirastku tejto prace je potom
dE . . .
E = /V (fluz + TijriWi + Tz'jui,j) dV . (4.10)
Dosadenim vztahov (4.7) a (4.10) do (4.5) dostaneme
dUu ) . . -
% = /V (fzuz + Tij,jui + Tijui,j — Quiui) dV . (411)

Ak do tohto vzfahu este dosadime pii; zo vztahu (4.1), potom po upravich
bude pre rychlost prirastku vnitornej energie platit

d
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Teraz vyjadrime rychlost prirastku vnitornej energie pomocou veli¢iny

W, ktori volame hustota energie deformdcie, nasledovnym sposobom

dU d ow
- _ = = [ — : 4.1
dt dt </V de> v Ot v (4.13)
Po dosadeni (4.13) do vztahu (4.12) dostaneme
ow O,
AL :/ g gy 4.14
v ot v v ot v (4.14)

Kedze objem V' volime Tubovolne, z predchadzajiceho vztahu dostavame
dW = Tijd (Ui,j) . (415)

Tenzor napitia mame potom v tvare

oW W depn
a(ui,j) N aemnd(ui,j) ’

(4.16)

Tij =

pricom predpokladame, Ze hustota energie deformacie je funkciou len tenzora
deformécie ¢;;.

Pre derivaciu tenzora deformécie podla u;,; zo vztahu (4.3) mame

d€mn 1

7 (ui,j) = 5 (6zm6]n + 6m6]m + 5jmui,n + 5jnu,~,m) . (417)
S vyuzitim (4.17) po jednoduchych tpravéich zo vztahu (4.16) dostaneme
ow ow
Tij = De. +ui’k86—k~ . (4.18)
1] ¥

Ako vidime zo vztahu (4.18), tenzor napétia nie je symetricky. Je to dosledok
toho, ze pre vyjadrenie 7;; sme pouzili tenzor koneénych deformécii. Ak by
sme v (4.17) namiesto tenzora kone¢nych deformécii pouzili tenzor malych
deformécii (4.2), dostali by sme

ow

862']' ’

(4.19)

Tij = Tji

¢o zodpoveda linedrnemu pripadu.
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4.3 Tenzor napitia

Ak rozvinieme hustotu energie deformacie do Taylorovho radu podla
€;; po Cleny 3. radu, dostaneme

oW () . 19°W(0)
862']' €ij 2! 862-]-86“
1 W(0)

a1 €ij€kl€mn -
3!8eij86kl86mn I

€ij€k t+
(4.20)

Kedze sa vo vztahu (4.18) vyskytuje len prva derivacia W, mozeme
polozit W(0) = 0. Dalej predpokladajme, Ze pri nulovej deformacii je aj
W (0)

napitie nulové, z ¢oho vyplyva, ze 866" = 0. Po oznaceni zvysnych de-
ij

rivacii koeficientami Cjj; @ Cyjgimn mozeme (4.20) prepisat na tvar

1 1
W (eij) = §Cijkl€ij5kl + éoijklmneijeklemn (4.21)
alebo
1 1
W= =W, +-W, , (4.22)
2 6
kde
Wi = Cijueijen (4.23)
Wy = Cijkimn€ij€ki€mn - (4.24)

Koeficienty Cijii a Cijkimn S tenzorové veliciny, ktoré charakterizuji
vlastnosti prostredia. 7 nezavislosti poradia nésobenia tenzorov deformécie
vo vztahoch (4.23) a (4.24) a tiez z toho, Ze €;; je symetricky tenzor, vyplyvaji
pre koeficienty Cjjr a Cijgimn nasledovné vlastnosti

Cijkl = Chruj = Cjin , (4.25)
Cijlclmn = Cklijmn = Cijmnkl = Cjiklmn .
Pre tieto tenzory moZeme vSak néjst aj d'alsie vlastnosti. KedZe hladame
zévislost 7;; od u; pre izotropné elastické prostredie, bude hodnota hustoty
energie deformécie nezavisla od orientacie zvolenej stiradnicovej sustavy. To

isté potom plati aj pre koeficienty Cjjx a Cijgimn. Tenzory, ktoré si nezavislé
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od otocenia sturadnic, volame izotropné tenzory. Vseobecny tvar izotropného
tenzora 4. radu 7;;; moZeme vyvorit kombinéciou 6;; - Kroneckerovych sym-

bolov, ¢o st izotropné tenzory 2. radu (napr. Brdicka 1959). Potom
Nijki = A0k + Boirdj + Coyndjy (4.26)
Analogickym sposobom mozeme vytvorit aj izotropny tenzor 6. radu,

Cijkimn =  A10i50k10mn + A20ii0kmOm + A30ii0kn0im +
Au0ik6510mn + A50ik0 mOin + AeikjnOm +
A7010i10mn + Ag0i16jmOkn + A9dit0nOkm +
A100im0n 0kt + A110im 001 + A1205m05i0kn +
A130in05m 0k + A140in0jk01m + A150in010km (4.27)
pricom A, B, C, Ay, A,, ..., A5 st nejaké konstanty.
Koeficienty Cjjrp a Cijpimn moZeme vyjadrit vo vSeobecnom tvare po-

mocou vztahov (4.26) a (4.27). Ak vyuzijeme vlastnosti koeficientov (4.25),
po premenovani kombinacii konstant A, B, C', A;, As, ..., A5 dostaneme

Cijkt = MOt + 1 (0051 + 8id,) (4.28)

Cijktmn = (20 —2m + 1)6;;0k10my +
(1= 5 ) 13 Gumsin + Senim) + 641 BBy + i) +
Smn (0irdj1 + 0irdjk)] +
n
1 [0kn (016 jm + Oim0j1) + Okm (0i10jn + 0indjr) +
On (5z‘k5jm + 6im6jk) + O, (6zk6]n + 5m<5]k)] , (4.29)

kde A a p st Laméove elastické koeficienty a [, m, n sq Murnaghanove elas-
tické koeficienty. Kombinacie koeficientov [, m, n a ich pomenovanie sa v
literattire uvadza rozne (Green 1973, str. 77).

Po dosadeni vztahov (4.28) a (4.29) do (4.21) a po upravach ziskame
vyjadrenie hustoty energie deformécie pre izotropné elastické kontinuum v
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tvare
1
W = §>\€ii€jj + HE;;€ +
1 n
6 (2l —2m + TL) €ii€j5€kk + <m - 5) ii€jk€jk +
n
geijejkeik . (430)

Nakoniec po dosadeni vztahov (4.3) a (4.30) do (4.18) a pri zanedbani
¢lenov priestorovej derivacie posunutia vysSieho ako 2. stupna bude mat

tenzor napitia nasledovné vyjadrenie:
Tij = Akl + 0 (Uiny + ujni) +

n 1 n
5ij [(l —m + 5) Uk UL, + 5 <)\ +m — —> uk,luk,l—l—

2
5 (m=3) e +
- m—-—=)u
9 5 EstULsk

n n
()\ +m — 5) Uk sk Uiysj + (m - 5) Uk Uj i +
n

n
(N + Z) (Uk:aiukaj + U,k U,k + Uiakuk,j) + Zuk,iuj,k . (4.31)

Takto vyjadreny tenzor napétia modzeme dosadit do pohybovej rovnice.
Tym ziskame parciadlnu diferenciadlnu rovnicu s mnozstvom ¢lenov, z ktorych
niektoré s aj derivaciami elastickych koeficientov (neplati pre homogénne
prostredie). Vhodnejsie je vSak pisat pohybovi rovnicu v tvare (4.1) spolu
s tenzorom napétia (4.31) ako ststavu diferencidlnych rovnic. V takomto
tvare (tzv. formulacia v posunuti a napéti) je pohybova rovnica vhodnejsia
na numerické rieSenie, napr. pomocou metdédy koneénych diferencii. Je vSak
zatial otazkou, ako sa diferen¢né schéma zostavena pre takito diferencial-
nu rovnicu sprava, t.j. ¢i je konzistentna s povodnou tlohou a ¢i je rieSenie
stabilné a konvergentné.

Vo vztahu (4.31) si moézeme vsimnut, ze ak v nom zanebame vSetky

¢leny, ktoré su vyssieho ako prvého stupna, tak ostane len
Tij = Mukk0ij + 1 (Ui + uj) (4.32)

To je znamy Hookeov zakon pre izotropné prostredie.
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Poznamenajme, ze hustota energie deformace W sa vyjadruje aj pomo-
cou invariantov tenzora deformdcie I, Iy, I3 v tvare

1 1
W =5 (\+2p) I} —2uls + 5 (1+2m) I} =2mhLI, +nls . (4.33)

Invarianty st definované vztahmi

L = €,
€11 €12 €11 €13 €22 €23
I, = + + ,
€12 €22 €13 €33 €23 €33

€11 €12 €13
I; = €12 €22 €93
€13 €23 €33

Teraz preskiimajme niektoré z vlastnosti S$irenia sa vin v nelineArnom

elastickom izotropnom prostredi.

4.4 Sirenie rovinnych vin v homogénnom izotropnom
kontinuu

Uvazujme 1D pripad a predpokladajme Sirenie rovinnej viny v ho-
mogénnom izotropnom kontinuu, napr. v smere osi z;. Potom vektor
posunutia je funkciou len tejto jednej priestorovej premennej a casu, t.j.
i = [uy (w1,1),us (r1,t), us (x1,t)] a pre 7;; zo vztahu (4.31) dostaneme

Tij = A0+ g (i + ujy) +

1 1 n
20t (o 5) 428

2

n n
(M + Z) (Ukaiukaj + U1 + Ui;lulaj) + Zul,iuj,l . (4.34)

n n
<)\ +m — 5) ulaluiaj + (m - _> Ul;lujai +

Ak pohybovt rovnicu pre homogénne prostredie vyjadrime len pomocou
vektora posunutia (tzv. formulacia v posunuti), tak pri neuvaZovani f;

dostaneme
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oy = (A+2p)ur,n +
BA+2p) + 2(1+ 2m)] wr w11 +
(A +2p + m) (ug, 2,11 + Us, Usyt) (4.35)

Oliy = [z, +

(A +2p +m) (ug 2,11 + U1 Us1) (4.36)
ouz = puz,i1 +
(A +2u 4+ m) (urus,in + us, i) - (4.37)

Tuato sustavu mozeme riesit napr. pomocou Greenovej funkcie (McCall 1994).
Mozeme sa vSak pokusit najst priblizné rieSenia vztahov (4.35), (4.36) a
(4.37) sledujic postup podla Greena (1973). Ulohu si rozdelme na Sirenie
pozdlznych (P) a prie¢nych (S) vin. Pre pozdlznu rovinni vlnu &iriacu sa v
smere z; predpokladajme @ = (uy,0,0). Potom pohybovéa rovnica mé tvar
Q'[h = (>\ + 2M)U1,11 + [3()\ + 2,[11) + 2(l + 2m)] U1,1U1,11 - (438)
Riesenie predpokladajme v tvare
up = u’ +ut (4.39)
kde u° je nulté pribliZenie rieSenia, u' je prvé priblizenie a u! < u°. Po
dosadeni predpokladaného riesenia (4.39) do (4.38) a upravach dostaneme
(i +ii') = (A +2u) (u®y +u'y) +
[B(A+2p) + 2(1 + 2m)]
(uoaluoall + U’Oalulall + ulaluoall + Ulalulall) . (440)
Kedze je u' < u?, tri posledné ¢leny na pravej strane vztahu (4.40) moZeme
zanedbat. Potom po porovnanim ¢lenov rovnakého radu dostaneme dve di-

ferencialne rovnice v tvare
i’ = (A +2p)u’,, (4.41)
oiit = (A+2p)ulyyy + [BON+20) +2(1+2m)] (4.42)

48



Stucet rieSeni, ktoré vyhovuji tymto rovniciam, je

2

kA)’O
uy (x1,t) = Asin (kz; — wt) — ( SQ)C xycos2 (kry — wt) (4.43)
0

kde A je amplituda nultého priblizenia, k& a w st vlnové ¢islo a uhlova frekven-
cia P vlny, ¢y je fazova rychlost uréené vztahom ¢y = /I'/0 a
' = A+2up, (4.44)
© = 3(A+2p)+2(1+2m) . (4.45)

Ak predpokladame, ze prostredim sa §iri v smere osi x; len prie¢na
rovinna vina, teda uy = us (21,1t), uy = uz = 0 (alebo uz = ug (r1,t), ug =
uy =0 ), z rovnic (4.35), (4.36) a (4.37) dostaneme

0 = ()\+2/L+m)U2,1U2,11, (446)
Oy = U211 - (4.47)

Tato ststava viak nepopisuje $irenie vin. Predpokladajme preto, Ze spolu s
prie¢nou vlnou sa $iri aj pozdlzna, pricom amplituda tejto viny je nizsieho
raddu ako priec¢nej viny, t.j.

UQZAf(xlat) ) ulng(xlat) ) U3:0,

kde B je radu A%. Potom pri zanedbani ¢lenov radu A? a vys§ich radov bude
mat pohybova rovnica tvar

oty = (A +2p)urnn + (A4 2+ m)ug,uz, (4.48)
Oy = 2,11 - (4.49)

Ak zvolime okrajové podmienky v tvare
u1(0,8) =0, wuz(0,t) =0, uy(0,t) =A(1l —coswt) ,

potom rieSenie ma tvar

1 1 1 1
uy = DBsin [u)xl <— — —) cos |2wt — wxy (— + —>] , (4.50)
Ct C Ct &)
u, = A [1 — cos <wt - w_x1>] , (4.51)
Ct
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kde

G = W,
a = J(A+2u)/o,

B = AwA?/{40c} [(a/e)* ~1]} |
A= At2utm.

Z uvedeného vyplyva, ze v izotropnom elastickom homogénnom prostredi s
nelinearnym spravanim sa moze nazavisle $irit pozdlzna vina. Prie¢na vlna

sa samostatne §itif nemoze. Sirenie priecnej viny generuje aj pozdlzne viny .

4.5 Pohybova rovnica pre SH problém

Pod SH problémom rozumieme taky pripad, kedy « =
[0, uy (%1, 23, 1), 0], pricom stiradnicova sustava je orientovana tak, Ze os x3
smeruje nadol a osi x1, xo lezia v horizontéilnej rovine. Pre prostredie pred-
pokladame, Ze jeho vlastnosti (hustota a elastické koeficienty) sa menia len v
smere r, a x3. Z uvedenych predpokladov dostaneme pre pohybovi rovnicu
nasledovné vyjadrenie (vonkajsie sily opéf neuvazujeme)

1 1 n
0 = [—(A+2u+m)u§,1] + | ()\+m——> u%,g} +
2 1 2 2 1
n
|:<,U, + Z) UQ,1U2,3:| , (452)
3
oliy = [pug,i],1 + [pug,s).s (4.53)
1 1
0 = [— ()\—i-m—ﬁ) 3,1] + {—()\+2,u+m)u§,3 +
2 2 )3 2 ,3
n
[(M + Z) U2,1U2,3:| . (454)
1

)

Z toho vidime, 7e rovnako ako v 1D pripade nazévislé §irenie SH viln nie je

mozné.
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4.6 Pohybova rovnica pre P-SV problém

P-SV problémom oznacujeme pripad, ked pre vektor posunutia plati
i = [ug (1, 23,t),0,u3 (x1, x3,t)] a vlastnosti prostredia st zavislé od zi, x3.
Volba suradnic je taka istd ako v pripade SH problému. Pohybova rovnica
potom mé tvar
oiiy = [(A+2p)ura],n + [Auzsln + [pur,3]s + [pus,ils +
1 1
3 [3(A 4+ 2p) + 2(1 + 2m)] u%,l} ot [50\ + 2l)u§,3} ot
1 2 2
[\ 20 3]0+ | 5(A + 204 m) (uhs +u3,y) o

)

(
(1t 4+ m)ur,zusala + [(p+m) (ur1usa + us,zus)ls +
(A =+ 2 +m) (ur,1u1,3 + us,3u1,3)]53 (4.55)

olis = [AMuy,),s + [(A+2p)us,3],3 + [pu,s) + [pus,a]a +
1 1
[5(/\ + 2l)u?,1} + [5 [B(N +2p) +2(1 + 2m)] u%,g} +
»3 3

1
[()\ + 2l)U171U373]73 + |:§()\ + 2:“’ + m) (ufa?, + qu)] 5 +

(1 +m) (ur,nur,3 + uz,zur,s)]n + (1 + m)u,sus,,s +
[(A+ 20 +m) (ur,nus, + uz,3usz,a)]n - (4.56)

Rovnica pre zlozku wuy je identicky rovna nule. Z rovnic (4.55) a (4.56)
usudzujeme, Ze Sirenie P-SV vin je mozné.

Uvedme pre tplnost aj formulaciu v posunuti a napéti:

ouy = T, +Ti3,3 (4.57)
oz = T31,3+ T33,3 , (4.58)

T = (A +2p)ur, + Aug,s +
[BOA+2p) + 2(1 + 2m)] i, +

1
2
1
5()\ + 2l)U§,3 + (>\ + 2l)U1,1U3,3 +

ol



733

713

T31

1
5()\ + 2,U, + m) (U%,g, + u%’l) + (M + m)u1,3U3,1 )

)\u1,1 + ()\ + 2/1,)U3,3 +
1
5(A + 20)u?,, +

1

5 BOVH200) +2(0 4 2m) gy + (A + 2D urrug,s +
1

5 (A 24+ m) (uhs +udn) + (1 + m)urgusa
p(ur,3 + us,1) +

(A2 +m) (ur,1 + us,3) ur,3 +
(w4 m) (w1 + us,3) us,1

(.3 + us,1) +

(14 m) (w11 + us,3) u,s +
(A2 +m) (w1, + us,3) us,1
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5 Prostredie s hysteréznym vztahom medzi
napatim a deformaciou

Hlavnym podkladom pre spracovanie tejto kapitoly bola praca Bonilla
(2000).

Dokazy o hysteréznom spravani prostredia pochidzaji z experimen-
talnych merani (Hardin a Drnevich 1972a, Pyke 1979, Presti 1998). Ako
sme videli v zavere 3. kapitoly, hysterézne spravanie je vlastnostou relativne
jednoduchého elastoplastického telesa. Existuji vSak empirické pravidla, tzv.
Masingove pravidla, ktoré opisuji drahu napétie - deforméacia v T'ubovolnom
¢ase (Masing 1926). Pomocou tychto pravidiel je mozné konstruovat hys-

terézne slucky.

5.1 Prostredie bez pritomnosti vody

Skor ako zavedieme a vysvetlime Masingove pravidla, popiSme najprv
krivku prvotnej zataZe. Pod krivkou prvotnej zataze ("backbone curve") rozu-
mieme zavislost medzi napétim a deforméciou pre prostredie, ktoré péovodne
bolo v stave pokoja a teraz je nan aplikované napétie. V linearnom prostredi
je tato zavislost popisana Hookeovym zakonom

Oij = )\Ekk(sij + 2pe€i; (51)
kde
1
€ij = 5 (Ui + Uji) - (5.2)

V dvojrozmernom pripade bude Smykové napétie vyjadrené vztahom
Opz = 2[€qy - (53)

Po oznaceni

Ogz = T,
2€,, = v,
no= Gy )
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mozeme vztah (5.3) prepisat na tvar

7(7) = Gov - (5.4)

V linedrnom dokonale elastickom prostredi je modul pruznosti v $myku
Gy len funkciou priestorovych saradnic, teda Gy = Gy(z, z). Pre prostre-
dia s hysteréznym spravanim je vSak modul pruznosti v $myku aj funkciou
deformécie, teda G = G(x, z, 7). Zavislost napétia od deformacie je potom

() =GO 7 - (5.5)

Pri dostato¢ne malych deformaciach (rddovo mensich ako 107%) prestava G
zavisiet od deformécie a rovna sa (.

Na zéklade experimentalnych merani (Hardin a Drnevich 1972a, 1972b;
Pyke 1979) bol pre G(v) najdeny vztah

G _ 1
GO 1+|’7/77‘ef| ’

T 3 3 2 v 4 e e , v .
kde Yyer :G_O[) a 7y je maximalne Smykové napétie, ktoré mozno na prostredie

(5.6)

aplikovat bez toho, aby doslo k jeho poruSeniu. Grafické znazornenie vztahu

0 2 4 é Y/ YVret

Obr. 5.1. Zévislost modulu pruznosti v Smyku od deformécie v bezrozmernych

0l

eve G
veli¢inach = a .
Go Yref

(5.6) je na Obr. 5.1.
Po dosadeni (5.6) do vztahu (5.5) a po uprave dostaneme

7/’Vr6f
T=Tg——— (5.7)
1 + |fy/71“ef|
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¢o je matematické vyjadrenie krivky prvotnej zataze v hyperbolickom tvare.
Grafické znadzornenie (5.7) v bezrozmernych veli¢inach TLO a 'YJ/_f je na
Obr. 5.2.

T/To
,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,
s o2 Joo2 4y
4-05
R ! S

Obr. 5.2. Znézornenie krivky prvotnej zataze v bezrozmernych veli¢inidch
il v
70 a Tref ’

Na vyjadrenie zavislosti medzi napéatim a deforméciou pri odlah¢ovani
alebo opatovnom zatazovani vSak so vztahom (5.7) nevystaéime. Vseobecné
vyjadrenie tejto zavislosti moézeme pouzit v tvare (Bonilla 2000)

T = HyS(be) ) (58)
Y/ Vre
be(’Y) = Tom ) (5-9)

kde Hys(-) je hysterézny operator a Fy(7y) je krivka prvotnej zataze. Hys-
terézny operator reprezentuje aplikdciu Masingovych pravidiel.

Ako prvé boli zavedené tzv. pdévodné Masingove pravidld. 1. Masingo-
ve pravidlo: Draha prvého zatazenia je zhodna s krivkou prvotnej zataze.
2. Masingove pravidlo: Tvar krivky znazorniujicej vztah napitie - deformé-
cia pri odlah¢eni alebo opatovnej zatazi je rovnaky ako tvar krivky prvotnej
zataze, len poloha pociatku je posunuta do bodu, kde sa meni smer apliko-

vaného napitia a krivka je vo vertikdlnom a horizontdlnom smere dvakrat
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zvatSena. Toto mozeme matematicky reprezentovat v tvare

T — Ty Y=
= F 5.10
2 ””( 2 > ’ (5.10)

kde 7, a 7, st napétie a deformacia, pri ktorych dochadza k zmene smeru
zatazovania (vtedy rychlost deforméacie meni znamienko a preto ¥ :Cclllt: 0).

Po pouziti 1. a 2. Masingovho pravidla pri pravidelnom zatazovani
(¢asovym priebehom deformécie moze byt napr. sinusoida) dostaneme hys-

teréznu slucku ako na Obr. 5.3. Ked sa v3ak deformécia bude menit

%2 Vel Yref 4 Vet

Obr. 5.3. Hysterézna slucka pri pravidelnom zatazovani. Tenké Ciara: krivka
prvotnej zataze.

nepravidelne, moze nastat pripad, ktory je zndzorneny na Obr. 5.4. Defor-
maciu sme zvacSovali az po taka hodnotu, kedy velkost napétia 7 uréeného
podla 2. Masingovho pravidla dosiahla hodnotu vicgiu ako 75. Je teda
zrejmé, ze pouzitie povodnych Masingovych pravidiel pri nepravidelnom za-
tazovani moze viest k nespravnemu urc¢eniu napétia. Tento problém je mozné
riesit dvoma sposobmi. Bud sa k povodnym Masingovym pravidlam pridaju
dalsie pravidl4, alebo sa tie povodé preformuluju.

Pridanim dalsich dvoch pravidiel, ktoré oznac¢ujeme ako 3. a 4. Ma-
singove pravidlo, dostaneme rozsirené Masingove pravidld (Pyke 1979). Su
to tieto: 3. Masingove pravidlo: Ak je velkost Smykového napétia pri pred-
chadzajucej zatazi (odTah¢eni) prekroc¢end pri naslednom odlahéeni (zatazi),
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10 Ve

Obr. 5.4. Priklad zlyhania 2. Masingovho pravidla pri nepravidelnom zataZzovani.
Tenkd ciara: krivka prvotnej zataze.

potom draha dalsieho odl'ah¢enia (zatazenia) sleduje krivku prvotnej zataze.
4. Masingove pravidlo: Ak aktualna krivka zatazenia alebo odlah¢enia pretne

krivku z predchadzajtceho zatazenia alebo odlahc¢enia, tak potom sleduje ti-

Obr. 5.5. Pouzitie 3. Masingovho pravidla pri nepravidelnom zatazovani. Tenké
Giara: krivka prvotnej zataze, preruSovana hrubéa ¢iara: krivka urcend 2.

Masingovym pravidlom.

to predchadzajicu krivku. Na Obr. 5.5 je znazorneny vysledok po pouziti
3. Masingovho pravidla. Pri aplikacii napéatia sa najprv z bodu 0 dostaneme
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do bodu A po krivke prvotnej zataze. Teraz zmenime smer aplikovaného
napitia, za¢neme ho zmensovat, az sa dostaneme do bodu B, v ktorom méa
napétie rovnaka velkost ako v bode A. Na najdenie krivky medzi bodmi A
a B sme aplikovali 2. Masingove pravidlo. Prerusovana ¢iara na Obr. 5.5
vychédzajica z bodu B je pokracovanim krivky, ktord by sme ziskali, ak by
sme napitie aj nadalej urcovali pomocou 2. Masingovho pravidla. Apliko-
vanim 3. Masingovho pravidla vSak budeme pokrac¢ovat z bodu B do bodu
C po krivke prvotnej zataze. V bode C zmenime smer aplikovaného napétia.
Dalsiu zavislost medzi napatim a deforméciou budeme potom urcovat opéat
pomocou 2. Masingovho pravidla, az kym nenastane niektory z pripadov,
ktory vyzaduje pouzitie 3. alebo 4. Masingovho pravidla. Vysledok po
pouziti 4. Masingovho pravidla mézeme vidiet na Obr. 5.6. Po niekolkych

Obr. 5.6. Pouzitie 4. Masingovho pravidla pri nepravidlenom zataZovani.

zatazeniach a odlahc¢eniach sme sa dostali do bodu A, z neho do bodu B a
potom do bodu C. Odtial pri zmenSovani deformécie pokrac¢ujeme do bodu
D a z neho pri dalSom zatazovani sa dostaneme spiat do bodu C. Ak by sme
nepouzili 4. Masingove pravidlo, tak pri dalsom zvic¢Sovani deformacie by
napitie mohlo prekro¢it hodnotu 7y, ¢o je na Obr. 5.6 naznacené tenkou
krivkou vychadzajicou z bodu C. Po pouziti 4. Masingovho pravidla vSak
zavislost napétie - deformacia bude sledovat krivku, ktora je pokra¢ovanim
krivky BC (hruba ¢iara vychadzajiaca z bodu C).
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Pouzitie rozsirenych Masingovych pravidiel pri numerickom modelovani
nie je prili§ vyhodné, pretoze je potrebné si pamétat krivku prvotnej zataze
a predchadzajicu hysteréznu slucku. Pozrime sa preto teraz na moznost
preformulovania povodnych Masingovych pravidiel. Zavedenim hysterézneho
Skdalovacieho faktora kg (Bonilla 2000) sa dosiahne zovSeobecnenie 2. Ma-
singovho pravidla, ktoré matematicky reprezentujeme v tvare

T — Tp :be (f)/_f)/?> ) (511)
Ry Ry

V pripade ky = 2 dostaneme povodné Masingove pravidla a vztah
(5.11) je zhodny so vztahom (5.10). Pyke (1979) navrhol skalovaci faktor v

tvare

Ky = ‘ﬂ—ﬁ , (5.12)

To

kde kladné znamienko je pre zatazenie a zaporné pre odlahcenie. Kedze je
|| < 7o, pre Pykeov 8kélovaci faktor plati ky < 2. Takyto $kalovaci fak-
tor odstranuje potrebu pamétania si krivky prvotnej zataze a predchadza-
juacej hysteréznej slucky, ale vyzaduje pamétanie si napitia 7,, pri ktorom
naposledy doslo k zmene smeru zatazovania. To pravdepodobne aj lepSie
vystihuje spravanie sa readlneho prostredia.

Predpokladajme teraz, ze Casovy priebeh deformaécie je taky ako na
Obr. 5.7. Budeme sa snazit najst vyjadrenie pre napitie pomocou 2.

Y Yr1

Obr. 5.7. éasovy priebeh deformaécie pri nepravidelnom zatazovani.

zovSeobecneného Masingovho pravidla. Skalovaci faktor budeme oznacovat
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Kmj, kde 7 =1,2,... Index j oznacuje poradie pouzitia 2. zovSeobecneného
Masingovho pravidla. To zamend, Ze Ky, je pre prvé pouzitie zovseobec-
neného Masingovho pravidla, kgo je pre druhé pouzitie a tak dalej. V
¢asovom intervale (0,¢;) je napétie ur¢ené hyperbolickym vztahom

7/’Vr6f
et ) (5.13)
1 + |fy/71“ef|

Ked bude t = t;, deformécia dosiahne hodnotu v,; a tomu zodpovedajtce

T =T"T0

napitie bude

71 = Fip (1) (5.14)

V tomto ¢ase (& = t) za¢neme menit smer zatazovania. Deforméacia sa bude
zmensovaf a napitie v ¢asovom intervale (1, t3) mozeme podla vztahu (5.11)
po upravach pisat v tvare

T = Km Fi <7 — %1> + T (5.15)
KH1
V case t = t5 dosiahne deformécia hodnotu ~,, a napitie
Tro = HHlbe <7%~2 — 7T1> + Tr1 - (516)
KH1

Po dosiahnuti deformécie 7,5 a napéitia 7,5 zatneme zasa zviacSovat deforma-

ciu a pre napétie v ¢asovom intervale (¢, t3) bude platit

T = Kp2Fpp <7; %2> + 7o (5.17)
H2

a analogicky ako v predchédzajicich pripadoch mdzeme pre napitie v case
t = t3, ked deformécia bude rovné 7,3, pisat
Tr3 = /ﬁ}HQbe <M> + Tro . (518)
Km2
Ak 2. zovSeobecnené Masingove pravidlo pouZzijeme j-krat, potom v
¢asovom intervale (¢;,t;11), na ktorom deformécia monotonne rastie alebo

klesa, dostaneme pre napétie takéto vyjadrenie

(1) = s P (M) +ry s (5.19)

HH]'
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kde

T = Karg—n Fip <M> + Tgj—1) (5.20)

RH(j-1)

a 7,; s napdtie a deformécia, pri ktorych naposledy nastala zmena smeru
zatazovania.

Pre najdenie napétia v tvare (5.19) sme pouzili len 1. a 2. zovSeobec-
nené Masingove pravidla. To samozrejme vyzaduje, aby nenastal niektory z
pripadov, ktory viedol k zavedeniu rozsirenych Masingovych pravidiel. Pred-
pokladom teda je |r| < 7, alebo Ze velkost napétia pri nekonecne velkej
deformécii bude rovna g, teda

lim 7 =msgn(y) . (5.21)

Y—+00 sgn(¥)
Toto zaroven kladie aj podmienku pre Skalovaci faktor. Aby sme nasli limitu
vo vztahu (5.21), potrebujeme najprv najst limitu pravej strany (5.19). Staci
si pritom uvedomit, Ze

Y—Urj
Y= Vrj KHj Yref
Fyp ( =To— 1T

KHj 14 |21
KHj Yref

V limitnom pripade je potom

lim )be (ﬂ) = 7o sgn (}) (5.22)

y—>+00 sgn(¥ KHj

a pre limitu pravej strany vztahu (5.19) dostaneme

lim HHijb ’)’—’Yrj + 7}]' =
y—~o00 sgn(%¥) KHj

= KHj To Sgn (7) + |Trj|59n (Trj) . (5-23)

Po dosadeni (5.23) do vztahu (5.21) budeme mat
ki To sgn (V) + || sgn (1,5) = 10 sgn(¥) . (5.24)
Z toho vyjadrime kg

_ |7 sgn (1)

T sgn () (5:25)

Hszl
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Je moZné sa Tahko presved¢it, ze uvedeny Skalovaci faktor je ekvivalentny
Pykeovmu skéalovaciemu faktoru (5.12).

Vztah (5.25) umoziuje najst vyjadrenie Skalovacieho faktora rp; v
tvare, ktory pri pouzivani zovSseobecnenych Masingovych pravidiel zabezpeci,
aby velkost vypoc¢itaného napitia neprekroc¢ila hodnotu 7. Skélovaci faktor
v tvare (5.25) vSak bol ziskany za predpokladu, ze deformacia moze dosiah-
nit nekone¢ne velku hodnotu. Je zrejmé, ze v redlnych prostrediach takyto
pripad nemoze nastat a deformacia moze dosiahnut len kone¢ni hodnotu vy,
pre ktora plati |7y,;| < |vf| < oco. Potom pre takyto limitny pripad mozeme
pisat

lim 7=7rsgn(y) , (5.26)
v=|vr| sgn ()

kde 7y = |Fip(7y)|- Dosadenim (5.19) do vztahu (5.26) dostaneme

lim ) {HHijb <f)/h;_ f)/rj> + Trj} =Ty Sgn (")/) s (527)

v=|vr| sgn(s Hj

a po dosadeni matematického vyjadrenia krivky prvotnej zataze za Fy, vo
vztahu (5.27) dostaneme

sl sgn () = veil / (K85 Vrer]
L+ [lvsl sgn () = vesl / (K Yres]]

Po vyjadreni xx; a tipraviach nakoniec dostaneme

KHj To + 7 =717 sgn (§) . (5.28)

39 (3 Iy = 7] Isgm (3) sl = 7 520
70 [sgn () 1vs| = Ve = rer [sgn (9) [l = 0] '
Ak by sme vo vztahu (5.29) za 7, dosadili hodnotu v, = oo, dostali
by sme vztah (5.25). Skalovaci faktor (5.29) teda zahfia aj Pykeov 8kdlovaci
faktor.
Po néjdeni vyjadrenia napétia (5.19) a tvaru skalovacieho faktora (5.29)

HH]' =

mozeme hysterézny operdtor definovat nasledovne

Fyp (v(1)) , pre 0<t <ty
s (1(0), ) = . (530
Kmj Fy (7(/3%) + Trj , DTre tj <t< tj+1
i=1,2,...
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kde krivka prvotnej zataze Fy, je urcena vztahom (5.9) a ¢; je ¢as, pri ktorom
dochadza k zmene smeru zatazovania. To znamend, ze rychlost deformacie
v tomto Case je nulova, t.j. §(¢;) = 0, a napitie a deformécia st rovné 7,; a
Vrj- Skalovaci faktor kp; je urCeny vztahom (5.29).

Ako mieru nelinearnosti Hardin a Drnevich (1972a) uvadzaja zavislost
modulu pruznosti v $myku G a tlmiaci pomer D od deformécie v $myku.
Zavislost pre G je vyjadrena vztahom (5.6) a grafické znazornenie je na Obr.
5.1. Hardin a Drnevich (1972a) definuju tlmiaci pomer pomocou vztahu

AW
AW

kde AW je energia disipovand za jeden cyklus a W = %%Tr = %%be (V)

(5.31)

Po dosadeni za Fy, zo vztahu (5.9) moZeme pre energiu W pisat

1 7r/7ref
W = —yprg—l el (5.32)
2 1+7r/’7ref

Pre AW mozeme pisat

AW = [ @)y = [T ndy (5.33)
kde prvy ¢len predstavuje energiu spotrebovani pri zatazovani prostredia a
druhy ¢len energiu uvolnenu pri odlahcovani. Ich rozdiel je imerny energii
disipovanej za jeden cyklus. Energie AW a W maju jednoduchy geometricky
vyznam (Obr. 5.8.). AW je plocha ohrani¢end hysteréznou sluckou a W zasa
zodpoveda ploche trojuholnika OAB.

Zéavislost napitia 7 od deformacie v na Obr. 5.8 reprezentuje spodna
vetva hysteréznej slucky. Horné vetva hysteréznej slucky zasa reprezentuje
zéavislost T3 (7). Napétia 71 a 7o za pomoci rozsirenych Masingovych pravidiel

mozeme vyjadrit v tvare

™ = KH1 be (f)/ _ fYr) + Tr (534)
KH1

To = Kg92 be (7 + 71“) — Tr (535)
KH2

kde napétie 7, je urcené nasledovnym vztahom

7r/7ref
T =Tpg————— . 5.36
01 +’7r/’7ref ( )
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Obr. 5.8. Znézornenie hysteréznej slucky ohranic¢ujicej plochu, ktora zodpovedé
energii AW. Trojuholni OAB ohranic¢uje plochu, ktora zodpoveda energii W.

Po dosadeni napéti 7 a 75 do vzfahu (5.33) dostaneme

AW = /% {FGH2be <7 i %> - Tr} dry
—r K2
Yr —
_ / {nHlbe (7 %> +r,} dy . (5.37)
—r K1

Ak pouzijeme substiticie ' = (y4+7,)/kg2 a v = (y—%)/ku1,
potom po integrovani ¢lenov s 7, mézeme vztah (5.37) prepisat na tvar

AW — 5%2 /02%/"6112 n, (7,) dvl

0 " "
— nfql/ Fy, (fy )dfy — 4y, 7 . (5.38)
—2vr/KH1

Po dosadeni vztahu (5.9) za Fj,, integrovani a upravach dostaneme

AW = 29 79 (kg1 + Km2) — 47, 7r

27,

2 r
vef To K7 In [ 14
’YfOlHl ( li1%ef>

27,
+ k2, In (1 + Kuﬂ . (5.39)

Dosadme vztahy (5.32) a (5.39) a nasledne aj (5.36) do vztahu (5.31). Potom
pre tlmiaci pomer D dostaneme takéto vyjadrenie:
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1 %"ef){ 4
D = = (142} 82 (kyy + kipp) — —————
2 ( Vr ( i H2) 1+ %ef/f)/r

re 2 r 2 r
Tref [n‘glln (1+L> + k2,10 <1+L>” (5.40)

Tr KH1Yref Ka2Yref

5.2 Prostredie s péormi vyplnenymi vodou

V' predchadzajicej casti sme zaviedli Masingové pravidla, pomo-
cou ktorych konstruujeme hysterézne slucky, t.j. nachddzame vztah medzi
sSmykovym napéitim a Smykovou deformaciou pre prostredia s hysteréznym
spravanim. Povrchové geologické vrstvy vSak ¢asto obsahuji vodu. V takom-
to prostredi sa Castice pri pohybe snazia dostat do poérov, ktoré st vyplnené
vodou. To sposobuje, Ze voda je z porov vytlacana. KedZe je vSak voda
nestlacitelna, takéto "vytlacanie" vody sposobuje narast jej tlaku, ktory po-
tom zmens$uje normélové napéatia. Pri opise spravania sa realnych prostredi
je preto potrebné vziat do uvahy aj vytvaranie tlaku vody v poroch.

Pri odvodeni vztahu medzi napitim a deforméciou pre prostredie s por-
mi vyplnenymi vodou predpokladajme 2D pripad (Bonilla 2000). Zavedme

vektory napitia a deformacie v nasledovnom tvare

ol = (02, Oy s Tay) (5.41)
el = (€ s €y Vay) (5.42)

kde €, = %, € = g—z, Yoy = g—; + % (u a v st z-ova a y-ova zlozka

posunutia), o, o, st normalové napitia a 7, je Smykové napétie. Zlozky
vektora napétia o vytvaraji kontaktné napitia medzi ¢asticami prostredia.
Zavedme dalej vektor efektivneho napétia v tvare

o' = (e, 0y, Tay) (5.43)
kde

oy = o.—p, 5.44)

oy = o,—p (5.45)
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su efektivne napdtia a p je tlak vody v poroch.
Rovnica, ktord dava do vztahu vektor efektivneho napétia s vektorom

deformécie, je v tvare
do' = Mde , (5.46)

kde do’ a de su prirastky prislusnych vektrov a M je matica tuhosti. Dalej
predpokladajme, ze prirastok vektora efektivneho napétia mozeme rozdelit
na [ + 1 casti, teda

I .
do' = Zda' ®
i=0

I - . .
> R(Ll}Un(l)n(’)Tdﬁ , (5.47)
i=0

kde ¢leny s indexom ¢ = 0 reprezentuji mechanizmus sposobujici objemovi
deformaciu, ¢leny s indexmi ¢ = 1,2, ... reprezentuju Smykovi deforméciu,
n®) st jednotkové vektory zodpovedajice smeru zatazovania a odlah¢ovania
(i) . . . .. . , o
a Ry Ju reprezentuje elastické koeficienty a pouzitie Masingovych pravidiel
. Y v z i v z
pri zatazovani a odlahcovani.

Transformujme teraz vektory o’ a € nasledovnym sposobom:

s = T,o', (5.48)
e = Te . (5.49)
Matice transformdcie T, a T, st definované ako
/2 1/2 0 1 10
T,=1 1/2 —-1/2 0 , T.=( 1 -1 0 (5.50)
0 0 1 0 01

Je mozné sa Tahko presvedcit, ze plati T, = T.' a T, = T, '. S vyuZitim
tejto vlastnosti sa da najst zo vztahu (5.49) vyjadrenie pre € v tvare

e=T"'e="The . (5.51)
Po transformovani vektorov napitia a deformécie pomocou matic 7T, a T,
dostaneme
/ / / /
T oy+to Oy — 0O
st = < x2 v, x2 y,rwy> , (5.52)
el = (ext+€y, €x— €y Vay) - (5.53)
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Ak vztah (5.47) vynasobime maticou T, a vyuzijeme vztah (5.51), po-

tom dostaneme

ds' = st'(i)

= S R, T,n@nOT T  de . (5.54)

1=0

Po zavedeni novych jednotkovych vektorov
1D =1, n® (5.55)

mozeme vztah medzi prirastkom napitia a deformécie (5.54) prepisat na tvar
o
ds' =3 RY), 10107 de (5.56)
i=0

Tuato rovnicu budeme integrovat samostatne pre mechanizmus sposobujuci
objemovu deforméaciu a pre mechanizmus spoésobujtci Smykovi deforméaciu.

Deforméciu, ktora sa tyka zmeny tlaku vody v poroch, oznacme e,.
Tomu zodpovedajuci vektor deforméacie bude

de] = (€,,0,0) . (5.57)

Ak uvazime, Ze objemovéa deformécia je zmenSend o €,, potom vztah medzi

prirastkom napétia a deformacie bude mat tvar
ds'Y = K107 (de — de,) | (5.58)

kde K = R(LU/)U je objemovy modul pruznosti. Pri objemovej deformécii pre
jednotkovy vektor {9 plati

10T = (1,0,0) . (5.59)

Ak teraz vynasobime medzi sebou vektory na pravej strane vztahu (5.58),
zistime, 7e pre jedini nenulovu zlozku vektora ds’ © plati

do',, = Kde. (5.60)
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! !
kde o', = % je stredné efektivne napitie a de. = de, + de, — de, . Na
zaklade laboratéornych merani je objemovy modul pruznosti K vybrany v
tvare
0—/
K=K, ,—m , (5.61)

ma

kde K, je objemovy modul pruznosti pri referen¢nom strednom efektivnom
napéti o’,,,. Po dosadeni (5.61) do vztahu (5.60) a tprave moézeme pisat

!
R L™
- /
K,\ o,

de. do'm . (5.62)

Integrovanim vztahu (5.62) dostaneme

2
€ = F Vv U,ma V Ulm (563)

a po usporiadani ¢lenov dostaneme pre zavislost stredného efektivneho napé-

tia o', od deformécie €, nasledovné vyjadrenie

2
O'I — Ka € 2
m 9 /—O_,ma € -
Pomocou maticového zapisu moézeme vztah (5.64) prepisat na tvar
e 2
10— d 21 5.65
y (2\/O'Ima> ‘ , ( ‘ )

kde s'OT = (¢',,,0,0).
Vztah medzi prirastkom napétia a deformacie je v pripade mechanizmu

(5.64)

sposobujiucom Smykovia deforméciu v tvare

ds'") = RY) 1010T de | i=1,2,...,T . (5.66)
Pre jednotkovy vektor predpokladame, ze plati

19T = (0, cosb;, sinb;) , i=1,2,...,1 (5.67)
kde 0; = (i — 1)Af a AO =r/I. Zavedme dalsiu premenni v tvare

N 0T e =19 T (5.68)
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a po nasobeni ¢lenov na pravej strane dostaneme

A = (€ —€y)co88; + Yyysin, |, i=1,2,...,1. (5.69)
Koeficienty R(Li}U vyjadrime pomocou skalarnej funkcie Q® (7)) takymto
sposobom:

R, = 99000 g iy (5.70)

LU= g0 ,oi=1,2,...,1. .
Ked dosadime (5.70) a (5.68) do vztahu (5.66), dostaneme
0 dQW (40
ds'“:%wz D i=1,2,...,1. (5.71)
7

Po integrovani dostaneme
D =Q0 () AGID | i=1,2,...1 . (5.72)

S¢itanim vztahov (5.65) a (5.72) napokon dostaneme

s = (2\/%>2 ) + ZQ ) AgID (5.73)

Ak si uvedomime, ze platia vztahy

o = T, ¢ = 1.5,

(o

nOT  — (Tel(o))T = (1,1,0) ,

. T
nT = (Tel(l)) = (cos®;, —cosb;,sinl;) , i=1,2,...,1

potom po vynasobeni vztahu (5.73) maticou trasformécie 7, dostaneme

K, \’
o = (2\/0,_ma> (€z + €y — )+ ZQ NAIRD . (5.74)

Teraz je potrebné najst funként zavislost QW (y(). KedZze zavislost
Smykového napétia od deformacie v pripade prvotného zatazenia je zavedend
v hyperbolickom tvare

Toy = To Ve Yrer , (5.75)

L [y Ve
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mozeme ocakavat, ze aj zavislost Q% (v() bude mat podobny tvar. Preto
pouzijeme

/7
L+ 7@ /7]

kde @, a 7, su koeficienty, ktoré stvisia s Gy a v,.r. Ak dosadime (5.76) do

QY (v = @, L i=1,2,...,1 (5.76)

vztahu (5.74), potom pre Smykové napétie dostaneme

ZQ”1+| /7}’ A0 sind; (5.77)

Pre jednoduchost predpokladajme, Ze €, — ¢, = 0. Potom
fy(i) =Ygy sin®; , 1=1,2,...,1.

Kedze pri v,y — 00 je Ty — 7o, zo vztahu (5.77) dostaneme

I
=3 Q, A0 sinb; (5.78)
i=1
resp. po vyjadreni ),

Qv:

To

, 5.79
Ef:l Af sin 92 ( )

Ak budeme predpokladat malé smykové deformacie (v, < Yrer), potom
priblizné vyjadrenie vztahu (5.75) je v linedrnom tvare

a zo vztahu (5.77) s vyuzitim (5.69) dostaneme (tiez pri malych deforméciach)

I .
Toy = Zva Af sinf; . (5.81)

=1 v

Po porovnani vztahov (5.80) a (5.81) dostaneme

Gy = Z @ Af sin? §; (5.82)

i=1 /v
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a nakoniec po vyjadreni v, zo vztahu (5.82) budeme mat

1
Vo = @ > Afsin®0; . (5.83)

Go i=1
Kvoli prehladnosti uvedme dolezité vztahy, ktoré sa tykaju fomulacie
pre vyjadrenie zavislosti napétie - deformécia za primnosti vody v poroch v

pripade prvotného zatazenia:

I

K, \ ) (G -
o' = ( > (e + ey — )" n® + 3 QU () AIn® . (5.84)

20" ma

i=1
Tu
QW (v = QUL/-% : (5.85)
1+ [y® /]
VD = (ey —€,) cos B + Yy sinb; (5.86)
Yy = g_o Zz]lee sin6; (5.87)
0, — T (5.88)

= (Ulma Ulya Twy) ) (5.89)
nOT = (1,1,0) , (5.90)
n®T = (cos;, —cosb;,sinb;) , (5.91)
0, = (i—1)A9 , (5.92)
A) = ? . (5.93)
Deforméciu €, moézeme urcit podla vztahu
&9 = = (0" = ') = 2V 0 + 0 (5.94)
f

kde o',,,0 je pociatocné efektivne napéitie a tomu zodpovedajica pociatocna
objemova deformacia e, je

_ [~ !
66_2 0 'm0 0 ma >

n je porozita prostredia a Ky je objemovy modul vody.
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Zavedenie Masingovych pravidiel uskuto¢nime jednoduchym spésobom.
Namiesto vztahu (5.85) pouZijeme

(410~ 0) i )
T+ 100 —30) (e o] T 700 O

kde kg; je zovieobecneny skilovaci faktor a v,; a 7,; stt Smykovéa deformacia

Q(i) (’Y(i)) = KHj Qv

a napatie, pri ktorych sa meni smer zatazenia.
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6 Zaver

V kapitole 3 sme struc¢ne popisali zakladné reologické modely a z nich
zostavené zlozitejSie modely pre viskoelastické kontinuum a pre elastoplas-
tické kontinuum. Reologické modely pre elastoplastické kontinuum poskytuja
moznost konStruovania hysteréznych sluciek a do istej miery aj vysvetlu-
ju fyzikalnu podstatu hysterézneho spravania prostredi. Hysterézne tlmenie
urcené pre elastoplastické kontinuum vsak pravdepodobne dostatoc¢ne presne
nezodpoveda tlmeniu v méakkych prostrediach. Pre popis, ktory by zahtnal
skuto¢né tlmenie, je potrebné do elastoplastickych modelov zaradit jeden ale-
bo viac viskéznych prvkov, ¢im vznikne elastoviskoplasticky model. Je vSak
otazkou, kam zaradit takéto viskdzne prvky, aby sme dostali ¢o najlepgie vys-
tihnutie spravania redlnych prostredi. Elastoviskoplastické modely je preto
potrebné v budicnosti podrobit bliz§iemu vyzkumu. Hoci pomocou takych-
to reologickych modelov je mozné pochopit podstatu hysterézneho spravania,
pri numerickom modelovani kvoli mnozstvu potrebnych parametrov maja za-
tial nevyhodu v porovnani s Masingovymi pravidlami.

V kapitole 4 sme uviedli nelinearny vztah medzi tenzorom napétia a
tenzorom konecnych deformécii pre izotropné dokonale elastické kontinuum.
S vyuzitim tohto vztahu sme potom riesili pohybovi rovnicu pre 1D pripad a
zistili sme, Ze v izotropnom elastickom homogénnom prostredi s nelinearnym
spravanim sa moze nezavisle §irit pozdlzna rovinna vlna. Prie¢na rovinna
vlna sa v takomto prostredi samostatne Sirit nemoze, ale Sirenie rovinnej
prie¢nej viny generuje pozdlzne viny. Tiez sme zistili, 7e rovnako ako v 1D
pripade ani samostatné Sirenie SH vin nie je mozné. Pohybové rovnice pre
P-SV problém su velmi zlozité a najdenie rieSenia nie je trividlne. Pred-
pokladame vSak, 7e samostatné Sirenie P-SV vin je mozné. Na overenie
tohto zaveru je v8ak potrebné rieSit pohybové rovnice a ako prijatelna cesta
je pravdepodobne numerické modelovanie.

V kapitole 5 sme najprv uviedli povodné Masingové pravidla, ktoré
umoznuju kongtruovat hysterézne slucky pri pravidelnom zatazovani. Ak
je ale aplikované zatazovanie nepravidelné, je potrebné k tymto pravidlam

pridat d'alsie pravidla, ¢im vzniknu rozsirené Masingove pravidla, alebo mo-
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difikovat povodné pravidla zavedenim zovSeobecneného skalovacieho faktora.
V druhej Casti je uvedeny vztah medzi napatim a deforméaciou v 2D pripade
pre prostredie, ktoré v poroch obsahuje vode. Této formuléicia zahfha aj
Masingové pravidla, ktoré obsahuji zovseobecneny skalovaci faktor.
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