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1 Uvod

Problém generacie magnetického pola hydromagnetickym dynamom zamestnava v stcas-
nosti mnohych vedcov na celom svete (Krause & Ridler 1980, Kono & Roberts 2002, Jones
2003). V poslednych rokoch sa v tomto probléme spravili viznamné objavy pri chédpani pro-
cesov, ktoré prebiehaju vo fungujicom samobudiacom dyname. Velmi dolezitym krokom,
ktory sposobil doslova revoltuciu v tejto oblasti, bola numericka simulacia samobudiaceho
dynama, pri ktorej sa objavili inverzie magnetického pola (Glatzmaier & Roberts 1995,
1997). V stcasnosti st viaceré vyskumné pracoviska velmi blizko spustenia redlne fungu-
jaceho laboratérneho hydromagnetického dynama (Gailitis et al 2002, Frick et al 2001,
Dobler et al 2003). Aj ked je tento komplexny pristup velmi délezity, nedava Sancu detailne
skiimat rozli¢né ¢iastkové mechanizmy, ktoré v dyname prebiehaji. Preto je stale dolezité
riesit a rozvijat jednoduchsie modely, ktoré umoziiuji zamerat sa na jeden konkrétny proces
a skiimat ho velmi podrobne. K takym problémom patri aj vySetrovanie tepelnych a mag-
netickych nestabilit, ktoré vznikaji v modeli rotujtcej horizontalnej vrstvy pri sii¢casnom
pdsobeni troch diftznych procesov: tepelnej diftzie, magnetickej difuzie a viskozity (Proc-
tor 1994). Tepelné nestability (nestability typu MAC vin) maji zésadny viznam pri gene-
ra¢nych mechanizmoch, kedZe st nevyhnutnou stucastou a—efektu. Magnetické nestability
(nestability typu MC vin) mézu posobit ako nejaky regula¢ny mechanizmus, zabrafujici
magnetickému polu narast do extrémne velkych hodnét (Fearn 1993). V tejto praci vysSetru-
jeme model rovnomerne stratifikovanej horizontélnej vrstvy viskéznej kvapaliny s volnymi
nekonecne elektricky vodivymi hranicami. Tieto jednoduché hrani¢né podmienky umoznia
preformulovat pociatocny vseobecny zloZity problém s rozmanitymi hrani¢nymi podmien-
kami na matematicky menej komplikovani tlohu. Soward (1979) sice formuloval podobny
jednoduchy problém, ale analyzu obmedzil iba na neviskézny pripad. Nova formulécia prob-
lému dava moznosti efektivne vySetrovat vlastnosti tepelnych nestabilit typu MAC mdédov,
a to ako zapadnych (W), tak aj vychodnych (E), hlavne ich citlivost na mnohé parametre
ako viskozitu, magnetické pole, tepelnii a magnetick difuzivitu. Pozornost si vSak zasluzia
aj magnetické nestability, ktoré ku svojej existencii nepotrebujua vztlakovi silu a energiu
ku svojmu vzniku berti z magnetického pola, ¢im ho oslabuji. Nie je vylacené, Ze prave
magnetické nestability mozu byt spusfacim mechanizmom inverzii magnetického pola.

1.1 Motivacia a ciele prace

V pripade jednoduchych volnych nekonecéne elektricky vodivych hranic, ale v zlozitejSom
pripade nenulovej viskozity vyuZijeme moznost zjednodu$it pévodny vSeobecny problém
na matematicky zvladnutelnejsiu tlohu. Toto zjednoduSenie a néasledné preformulovanie
problému nam umozni zostavenie programu, ktory bude efektivne numericky ratat zavislosti
zékladnych charakteristik MAC moddov na réznych vstupnych parametroch. Na zaklade
vlastnosti MAC médov pri takychto jednoduchych hrani¢nych podmienkach sa poktsime
pochopit a vysvetlit zlozitejsie spravanie sa MAC mddov pri rozmanitych mechanickych
a elektromagnetickych hrani¢nych podmienkach, napr. skoky vo frekvenciach a radidlnych
vlnovych ¢islach.

Ak si uvedomime, ze zédkladnou vlastnostou magnetickych nestabilit je nulovost Rayleig-
hoveho ¢isla (R = 0) a ak sa zamerdme na MC médy nezavislé na hrani¢nych podmienkach
a stratifikdcii, problém sa d& natolko matematicky zjednodusit, Zze vSetky vlastnosti tychto
MC médov (odhalené zlozitymi numerickymi vypo¢tami) sa moézme pokusit vysvetlit ana-
lyticky analyzou jednoduchych algebraickych rovnic, pricom je nadej, Ze sa objavia aj nové
necakané vlastnosti.

7 geofyzikélneho hladiska $tudovany model viac ¢i menej mdZze odpovedat vybranym
oblastiam tekutého zemského jadra, predstavujticeho sféricktl vrstvu hrabky 2200 km. Jed-



nou z moznych oblasti je tenka vrstva neurcitej hrubky (desiatky az ~ 1000 km) hranic¢iaca
so zemskym plasfom. MdzZe to byt stabilne stratifikovana podvrstva s ¢astou nestabilne
stratifikovanou, v ktorych teplotny profil pripomina pismeno “D”. Toto dvojvrstvie by bolo
mozné si predstavit ako oblast v ktorej MC médy (neovplyvnené vztlakovymi silami) mozu
v istych obdobiach histérie Zeme iniciovat inverziu geomagnetického pola. V takejto vrstve
moze byt Ekmanove ¢islo E ~ 1073 (pozri str. 4), ¢o je tstrednym predpokladom $tu-
dia MC mdédov katalyzovanych viskozitou (Brestensky et al 2001) $tudovanych podrobne
v predkladanej praci. Dévodom velkosti £ moze byt okrem tenkosti Studovanej vrstvy aj
sporadicky zosiliovany turbulentny stav v zemskom jadre (Braginsky & Meytlis 1990, Bra-
ginsky & Roberts 1994). Vplyv viskozity aj pri ovela menSom F ~ 1072 — 1077 moze byt
takisto nezanedbatelny pri budeni réznych hydromagnetickych nestabilit — hlavne diftz-
nych v zemskom jadre. U diftznych nestabilit difizne procesy zohravaju podstatni aktivnu
ulohu, pretoze zoslabovanim niektorych sil v zédkladnej rovnovahe moézu tito vyrazne naru-
sit v prospech vybudenia nestabilit dokonca necakanych vlastnosti. Obom aspektom, teda
stadiu MC mddov i MAC médov v zemskom jadre je venovana predkladand diplomova
praca.

1.2 Strukttra prace

Préaca s ivodom a zéverom ma 8 kapitol, pritom jej dolezitou sucastou je priloha. V nasle-
dujtcej druhej kapitole je formulacia problému rotujicej horizontalnej vrstvy rovnomerne
stratifikovanej a preniknutej azimutalnym magnetickym polom. V tretej kapitole sa vSe-
obecnejsi problém preformuloval na pripad rotujicej vrstvy s volnymi nekonecne elektricky
vodivymi hranicami. V ramci nej je aj odvodenie nutnych podmienok existencie skokov
v radidlnych vlnovych ¢islach a frekvenciach pri analytickom zjednoduseni problému v Spe-
cidlnom pripade volby Robertsovho ¢isla ¢ = 1 a zddévodnenie mnohych vyhod takého
zjednodusenia pri vysetrovani prechodu MAC médov na MC médy. Stvrta kapitola obsa-
huje preformulovanie problému pre MC vlny uvazovanim faktu, ze Rayleighove ¢islo u MC
vin je nulové. Piata kapitola opisuje numerické vypoéty a v skratke popis programu, ktory
umoznil velmi efektivne rataf zdkladné parametre MAC a MC médov. Siesta a obrazkami
najbohatsia kapitola opisuje numerické vysledky, ktoré su prezentované vo forme grafov
znézornujucich zavislosti dolezitych parametrov (Rayleighove ¢islo R, radidlne vinové ¢islo
k a frekvencia o) na Ekmanovom ¢isle E a Elsasserovom ¢isle A. Siedma kapitola sa venuje
vysvetleniu niektorych numerickych vysledkov, a to analytickému zdévodneniu mnohych
vlastnosti viskéznych MC mdédov hlavne pri prechode MAC médov na MC mdédy, a takisto
vlastnostiam vychodnych MAC(E) médov. V poslednej 6smej kapitole s zéavery, ktoré
konstatuju splnenost postavenych cielov. Sucastou tejto diplomovej prace je ako priloha A
pridana praca SVOC (Soltis 2003), prezentovana v roku 2003 na celostatnom kole Student-
skej vedeckej konferencie. V tejto praci je v ramci teoretickej ¢asti formulovany vseobecne;jsi
problém nerovnomerne stratifikovanej rotujtcej vrstvy pri rozmanitych kombinaciach me-
chanickych a elektromagnetickych hrani¢nych podmienok. Avsak hlavnym prinosom prilohy
A je $tadium MC(W) médov katalyzovanych viskozitou.

2 Model a zakladné rovnice

2.1 Model rotujicej horizontalnej vrstvy

Vychédzame z modelu nekonecnej horizontalnej vrstvy (obr. 1) Boussinesqovej tekutiny
(Soward 1979). Vrstva rotuje ako tuhé teleso uhlovou rychlostou €z, pri¢om tekutina je
elektricky vodiva a preniknutéd azimutalnym magnetickym polom By, linedrne rasticim so
vzdialenostou s od osi rotacie. Vo vrstve mozu vznikat nestability spdsobené vertikalnym



teplotnym gradientom, preto budeme uvazovat, Ze medzi hornou a dolnou hranicou je udr-
ziavany teplotny rozdiel AT, kde dolné hranica je udrziavana na teplote 7, horna hranica
na teplote 7; — AT a vrstva je rovnomerne stratifikovana. Vseobecnejsi pripad nerovno-
merne]j stratifikicie pri zlozitejsich hrani¢nych podmienkach je detailnelsie opisany v praci
SVOC (pozri prilohu A).
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Obr. 1: Model rovnomerne stratifikovanej horizontalnej vrstvy s odpovedajicim teplotnym profilom

Zakladny stav, ktorého stabilitu vySetrujeme, je definovany nasledovne

d/2
U, =0, BOZBMggb, TOZZ}—ATZ+d/ . (1)

Nestability vznikaji poruchami rychlosti u, magnetického pola b, a teploty 0] (a tiez tlaku
p). Uvazovanim len velmi malych portch mézme problém linearizovat, a tym podstatne
zjednodusit. Cely problém moézeme zbezrozmernit charakteristickou dlzkou d, magnetickym
difznym ¢asom d? /7, magnetickym polom B); a teplotnym rozdielom AT, ¢im dostaneme
zakladné rovnice linearnej stabilitnej analyzy v nasledujicom tvare

Zxu = —Vp+A[(Vxs@)xb+(Vxb)xs@|+Riz+EViu, (2)
glt) = Vx(uxs@)+ Vb, (3)
100 ) .

V-u=0, V-b=0 (5)

Systém rovnic je rieSeny v cylindrickej stiradnicovej ststave (s, ¢, z) s jednotkovymi vek-
tormi ¢, z.

V rovniciach sa objavuji tieto bezrozmerné ¢isla — Elsasserove &islo A = B2, / (2Qoup07) ,
modifikované Rayleighove ¢islo' R = gar AT d / (2Qok) , Ekmanove ¢islo E = v/(2Qyd?),
Robertsove ¢islo ¢ = k/n. Pritom & je teplotnd a n = 1/(uoy) magneticka difuzivita (p
je permeabilita a oq elektrickd vodivost), €y je uhlova rychlost rotacie, v je kinematicka
viskozita, ar je koeficient teplotnej roztaznosti, g je gravitacné zrychlenie a pgy je hustota.

Ak rozlozime poruchy rychlosti w a poruchy magnetického pola b na poloidélnu a toro-
idalnu cast, dostaneme

w=kVx(Vxwz)+Vxwz], b=k?Vx(Vxbz)+Vxjizl, (6)

1R = Ru E, kde Ru je Rayleighove &islo v nerotujicej Benardovej vrstve a E je Ekmanove &islo




kde w, w reprezentuju poruchy rychlosti u, 5, 7 poruchy magnetického pola b a 0] poruchy
teploty. VSetky poruchy (w, @, b, 7, ¥) mozno vyjadrit v separovanom tvare

f(z,5,0,1) = Re{ f(2) Jn (ks) exp(imep + At} (7)
w(z

kde f(z) = w(z), ) b(z), j(2), ¥(z). Jn(ks) je Besselova funkcia, prirodzené? é&islo m
a redlne nezaporné k st azimutalne a radialne vlnové ¢islo, A je rydzoimaginarna frekvencia
v zmysle A = io pri redlnej frekvencii o.

Funkcie w, w, b, 7 a 9, reprezentujtice poruchy, sa riadia nasledujicim systémom obycaj-
nych diferencidlnych rovnic

0 = —Dw+2ADb—imAj— E(D* - k*)w (8)

0 = —Dw+2ADj+imA(D*—k)b— RE*9 + E(D* — k) *w, (9)
Ab = imw+ (D* - k*)b, (10)
Aj = imw+ (D*—k)j, (11)
iﬁ::w+w%wﬂw (12)
dr

kde operator D je definovany ako D = d/dz.

Hrani¢né podmienky w = D?>w = Dw = b = Dj = 19 pre obe hranice viazeme
na pripad volnych F dokonale elektricky vodivych hranic 22, ¢o budeme znacit ako F<2,
pricom navy$e predpokladame aj ich dokonalt tepelni vodivost. Pekny najnovsi prehlad
doteraz rieSenych rozmanitych hraniénjch podmienok je v (Simkanin et al 2003), ale pozri

aj prilohu A.

2.2 Metdda riesenia

Systém rovnic (8 —12) sa v pripade zloZitejsich hrani¢nych podmienok (inych ako Z° alebo
F22) riesi Chandrasekharovou metédou modifikovanou na nas systém rovnic (Brestensky
et al 1995, Simkanin et al 1997). Z rovnic (8 — 11) vyltcime b a j, &m dostaneme rovnice

{ L D2(D2 kA4 2imA)2+ m2A(D? — k) [1 4 D. ]2} w
]9

m2A
RE* (D* —K* — \)[1+ D, (13)
_ 1 2 12 ,
[1+D5]W—m2A {—D(D —k —)\+2zmA)}w, (14)
kde D, = ¢ (D* — k* — \) (D* — k?).
Parameter ¢ = FE /(m2A) je extrémne maly, teda ¢ — 0. Preto, Ze je pri najvyssich

derivaciach v rovniciach (13,14), mdze vyrazne ovplyvnit rieSenia hlavne vdaka efektom
v hrani¢nych vrstvach. Pri rieSeni rovnic (13,14), resp. systému (8 — 12) postupujeme tak,
ze nezname veli¢iny J(z), w(z), w(z), b(z), j(z), vyjadrime v tvare radov

0(z) = le, i wti(2), (15)

2) =Y vw(z), w(z)=> vwlz), Zvlbl 3(z) =" v(z)

2predpokladame len osovo nesymetrické poruchy




s tymi istymi koeficientami v; a odpovedajicimi bazovymi funkciami w;(z), wi(2), bi(2)

a J;(z) spliujticimi tie isté hrani¢né podmienky, ako splitaji w(z), w(z), b(z), j(z) pre vsetky

[ =1, 2 ... Formulacia tlohy vedie nakoniec ku vlastnohodnotovému problému
A-v=Rv, (17)

kde Rayleighove ¢islo R bolo zvolené za vlastnii hodnotu a stibor koeficientov v; je vlastny
vektor. Maticu A mézme vyjadrif pomocou matice M ako A = k=2 M ™!, pricom prvky
matice M mozme vyjadrit nasledovne

1
72 + k2 + g1

nl = {2(n/1) + cnynbm b (18)
kde ¢leny (n/l), cp, v, st definované v nasledujtcich ¢astiach, resp. v prilohe A. Napr. (n/l)
je definované v prilohe na strane 51, ¢, v Casti 3 vztahom (23) a 7, v Casti 4 na strane 12.

3 Preformulovanie problému viskézneho pripadu pre jednoduché
hrani¢né podmienky F>°

Prezentovany problém rovnomernej stratifikdcie kvapalnej vrstvy ohrani¢enej volnymi ne-
konec¢ne vodivymi hranicami je skoro totozny so Sowardovou (1979) formulaciou problému.
Pritom v predkladanej praci na rozdiel od zakladnej prace (Soward 1979) pripad nenulovej
viskozity je nielen uvazovany, ale i podrobne rieseny. Sowardov problém bol rozvinuty do
zlozitejsich a vSeobecnejsich modifikacii, napriklad s uvazenim nerovnomernej stratifikacie
(Boda 1988, Sevéik 1989, Brestensky & Ridler 1989, ...) a so zloZitejsimi mechanickymi
i elektromagnetickymi hraniénymi podmienkami (Brestensky et al 1995, Simkanin et al
1997, 2003) a s uvazenim viskozity (Brestensky & Sevcik 1994, Sevéik et al 2001, .. .). Teraz
nasim cielom je vyuzit jednoduchost matematickej podstaty pripadu F 22 pre lepsie chapa-
nie pripadov so zlozitejSimi hrani¢nymi podmienkami, resp. so zlozitejSou nerovnomernou
stratifikaciou, a preto vychadzame z najvseobecnejsej formulécie problému. Naformulujeme
si problém F22 s nenulovou viskozitou pri najjednoduchsich hrani¢nych podmienkach ¢i
uz mechanickych, alebo elektromagnetickych a pri rovnomernej stratifikacii ako konkrétny
problém v ramci vseobecnej formulacie problému pre rozmanité hrani¢né podmienky a rézne
druhy stratifikicie vrstvy (pozri tieZ prilohu A).

Vlastnohodnotovy problém A -v = Rwv sa snazime preformulovat na problém B -v = 0.
Ak vyuzijeme vyjadrenie A pomocou M

A=k>*M, (19)
a dosadime ho do rovnice A - v = Rv, tak dostaneme k2 M ' . v = Rw.

Dalej, pouzitim jednoduchych algebraickych tiprav dostaneme rovnicu

1
M"U:mv,

ktora sa po zavedeni pomocnej premennej 3 = (k?R)~! zmeni{ na rovnicu M - v = Swv.
Nasledujucou upravou (M — I) - v = 0 uz dostdvame pozadovany tvar

B-v =0, pricom plati B= M — (1. (20)

Takyto systém ma netrividlne rieSenie vtedy a len vtedy ak det B = |B| = 0. Povodna
matica M mé prvky

M= 7 (2(0/1) + curedu}, (21)

n



zatial ¢o novo zadefinovand matica B m4 prvky

Bu= 1 {2(n/1) + (ea7 — Gi) i}, de (22)
dy=04q¢ '\, o= 0+ N[L+e(5+N)d]. (23)

Pripometime si pritom, %e § = 72 + k? (pozri str. 12 prilohy A, kde na str. 10 st uvedené
aj vztahy pre (n/l) a na str. 9 pre v,'). Pre volné elektricky nekoneéne vodivé hranice
(¢ize pripad F22) plati, Ze prvy ¢len 2 (n/l) je rovny 0. Nenulovy ostane teda len druhy
¢len (¢, v, — Bdy,) 6. Tento ¢len obsahuje Kroneckerov tenzor 6,,;, preto takto zjednodusena
matica B m4 iba diagonalne ¢leny. Determinant takejto matice je sti¢in diagonélnych c¢lenov

i (52-) -0 o

n=1

Neznama (5 mé N korenov

b=

cin
dy ’

C272 By = CNIN
— y PN = :

& dn

B =

Z definicie 3 vieme, Ze Rayleighove ¢islo R je dané R = k2371, Ak za 37! dosadime vyraz
B, =d, (cyy,)~!, madme N roznych hodnot Rayleighoveho ¢isla
d
R, =k?—". (25)
CnYn

Rayleighove ¢islo je vo vSeobecnosti komplexné ¢islo. Fyzikalny zmysel ma len realne Ray-
leighove ¢islo. Preto imagindrnu ¢ast polozime rovni nule, ¢o nam dé dolezit rovnicu pre
numerické ratanie. Reélna ¢ast Re (R) je dana

C(Ad —oq 'B) + D(0B +oq tA)

= (C? + D2)k?

(26)

Pomocné premenné C, D, A, B, su definované takto
C=d[1+£8-0%|, D=(1+2:0"0,
A=E5 [24£(6% = 0?)] + P[0* = (0 — 2mA)?] + m?AS,
B =2E5%0(1 +e6%) + 25P (0 — 2mA),

kde A a B predstavuja realnu a imaginarnu ¢ast komplexného vyrazu ~, ' (pozri (33, 34)
v prilohe A) a P = 72 /m?A.
Po pracnejsich tpravach s vyuzitim Sm{k?R} = 0 napokon dostaneme

B 62 + g 202

= k260 €(6? + ¢ 1o?) + (1 — g 1) (1 +&d?)

(26")
Podstatu algoritmu tychto tprav vidiet vo vztahoch (33 — 38) v nasledujiicej ¢asti 3.3.

3.1 Polyném pre vypocet frekvencie o

Z podmienky 3Im (R) = 0 dostaneme polyném 5. stupiia pre nezndmu o, ktorou oznacujeme
frekvenciu nestability typu MAC viny

C5O'S+C4O'4+030'3+020'2+010'+CO:O. (27)



K uréeniu koeficientov Cy, C1,. .., C5 je vhodné vyjadrit vztah (25) takto

2R — d, :5+iq_1a il
CnYn d+ioc 1462+ igdo’
pricom
E
5=k 2 g = .
+m, a Y

Potom z Sm{k*R} = 0 pri v~! = A+ iB vyplyva (27) v nasledujticom vyjadreni
(6% + ¢ to?) [~ Aeod + B(1 +e6%)] + ad(qgt — 1)[A(1 + £6%) + Beod] = 0.
Ak dalej vyuZijeme, Ze

A= —ao®+bo +c, B =a0c — [,

2, 24 3 . . 2 242 5, 0°
a=¢e‘m°Ao +m2A’ b:4E’ c=mANo(1 + £67) +7Tn(m2A—4A),
a=2)(FEd+a), B = 0b,
a dalej, Ze B je imerné ¢ (B  6), tak (27) po vydeleni s § sa prepiSe na (27)

(62 4+q 10 (As0® + Ayo® + Ao+ Ag) + (gt —1) 0{[2¢ E6* —a(1—e6) |0 +bo+(1+e6%)c} = 0,

pricom
A 20m2A + A .
3 =ca=¢e(e*"m —km)7 »=—cb=—de-2,
2 212 2 £d?
Ay =eom A1 +e0%)* + —TY + T +4eA |,
2
Ap = —(1+262)b = —4(1 + 552)%. (27")

Potom koeficienty polynému (27) vydeleného s § mozno vyjadrit takto
Cs = q ' A3, Cy=q A,

03 = q_lAl + (52143 + (q_l
Cy=q "Ag+ Ay + (¢

— 1)[(e6* — 1)a + 2e*6*m?A],

— 1), C, = 6%A; + (q_l -1+ 852)0, Cy = 6% A,.
Korene polynému sa dalej hladali numericky. Podrobnosti numerického vypoctu koremov

polynému 5. stupnia st uvedené v kapitole 5. V kapitole 7 je diskusia o korenoch tohto

polynému v niektorych Specidlnych pripadoch.

3.2 Nutné podmienky viskéznych skokov

V ¢lankoch (Brestensky & Seveik 2000, Sevéik et al 2001), venovanych vplyvu viskozity
na MAC mddy, boli prezentované grafy, opisujice vlastnosti difiznych MAC mddov pre
Robertsove ¢isla ¢ > 1 pri réznych kombindciach mechanickych a elektromagnetickych hra-
ni¢nych podmienok, pricom v pripade pevnych hranic sa objavili skoky vo frekvenciach
a radidlnych vlnovych ¢islach. Tieto viskézne skoky, pretoze je ich vela, pravdepodobne
suvisia so zmenou preferencie modov pre rozne vertikalne vinové cisla n. Poktsme sa teraz
odhalit takéto skoky pre pripad najjednoduchsich hraniénych podmienok F 22 a analyticky
vysvetlit pri¢iny tychto skokov. Treba zdoraznit, ze vdaka numerickym vypoctom st zndme
viaceré okolnosti, kedy tieto skoky nenastavaji. V prvom rade nenastavaji v neviskdznej
kvapaline, a preto ich nazyvame “viskdzne skoky”. Takisto nenastavaju v pripade rovnosti



koeficientov teplotnej a magnetickej difazie, t.j. pre ¢ = x/n = 1. Pritom aj numerické
vysledky, prezentované v tejto diplomovej praci (pozri kapitolu 6.), ukazuji, ze v pripade
volnych nekonecne elektricky vodivych hranic takéto skoky neexistuji. Potom ¢o je nutnou
a ¢o postacujicou podmienkou skokov, konkrétnejsie skokov spojenych so zmenou prefe-
rencie médov roznych vertikalnych vinovych ¢isel? Ukazeme si teraz analyticky, ze nutnymi
podmienkami ich vyskytu st (1) nenulova viskozita, (2) ¢ # 1 a (3) zlozitejsie hraniéné
podmienky, teda iné ako pripad volnych hranic F22.

Z ivodu tejto 3. kapitoly vieme, ze v pripade F°2 plati vztah R = k=231, kde 3! sa
da vyjadrit takto 3,! = d,,(c,v,) . V pripade E =0 a ¢ = 1 sa d,, rovna ¢, (pozri (23) na
str. 6), ¢im sa vyjadrenie Rayleighoveho ¢isla vyrazne zjednodusi. Z dévodu hladania mini-
malneho (teda kritického) Rayleighoveho ¢isla (v zmysle Lagrangeovho algoritmu hladania
viazanych extrémov funkcie viacerych premennych) si zavedieme novii pomocni funkciu o,
ktoru si zadefinujeme takto

0= Re{R} + ASm{R}, (28)

kde )\ je Lagrangeov multiplikidtor®. Redlna a imaginarna ¢ast Rayleighoveho ¢isla st vy-
jadrené takto

Re{R} = urt [(w2 + k2 — (0 — 2mA)2} + mQA(w2 + k%)
m2AE2 " k2 " ’
2
& _ T 2 2\(
Sm{R} = m2Ak22(7T" + k%) (0 — 2mA).
Z podmienky extrémnosti funkcie ¢ potrebujeme riesit takéto dve rovnice
do do
— =0 — =0 29
do ’ ok ’ (29)

ku ktorym priddme tretiu rovnicu Im(R) = 0. Mame teda trojicu algebraickych rovnic pre
tri nezndme k, o, A. RieSenim tejto ststavy st vyrazy

A=0, o=2mA a k= ri4+m*A% (30)

Po zohladneni tychto vysledkov sa Rayleighove ¢islo zjednodusi na tvar

I 2 7121 2 2 2

Ak si zavedieme novi pomocnil premennt x, definovana takto

k}»2 4A2
S e N
ﬂ-n 7T7L

vyjadrenie Rayleighoveho ¢isla sa opit zjednodusi

4
9 x i
R:mAx_1 [m4A2x+1].

Z definicie premennej x jednoduchymi algebraickymi ipravami dostaneme rovnicu

v 1

n —

miN2  (z—1)2 -1

3nestvisi s komplexnou frekvenciou A = ic



s vyuzitim ktorej mame velmi jednoduché vyjadrenie Rayleighoveho ¢isla R
x

x—2

Tento vyraz je uz vhodny k vyjadreniu derivéacie Rayleighoveho ¢isla R podla vertikdlneho

¢isla n. Pri pocitani derivacie vyuzijeme pravidlo o derivovani zlozenej funkcie v nasledu-
jacom zmysle

R =m2A

(31)

OR  OROx
on  Ox On’
kde jednotlivé derivacie na pravej strane tejto rovnice su vyjadrené takto
OR  2m?A or  —2m*A*/min?

or  (z—2)? * o /1+m4A2/7r,‘§0.

Vyrazy na pravej strane obidvoch rovnic st zaporné, teda vyslednéd derivacia OR/0n je
kladna (OR/0On > 0), ¢o znamend, ze ku skokom zmenou vertikalneho vlnového ¢isla n
nemoze dojst, lebo mdd s nizs§im vertikdlnym vinovym éislom maé aj nizsie Rayleighove
¢islo, a je teda vzdy viac preferovany. Je zrejmé, ze k vicSiemu poctu tzv. viskdznych
skokov spojenych so zmenou preferencie medzi MAC médmi réznych vertikalnych vinovych
¢isel n nutne dochadza iba vo viskéznom pripade. Treba vSak zdoraznit, ze dokaz vyuzival
okrem nulovej viskozity dalSie dolezité zjednoduSenia ¢ = 1 a hraniéné podmienky F =.
Preto nas analyticky dokaz nemoze byt ddkazom pre vSeobecny viskézny pripad. Takze
zatial sa musime uspokojit len s tromi nutnymi podmienkami existencie viskéznych skokov:
viskozitou, ¢ # 1 a inymi hrani¢cnymi podmienkami ako F22.

Zda sa, ze postacujicou podmienkou tychto skokov u viskdznej kvapaliny budu stucasne
q # 1 a zlozitejsie hrani¢né podmienky, pretoze tieto najjednoduchsie 722 ku skokom ne-
ved a vsetky zloZitejsie hranicné podmienky napr. R a F $ vo viskéznych pripadoch
ku skokom vedi (pozri napr. Simkanin et al 2003). Ostava len dufaf, Ze naznacentt moz-
nost postacujicich podmienok viskéznych skokov spojenych so zmenou preferencie médov
roznych vertikdlnych vinovych ¢isel n sa podari v rozumnom case aj analyticky dokazat.
Zaujimavé je tiez pripomentt, %e v neviskéznom pripade Z ¥ ku skokom tiez dochadza;
ich pri¢inou su zlozitejsie elektromagnetické hraniéné podmienky:.

3.3 Prechod MAC(W) médov na MC(W) médy

Numerické vysledky ukazali, ze pri dostatocne vysokej hodnote Ekmanovho ¢isla F =
O(1073) nastane u médu 1W [méd MAC(W) pri azimutalnom vlnovom ¢&isle m = 1] na
grafe, ktory vyjadruje zavislost R = R(A) prudky pokles Rayleighoveho ¢isla do zapornych
hodnét. Pri tomto poklese nadobudne Rayleighove ¢islo pri urcitej hodnote Elsasserovho
¢isla A nulovti hodnotu, ¢omu hovorime, ze vznikol MC méd. MAC(W) mdédy s roznymi ver-
tikalnymi vinovymi ¢islami [ prejdit na MC mdédy pri roznych hodnotach A. Nakolko st MC
médy nezavisle na Robertsovom ¢isle ¢, mame urcitt volnost pri jeho volbe. Mnohé z kom-
plikovanych analytickych rovnic a vyrazov sa v pripade ¢ = 1 podstatne zjednodusia, preto
si vyberieme prave pripad ¢ = 1, s ktorym stuvisi mierne preformulovanie predchadzajicich
rovnic.
Po vyjadreni d,, a ¢, v rovnici k*R = d,, /¢, 7, méme rovnicu

S+ q A

k*R = —1 32
6+ ML +e(6+ N3] (32)

ktora sa pre ¢ =1 zjednodusi na tvar
K2R = [14 (0 +i0)d] (33)
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Ak si komplexny vyraz v, vyjadrime v tvare 7, ! = A + iB, potom

. . 2 _ .
2R — A—l—zB _ (A+iB)[1+¢6 1550]' (34)
1+ €02 + icdo (1+€62)% + £26%02

Dalej si menovatel tejto rovnice oznacime M a v Citateli zoskupime redlne a imaginarne
¢leny; dostaneme tak rovnicu

E°R = [A(1 4 &6%) + Bedo + i{B(1 + &6*) — Aedo}|/M (35)

Tato rovnicu mézeme rozdelit na Re{k?R} a Sm{k?R}. Imaginarnu ¢ast poloZime rovni
nule, ¢o nam da nasledujice vyjadrenie

Sm{k’R} = 0 <= B(1 +¢&6%) — Acdo = 0. (36)
Reélnu ¢ast vyjadrime v tvare
BTA
2P _ 2
Re{k’R} = [ (14¢e6%) + aéa} , (37)

kde za zlomok A/B dosadime vyraz (1 + £6%)/edo z rovnice Sm{k?R} = 0, ¢o podstatne
zjednodusi Re{k?R} na tvar

B [(1+¢e6%)? B
KR} = — |———*— = —.
Re {k*R} i [ o + edo o (38)
Po dosadeni za vyraz B dostaneme konecné vyjadrenie rovnice
Re {k*R} = 2 Edo(1 +e6%) + it (0 —2mA) (39)
eo m2A '

Z podmienky Sm {k?R} = 0 sme dostali rovnicu (36), z ktorej po dosadeni vyrazov A a B
dostaneme trochu neprehladni rovnicu

2

2 2y 4 M (o _ _
2(1+¢&6 ){E50(1+€(5 )+ m2A(U 2mA)}

—co {353 [e(6® —0®) +2] + urt (62 — (0 — 2mA)?] + m2A5} —0, (40)

m2A
ktora je polynomom tretieho stupna pre neznamu o
C30° + Ch0* + C1o+Cy =0 (41)

s takto definovanymi koeficientami
2

C _ 2E53 T
3 9 +€TTL2A’
2
02 = —45&,
m
2
_ 2\2 Tn 2 2
Cl = E5<1 +ed ) + m(2+€(5 )+47TnA€,
4
C() = —f7T3L<1+8(52).

m

Porovnaj s koeficientami Az, Ay, Ay, Ay (27”) na str. 8 v Casti 3.1. Tento polyném je uz
vhodny na zostavenie programu a numerické vysledky ziskané tymto programom ukazuju
zaujimavé spravanie sa MAC modu pri prechode na MC mdd, ako uvidime v Siestej kapitole
venovanej numerickym vysledkom.
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4 Preformulovanie problému pre MC mody

Na rozdiel od MAC médov MC médy ku svojej existencii nepotrebuju vztlakovi (teda
Archimedovu) silu. Tento fakt umozniuje velmi vyrazne zjednodusit povodny vSeobecny
a dost komplikovany vlastnohodnotovy problém

A-v=Rwv.

Nulova vztlakova sila znamena nulové Rayleighove ¢islo, ¢o pévodny problém zjednodusi
na

A-v=0.
Ak hladdme netrivialne rieSenie v, tak musi platif
det A=|A|=0.

Podmienka | A| = 0 dava (pre kone¢né kladné k) |[M| — oo, pretoze A = k2 M ~'. Pritom
pre prvky M,; matice M plati

B 1
M2+ k24 gt

{2(n/1) + coynn } .

nl

Stustredime pozornost na druhy ¢len v zatvorkach, lebo nezavisi na hrani¢nych podmienkach,
a tym slubuje najjednoduchsie matematické pristupy. Diagonédlne prvky M; matice M st
vdaka 2. ¢lenu ¢, 7, 0, r6zne od nuly pre vSetky (I = 1,2,...). Stadi, aby jeden z nich — oo
a |M| — oco. To vedie ku problému 7; * = 0, kde

yvt=FEle(m+kE+N3m+ k)3 +2(m + 2+ 0) (nf + k)2 +
e (Wl2+k2+)\—2imA)2+m2A (77 + k%)

+m2A

Vyraz 7; * je komplexné ¢islo, ¢o umozni rovnicu v, ' = 0 rozdelif na dve rovnice
%6(%—1> =0, %le_l) =0

Pri danych vstupnych parametroch E, A, m, ¢ = E /(m?A), 6 = 77 + k?, dostdvame pre
kazdé m; (= lr) vztahy medzi k a o, resp. medzi § a 0. Potom

Re(1; ') =0 =
2
Ele(8? — 0%) 8426 + —L [6* — (0 — 2mA)?| + m?A 5 =0, (42)

m2A

%m(’yfl) =0 =
2

Cogd 2 T _ _
Ele 250+206]+m2A25(a 2mA) =0

272 /m

72 /(m2A) + Ed(e62 + 1)

—= 0= (43)
Je zrejmé, ze frekvencia o je kladné ¢islo, ¢o znamend, ze ide o zadpadné MC(W) mddy.
Teda viskozitou katalyzované MC mddy sa $iria len zapadnym smerom, a preto ich znac¢ime
MC(W) médy. Zavedenim novych parametrov

i E ) k?

— 44
m2A’ 2 2’ (44)

a=m*EN, g =nlc=
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a dalsimi algebraickymi ipravami mozno rovnice (42, 43) zjednodusit na tvar

2

[%+amﬂ+axm2:%%m (45)

(Eo)’z =1, (46)

kde I, = 1 v uvazovanom pripade zanedbavanych inercialnych sil (2). Porovnaj vztahy (45,
46) so vztahmi (37, 38) v prilohe A.

Ostéava riesit polynomialnu rovnicu 6. stupia (45) pre nezndmu z. Analjzou tejto rovnice
sa daji odvodit mnohé zaujimavé vlastnosti MC(W) mdédov. Jej podrobnosti a mnohé dalsie
vlastnosti spojené hlavne s prechodom zapadnych MAC médov do viskéznych MC(W)
modov su v kapitole 7.

Na zaver este poznamku k uvazovanym zapadnym viskéznym MC(W) médom. Tak ako
MAC médy, tak aj MC mdédy uvazujeme ako nestability typu MAC vin, resp. MC vin.
Znamend to, ze tu Studované MAC a MC mdédy st ovplyvnené diftznymi procesmi (napr.
Soward 1979, Fearn et al 1988, Proctor 1994) v porovnani s klasickymi nedifaznymi MAC
a MC vlnami (Braginsky 1964, resp. Hide 1966). NavysSe uvazujeme vplyv viskozity, ktora
podobne svojim diftznym posobenim na hybnost, resp. moment hybnosti nemusi spésobovat
len tlmenie vznikajicich nestabilit, ale zdsadnym spdsobom ovplyvnit kvalitu vznikajacich
nestabilit, resp. prispief ku vzniku novych necakanych mddov, napr. aj tu $tudovanych
MC(W) médov katalyzovanych viskozitou (Brestensky et al 2001). Uvazenie Casto zaned-
bavanej viskozity otvara tiez otazku, ako by nasu analyzu ovplyvnilo zahrnutie takisto
¢asto zanedbavanych inercidlnych sil. V zemskom jadre Rossbyho ¢islo, vyjadrujtice podiel
inercidlnych sil a Coriolisovej sily, je O(1078), zatial ¢o Ekmanove ¢islo je O(1071°), resp.
O(107?) v pripade molekuldrne;j viskozity, resp. turbulentnej viskozity zemského jadra. Dy-
namicky vyznamnejsia je viskézna sila, aj ked podla prave uvedenych odhadov inercidlne
sily st vacsie ako ona. Preto v roznych modeloch aplikovanych na hydromagnetické procesy
v zemskom jadre sa skor zanedbavaju inercialne ako viskézne sily v zakladnej pohybove]
Navier-Stokesovej rovnici.

V nasom pripade, ak by sme uvazili inerciadlnu silu spojent s nestacionarnostou rychlosti

(~ Ou/ 0t), tak v rovniciach (45, 46) by bolo

P, \?
Q:( ), kde P, = 2
P,+1 n

je magnetické Prandtlove ¢islo. Ako vieme (pozri prilohu A) MC(W) mdédy vznikaji az pre
relativne velké Ekmanove ¢isla s najmensimi hodnotami E = O(1073), ¢o dava B, > 1,
a tym [, — 1. Teda uvéaZenie linedrneho inercialneho ¢lena v rovnici (2) by len mierne
modifikovalo, ale nedeterminovalo viskézne MC(W) mddy. Presne v stilade so vsekymi mo-
delmi, studovanymi timom na Katedre geofyziky, resp. Katedre fyziky Zeme a planét FMFI
UK, kde zanedbéavanie inercialnych sil bolo opodstatnenejsie oproti pripadom viskéznych
MC(W) médov.

5 Numerické vypocty a popis prace programu

Numerické vysledky v tejto predkladanej praci st v podstate grafy, vyjadrujice zavislosti
kritickych ¢isel Rayleighoveho R, radidlneho vlnového k. a frekvencie 0. MAC médov na
Elsasserovom a Ekmanovom c¢isle. V tejto Casti si blizSie opiSeme program, ktory pocital
spominané tri zakladné parametre, charakterizujuice MAC mddy.

Dalej si blizsie rozanalyzujeme len pripad zapadnych MAC(W) médov, lebo program na
pocitanie charakteristik (R., k., 0.) vychodnych MAC(E) médov je az na drobné tpravy
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rovnaky. Vstupné parametre programu su azimutalne vlnové ¢islo m, Robertsove ¢islo ¢, El-
sasserove ¢islo A a Ekmanove ¢islo E. Kritické Rayleighove ¢islo je redlne ¢islo a pri danych
vstupnych parametroch minimélne. Podmienka redlnosti Rayleighovho ¢isla Sm(R) = 0
nam da polynomidlnu rovnicu 5. stupria pre nezndmu o (pozri ¢ast 3.1). V tejto rovnici
vstupuje ako parameter radiadlne vinové ¢islo k. Rovnica nam déa 5 korenov, z ktorych iba
jeden odpovedd MAC(W) mdédu, t.j. je redlny a kladny. Mame teda radidlne vlnové ¢islo
k a jemu odpovedajucu frekvenciu o. Ak tieto dve ¢isla spolu s ostatnymi vstupnymi pa-
rametrami dosadime do vyrazu (26), dostaneme hodnotu Rayleighoveho ¢isla. Uloha je
najst také radidlne ¢islo a jemu odpovedajucu frekvenciu, pri ktorych je Rayleighove ¢islo
minimalne (samozrejme aj pri ostatnych vstupnych parametroch). Pre lepsie pochopenie
uvadzame graf (obr. 2) vyjadrujici zéavislost Rayleighoveho ¢isla na radidlnom vlnovom
¢isle. Jednotlivé krivky stuvisia s roznymi hodnotami Elsasserovho ¢isla A. Z grafu mozno

E=310", g=1, m=1

0.01
1E5 F
F A=100., 500, 10., 0.3, 0.2, 0.01

10000 |

1000 F
7 A=500.

100 E

1 10 100

Obr. 2: Z4avislost Rayleighoveho éisla R na radidlnom vlnovom éisle k pre rozne hodnoty Elsasserovho éisla
A =0.01, 0.2, 0.3, 10., 100., 500.

vidiet, Ze pri malych hodnotach A, dosahuju krivky dve lokadlne minima. Prvé minimum
suvisi s hydromagnetickym moédom a nastava pri radidlnom vlnovom ¢isle £ ~ 3. Druhé
minimum suvisi s viskéznym moédom, pre ktory st typické hodnoty radialneho vlnového
¢isla k ~ 200. Kritické Rayleighove ¢islo je najmensie, preto do hry vstupuju prave tieto
dve minima. Je zrejmé, ze pri malych hodnotach Elsasserovho ¢isla je kritické Rayleighove
¢islo totozné s druhym minimom, lebo Rayleighove ¢islo, odpovedajice tomuto minimu,
je ovela mensie ako Rayleighove ¢islo, odpovedajice prvému minimu. Existuje vSak hod-
nota A., pri ktorej st obidve minima rovnaké, a pre A > A. je uz kritické Rayleighove
¢islo totozné s prvym minimom. Prave pri hodnote A. dochadza ku zmene preferencie
z viskézneho médu na hydromagneticky mod. Ako sa to prejavi na grafoch vyjadrujacich
zévislosti R, = R.(A), k. = k.(A) a 0. = 0.(A), je podrobne opisané v kapitole 6. VSim-
neexistuje. Program, ktory pocita kritické Rayleighove ¢isla, pracuje nasledovne. Pri vstup-
nych parametroch (E, A, ¢, m) si zoberieme pociatoény interval radidlnych vinovych éisel
k € (0.1, 200), ktory sa rozdeli na tisic podintervalov, ktorych hranice ndm daji sadu ra-
didlnych vlnovych ¢isel. V kazdom z tychto ¢isel spoc¢itame korene polynému 5. stupiia a po
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vybrati fyzikalne vhodného korenia (o) vypocitame Rayleighove ¢islo. Z danej sady radial-
nych vinovych ¢isel vyberieme také, ktorému odpoveda najmensie Rayleighove ¢islo. Okolo
tohto radidlneho vlnového ¢isla utvorime novy interval (malé okolie), ktory opit rozdelime
na mensie podintervaly a predchadzajice vypocty zopakujeme. Postupne delime stale men-
Sie a mensie intervaly az po pozadovanu presnost. Takto ziskané Rayleighove ¢islo, radidlne
vlnové ¢islo a frekvencia st uz kritické. Tymto sme vlastne ziskali jeden bod jednej krivky
na grafoch, vyjadrujicich zéavislost R. = R.(A), k. = k.(A) a 0. = 0.(A), ak uvazujeme
zavislost na Elsasserovom ¢isle A. Celu krivku ziskame, ake nechame predchadzajice vy-
pocty spravit v cykle pre rozne hodnoty A (pripadne Ekmanovho ¢isla E pri zavislostiach
R.=R.E), ke = k(FE), 0. = 0.(F)).

Na vypocet korenov polynému 5. stupna sme pouzili procediru zroots, ktora je sucas-
tou balika programov Numerical Recipes (Press et al 1989). Téato procedira pocita korene
polynému Laguerrovou metédou, ktorej konvergencia je velmi zriedkavo porusen a je do-
stato¢ne rychla aj v pripadoch, ked st koeficienty polynému roéznych radov. NavysSe La-
guerrova metdda je univerzalne pouzitelnd metéda k vypoctu korenov polynémov, pretoze
velmi dobre konverguje v pripade Ilubovolnych typov koreriov, ¢i uz realnych, komplexnych,
jednoduchych alebo viacnasobnych.

6 Numerické vysledky

Specidlna kombinécia mechanickjch a elektromagnetickych hrani¢nych podmienok F =
(volné elektricky nekone¢ne vodivé hranice) umoznila preformulovanie pociato¢ného prob-
lému, ¢o z numerického hladiska viedlo k podstatnému zjednoduseniu. Pévodny kompliko-
vany vlastnohodnotovy problém sa zmenil na jednoduchsi problém hladania koretiov poly-
nomu piateho stupma. Vysledkom numerickych vypoctov s kritické Rayleigh-ove cislo R.,
kritické radidlne vinové ¢islo k. a kritickd frekvencia o.. Nasledujice grafy mozno rozdelit
na 3 hlavné casti: [1] zapadné MAC médy MAC(W), ktorych frekvencia je kladna (o > 0;
obrazky 3 az 7), [2] vychodné MAC médy MAC(E), ktoré maji zaporna frekvenciu (o < 0;
obrazky 8 az 11), [3] prechod MAC(W) médov na MC(W) médy (obrazky 12 az 15).

Vsetky grafy prvej [1] a druhej ¢asti [2] mézme rozdelit na dve skupiny, pricom prva sku-
pina predstavuje sériu grafov, ktoré vyjadruju zavislost kritického Rayleighoveho ¢isla, kri-
tického radidlneho vlnového ¢isla a kritickej frekvencie na Elsasserovom ¢isle (R, = R.(A),
ke = ko(A) a 0. = 0.(A)), kde kazdy takyto graf obsahuje MAC médy s roznymi azimu-
talnymi vlnovymi ¢islami véésinou m = 1, 2, 5, 30 (podla potreby st niekde pridané aj
dalsie médy s inymi azimutalnymi vinovymi ¢islami), ale s jednym konStantnym Robert-
sovym ¢islom ¢. Na zjednodusSenie orientacie medzi grafmi zavedieme nasledujicu logiku,
ktort vysvetlime na jednom priklade. Oznacenie grafu menom WQ1.1R znamena, ze ide
o zépadné médy (W), graf vyjadruje zavislost kritického Rayleigh-oveho ¢isla (R) na El-
sasserovom Cisle; vSetky krivky, ktoré graf obsahuje, maji rovnaké Robertsove ¢islo rovné
hodnote 1.1 (v oznaceniach grafov vyjadrené symbolom Q1.1) a liSia sa len roznymi azimu-
talnymi vlnovymi ¢islami m.

Takéto pomenovanie grafov mé zjednodusit a zrychlit identifikiciu grafu skor intuitivne,
lebo stvisi so zakladnymi charakteristikami grafu (vzajomna zavislost veli¢in na grafe, kon-
Stantné vstupné parametre, typ MAC médu, W alebo E), pri¢om koresponduje s textom,
ktory je na kazdom grafe v jeho hornej Casti v rdmceku a hovori v podstate to isté, ale
trocha inym $tylom. VSetky grafy st v skutocnosti ¢islované klasickym spdsobom (napr.
obr. 3a, obr. 3c). Grafy st zoskupené do obrazkov, kde kazdy obrazok obsahuje 6 grafov
rozliSenych pismenami a, b, c, d, e, f.

Numerické vipocty boli spravené pre Robertsove ¢isla ¢ = 0.5,0.9,1.,1.1,2., 5. (v pripade
MAC(E) médov ¢ = 1.05, 1.1, 2., 5.) a pre Ekmanove ¢&islo E = 3-107". Zavislost k. = k.(A)
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zna¢ime k a zavislost 0. = 0.(A) znacime s, napr. EQ2.k a EQ1.1s.

V druhej skupine grafov si Robertsove ¢islo g a azimutalne vinové ¢islo m vymenili alohy.
Grafy vyjadruja jednu z troch uz popisanych zavislosti, pricom jednotlivé mdédy v rameci
jedného grafu maja rovnaké azimutalne vinové ¢islo, ale lisia sa Robertsovymi ¢islami. Na
oznacenie grafov si zavedieme podobny systém ako v prvej skupine, napr. WMb5s. Logika je
ta ista, az na pismeno M, ktoré hovori, Ze ide o médy s rovnakym azimutalnym vlnovym
¢islom m s danou hodnotou (v nasom pripade m = 5), ktoré sa lisia len Robertsovymi
¢islami ¢. Ide v podstate o tie isté médy ako v prvej skupine, az na to, zZe kym v prvej skupine
st pozoskupované podla rovnakyjch Robertsovych ¢isel, v druhej skupine st zoskupené podla
rovnakych azimutalnych vlnovych ¢isel. Vietky MAC(W) a MAC(E) médy boli po¢itané pri
Ekmanovom ¢isle £ = 3-1077 a pri Elsasserovom ¢isle v rozpéti A € (1-107%,3000). Jednym
z dolezitych rozdielov MAC(W) a MAC(E) mdédov je, Ze zatial ¢o zapadné MAC médy
existuji v celom uvazovanom rozpiti A, vychodné mdédy zacinaji existovat az od urcitej
nabehovej hodnoty A, ktora zavisi od Robertsovho ¢isla ¢ aj od azimutélneho vlnového ¢isla
m.

Tretiu [3] najmenej rozsiahlu ¢ast grafov, prechod MAC(W) médov na MC(W) médy
mozme rozdelit na dve podskupiny, kde prva obsahuje grafy vyjadrujice zavislosti kri-
tického Rayleighoveho cisla, kritického radialneho vlnového c¢isla a kritickej frekvencie na
Ekmanovom ¢isle (R, = R.(E), k. = k.(F) a 0. = 0.(F)) pri hodnote Elsasserovho ¢isla
A = 2500 s azimutalnym vlinovym c¢islom m = 1, Robertsovym cislom ¢ = 1.0 a s Ek-
manovym &islom v rozpiti E € (0.2 - 1073, 1.5 - 1073). Jednotlivé krivky vyjadruji médy

s roznymi vertikdlnymi vlnovymi ¢islami [ = 1,2,---,10,11. Druh& podskupina obsahuje
dve série grafov zavislosti R. = R.(A), k. = k.(A) a o, = 0.(A) pri m = 1, ¢ = 1.0, pre
rozne vertikdlne vinové ¢isla [ = {1,---, 11}, kde A berieme v rozpiti 1-107* — 2500 v prvej

sérii a 100 — 3000 v druhej sérii.

6.1 Zapadné MAC mody

Prva ¢ast prezentovanych grafov pre MAC(W) mdédy zacina trojicou grafov oznacenych
v zmysle hore vysvetlenej logiky WQ.5R, WQ.5k, WQ.5s (obr. 3a, b, c). Tieto grafy ob-
sahuju po 4 krivky znazornujice 4 moédy pri konstantnom Robertsovom ¢isle ¢ = 0.5,
s roznymi azimutalnymi vlnovymi ¢islami m = 1, 2, 5, 30. Médy v grafe WQ.5R (obr. 3a)
majui podobny tvar, charakterizovany zaciatocnou vodorovnou castou, ktortt budeme dale;
nazyvat viskézny méd (v-mdéd), lebo jeho existencia je podmienend nenulovou viskozitou
a ¢astou podobnou parabole s lokdlnym minimom, ktort budeme dalej nazyvat hydromag-
neticky méd (h-méd), ktory existuje aj pri nulovej viskozite. Viskézny mdéd je pre vsetky
styri médy rovnaky, ¢o sa tyka hodnoty kritického Rayleighoveho ¢isla R, t.j. je nezavisly
na azimutalnom vlnovom ¢isle m. Jednotlivé mdédy sa odlisuju len v h-mdédoch a v hod-
notach Elsasserovho ¢isla A, pri ktorych dochadza k prekrizeniu v-médu a h-médu. Této
hodnota A7} hovori o zmene preferencie v-médu na h-méd pri azimutalnom vlnovom cisle
m pre A > A7} z dévodu mensieho Rayleigoveho ¢isla u h-médu. Hodnoty A7} sa s naras-
tom m zmens$uju. Médy s m = 2, 5, 30 sa vyznacuju istym druhom symetrie vzhladom
na lokdlne minimum R., ale méd s m = 1 tto symetriu porusuje. Na grafe WQ.5k (obr.
3b) st jednotlivé médy charakterizované prudkym skokom v hodnote kritického radidlneho
vlnového cisla z hodnot k. ~ 200 na hodnotu k. ~ 3, ¢o suvisi s prechodom v-mdédu na
h-méd, ktory mé radovo iné hodnoty k.. Pre hodnoty A > O(10) sa médy s m = 5, 30
kvalitativne lisia od médov s m = 1, 2. Mame dovod predpokladat, Ze aj médy s m = 5, 30
grafu WQ.5s (obr. 3c) neobsahuji skoky v hodnotach o, ¢o znamenad, ze kritické frekvencie
v-médu a h-moédu st rddovo rovnaké. Podobne ako v pripade grafu W(Q.5k aj na tomto
grafe sa médy s m = 1, 2 odlisuji kvalitou od médov s m = 5, 30, navyse 1W mdd
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znova vykazuje isty typ nesymetrie, ktora stvisi s nesymetriou v pripade grafu WQ.5R.
Nasledujuca trojica grafov WQ.9R, WQ.9k, WQ.9s (obr. 3d, e, f) vyjadruje tie isté zavis-
losti ako predchadzajica s tym rozdielom, Ze Robertsove ¢islo ¢ sa zmenilo z hodnoty 0.5
na hodnotu 0.9. Znova mame 4 médy 1W, 2W, 5W, 30W, ktoré maju ten isty charakter,
ako na predchadzajucich grafoch. Méd 1W na grafoch WQ.9R (obr. 3d) a WQ.9s (obr. 3f)
vykazuje stale nesymetriu, ktora ale nie je az taka vyrazné ako v pripade ¢ = 0.5. Najvacsi
rozdiel oproti pripadu ¢ = 0.5 nastal v grafe WQ.9s, kde sa na krivkach objavuju skoky,
ktoré suvisia s prechodom v-médov na h-mddy. Tieto skoky vyjadruju fakt, Zze v pripade
q = 0.9 sa frekvencie v-modu mierne lisia od frekvencii h-moédu. Frekvencie st radovo stéale
rovnaké (na rozdiel od radidlnych vlnovych éisel), ale h-méd ma trocha mensie frekvencie
ako v-maod.

Trojica grafov (obr. 4a, b, ¢) pre pripad Robertsového ¢isla ¢ = 1.0 sa od pripadu ¢ = 0.9
odliSuje minimalne. Nesymetria 1W modu sa stratila a zdanlivy kvalitativny rozdiel médov
1W a 2W oproti médom 5W a 30W by sa pravdepodobne tiez stratil, ak by sme brali do
uvahy A > 2000.

MAC médy pre pripad ¢ = 1.1 vyrazne menia svoju kvalitu, ¢o dobre vidiet hlavne na
grafoch WQ1.1k (obr. 4e) a WQ1.1s (obr. 4f). Toto spravanie sa dalo o¢akavat vzhladom na
fakt, ze uz analytické vypocty davali rozdiely v mnohych rovniciach pre pripad ¢ > 1 oproti
pripadu ¢ = 1, ¢o sa prejavilo hlavne vii¢Sou zlozitostou mnohych vyrazov. Zmenu kvality
vidiet hlavne na grafe zavislosti k. = k.(A), kde sa u médu 30W objavuji dva zakmity,
jeden ostry [pozri diskusiu k nastupu MAC(E) médov v ¢asti 7.2] a druhy miernejsi. Méd
5W obsahuje naznak takéhoto zakmitu. Podobne sa objavuje isty druh vydutia aj na grafe
WQL1.1s (obr. 4e) pre méd 30W a znova naznak takéhoto spravania sa aj u médov s mensim
azimutalnym vlnovym ¢islom. Kritické Rayleighove ¢isla v pripade ¢ = 1.1 sa od pripadu
g = 1 lisia minimalne.

Vsetky zvlastnosti MAC médov, ktoré sa objavili v pripade ¢ = 1.1 sa v pripadoch

= 2 a ¢ = 5 (v nasledujtcich Siestich grafoch) este zvyraznili. Naviac sa objavil zakmit aj
v grafoch WQ2.R (obr. 5a) a WQ5.R (obr. 5d), teda v zavislosti kritického Rayleighoveho
¢isla na A.

Druhd cast grafov, tykajucich sa MAC(W) mddov, zacina trojicou zavislosti (R. =
R.(A), k. = k.(A) a 0, = 0.(A)) pre IW méd pri Robertsovych éislach ¢ = {.1, .5, .9, 1.,
1.1, 2., 5.}, teda celkovo 7 kriviek. Na grafe WMI1R (obr. 6a) vidime v podstate jeden
MAC méd pri réznych hodnotéch g. KedZe ide o jeden mdéd, tak prechod v-mdédu na h-méd
prebehne pri tej istej hodnote A} pre vSetky uvazované g. Prechod nie je zavisly na q.
Zaujimavé je aj rozdielne spravanie médu pre hodnoty ¢ < 1 a ¢ > 1, kde rozdiel spociva
v nezachovavani, resp. zachovavani urcitej symetrie hydromagnetickej ¢asti médu. Médy so
svojimi vlastnostami v pripade ¢ = 1 sa radia ku ¢ < 1 alebo ku ¢ > 1. Z grafu WM1k
(obr. 6b) vidno, Ze viskézna ¢ast médu je pre vSetky hodnoty g opit rovnaka, rozdiely st
len v hydromagnetickej ¢asti médu. Znova mame rozdielne spravanie sa kriviek pre ¢ < 1
a ¢ > 1, pricom v pripadoch ¢ < 1 krivky dosahuju lokalne maximum, ktoré s poklesom ¢
klesa a posuva sa k mensim hodnotdm A. Krivky grafu WM1s (obr. 6¢) sa zhodujua s kriv-
kami na grafoch WM1R a WM1k, ¢o sa tyka rozdielnosti kvality pre ¢ < 1. a ¢ > 1. Z grafu
je este zrejmé, ze rozdiel kritickych frekvencii v-médu a h-moédu sivisi s hodnotou ¢, ¢o
vidno na vyraznosti skoku pre jednotlivé ¢q. Poklesom ¢ po ur¢iti hodnotu ¢; vyraznost
skokov klesd, a potom zacina opif rast, ale opaénym smerom, ¢o znamend, Zze h-mdéd ma
vicsie kritické frekvencie ako v-mdéd pre g < ¢y, zatialéo pre ¢ > ¢; je kriticka frekvencia
h-médu mensia ako kritické frekvencia v-médu (o}, < 0y,).

Dalsia trojica grafov, vyjadrujtca rovnaké zavislosti, sa tyka médu 2W. Na prvom grafe
WM2R (obr. 6d) sa na rozdiel od médu 1W stratila nesymetria pre krivky s ¢ < 1. Na grafe
WDM2k (obr. 6e) sa lokdlne maximum objavilo u dalsich kriviek. Na grafe WM2s (obr. 6f),
poslednom z tejto trojice, sa zvyraznil kvalitativny rozdiel medzi krivkami s ¢ <1 a g > 1.
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Obr. 3: Zavislosti kritickych ¢isel MAC(W) médov — Rayleighoveho R, (a, d), radidlneho vinového k. (b,
e) a frekvencie o, (c, f) na Elsasserovom ¢isle A pri hodnotach Robertsovho ¢isla ¢ = 0.5 (a, b, ¢) a ¢ = 0.9
(d, e, f) pre rézne azimutélne vlnové éisla m = 1, 2, 5, 30.
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Obr. 4: Zavislosti kritickych ¢isel MAC(W) médov — Rayleighoveho R, (a, d), radidlneho vinového k. (b,
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Obr. 5: Zavislosti kritickych ¢isel MAC(W) médov — Rayleighoveho R, (a, d), radidlneho vinového k. (b,

e) a frekvencie o, (¢, f) na Elsasserovom ¢isle A pri hodnotach Robertsovho ¢isla ¢ = 2.0 (a, b, ¢) a ¢ = 5.0
(d, e, ) pre rozne azimutalne vlnové ¢isla m =1, 2, 5, 30.
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Obr. 6: Zavislosti kritickych ¢isel MAC(W) médov — Rayleighoveho R, (a, d), radidlneho vinového k. (b,
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Obr. 7: Zavislosti kritickych ¢isel MAC(W) médov — Rayleighoveho R, (a, d), radidlneho vinového k. (b,
e) a frekvencie o, (c, f) na Elsasserovom ¢isle A pri hodnotéch azimutalneho vinového ¢isla m =5 (a, b, )
am =30 (d, e, f) pre rézne Robertsove ¢isla ¢ = .1, .5, .9, 1., 1.1, 2., 5. (+¢ = 1.01 pri m = 30).
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Z predposlednej trojice grafov tykajucich sa médu 5W sa grafy WMb5R (obr. 7a) a WMb5s
(obr. 7c) kvalitativne nelisia od predchadzajicich grafov WM2R (obr. 6d) a WM2s (obr.
6f). Rozdiel je len v grafe WM5k (obr. 7b), kde sa oproti grafu WM2k (obr. 6e) stratilo
lokalne maximum pre krivky s ¢ = 0.5, 0.9. Naviac sa u kriviek s ¢ = 2., 5. objavuje zakmit
pri hodnotach A = O(1).

Posledna trojica grafov v éasti MAC(W) sa tyka médu 30W. Na prvom grafe oznac¢enom
WMB30R (obr. 7d) sa objavuje zdkmit u kriviek s ¢ = {2., 5.}. Druhy graf ndzorne ukazuje,
ako prudko sa pre hodnoty ¢ < 1 a ¢ > 1 meni kvalita kriviek, teda ako vyrazny je rozdiel
v kvalite kriviek pre ¢ < 1 a ¢ > 1. Vidime, Ze sa u kriviek s ¢ > 1 objavuje zakmit. Staci,
ak sa hodnota ¢ velmi malo odlisuje od 1 (v nasom pripade ¢ = 1.01), méd 30W sa zacne
spravat dost odlisne. Podobné vlastnosti (rézne spravanie sa kriviek pre ¢ < 1. a ¢ > 1.)
vykazuju aj krivky na grafe WM30s (obr. 7f). Pozri diskusiu k nastupu MAC(E) médov
v nasledujticej kapitole v casti 7.2.

6.2 Vychodné MAC mddy

Aj v pripade vychodnych MAC(E) médov rozdelime grafy na dve ¢asti, kde v prvej Casti
bud jednotlivé grafy obsahovat krivky, odpovedajice réznym azimutalnym vinovym &is-
lam m pri jednom konsStantnom Robertsovom d¢isle ¢. Druhé ¢ast, rovnako ako v pripade
MAC(W) médov, obsahuje grafy vzdy jedného médu s konkrétnym m, kde jednotlivé krivky
prislichaju réznym hodnotam q.

Prva cast zacina trojicou grafov, ktoré vyjadruju zavislosti R. = R.(A), k. = k.(A)
a 0. = 0.(A) pre jediné ¢ a viac hodnot m. Prva trojicu grafov pre Robertsove ¢islo
g = 1.05 budeme znacit EQ1.05R, EQ1.05k a posledny graf EQ1.05s (obr. 8a, b, c¢). Na
prvom grafe EQ1.05R (obr. 8a) moézme vidief $tyri médy s m = 1, 2, 5, 30. Pre kazdy mdéd
existuje nabehova hodnota A = A%, pri ktorej zacne existovat. Tato hodnota je pre roézne
¢isla m rézna a s narastom m sa posuva k mensim hodnotam A. Kazda krivka dosahuje
lokalne minimum, ktoré sa s narastom m tiez zmensuje. Na grafe EQ1.05k (obr. 8b) maji
médy 1E a 2E iny tvar ako mdédy 5E a 30E. Méd 30E mé podobné spravanie ako moéd
5E, aZ na lokdlne minimum a s nim stvisiacu preliacent ¢ast v intervale A € (10, 300).
Zaujimavy je tiez prudky pokles radidlneho vinového ¢isla £ u moédov 30E a 5E poklesom A
v blizkosti hodndt A%}, pre ktoré zac¢inaji svoju existenciu. Pre MAC(E) mdédy je typické,
Ze ich frekvencia je zapornd, preto na grafe EQ1.05s (obr. 8c) je frekvencia o, v absolitnej
hodnote. Z grafu vidno, ze médy 2E, 5E a 30E maju jednotni logiku (|o.| s ndrastom A
rastie), zatial ¢o méd 1E sa sprava opacne.

Dalsia trojica grafov stvisi s Robertsovym é&islom ¢ = 1.1, pri¢om grafy sti pomenované
EQ1.1R, EQl.1k a EQ1.1s (obr. 8d, e, f). Grafy tejto trojice sa kvalitativne nelisia od grafov
predchadzajicej trojice pri ¢ = 1.05. Nasledujtca trojica grafov predstavuje MAC(E)
médy pri ¢ = 2 s oznacenim EQ2.R, EQ2.k a EQ2.s (obr. 9a, b, ¢). K médom 1E, 2E,
5E a 30E je pridany dalsi méd 3E. Graf EQ2.R (obr. 9a) je velmi podobny grafu EQ1.1R
(obr. 9d) z predchadzajtcej trojice, krivky sa kvalitativne neliSia, opdf zacinaju existenciu
pri uréitej hodnote A, roznej pre rdzne azimutalne vinové ¢isla m. Z grafu EQ2.k (obr.
9b) vidime ddévod pridania médu 3E. Préve krivka odpovedajica médu 3E je hrani¢nou
krivkou, ktord oddeluje médy 1E a 2E od kvalitativne inych médov s m > 3. Graf EQ2.s
(obr. 9¢) sa od rovnakého grafu predchadzajtcej trojice kvalitativne nelisi.

Trojica grafov s oznac¢enim EQ5.R, EQ5.k a EQ5.s (obr. 9d, e, f) neprinasa kvalitativne
ni¢ nové oproti predchadzajicej trojici a uvadzame ju kvoli aplnosti.

Druhd ¢ast grafov (obr. 10 a 11) obsahuje Styri trojice grafov, ktoré vyjadruju tie isté
zavislosti R, = R.(A), k. = ko(A) a 0. = 0.(A), pricom kazda trojica odpovedad vzdy
jednému MAC(E) médu s konkrétnym azimutdlnym vlnovym ¢islom m a rozne krivky
prislichaji roznym hodnotam ¢isla g. Styri trojice grafov odpovedaji $tyrom hodnotam
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Obr. 8: Zavislosti kritickych éisel MAC(E) médov — Rayleighoveho R, (a, d), radidlneho vinového k. (b, e)
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Obr. 9: Zavislosti kritickych éisel MAC(E) médov — Rayleighoveho R, (a, d), radidlneho vinového k. (b, e)
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¢islam = {1, 2, 5, 30}.

Prva trojica grafov opisuje vlastnosti médu 1E pri Robertsovych ¢islach ¢ = {1.05, 1.1,
1.5, 2., 3., 4., 5.}. Na grafe EM1R (obr. 10a) je sedem kriviek, ktoré maju jednotnu logiku,
¢o sa tyka tvaru kriviek. Méd 1E potrebuje ku svojej existencii vysoké hodnoty Elsasserovho
¢isla (A > O(100)), pricom pokles Robertsovho ¢isla g koresponduje s narastom hodnoty
A = Afg, od ktorej zadina existovat 1E mdéd. Numerické vypocty ukézali, ze vychodné
MAC mdédy neexistuju pre ¢ < 1 a z grafu vidime, Ze ¢im viac sa s hodnotou ¢ blizime
k 1, tym viac sa existencia médu postva k velkym hodnotdm A. Graf EM1k (obr. 10b)
obsahuje krivky, ktoré sa spravaju opit podla rovnakej logiky. U vSetkych kriviek je pokles
radiadlneho vinového éisla k. s A, pricom strmost kriviek sa s poklesom ¢ zvii¢suje. Méd 1E
ma pri vSetkych uvedenych hodnotach ¢isla ¢ relativne nizke hodnoty radialneho vinového
¢isla k. = O(10). Z grafu EM1s (obr. 10c) mo6zme vidiet prechod kriviek z jednej kvality
na int. Krivky s ¢ = {1.05, 1.1, 1.5, 2.} znézortiuju pokles frekvencie |o.| s ndrastom A
a u kriviek s ¢ = {3., 4., 5., } sa objavuje maximum, po dosiahnuti ktorého za¢nt krivky
pozvolne klesat.

Druht trojicu grafov, stvisiacich s médom 2E,; ozna¢ujeme EM2R, EM2k a EM2s (obr.
10d, e, f). Krivky na prvom grafe z tejto trojice, sa kvalitativne lisia od kriviek na grafe
EMIR (obr. 10a) z predchadzajicej trojice. Krivky grafu EMI1R ukazuja, Ze pre q =
{3., 4., 5.} sa Rayleighove ¢islo po pociatoénom poklese ustali na konstantnej hodnote,
zatial ¢o na grafe EM2R (obr. 10d) vSetky krivky po dosiahnuti minima za¢ni rast s na-
rastom A, pri¢om sklon vSetkych kriviek je rovnaky. Graf EM2k (obr. 10e) obsahuje krivky
velmi podobné krivkdm na grafe EM1k (obr. 10b); ukazuji pokles radidlneho vlnového ¢isla
k s narastom A, pricom hodnoty k st pre mdéd 2E este nizsie ako pre méd 1E.

Dalsia trojica grafov s oznacenim EM5R, EM5k, EM5s (obr. 11a, b, ¢) opisuje vlastnosti
médu 5E. Prvy graf, zndzornujuci zavislost R. = R.(A), obsahuje $tyri krivky pre ¢ =
{1.01, 1.1, 2., 5.}, na ktorych mozme vidiet pociatoény pokles Rayleighoveho ¢isla, ktory
sa po dosiahnuti minima zmeni na mierny narast s rovnakym sklonom pre vsetky uvazované
hodnoty ¢. Dalej je mozné vidiet, tak ako aj u predchadzajicich grafov pre m = 1 a 2, pokles
Rayleighoveho ¢isla s narastom ¢. Ak porovname graf EM5k (obr. 11b) s grafom EM2k (obr.
10e) z predchédzajicej trojice, tak hned vidime zdsadnt zmenu kvality kriviek. Hlavna
zmena je v tom, ze radidlne vinové ¢islo médu 2E pre vsetky hodnoty ¢ klesd s narastom
A, ale pre méd 5E sa krivky zacinaja prudkym narastom, ktory sa pre vsetky g postupne
zmierni a po dosiahnuti maxima za¢nu krivky zase mierne klesat okrem pripadu ¢ = 1.01,
ktory na celom uvazovanom intervale hodnét A rastie. Graf EMb5s (obr. 11c) nedéava oproti
grafu EM2s (obr. 10f) kvalitativne ni¢ nové.

Grafy, opisujuce vlastnosti vychodnych MAC mddov, uzatvara trojica grafov EM30R,
EM30k a EM30s (obr. 11d, e, f), tykajtcich sa médu 30E. Porovnanim tejto trojice s pred-
chadzajicou si mézme v8imnit minimum zmien v tvare kriviek. Hoci sa azimutélne vlnové
rovnaka, ¢o ndm umorziiuje vyslovit predpoklad, Ze dalsim zvySovanim éisla m (t.j. rozdro-
bovanim v azimutdlnom smere) by sa nové kvalita kriviek uz nemala objavovat.

6.3 Prechod MAC(W) médov na MC(W) médy

Aj tato ¢ast otvarame trojicou grafov, ktoré znazornuju zavislosti kritického Rayleighoveho
¢isla R., kritického radidlneho vlnového ¢isla k. a kritickej frekvencie o. na Elsasserovom
¢isle A. Grafy znazornuja zapadny 1W mod pri hodnote Robertsovho ¢isla ¢ = 1, pri¢om
je dolezité poznamenat, Ze hodnota Ekmanovho ¢&isla je E = 1073. Na prvom grafe (obr.
12a) mame jedenast kriviek, ktoré znazornuju zavislost R. = R.(A) médu 1W pre jedenést
vertikalnych vlnovych ¢isel [ =1, 2, ..., 10, 11. Méd 1W pre pripad [ = 1 ma typicky tvar
MAC(W) médu, kde mozme pozorovaft prechod viskézneho médu na hydromagneticky mad.
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Podobny prechod je eSte naznaceny v pripadoch [ = 2,3,4 aj ked sa vyraznost h-médu
postupne zmens$uje. v pripadoch [ > 4 uz o h-mdédoch nemdzme hovorif. Vsetky krivky
na tomto grafe maja spolo¢ni vlastnost, ktorou je prudky pokles Rayleighoveho ¢isla do
zapornych hodndét. Jednotlivé mdédy s roznymi c¢islami [ sa odlisuji hodnotou A, pri ktorej
krivka pretne os R = 0. Nestabilitu, ktora vznika pri R = 0, nazyvame nestabilitou typu
MC vin. Druhy graf (obr. 12b) znazoriiujici zavislost k. = k.(A) obsahuje opif jedenast
kriviek pre rozne hodnoty /. Prechod v-moédu na h-moéd ma v pripade [ = 1 charakter skoku
radidlneho vlnového ¢isla k, ale pre pripady [ > 1 uz ziaden skok neexistuje a postupne
sa s narastom [ straca rozdiel medzi v-médom a h-médom. Na tomto grafe mézme vidiet,
ze prechod MAC médov na MC méd je charakterizovany prudkym poklesom radidlneho
vlnového ¢isla k nulovej hodnote. Treti graf (obr. 12c¢) ukazuje, Ze frekvencie pre vSetky
vertikalne vinové ¢isla [ s narastom A tiez rasta a priblizovanim sa ku hodnote A, pri ktorej
ddjde k prechodu MAC moédu na MC mdd, sa s frekvenciou ni¢ vyznamné nedeje. Prechod
v-médu na h-méd mozno pozorovat nevyraznym skokom frekvencie jedine v pripade [ =
1. Zatial ¢o v predchadzajicej trojici grafov sme sa zamerali na MAC(W) médy a ich
spravanie pri priblizovani sa k hodnotam A, pri ktorych dochadza k prechodu na MC médy,
A € (100, 3000) (v logaritmickej skale), v ktorom dochadza k prechodu MAC mdédov na
MC médy pre vSetky hodnoty [ = 1, ..., 11. Tato trojica grafov obsahuje na rozdiel od
predchadzajicej popri MAC médoch aj MC médy. Mame tak moznost pozorovat prechod
MAC médov na MC médy a zmeny zakladnych parametrov: radidlneho vlnového cisla
a frekvencie pri tomto prechode. Prvy graf (obr. 12d) ukazuje zavislost Rayleighoveho ¢isla
R na Elsasserovom ¢isle A. VSetkych jedenast kriviek sa sprava rovnako, ¢o znamend, Ze
pri urcitej hodnote A za¢ne Rayleighove ¢islo prudko klesat k nule a pre vyssie hodnoty A
ostane na nulovej hodnote. Hovorime ze MAC méd presiel na MC méd. Hodnota prechodu
A; je pre kazdu krivku ind a stuvisi s roznostou vertikdlneho vinového ¢isla [. D4 sa ukazat,
7e pre E = 1073 medzi hodnotou A; a vertikdlnym vlnovym &slom [ plati priblizny vztah
A; = 1000 + 0.097 1%, (Soltis 2003, str. 15; priloha A). Na druhom grafe (obr. 12e) mame
moznost vidief, ako sa pre jednotlivé ¢isla [ sprava radidlne vlnové ¢islo k., resp. k (pre
MAC, resp. MC mddy) v zavislosti na A. VSetky MAC médy, prisluchajice vertikalnym
vlnovym ¢islam [ = 1,...,11, koncia svoju existenciu poklesom radiadlneho vinového cisla
k. do nuly. Nulovit hodnotu dosiahnu jednotlivé médy prave v hodnotach A;, pricom pre
A > A; uz existujit MC médy, pre ktoré radidlne vinové ¢islo k (nie k.) postupne opiit
narastd. Posledny graf (obr. 12f) tejto trojice ukazuje spravanie sa frekvencie o, resp. o
pri prechode MAC médu na MC méd. Kazda krivka ma dve casti, kde prva suvisi so o,
pre MAC mddy a druhé so o pre MC mdédy. Prvéa cast kazdej krivky rastie, az dosiahne
hodnotu o, = o = 1000, pri ktorej MAC médy prechadzaju do MC mddov. Frekvencie o
vzniknutych MC mddov zac¢inaji od tejto hodnoty s narastom A klesat.

Nasledujuca trojica grafov (obr. 13a, b, c¢) ukazuje zavislosti Rayleighoveho ¢isla, radial-
neho vlnového ¢isla a frekvencie na Ekmanovom ¢isle pri konstantnej hodnote Elsasserovho
¢isla A = 2500, Robertsovom ¢isle ¢ = 1 a azimutdlnom vlnovom ¢isle m = 1 (oproti
predchadzajicim grafom si £ a A vymenili tlohu). Hodnoty Ekmanovho ¢isla sme brali
z intervalu £ € (2-107% 1.5-1073), pricom st op#t zobrazené mdédy s vertikdlnymi
vlnovymi ¢islami [ = 1, ... , 11. Na prvom grafe (obr. 13a) mozeme vidiet jedenast kri-
viek vyjadrujtcich pokles kritického Rayleighoveho ¢isla z relativne vysokych hodnét radu
O(1000) na nulu. Opét mame prechody MAC médov na MC médy. K prechodu MAC médu
na MC mdd dbjde pre rozne vertikalne vinové ¢isla [ pri réznych hodnotach Ekmanovho

¢isla. Aj v tomto pripade sa da odvodit vztah El(l) = (A — /A2 — 4x})/(27}), ktory urcuje

prechodové Ekmanove ¢islo El(l) ako funkciu Elsasserovho cisla A a vertikalneho vlnového
¢isla [, pri ktorom prejde MAC méd na MC méd (pozri ¢ast 7.1). Velmi zaujimavo sa spréva
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Obr. 12: Zavislosti kritickych ¢isel R., k. a 0. pre MAC(W) mddy a ¢isel R, k a o pre MC(W) médy
na Elsasserovom ¢isle A pri hodnotach Robertsovho ¢isla ¢ = 1.0, azimutalneho vlnového ¢isla m = 1,
Ekmanovho é&isla E = 1072 pre rézne hodnoty vertikalnych vlnovych ésel [ =1, ..., 11. Rayleighove &isla

R. a R (a, d), radidlne vlnové ¢isla k. a k (b, e) a frekvencie o, a o (c, ).
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Obr. 13: Zavislosti kritickych ¢isel R., k. a 0. pre MAC(W) mddy a ¢isel R, k a o pre MC(W) médy
na Ekmanovom c¢isle F pri hodnotach Robertsovho c¢isla ¢ = 1.0, azimutalneho vlnového ¢isla m = 1,
Elsasserovho ¢isla A = 2500 pre ro6zne hodnoty vertikalnych vlnovych ¢isel I =1, ..., 11. Rayleighove ¢isla

R. a R (a, d), radidlne vlnové ¢isla k. a k (b, e) a frekvencie o, a o (c, ).
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mod s vertikdlnym vIinovym ¢islom [ = 11, ktory pri hodnote Ekmanovho ¢isla Eﬁ) prejde
z MAC médu na MC méd (Rayleighove ¢islo ostava nulové), ale po dosiahnuti urcitého
Ekmanovho ¢isla znovu prejde (a teda vrati sa) na MAC méd. Tento prechod sa prejavi
prudkym nérastom Rayleighoveho ¢isla z nulovej hodnoty na hodnotu radu O(1000). Na
druhom grafe (obr. 13b), vyjadrujicom zavislost radidlneho vlnového ¢isla k., resp. k na
Ekmanovom ¢isle vidime, ze prechod MAC moédu na MC mdd je sprevadzany poklesom
radidlneho vlnového ¢isla k. k nule. Vzniknuty MC mdd zacina svoju existenciu pri nulovej
hodnote radialneho vlnového disla k, ktoré s narastom Ekmanovho d¢isla rastie az po ur-
¢ité maximum, po dosiahnuti ktorého za¢ne opit klesat. Nulovii hodnotu ¢isla & dosiahnu
mody s roznymi vertikdlnymi vinovymi ¢islami pri réznych hodnotach Ekmanovho ¢isla.
Méd s | = 11 existuje ako MC mdéd len na uréitom intervale E, pricom prejde opitf na
MAC mod. Tento prechod je znovu sprevadzany poklesom radialneho vinového cisla &k na
nulu a vzniknuty MAC mdéd je charakterizovany narastom ¢isla k.. Treti graf (obr. 13c),
vyjadrujuci zavislost 0. = o.(F), resp. ¢ = o(F), zobrazuje spravanie sa frekvencie pri
prechode MAC mdédov na MC mddy. Mézme si vSimnut, Ze frekvencia MAC médu rastie

MC(W), E=10°, q=1., m=1
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Obr. 14: Zéavislost radidlneho vlnového ¢isla k& na Elsasserovom ¢isle A pre rézne hodnoty vertikdlneho
vlnového &isla I = 1, ..., 11 pri Ekmanovom ¢isle E = 1072 a azimutdlnom vlnovom &sle m = 1. Plné
krivky sa MC médy a ¢iarkované krivky su ich asymptotické funkcie.

az po ur¢it hodnotu oy, pri ktorej déjde k prechodu na MC mdd. Tento prechod je spre-
vadzany zmenou monoténnosti, kedze frekvencie MC médov s narastom Ekmanovho ¢isla
klesaju. Nasledujuca trojica grafov (obr. 13d, e, f) opisuje tie isté zavislosti pri tych istych
vstupnych parametroch (¢ = 1., m = 1, A = 2500) ako u predchadzajtcej trojice; odlisujt

.....

ze zaujimave spravanie sa moédu s [ = 11 kopiruju aj médy s mensim vertikalnym cislom. Na
prvom grafe (obr. 13d) mame moznost vidiet okrem prudkého poklesu Rayleighoveho ¢isla

R. umédov s vertikalnymi ¢islami l =1, -- -, 11 (prechod MAC na MC), aj prudké narasty
¢isla R. u médov s vertikdlnymi vlnovymi ¢islami [ = 11, 10, 9, 8, 7, 6 (prechod MC na
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Obr. 15: Zavislost radidlneho vinového ¢isla & na Ekmanovom ¢éisle E pre rdzne hodnoty vertikélneho
vlnového ¢isla [ = 1, ..., 11 pri Elsasserovom ¢isle A = 2500 a azimutalnom vlnovom ¢isle m = 1. Plné
krivky sa MC médy a ¢iarkované krivky su ich asymptotické funkcie.

MAC). Aj prechod MC na MAC sa pre roézne vertikdlne vlnové ¢isla | deje pri roznych
hodnotach Ekmanovho ¢isla E, pricom vztah El(z) = (A + /A2 — 47})/(27}), kory dava
hodnotu F, pri ktorej dojde k prechodu MC na MAC pre rézne Cisla [ je velmi podobny
vztahu stvisiacemu s prechodom MAC na MC. Z grafu vidime, Ze interval Ekmanovho ¢isla,
na ktorom existuje MC mdd, sa s poklesom vertikalneho ¢isla [ zvicsuje. Hodnoty El(Q) sa
s poklesom [ veImi prudko posivaji smerom k velkym a fyzikalne nezaujimavym hodnotam,
¢o je aj dovod, preco sme nezvolili taky rozsah E aby na grafe boli zobrazené prechody MC
na MAC pre vSetky ¢isla I =1, ---, 11. Druhy graf (obr. 13e) zavislosti k = k(F) ukazuje,
Ze zaujimavé spravanie sa modu s [ = 11 je rovnaké aj pre médy s [ < 11. Lokalne maximum
radidlneho vlnového ¢isla k, ktoré MC médy dosahuji, tiez suvisi s vertikdlnymi vlnovymi
Cislami. Treti graf (obr. 13f) ukazuje frekvenciu jednotlivych médov s [ = 1, ---, 11, ako
funkciu Ekmanovho ¢isla . Zmenu sklonu krivky, ktora suvisi s prechodom MC na MAC
mozno pozorovat aj u médov s [ < 11, pricom tak ako MC mddy, aj z nich vzniknuté MAC
mo6dy maju klesajuci charakter, kde frekvencia postupne s narastom Ekmanovho ¢isla klesa
k nule.

Na predchadzajicich grafoch, ktoré sa tykali prechodov MAC na MC, je mozné vidiet, ze
kazdy takyto prechod je spojeny s poklesom radialneho vlnového ¢isla & do nuly. V pripade
konstantného Ekmanovho ¢isla E = 1073, jednotlivé MAC médy s roznymi vertikalnymi
vlnovymi ¢islami [ prejdi na MC médy (R = 0) pri rdznych hodnotéch Elsasserovho ¢isla
A. V pripade konstantného Elsasserovho ¢isla A = 2500 existuju prechody MAC na MC
ale aj MC na MAC pri roznych Ekmanovych ¢islach E pre rozne [. M& zmysel vySetrit,
akym spdsobom sa radidlne vinové ¢islo k blizi k nule v tychto pripadoch. D4 sa ukazat
(pozri ¢ast 7.1), 7ze pri konstantnom Ekmanovom ¢isle F = 1073 sa radialne vlnové éislo
MC médu blizi k nule ako funkcia k = A(A — A;)Y/2, kde koeficient A je vyjadreny v Gasti
7.1 a A; je kritické Elsasserove ¢islo prechodu MAC na MC pri vertikdlnom vlnovom ¢isle
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Obr. 16: Zavislost radidlneho vlnového ¢isla & na Ekmanovom ¢éisle E pre rdzne hodnoty vertikdlneho
vlnového ¢isla [ = 1, ..., 11 pri Elsasserovom ¢isle A = 2500 a azimutalnom vlnovom ¢isle m = 1. Plné
krivky sa MC médy a ¢iarkované krivky su ich asymptotické funkcie.

[. Pri konstantnom Elsasserovom ¢isle A = 2500 sa radidlne vlnové ¢islo MC médu (tesne
za prechodom MAC na MC) blizi k nule ako funkcia k = B(F — El(l))l/Q, kde El(l) je
prechodové Ekmanove ¢islo, pri ktorom MAC mdd prejde na MC mdéd pri vertikdlnom
vlnovom ¢isle [ a koeficient B je vyjadreny v casti 7.1. Radialne vlnové ¢islo MC moédu
tesne pred prechodom na MAC méd klesé k nule ako funkcia k = C(E> — E)!/2, pricom

El(2) je opit kritické Ekmanove ¢islo prechodu, ale kedZe v tomto pripade ide o prechod MC
na MAC, mé iné hodnoty ako v pripade prechodu MAC na MC. Nasledujtca trojica grafov
znézornuje prave tieto spominané prechody. Prvy graf (obr. 14) vyjadruje zavislost & = k(A)
pri Ekmanovom éisle E = 1072, Na grafe je jedenast MC mddov s réoznymi vertikalnymi
¢islami [ = 1,---,11 (MAC médy sme zédmerne odstranili, lebo zneprehladriovali graf).
K MC mdédom st pridané krivky, ktoré velmi dobre aproximujui MC médy v pripadoch
k — 0. Z grafu vidiet, Ze ¢im viac sa vzdialujeme od A;, teda od prechodu MAC na
MC, tym je tato aproximdcia horsia. Druhy graf (obr. 15) ukazuje zavislost k = k(E) pri
A = 2500. Ekmanove ¢islo sme brali v intervale E € (4-1073, 7-1073), aby sme zachytili
prechod MAC na MC u vSetkych médov s [ = 1,---,11, teda zamerali sme sa na ta cast
Ekmanovych ¢isel, kde zac¢inaji MC mdédy existovat. K zakladnym krivkdm MC mdédov
st pridané krivky, ktoré aproximuju pokles radidlneho vlnového éisla do nuly (poklesom
E). Aj v tomto pripade plati, Ze ¢im sme blizsie k hodnote El(l), t.j. ku kritickej hodnote
pri ktorej zac¢ina MC mdd s danym vertikdlnym vlnovym ¢islom [ existovat (prechodom
z MAC mdédu), tym je aproximécia lepsia. Treti graf (obr. 16) zobrazuje tie isté MC mddy
pri tych istych vstupnych parametroch ako u druhého grafu (obr. 15), pricom odlisnost je
iba v inom intervale Ekmanovho ¢isla E € (4-1073, 2-1072), ktory sme rozsirili z dovodu
zachytenia prechodu MC na MAC (a teda zanik MC mdédov) pre niektoré dalsie vertikdlne
vlnové ¢isla [. MC médy s | = 6, 7, 8,9, 10, 11 mame na grafe zobrazené celé, teda od
vzniku prechodom z MAC mddov az po znik opdf na MAC médy. Médy sl =1, 2, 3,4, 5

34



nie su zobrazené celé, lebo Ekmanove ¢isla, pri ktorych dochadza k ich zaniku (prechodom
na MAC médy), st uz mimo nasho intervalu. K MC mdédom, ktoré st na grafe zobrazené
celé, st pridané krivky, ktoré aproximuji pokles cisla £ k nule, kde je aproximaécia lepsia,
ak sme blizSie k Ekmanovmu ¢islu El(2), pri ktorom déjde k zaniku MC mddu.

7 Vysvetlenie niektorych numerickych vysledkov

7.1 Vlastnosti MC moédov pri prechodoch MAC—MC a MC—MAC

Na grafoch, ktoré vyjadruja zavislosti Rayleighoveho ¢isla, radidlneho vlnového cisla a frek-
vencie na Ekmanovom ¢isle, mozme vidiet prechod MAC médov na MC médy, ktoré existuji
v urcitom intervale Ekmanovych ¢isel, pricom na konci tohto intervalu ddjde k prechodu
MC mdédu opit na MAC mdéd. Velkost intervalu stuvisi s vertikdlnym vinovym ¢islom [
a s Elsasserovym ¢islom A. V prilohe A (Soltis 2003) boli prezentované vztahy, pomocou
ktorych sa velmi jednoducho daji spocitat hranice intervalu hodnot Ekmanovho disla F,
v ktorom MAC mdd presiel na MC mad.
Zakladna rovnica, z ktorej vychadza nasledujica iivaha, je polynomialna rovnica

a2

1+ ax(l+g2?))? = 4ﬁx,

ktora je v prilohe A oznacend ¢islom (37), pricom z, «, g, m st vyjadrené nasledovne

k2 mE
r=1+—, a=m*EN, g =m/c= l2 ,
r m2A

=1,

Z prezentovanych grafov (obr. 14 — 16) je zrejmé, Ze tak, ako prechod MAC — MC, tak
aj MC — MAC je sprevadzany poklesom radidlneho vlnového ¢isla k& do nulovej hodnoty.
Ak polozime k = 0, potom sa x zmeni jednoducho na jednotku a rovnica (37) prejde po
odmocneni na velmi jednoduchi rovnicu

a—ag =1,

pricom sme za azimutalne vinové ¢islo m zvolili hodnotu 1, lebo MC mdédy mozu existovat
len pri tejto najnizSej hodnote (pozri napr. Tabulku 1 v prilohe A). Ak do tejto rovnice
dosadime vyrazy « a ¢;, dostaneme rovnicu

T E* — AE +1=0,

¢o je kvadraticka rovnica pre neznamu F. Korene tejto rovnice su

l =

27t

a davaju nam dolnd a hornt hranicu intervalu Ekmanovych ¢islel, pre ktory existuje MC
méd. Ak pozadujeme, aby korene boli redlne ¢isla, potom pre vyraz A% — 4n}, ktory je
pod odmocinou, musi platit podmienka A? — 47} > 0. Tdto podmienka ndm umozni urcit
kriticki hodnotu vertikalneho vlnového ¢isla [., ktora dava maximalne vertikalne vlnové
¢islo, s akym moze pri danej hodnote A existovat MC mdd. Toto kritické ¢islo suvisi s A
nasledovne: [, = (A/2)Y/2/x. Zo vztahu (Ec)%r = 1, ktory je v prilohe A &slovany (38),
Tahko spocitame frekvencie o, pri ktorych prechddza MAC mdéd na MC mdd a naopak.
Vieme, ze v oblastiach prechodov MAC — MC a MC — MAC je k =0 a teda x = 1, ¢o
nam da trividlny vztah o = 1/E.
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Ked budeme uvazovat hodnotu Elsasserovho ¢isla A = 2500, kritické vertikalne ¢islo je
rovné [, = 11 a hodnoty Ekmanovych ¢isel a frekvencii, ktoré stvisia s uz spominanymi
prechodmi MAC — MC a MC — MAC, st zobrazené v nasledujicej tabulke.

Tabulka 3
I | E®.103 EM o? o
1 40001 25.6646 2500.0 0.0390
2 40010 1.6037 2499.4  0.6236
3 40051 3165 2496.8 3.1600
4 40161 0999 2490.0 10.01
5 40397 0407 24754 24.59
6 .40842 0194 2448.4  51.56
7 41621 0103 2402.7 97.34
8 42943 .0058 2328.7 171.34
9 45230 0035  2210.9 289.06
10 | .49577 0021 2017.1 482.92
11| .61758 .0011 1619.4 880.77

Pri studovani grafu, ktory vyjadruje zavislost radidlneho vinového ¢isla & na Ekmanovom
¢isle E, vznika otazka, podla akej funkcie sa sprava radidlne vinové ¢islo MC médu v bliz-
kosti tychto prechodov. Analyzou rovnice (37) pouzitim asymptotického priblizenia & — 0,
sa podarilo ukazaf, ze radidlne vinové ¢islo sa v blizkosti prechodu MAC médu na MC mdéd
sprava ako funkcia

e\

V pripade prechodu MC médu na MAC mdéd sa radidlne vlnové ¢islo sprava ako funkcia

k= (E—EM)? (47)

m | EPA-2

k=(E? - E)Y? .

(48)

El(l) a El(z) st korene vyssie spominanej kvadratickej rovnice, ktoré davaju kritické hodnoty
Ekmanovho ¢isla, pri ktorom dochadza k prechodu MAC médov na MC mdéd, resp. MC
médu na MAC méd. Dalej si ukazeme matematicky postup, ktory nés priviedol k vyjadreniu
tychto aproximativnych funkcii & = k(F). Odvodenie spravime len pre pripad prechodu
MAC—MC, nakolko odvodenie pre pripad MC—MAC je az na drobné detaily rovnaké.

Vychadzame z rovnice (37), ktortt najprv odmocnime, vyuZijeme substitticiu z = x
a po dalsich jednoduchych tpravich dostaneme rovnicu

1/2

g —1+at+(z-172=0.
Zavedenim novej pomocnej premennej & = z — 1, predchadzajicu rovnicu zmenime na

g1+ —1+a 14+ =0
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V pripade £ < 1 (k — 0, ¢ize v blizkosti prechodu MAC na MC) zanedbanim maljch
¢lenov zjednodusime tito rovnicu na tvar g;(1 + 6£) — 1+ o~ = 0, z ktorého vyjadrime &
(oL, EA-T
6 6mE?

budeme Ekmanove ¢islo dalej oznacovat £ = E; + e, kde e je maly parameter, pre ktory

plati ¢ < E;. Po zavedeni tejto substiticie do vyrazu pre £ a po dalsich algebraickych
upravach sa jeho tvar zmeni na

5 _ E A — 27Tl4El
6 FEA—-1
Ak si pripomenieme, 7ze 1 + & = z a z = r'/2, mdzme pisat
A —27tE
/2 _q e A= am b
v "6 EA-1

pricom z je definované vyrazom x = 1 + k?/m?. Pre malé hodnoty k plati

1+k32 1/2;1+1k2_1+eA—27T14El
7 27w T 6 BA-1

Z tejto rovnice dostaneme velmi jednoduchymi algebraickymi tipravami pozadovani funkciu

k = k(E)

1/2 i A—27Tl4El
BV EA-T

Aj v pripade grafu zavislosti radidlneho vinového ¢isla k na Elsasserovom ¢isle A (pri kon-
Stantnom Ekmanovom éisle £ = 1073), pozorujeme prechod MAC médov na MC mdédy,
pricom hodnota Elsasserovho ¢isla A;, pri ktorej dojde k tomuto prechodu, stivisi s vertikal-
nym vlnovym ¢islom [. TieZ je zaujimavé preskimat, podla akej funkcie sa sprava radidlne
vlnové ¢islo k v blizkosti A;. Pomocou asymptotickych priblizeni sa d4 ukéazat, Zze tato
funkcia ma tvar

k=(E-E)

) 1 1 1/2
k=(A—N\)Y? 2+ . 49
( l) \/3_/\l< l 772 ( )
Zaciatok odvodenia je taky isty, ako v predchadzajicom pripade, Cize opét dostaneme
rovnicu €2 -1+ a !+ (2 —1)? = 0 a vyraz pre pomocni premennu &
1 FEA-1
§=—-+ 1772
6 6m E
PretoZe riesime pripad zévislosti k& = k(A), zaujima nés oblast hodnot Elsasserovho ¢isla,
ktoré sa opit velmi maélo ligia od hodnoty A;, ¢iZze zaujima nds spravanie sa radidlneho
vlnového ¢isla k v intervale (A;, A; + ¢), kde ¢ je maly parameter, pre ktory plati { < A;.
Zavedieme substiticiu A = A; + ¢, ¢im sa vyjadrenie pre £ zmeni na tvar
14
=i
mE

7 definicii ¢ a z mézme vyjadrit z'/2 v tvare

K2\ 1k? ¢
2145 ) =14-—=14+—x
v ( +7rl2> +27Tl +67TZ4E’
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z ktorého pomocou jednoduchych tprav uréime funkciu k£ = k(A) v hladanom tvare

01/2 12 ) 1 1/2
k= ————s=A—-AN)/"—— — :
(3n2E)1/2 ( 2 V3A <7Tl * 7Tl2E2>

Tieto asymptotické priblizenia (47-49) priebehov k = k(E) pri E — E, resp. E — E®
a k = k(A) st postupne na obréazkoch 14, 15 a 16.

7.2 Vlastnosti MAC(E) médov

Uz letmy pohlad na obrazky 8-11 vyvolava otazky. Pre¢o E médy existuju len pre ¢ > 17
Preco krivky pre rozne azimutalne vinové ¢isla m st u vsetkych kritickych ¢isel R,, k. a o,
rozdelené do troch skupin (1) m =1, (2) m =2 a (3) m > 37 Pre¢o MAC(E) mddy existuju
len pre vicsie A, t.j. pre A > Ag(m,q,...)?

Dokazy niektorych tychto vlastnosti len naznac¢ime. Hlavne vsak len v miere, ako krivky
stvisia so zakladnymi rovnicami, urcujicimi ich vlastnosti. Fyzikalnym désledkom tychto
vlastnosti tiez nevenujeme pozornost, aj ked chapanie matematickych pri¢in vlastnosti gra-
fov je nutnou podmienkou studia fyzikalnej podstaty odpovedajicich médov.

Dokaz neexistencie MAC(E) médov pre ¢ = 1 je klucovy, a pritom jednoduchy. Pre
MAC(E) médy musi byt o < 0. Sledujme podmienky pre o < 0 (pozri ¢ast 3.1 na stranach 7
a 8). Substitiiciou ¢ — —o prejde (27) na tvar —Cs0° + Cyo* — C30° 4+ Cy0? — C1o+Cy =0
(27"). Ak ¢ = 1, tak C3 > 0, C; > 0. Takisto plati C5 > 0, Cy < 0, Cy < 0, Cy < 0. Je
zrejmé, ze vSetky koeficienty (27’) st < 0, ¢o implikuje v zmysle Descartesovej vety (pozri
napr. Schwarz 1968) neexistenciu zapornych o, teda neexistenciu MAC(E) médov pre g = 1.

Venujme sa teraz podmienkam, ktoré musia platit, aby MAC(E) mddy existovali pre
q > 1. Stale plati C5 > 0, C4y < 0, Cy < 0. Pretoze b > 0, tak aj C'y < 0. Takisto pri a > 0
a pre ¢ < 1 plati C3 > 0. Az na vlastnosti koeficientu C vSetky ostatné maju tie isté
znamienka ako v predchadzajicom pripade ¢ = 1. Teda nutnou podmienkou pre o < 0 pri
q > 1 je, aby ¢ > 0, ¢im by mohlo byt C; < 0. Pri ¢ = 0 méme

2 7T2

Cy =6° 2 +(1—q¢™) ((47T72Z —m?0)A — §*—L ) a potrebujeme, aby C; < 0. (50)

m2A m2A

Pri § = 72 + k? vidime tri rozne nutné podmienky splnenia poslednej nerovnosti C; < 0:
(1) ak m = 1, tak 472 — (72 + k?) < 0 = k? > 37%(= k > /37); (2) ak m = 2, tak
nerovnost je splnené pri —k? < 0 pri lubovolnom k > 0; (3) ak m > 3, tak (4—m?)—k* < 0
je splnené nielen pre k£ > 0, ale dokonca aj pre k = 0. Zrejme toto vysvetluje 3 rozne skupiny
kriviek spominanych v jednej z vyssie polozenych otazok.

Okolnosti, pri ktorych rastom A pri A<Ap sa zrazu objavia MAC(E) médy su zlozi-
tejsie. Uvedomme si napr., Ze vychodny mdd nevznikne zo zapadného zmenou znamienka
o prechodom cez 0 = 0 pri zmene A. Na zdklade toho, Zze Cy # 0, nemdze totiz byt
o = 0, teda pripad staciondrnej konvekcie. Okolnosti vzniku MAC(E) médov jednodu-
cho pochopime neviskéznym priblizenim (F = & = 0) nasho zlozitejsiecho viskézneho
pripadu. Rovnica (27), prejde na kubickt rovnicu Cso® 4+ Cho® + Cio + Cy = 0 (27)
[kde C3 = (14 ¢ 1) a2/m?A, Cy = —4n2/m, C; = Cy v (50) a Cy = 62Ch), ktorti mozme
podrobit Standartnej analyze v zmysle rieSenia cez Cardanove vzorce. Pripominame, Ze
(57) mozno upravit na rovnicu? x® + px + ¢ = 0, rieSenia ktorej maji vlastnosti uréované
hodnotou diskriminantu D3 = —108[(p/3)® + (q/2)?].

Kvalita koretiov sa vyrazne meni pri D3 = 0, a preto mozno ocakavat, ze z podmienok
D3 = 0 a k = 0 sa bude dat vypocitat Ag, urcujice pre A > Ag rozsah A, pri ktorych

4¢ tu neznamend Robertsovo &islo
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Obr. 17: Vplyv viskozity na vlastnosti MAC(E) médov. Zavislosti kritickych ¢isel — Rayleighoveho R. (a),
radidlneho vlnového k. (c) a frekvencie o, (d) na Elsasserovom ¢isle A pri Robertsovhom ¢isle ¢ = 1.05 pre
azimutalne vlnové ¢isla m = 5, 30. Plné krivky stivisia s viskéznym pripadom a ¢iarkované krivky s nevis-
kéznym pripadom. Zavislost diskriminantu kubickej rovnice na Elsasserovom ¢isle A (b) pri Robertsovom
¢isle ¢ = 1.05 a azimutalnom vlnovom ¢isle m = 30 v neviskéznom pripade.

existujit MAC(E) médy. Tieto podmienky vedi k rovnici

il

3 2
+ « +asy+a3=0 rey = | ——
Yy 1Y 2y 3 pre y [6((]—#1

s tymito koeficientami

A%+ 32B A+16 1

NT 316 T A3 /3+ 1682 0T A5+ 48B%
pricom parametre A a B st definované nasledovne
2 2
c-1, 16 c-1, , 16
A=— —4) — = 4) + —
Sty - BTy

kde ¢ ako zvycajne je Robertsove ¢islo. Vypocitané Ap = (1 + q‘l)éy}r/z/m pomocou
kladného korena y, rovnice (51) je vo velmi dobrej zhode (na 3 platné cifry) s nabehovymi
A g vypocitanymi numericky podla kapitoly 5.
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Ak diskriminant D3 > 0, tak kubickéd rovnica ma 3 realne korene. Pri hodnote D3 = 0
ostavaju este 3 realne korene, ale do hry vstupuje dvojnasobny koren. Pri D3 < 0 mame uz
len jeden realny koren a 2 komplexné, ktoré s komplexne zdruzené.

Zrejme v zmysle vztahu (50) rastom A je najprv situacia D3 < 0 a pri hodnote A = Ag
je diskriminant rovny nule D3 = 0. Pre A > Ag uz bude diskriminant kladny D; > 0
s maximalnym poctom redlnych korefiov. Teda pre A < Agp [A > Ap] MAC(E) médy
neexistuju [existuji]. Prave narastom po¢tu realnych koreniov kubickej rovnice (27) z 1 na
3 mozno vysvetlit aj “zakmity” na krivkach u grafov pre MAC(W) médy (pozri ¢ast 6.1
a obr. 4 az 7). Pritom hodnoty zadkmitovych A u zdpadnych MAC mddov koresponduji
vSetkym A7, resp. A! 5.

Spravanie sa MAC(E) médov a ich zévislost na viskozite je zndzornena na obrazku 17.
Na prvom grafe (Obr. 17a) je zavislost kritického Rayleighoveho ¢isla R. na Elsasserovom
¢isle A. Vidime dve dvojice kriviek, ktoré stvisia s dvojicou azimutalnych vlnovych ¢isel
m = 5, 30. Plna krivka kazdej dvojice suvisi s viskéznym pripadom a c¢iarkované krivka
s neviskéznym pripadom. V obidvoch pripadoch m = 5 aj m = 30 si mozme vSimnut, Ze
viskézny pripad dava mensie Rayleighove ¢isla ako neviskézny, ¢o znamend, ze viskozita
napoméha vybudeniu MAC(E) mddov. S narastom A sa vSak tento rozdiel v Rayleigho-
vych ¢islach zmensuje. Na druhom grafe (Obr. 17b) je zavislost diskriminantu zékladnej
kubickej rovnice (27) na Elsasserovom ¢isle A v okoli Ag. Tato krivka stvisi s neviskéznym
pripadom pri azimutalnom vlnovom ¢isle m = 30 a pri Robertsovom cisle ¢ = 1.05. Ak sa
poklesom hodnoty A blizime k ndbehovej hodnote Ag, pri ktorej zac¢ina existovat MAC(E)
mod, tak diskriminant prudko klesd k nulovej hodnote, ¢o sa z predchadzajicej analyzy
kubickej rovnice dalo ofakavat. Dalsi graf (Obr. 17c), znazoriujici zavislost k. = k.(A),
ukazuje rozdielne spravanie sa MAC(E) médov vo viskéznom a v neviskéznom pripade,
pri¢om v obidvoch pripadoch za¢inaji MAC(E) mddy svoju existenciu prudkym narastom
kritického radidlneho vlnového ¢isla z velmi malych (pravdepodobne nulovych) hodnot. Na
poslednom grafe (Obr. 17d) je znézornend zavislost kritickej frekvencie o, na Elsasserovom
Cisle A. Z tohto grafu jasne vidief, ako st MAC(E) mdédy citlivé na viskozite, kedze pri
niektorych hodnotéach Elsasserovho ¢isla A moze byt rozdiel v kritickych frekvencidch az
o jeden rad pre viskézny, resp. neviskézny pripad.

Grafy na obr. 17 indikuji opodstatnenost aproximdcie spravania sa MAC(E) médov
pomocou neviskézneho priblizenia v oblasti A — Ag pre A — Ag > 0. Zaujimavé su vSak
dalsie zistenia “prekvapujico” ukazujice na pozitivny vplyv viskozity pre vznik MAC(E)
modov. Najprv viskozita mierne zmensuje nabehovii hodnotu Ag pre m = 5im = 30 [teda
mierne zvicsuje rozsah A existencie MAC(E) mdédov]| a dalej prave v oblasti preferencie
modov v oblasti minim kriviek R, = R.(A) pre m = 5, 30 na obr. 17a pre viskézny i nevis-
kézny pripad viskozita vyrazne napomaha vzniku médov, pretoze R. pre viskdzny pripad
je vyrazne mensie oproti neviskéznemu pripadu. Opif sa ukazuje, Ze u difiznych nestabilit
jeden z diftznych procesov (tu viskozita) ulah¢uje vznik nestability.

8 Zaver

Vyuzitim moZnosti zjednodusenia vseobecného problému v pripade volnych nekonecne elek-
tricky vodivych hranic 722 sme problém zjednodusili na matematicky ovela jednoduchsi
a numericky menej komplikovanejsi. To umoznilo zostavenie rychleho a z programator-
ského hladiska jednoduchého programu na vypocet zékladnych parametrov, hlavne kritické
¢isla (Rayleighove ¢islo R., radidlne vlnové ¢islo k. a frekvenciu o.), charakterizujicich
MAC médy a ich zavislost na roznych vstupnych parametroch (azimutélne vinové ¢islo
m, Robertsove ¢islo ¢, Elsasserove ¢islo A a Ekmanove ¢islo £). Jednym z hlavnych cielov
tejto prace bolo vysvetlit tzv. viskdzne skoky v radidlnych vinovych ¢islach a frekvenciach
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v pripade zavislosti tychto parametrov na Elsasserovom ¢isle (pri zlozitejsich hrani¢nych
podmienkach). Numerické vypocty ukazali, ze v pripade jednoduchych hrani¢nych podmie-
nok F 2 skoky neexistuju v celom rozsahu uvazovanych Robertsovych ¢isel ¢. Teda pre
¢ < 1 s minimalnou hodnotou ¢ = 0.1, ako sa aj ocakavalo; pre ¢ = 1, ako sa aj analyticky
dokézalo; a pre ¢ > 1 s maximalnou hodnotou ¢ = 5, ¢o sa vsak uz analyticky nepoda-
rilo dokazat. Podarilo sa vSak ukézat, Ze nutnou podmienkou skokov je nenulové viskozita.
Dalsim doélezitym vysledkom je aj preskiimanie vlastnosti MAC mdédov pri mengich, ¢ize
fyzikalne realnejsich hodnotach Elsasserovho ¢isla A. Ukazalo sa tiez, ze pre vSetky m kaz-
dému zapadnému MAC mddu pre mensie A tGspesne konkuruje viskdzny méd a pre A < A}
je preferovany. AvSak tieto viskézne mdédy nie st nikdy preferované. Totiz ak pri nejakej
hodnote Elsasserovho ¢isla A mame nejaky viskézny méd s azimutalnym vinovym cislom
my, tak vzdy moZzeme vybrat MAC mdd s vy$Sim azimutélnym vinovym ¢islom mo, ktory
ma mensie R., a teda je viac preferovany.

Vyuzitim faktu, ze Rayleighove ¢islo MC mdédov je R = 0, sa podarilo vlastnohodno-
tovy problém preformulovat a zjednodusit natolko, Ze takmer vSetky nasledujtice vlastnosti
zapadnych MC médov katalyzovanych viskozitou sa podarilo vysvetlit a dokazat analyzou
nie velmi zlozitej algebraickej rovnice.

Podrobne sa studovali vlastnosti MC(W) mddov, teda “viskéznych” zapadnych MC
modov. Hovorime o MC mddoch a nie o MAC mddoch preto, lebo vychadzame zo zaklad-
ného predpokladu, ze Rayleighovo ¢islo R = 0, a teda teplotny gradient, resp. zdroje tepla
st nulové. Dokazalo sa, ze frekvencia vznikajicich MC mdédov je vzdy kladna o > 0, ¢o
znamend, ze MC mdédy sa Siria zdpadnym smerom. Preto hovorime o zapadnych MC(W)
médoch. Tieto médy nazyvame “viskézne” (alebo katalyzované viskozitou), lebo nutnou
podmienkou ich vzniku je nenulové viskozita (E # 0). Podarilo sa tiez ukazat, ze MC(W)
médy vznikaji len pri azimutdlnom vinovom d¢isle m = 1. Do hry vstupuje velké mnoz-
stvo MC(W) médov s rozmanitymi frekvenciami o a radidlnymi vlnovymi ¢islami k, kde
velké mnozstvo suvisi s velkym mnozstvom vertikalnych vinovych ¢isel [, pricom sa dé jed-
noznac¢ne vyjadrit maximalne vertikdlne vinové ¢islo, s akym este moze existovat MC(W)
méd. Dalsou dolezitou vlastnostou MC(W) médov je, Ze vznikaji prechodom z MAC(W)
moédov. Pri konstantnom Elsasserovom ¢isle A a pri premennom Ekmanovom ¢isle E kazdy
MC(W) mdéd, charakterizovany prislusnym vertikdlnym vlnovym ¢islom [, vznikd precho-
dom z MAC(W) médu pri ur¢itej hodnote Ekmanovho éisla, ale aj zanikd prechodom opit
na MAC(W) mdéd (ale uz pri inej vii¢sej hodnote Ekmanovho ¢isla, ktord je pre malé verti-
kélne vlnové ¢isla velmi velka, a teda fyzikélne nezaujimava). Pri konstantnom Ekmanovom
¢isle E' a pri premennom Elsasserovom ¢isle A opét vznikaji MC(W) mdédy prechodom
z MAC(W) mdédov pri urc¢itej hodnote Elsasserovho ¢isla, ale uz k zaniku MC(W) mdédu
prechodom na MAC(W) médu rastom A nedochédza. Hodnoty Ekmanovych ¢isel, pri kto-
rych MC(W) mdédy vznikaji a zanikaju a hodnoty Elsasserovych ¢isel, pri ktorych MC(W)
mody vznikaji, sa podarilo jednoznaé¢ne uréit. Existencia a vlastnosti vznikajacich MC(W)
médov, Studovanych v diplomovej praci (v pripade 7<), st nezéavislé od hrani¢nych pod-
mienok [na rozdiel od MC(E) médov s m = 1 (Roberts & Loper 1979, Brestensky et al
2001)], a takisto st nezavislé na Robertsovom ¢isle ¢ = k /1.

Pri mnohych zvladnutych detailoch $tidia MAC a MC vin v oblasti parametrov po-
kryvajucich aj podmienky v zemskom jadre sa ocakévane ziskali nové fyzikalne poznatky
v problematike hydromagnetickych nestabilit najmé o nezanedbatelnom vplyve nizkej vis-
kozity na ich vyvin. Navyse v priestore Studovanych paramerov boli ndjdené oblasti, kde
dokonca malé viskozita vyrazne ovplyvnila nestability kvalitativne i kvantitativne. Vyrazne
nové kvality a existencia médov necakanych vlastnosti boli zistené pre pripad Ekmanovych
¢isel E ~ 1073 a Elsasserovych ¢isel A ~ 103 (tak, ze AE ~ 1). Vysoké E a takisto A
treba pre pomery v zemskom jadre spajat s mimoriadne malou pravdepodobnostou. Napr.
E s neurcitymi znalostami o turbulentnom stave v zemskom jadre. Velké A je prirodzené
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pre kvadrupdlovi symetriu vychodiskového vysoko stabilného azimutalneho pola (Dormy
et al 2000). Vysledky stiudia MC(W) mdédov su vSak aj tak silne heuristické, pretoze da sa
predpokladat, Ze v naro¢nejSom probléme s vychodiskovym polom s dipSlovou symetriou
vznik MC(W) mdédov, d4 sa tusit, bude mozné spajat s A ~ 1 — 10 pravdepodobnejsim pre
zemské jadro.
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