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Uvod

V préci sa zaoberame numerickym modelovanim irenia seizmickych vin v lokélnych &ruktirach
metddou konecnych diferencii. Pretoze v tejto vel'mi robustng aefektivnej doménovej metdde je
presné modelovanie problémov s topografiou volného povrchu s optimanymi vypoctovymi nérok-
mi vel'mi Ziadané, zaoberame sa prave touto problematikou.

V kone¢no-diferencnom modelovani existuju dva principidne odlisné spdsoby ako zarucit’ spl-
nenie okrgjovych podmienok na rozhraniach — homogénny a heterogénny pristup. Homogénny pri-
stup je mozno povazovat’ za klasicky. Vypoétova schéma pre vnatorné body je pri rozhraniach
modifikovana s ohfadom na okrajové podmienky aby bol zachovany rad aproximacie. Pri hetero-
génnom pristupe sa schéma — spdsob vypoctu konecno-diferenénych aproximécii — pri rozhraniach
taktiez meni. Na rozdiel od homogénneho pristupu, pri ktorom ako diskrétne aproximacie materia
lovych parametrov vyberdme priamo hodnoty funkcii v uzloch mriezky, v heterogénnom pristupe sl
tieto hodnoty vypocitané z lokdnych hodnét v okoli miesta aproximécie. Vypocétova schéma je for-
malne rovnaka pre v3etky body priestoru, pricom ale efektivne materidlové parametre, ktoré vystu-
puju v jg koeficientoch zabezpesuju priestorovil zmenu. Ze je mozné schémy na zéklade hetero-
génneho pristupu kon&truovat’ apouzivar’, nie je mozné dokazat. Numerické testy ukazuju, Ze pre
Sroku triedu modelov s vnatornymi rozhraniami je to vhodné (Moczo et al. 2002). Na vol'nom povr-
chu, cez ktory je posunutie nespojité, zatial’ nebol heterogénny pristup Uspedne aplikovany. Preto
prezentujeme algoritmus vypoctu materidlovych parametrov v pripade rovinného vorného povrchu
a ukazujeme dobri zhodu s presnym rieSenim. Dalej testujeme modelovanie nakloneného vorného
povrchu, pre ktory sa nam zatial’ nepodarilo ngst’ parametrizaciu, ktora by davala stabilné rieSenie.
Za najperspektivngSiu metédou vhodnl na model ovanie volného povrchu podla rozboru pristupov
pouZivanych na modelovanie vorného povrchu a vnutornych rozhrani povaZzujeme metddu vnore-
nych rozhrani, ktorej z&kladom sav préci v kratkosti venujeme.

V prvg kapitole si naznacené najzavaznejSie dévody, ktoré nés vedd k pouZivaniu nume-
rického modelovania. Druha kapitola sa venuje formulacii fyzikalnych problémov v mechanike kon-
tinua a metédam hladaniaich rieSeni. V tretej kapitole je stru¢ny stihrn z&kladnych principov v me-
téde konednych diferencii. Stvrta kapitola obsahuje podrobnej&i rozbor postupov pouZivanych na
simulovanie vnatornych rozhrani. V piatej kapitole sa venujeme rozboru pristupov pre modelovanie
vol'ného povrchu. V Siestej kapitole st sformulované ciele diplomove préce. Siedma kapitola
obsahuje popis nami navrhovanych spdsobov vypocétu efektivnych materidlovych parametrov pre
heterogénny pristup modelovania vol'ného povrchu a numerické testy, ktoré testuja presnost’ tychto
metod.






1 Motivacia

Dynamické procesy prebiehgjuce v zemskom vnutre sl neustdle nametom mnohych prac v oblasti
fyziky. Nové informécie kazdodenne zvasuju mnozstvo poznatkov, ktoré o Zemi mame a umoziu-
ju ndm hib&e pochopit’ mechanizmy dejov v Zemi, vytvarat’ a zdokonal'ovat’ ich teoretické modely.
Vyskum zemetraseni a pribuznych javov ma navyse aj nesporny prakticky vyznam — pri silnych po-
hyboch v zemskej kére dochadza k ohrozeniu obyvatel'stva a stavieb najeg povrchu. Riziko by bolo
zniZené na minimum, pokial’ by seizmoldgia dokazala dat” presné informécie o budlcich zemetra-
seniach : kedy a kde sa vyskytnd, aku budd mat’ velkost,, G¢inky. Tieto Udaje by umoziovali stavat’
budovy tak, aby boli seizmicky odolné a nepredstavovali riziko pre 'udi, ktori sa v nich nachédzau,
pripadne by bolo mozné zabezpecit, aby sa v ohrozenych oblastiach 'udia v ¢ase zemetrasenia
nenachadzali.

Ukazuje sa, Zze vd’aka velkej zlozitosti zemského vnutra kratkodoba predpoved’ zemetraseni je
vel'mi obtiazna, dlhodobegjSia je v sicasnosti prakticky nemozna. Najg realizaciu by bolo potrebné
dokonale a detailne poznat’ vnitorna &truktdru Zeme a rozloZenie stavovych veli¢in, aby sme mohli
presne uréit’ nasledujuce udalosti, pretoze ¢asovy vyvoj chaotickych systémov je kriticky zavisly na
pociatocnych podmienkach aparametroch systému. Ked’Ze nie je mozné priamo merat’ potrebné
veli¢iny v zemskom vnutre, méZeme ich hodnoty uréovat’ priblizne na zéklade pozorovani na zem-
skom povrchu. Postup spociva v postupnom spresiiovani modelu vnatorngj Sruktiry. Pre vycho-
diskovy model vyrieSime priamu Ulohu — uré¢ime seizmicky pohyb na povrchu Zeme a porovname
ho s pozorovanym. Pokial’ je rozdiel priliS velky snaZzime sa zmenit’ parametre modelu tak, aby sme
v d’aSom kroku dostali lepSiu zhodu. Takto mdzeme rieSit’ obratent tlohu. Doteraz ziskané Udaje su
vzhradom na komplikovanost’ achaoticky charakter skimaného systému nedostatujlce, preto
predpovede na ich z&klade nemaju v podstate Ziadnu vypovedni hodnotu a s nepouZzitelné.
Slcasne vieme, Ze objem dat vo vypocte je vzdy konecny a prakticky nemézeme vytvorit’ dokonaly
model. Z toho sa da usudzovat’, Ze g pri neustalom zvaiSovani mnozstva Udajov o zemskom telese
je mozné dostato¢ne presne vypocitat' vyvoj len v relativne kratkom obdobi, preto predpovede
zemetraseni pravdepodobne nebudl mozné ani v blizkej budicnosti. Ina moznost’ spocivav existen-
cii prekurzora, ktory by vyskytnutie sa zemetrasenia v predstihu signalizoval, ale dodnes nie je
znamy taky, ktory by predchadzal kazdé zemetrasenie a spol'ahlivo uréoval ¢as vyskytu.

Makroseizmické uc¢inky, teda Ucinky nal'udi, objekty, stavby a prirodu, na danom mieste uréuju
podmienky v zdroji a prostredie, ktorym sa energia do daného miesta dostdva. Kym v homogénnom
prostredi by G¢inky klesali rovnomerne so vzdiadenostou a je ich relativne jednoducho mozné
vypocitat, ukazuje sa, Ze Struktlry v blizkosti lokality mézu vydedny pohyb vyrazne ovplyvnit.
Velkeé usilie v seizmologickom vyskume bolo preto sistredené na ngjdenie charakteristik silného
seizmického pohybu v lokalnych &ruktarach. Aj ked’ nie je zndme presne kedy, kde a aké vel’ké
zemetrasenie vznikne, je mozné odhadnit’ maximane U¢inky, ktoré by budlce zemetrasenie na
dang lokalite mohlo mat’ a na zéklade toho stavat’ budovy s prislusnym antiseizmickym dizajnom.

Pre rieSenie obratengj Ulohy a ur¢ovanie seizmického pohybu nadang lokalite je velmi délezité
¢o nagpresngSie riesit’ priamu Ulohu. MozZnosti experimentalneho zistenia Gdajov zaujimavych
z hradiska seizmickej bezpecnosti sli zna¢ne obmedzené. Vytvorit' v redlngj mierke situéciu, kedy je
prostredie v napdtom stave, dochadza ku kumulécii napéti a deformacie, potom k néhlemu uvol-
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neniu energie v doésledku nevratného posunutia na zlomovej ploche, je prakticky nemozné. Jedinou
cestou ako ziskat’ experimentalne Gdaje napotvrdenie teoretickych vyskumov je sledovanie pri-
rodnych javov. Z toho dévodu teoreticky vyskum aanalyza zaznamenanych Udajov sa vzaomne
dopliaji a st neoddeliterné.

Pri popise systému pouzivame objekty s idealizovanou vnatornou &ruktirou — v seizmolégii je
z&ladom teoretickych pristupov mechanika kontinua, ktor4 umoznuje previest mechanické dlohy
na matematické aje aplikovatel'nd v mnohych situéciach, vyskytujacich sa v geofyzike. Cielom je
zostavit’ systém parcianych diferencidnych rovnic, stanovit' okrajové a pociatoéné podmienky.
Analytické rieSenia ziskane] matematickej Ulohy je viak mozné ziskat’ len pre relativne jednoduché
geometrie, ktoré sa redlne v prirode vyskytuju zriedka. Snahou je vyvinit’ metédu, ktord by bola
pomerne jednoducho aplikovatel'nd na popis rozmanitych realistickych modelov. V. mnohych pri-
padoch je mozné skimany jav simulovat’ pouzitim numerickych pristupov.

Z viacerych dévodov je v seizmoldgii ¢asto vyuZivana metdda kone¢nych diferencii. O Ziadnej
z metdd, pouzivanych na numerické rieSenie parcidnych diferencialnych rovnic nie je mozné tvrdit,
Ze by bola ngjlepSou. Metdda konecnych diferencii ma vsak pomerne vel'a sympatickych vlastnosti :
vypocétovo efektivna, dobre programovatel'na a robustnd. Podobne ako pre iné doménové metédy
najpresngjSie mézeme simulovat’ pohyb v oblastiach so spojitou zmenou parametrov prostredia. Mo-
delovanie rozhrani, teda zostavenie konesno-diferenéng schémy, ktora spina okrajové podmienky,
je od zatiatkov pouZitia metddy intenzivne rieSenou otézkou. Moczo et a. (2002) navrhli spésob
akym vnatorné rozhrania modelovat’ a simulécie problémov zo seizmoldgie ukézali, Ze presnost’
metody je vel'mi dobra. Podmienky, za ktorych je mozné autormi zavedené zjednoduSenie apliko-
var, nie si splnené, pokial’ sa jedna o kontakt "vakua' a elastického kontinua — takto je aproxi-
movany kontakt horniny - atmosféra. Preto cielom tejto prace je hradat’ efektivne a zaroven ¢o ngj-
presneiSie spbsoby ako modelovat’ rozhrania a predovsetkym volny povrch v metdde konecnych
diferencii.



2 Mechanika kontinua

Vnutro zemského telesa je zloZené z rozmanitych minerdlov a hornin, ktoré maju atomarnu Struk-
turu. Sprévanie satychto materialov uréuju podmienky, v ktorych sa nachédzaju. Rovnaké chemicka
zlicenina za premenlivého tlaku a teploty méze prechédzat’ roznymi krystalickymi modifikéciami
srozdielnymi fyzikalnymi vlastnostami. Na z&klade kvantovych modelov je mozné atomérnu Struk-
tlru za danych podmienok vypogitat’, v naSom probléme vystupuje ale obrovské mnozstvo takychto
systémov. Standartne sa pri opise mnohodasticovych systémov vyuZivaju Satistické pristupy. Stav
systému charakterizujeme vybranymi makroskopickymi stavovymi veli¢inami, pricom sa ne-
prihliada na atoméarnu &ruktdru skimanych objektov. Z&kladom tedrie v mechanike kontinua st
postuléaty a hypotézy, ktoré sa tvoria na zéklade zakonitosti ziskanych z experimentov a pozorovani.

Na popis parametrov prostredia aj dynamickych premennych pouZivame tedriu spojitych fun-
kcii. Hodnoty tychto funkcii reprezentuju priemerné hodnoty cez také objemy, aby fluktuécie v dos-
ledku redlng atoméarng Struktary boli zanedbatel'né. Prostredie je teda reprezentované ako spojité
rozloZenie vSetkych svojich charakteristik — kontinuum.

Pohyb kontinua je charakterizovany z makroskopického hradiska por'om posunuti, naparovy
stav pol'om zloZiek tenzora napéti, bezkontaktné sily pol'om objemovych sil. Mechanické dlohy je
takto mozné previest namatematické, ako parametre anezname funkcie v nich vystupuju prave
zvolené veliginy, ktorymi kontinuum opisujeme. Dalej budeme pouZivat’ nasledujlice oznatenia :

materidlové parametre (st len funkciami X)

p hustota materidlu
A, 1 Lamého eastické parametre
Gi zlozky matice® elastickych koeficientov

dynamické premenné (su funkciami X,t)

U=(U,V,W vektor posunutia

d=(uv,w vektor rychlosti posunutia

T zloZky tenzora napéti

§; zloZky tenzora infinitezimalnej deformacie
f Zlozky hustoty objemovych sil

Redlne prostredia vSak obsahuju miesta, kde sa stykaju spojité prostredia s réznymi materidlo-
vymi parametrami, pricom zmena vlastnosti mdze nastat’ g na vzdialenosti porovnatel'ng so vzdia-
lenostami medzi atobmmi. V mechanike kontinua takéto kontakty — rozhrania — sl reprezentované
nespojitostami materialovych parametrov, potom priestorové rozlozenie hustoty a elastickych para-
metrov popisuju po ¢astiach spojité funkcie.

! tenzor ¢; ju Vo Voigtovej reprezentacii (kapitola 2.2)



2.1 Pohybova rovnica kontinua

Pri rieSeni mechanickych dloh je mozné uvazovat’ cely neobmedzeny priestor pricom parametre pro-
stredia pozname vSade. V realistickych tlohach sa vSak zvycéajne vymedzi urcité oblast, ktorej spr&
vanie nas zaujima. Je to hlavne z dévodu, Ze nikdy nemame Udaje o rozlozZeni vlastnosti prostredia
v celom nekone¢nom priestore (to by vyZadovalo mat’ nekonecne vela informécii) a vassSinou je
mozné vplyv okolia na dge v zaujmove oblasti bud’ zanedbat’, alebo reprezentovat’ okrajovymi
podmienkami. Pokial’ si v urcitgl oblasti funkcie spojité, zo sformulovaného Newtonovho pohy-
bového zakona v integralnom tvare mozno odvodit’ platnost’ diferencidlnej formy :

[fpaav=[iras+[l[tav = pSt=o+1, (2.)

ktora sa nazyva pohybova rovnica kontinua a plati pre vSeobecné anizotropné viskoelastické konti-
nuum. My sa d’alej budeme zaoberat’ len dokonale elastickym izotropnym prostredim a budeme
pouzivat’ tedriu malych deformacii. Predpokladame teda, Ze pri deformécii ¢astice zostévaju v infi-
nitezimalnom okoli svojg pozicie pred deformaciou. Za tychto podmienok je moznév (2.1) hustotu
uvazovat' ¢asovo nezavisly, totalnu derivaciu rychlosti posunutia nahradit’” parcidlnou derivaciou
zanedbanim advek¢éného ¢lena a rovnako rychlost” posunutia je mozné nahradit’ len parcidinou
derivéciou posunutia:

oV,
ot?

pT =07, +f. (2.2)

Pre napétia predpokladame platnost’ linearneho konstitu¢ného vzt'ahu — Hookovho zékona :
Ty = Cju€a » (23)

kde g =3 (U, ; —U,;) si zloZky tenzora infintezimalnej deformécie. Ak dosadime (2.3) do (2.2)
dostaneme PDR 2. radu, ktora je podla klasifikécie hyperbolicka.

Veli¢iny, ktoré vo vzt'ahoch vystupuja si funkciami polohy pred deforméciou telesa, pretoZze
v&k deformécie uvazujeme velmi malé, obidva spésoby opisu pohybu kontinua — Lagrangeov g
Eulerov je mozné stotoznit'.

Ak chceme ng st nezndme funkcie (U;, 7;j), musime rieSit’ systém (2.2), (2.3). Aby bola tloha
pecifikovana Uplne, je nutné zvolit' pociatoéné podmienky? a sformulovat’ okrajové podmienky na
hraniciach spojitych podoblasti (pretoZe v seizmol 6gii vacSinou pozname na hranici posunutia alebo
napétia, su to vaésinou Dirichletove alebo Neumannove okrajové podmienky).

2 rovnica (2.2) je druhého réadu, pociatocné podmienky sa teda vzt'ahuj na hodnoty posunuti arychlosti v éaset = 0,
napétia vypocitame z (2.3)



2.2 Voigtova reprezentacia

Kvoli ndzornosti a zjednoduSeniu zdpisov vzt'ahov je vhodné pouzivat’ Voigtovu reprezentaciu.
PouZit' ju mozno vd'aka symetriam tenzorov 7, €; acGiju. Formane spociva v nahradeni dvojice
indexov jednym podl'a schémy :

1151 22 52 3353
2354 1355 12 > 6

Takto sa rank tenzorov zmeni na polovi¢ny, tenzor napétia adeformécie je mozné zapisat’ ako
vektory
Tij — Ta »
€ — €y,
Cij = Cap »

Hookov zakon (2.3) mav tomto znaceni tvar 7, = C,3 €3 alebo maticovo

Tn Ch G, G5 C Gy Cp|l&y
T2 Gy Gy Gy Cp Cx|l €y
T3z _| Gy Gy G Gy || G (2.4)
T3 ' ' Gy G Cpi || By
T13 Gs G || €3
le . . . . . C66 elZ

kde - nahrédza prvky symetrické podlra hlavnej diagondly.
Prvky matice c urcuju, aky typ anizotropie ma elastické teleso. Pre elastické izotropné teleso mame
dvanezévideé elastické koeficienty A a -

A+2u A A0 0 O
A A+2u A 0 0 O
| 2 A A+2u O O O 25)
0 0 0O 2u 0 O
0 0 O 0 2u O
0 0 0 0 0 2u

Explicitne sme tuto maticu uviedli, pretoZe niektori autori, napr. Schonberg a Muir (1989) koeficient
2V Cy, Css, Cos zahimajU do vektora napéti, teda

e= (61119721%3’2644’2655’2666)
apreto Cu, Css, Css MUl v ich pracach hodnotu p.



2.3 Formulacie pohybovej rovnice

Podr'a typu ulohy je ¢asto vyhodné formulovat’ a rieSit’ systém (2.2), (2.3) spolu s okrajovymi a po-
Ciatocnymi podmienkami v inych premennych ako st napétia a posunutia. Formuléciu v posunutiach
anapétiach (DS — displacement - stress)

U=0r +f,
PY; JYij i (26)
Ty = CljkIUk,I '
mozno prepisat’ na formuléciu len v posunutiach (D — displacement)
pU; = 9, (CljkIUk,I )+ fi, (2.7)
v rychlostiach a napétiach (VS — velocity - stress)
U =071 +f,
SURCE (28)
Tij = GjaUy s »
alebo v posunutiach, rychlostiach a napétiach (DV S — displacement - velocity - stress)
pu =0t + f,
U =u, (2.9)
Ty = C|j|<|U k.|

Kritériom na vyber formulécie méze byt’ napr. :
e jednoduchSe vyjadrenie okrajovych podmienok,
e &k nés zaujimgu hodnoty konkrétng veli¢iny, je vyhodng/Se ak hodnoty dostaneme
priamo z vypoctu anie je ich potrebné zo ziskanych vydedkov pocitat’,
e jednoduchsie aproximécie jednotlivych ¢lenov (pri pouZziti pribliznych metod),
e efektivnejSiaimplementacia na pocitadi.
My budeme v d’alSich Gvahach pouZzivat’ hlavne formuléciu VS aDVS.

2.4 Hrani¢né podmienky

Vnatorné hranice predstavuju styk dvoch materidlov srdéznymi vlastnostami. Priestorové ohra
nicenie modelu tvoria vonkgjSie rozhrania. Na kazdom z nich vieme z fyzik@lnych Gvah uréit’ tzv.
okrajové podmienky — podmienky, ktoré dynamické premenné spinaj( na rozhrani. My sa sice bude-
me zaoberat’ ngjma hranicami medzi dvoma pevnymi latkami a pevnou latkou a "vakuom", uvedie-
me v3ak g podmienky pre iné typy. UvaZzujeme tieto prostredia : pevné latky (S — solid), tekutiny (F
—fluid, F —inviscid fluid) avékuum (V — vacuum). Potom mdZeme rozligit’ nas edujlce typy hranic
s pridudnymi hranicnymi podmienkami :
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rozhranie medzi podmienky pre vektor ngpétia | podmienky pre posnutia

SIS F/FFIS spojity spojité
F/SF/F spojity spojité normalové zlozky
VIF,VIS nulovy -

kde vektor ngpdtia T mdzeme vypocitat’ z tenzoru napéti podla Cauchyho vztahu T, =;n, .
Redlne sav prirode nikde nevyskytuje dokonalé vakuum. Je v3ak ¢asté, Ze za rozhranim sa nach&dza
prostredie charakterizované radovo menSimi hodnotami materidlovych parametrov ako v ostatne

¢asti modelu. V takom pripade je mozné zaviest’ nasledujuce pribliZenie :

e zanedbame hustotu menej hmotného prostredia
e jeho pritomnost’ mézeme reprezentovat’ nenulovou hodnotou tlaku / napétia na hranici

Toto zjednodusenie sa povazuje za opravnené, pretoze do druhého prostredia prechadza len zaned-
batel'na éast’ energie vin. Pokial’ zanedbame & tlak narozhrani (menej hmotné prostredie nahradime
vékuom), hranicaje "voI'nd’, pretoZe z jedngj strany nie je obmedzovand. Tento typ rozhrania bude-
me nazyvat’ volny povrch. Podmienka navol'nom povrchu znamena potom nulovost’ vektora napéti
na hranici zo strany hmotnejSieho prostredia.

Hrani¢né podmienky platia presne na rozhrani medzi dvoma ¢astami kontinua, t&o hranica je
vo v3eobecnosti pohybliva. Pokial’ je nutné presne sledovat’ polohu rozhrania, méze to do problému
vniest’” vaznu matematicki komplikaciu. Aj relativne jednoduché dlohy ¢asto vyzaduju pouZzitie
numerickych metod a Specidlny pristup k modelovaniu vol'ného povrchu. Je potrebné neustéle poz-
nat’ poziciu rozhrania — pocitat’ jeho ¢asovy vyvoj a zarucit’ platnost’ okrajove] podmienky. V seiz-
molégii je mozné vyhnut sa tymto t'azkostiam, pretoZze uvazujeme infinitezimalne deformécie.
Namiesto splnenia okrajovych podmienok na skuto¢ne pohybujlce sa hranici predpisujeme ich
platnost’ pre polohu rozhrania pred deformovanim kontinua (Obr. 1).

-
-~
A
-
-~

—— pred deforméciou )“(s(tT“L\
—--- pohyhliva hranica SURN

Obr. 1 Poloharozhrania

Pokial’ je vinova dizka overa v&Sia ako posunutia, poZadujeme splnenie podmienok, ktoré vedi na
matematicky jednoduch&u dlohu :

Xs (1) = X5 (to) +U (X5 (t,), 1)
‘U‘ <A

P|>'<s(t) = P|Y<s(to)
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kde P je symbolické oznatenie pre okrajovii podmienku a Amin miniména vinova dizka vinenia,
ktoré sa modelom bude Sirit. Medzi tymto predpokladom a metédami rieSenia mechanickych dloh
o pohybe kontinua, ktoré si stru¢ne uvedené v d'alSej kapitole, existuje urcity vztah — pri pouZiti
nizkofrekvenénych metod frekvencie budiaceho signdlu st zhora ohrani¢ené, preto Amin = Vimin / frmax
(kde Vivin je minimana rychlost’ &renia vinenia) zdola ohranicuje vinové dizky vinenia.®
Pri modelovani volného povrchu budeme poZadovat’ spinenie okrajove] podmienky spojitosti
vektora napétia narozhrani :
T =t,n =0, (2.10)

pretoze vo vakuu si napétia nulové. Pre posunutia nie je mozné Specifikovat’ podobnt podmienku,
pretoZe vo vakuu nie su definované.

2.5 Metddy rieSenia tloh o pohybe kontinua

Rovnice popisujuce pohyb kontinua je mozné rieSit’ analyticky va&sinou v pripadoch relativne
jednoduchych modelov. Realistické modely ¢asto obsahuju zloZité funkené zavislosti materialovych
parametrov od priestorovych slradnic a nepravidelné rozhrania. Pri zostavovani matematického
modelu zodpovedajucemu dangj mechanickej Ulohe pre kazdi podoblast’ bez rozhrani plati pohy-
bova rovnica, ktora je systémom parcianych diferencidinych rovnic. Nakazdom z rozhrani poza-
dujeme splnenie okrgjovych podmienok. Pre jednoduché geometrie modelov sa nam mdze podarit’
vd'aka nejakeg] Specidlngj vlastnosti alebo symetrii ngjst” rieSenie v uzavretg) forme alebo vo forme
nekonecného radu. Vo vSeobecnosti ale nemame analyticki metédu, ktord by bola dobre apli-
kovatel'na na rieSenie rozmanitych realistickych uloh. Velmi ¢asto je vSak napriek tomu, Ze presné
rieSenie nie je zname, mozné n§st” s vysokou presnostou jeho hodnoty v 'ubovol’nom bode pomo-
cou pribliznych metdd. Vassinou postatuje, ak je mozné urcit’ rieSenie s dopredu zvolenou pres-
nostou .

Priblizné rieSenie seizmologickych aloh mozno ziskat' r6znymi metédami (uvadzame len naj-
znamejSie z nich) :
e vysokofrekvenéné : lu¢ova metdéda
e nizkofrekven¢éné:

o doménoveé metddy : metdda konecnych diferencii (FDM), konecnych prvkov (FEM),

spektranych prvkov (SPEM), pseudospektrdna metoda (PSM)
0 hranicné metody : metdéda hrani¢nych integrdov (BIEM), hrani¢nych
prvkov (BEM), diskrétnych vinovych ¢isel (DWNM)

e hybridné metédy

Z&kladné delenie je podra frekvencie, resp. vinovych diZok, pre ktoré je metéda uréend Pojem
vysokofrekvencna metéda znamend, Ze je pouZitel’na na vypocet pol'a posunuti vinenia s vinovymi
dizkami A << L, kde L je minimum veli¢in rozmeru dizky, ktoré charakterizujii nehomogenitu
prostredia v danom modeli (rozmery nehomogenit, zakrivenie rozhrani, pomer velkosti gradientu

% Teraz neprip&ame Vi, = 0. Minimum je uréené z oblasti, kde prostredie méa nenulové elastické parametre a hustoty
(oblasti, kde sa nachadza vakuum sa uvazuj osobitne)
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rychlosti avelkosti rychlosti). Pri vybere metédy musime brat’ do Uvahy charakter Uloh, ktorych
rieSenia chceme ziskat'. V tejto préci naSim ciel'om nie je modelovat’ zemetrasenia z globaneho hl'a-
diska, budeme sa sistred’ovat’ nalokane efekty zemetraseni. Vznikaju v&Sinou v lokalizovanych
Sruktarach v blizkosti zemského povrchu. VInové pole vyzZiarené seizmickym zdrojom, ktory sa
mbéZe nachadzat’ vnutri alebo mimo Sruktdry, v ng po nasobnych odrazoch, lomoch adifrakcii
interferuje, pricom mdze dojst’ ku znacnému zosilneniu a skomplikovaniu pohybu, ¢o sa prejavuje
vyraznymi anomdliami charakteristik seizmického pohybu pddy v porovnani spriestorom mimo
Sruktdry.

LUcova metdda je zaloZzena na asymptotickom pribliZzeni @ — <o, vyuZziva sa hlavne pri uréovani
&ruktdr pod povrchom, stavby Zeme apri vyhladavani nerastnych surovin. Pre uréovanie
seizmického pohybu pocas zemetraseni pri vzniku lok@nych efektov z ndsho hlradiska su délezitey-
Se nizkofrekvencné metody.

Lokane efekty s skimané hlavne preto, Ze najvacSie nebezpetenstvo pri zemetraseni ne-
predstavuje samotny pohyb horninového prostredia ale hlavne stavebné &truktary, ktoré sa roz-
kmitaju na svojg rezonancng frekvencii. Takto déjde k presiahnutiu medze sidrZznosti materialu
apo srate stability k zruteniu stavieb. Interval rezonan¢nych frekvencii beznych stavieb je 0,1 az 20
Hz. Interval rychlosti Sirenia seizmickych vin je radovo 100 — 1000 nvs. Pre zékladny mod vinovéa
diZka je blizka rozmerom celej &ruktiry, teda pre rédovy odhad rozmerov lokénej ruktdry (arezo-
nanéng vinove dizky) méame :

| =c/f =10-10000m,

pricom v tomto intervale si rozmery vaSiny geologickych &ruktdr v blizkosti povrchu Zeme.
Nehomogenity maji teda rozmery porovnatelné s vinovymi dizkami vin, o ktoré sa zaujimame,
apreto musime pouZit’ niektort zo skupiny nizkofrekvencnych metéd.

Hrani¢né metédy davaju vo vasine pripadov presnejSie rieSenie ako doménové metddy, ich
pama’ové g vypocétové naroky ale znatne narastaju pre komplikovanegSie geometrie modelov,
pretoze vypoctova oblast musi byt’ rozdelend na homogénne podoblasti, ¢o mbZze byt’ problematické
spinit. Doménové metddy sl vo vSeobecnosti vypoctovo efektivngSie ale si¢asne mengj presné
(efektivnost” metdédy znamend, Ze na dosiahnutie urcite] presnosti je potrebny relativne maly pocet
vypocétovych operacii).

VyuZit vyhody a potlacit’ nevyhody jednotlivych metdd je mozné ich kombinaciou s ohl'adom
naich efektivnost’ a presnost’ — tzv. hybridné metody. Ked’ze algoritmy pracuju si¢asne, ngmenej
efektivna z metdd uréuje celkovu efektivitu, preto touto poéitame ¢o najmendi objem. TaZkosti pri
hybridnom modelovani mdzu nastat’, ak nie je mozné zabezpetit' na styku oblasti pocitanych
réznymi metédami ich dobri komunikaciu — odovzdavanie s hodnét pocitanych veli¢in.

Bezne sa pri vyhodnocovani seizmického ohrozenia pouzivali iba odhady pohybov pri jedno-
rozmerng vertikdling rezonancii v systéme vrstiev na polpriestore. Uz prvé detailngiSie Studie
z oblasti lokdlnych efektov (Bard a Bouchon, 1980, 1985), ktoré sa zaoberali 2D modelovanim
sedimentmi vyplnenych Gdoli poukazuju na délezitost’ uvazovat’ pri vypocétoch seizmickénho pohybu
lateralne nehomogenity a nerovinné, pripadne sklonené rozhrania. Dal&e préce napr. Moczo a Bard
(1993) ukazuju, Ze na vypocet lokdlnych efektov je vyhodné pouZit' metdédu konecnych diferencii
(FDM - finite difference method). Trojrozmerné konec¢no-diferenéné (FD) modelovanie Struktar
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svnutornymi rozhraniami arovinnym volnym povrchom je rozoberané vo viacerych pracach. Z po-
zorovani ale g teoretickych modelov je zname, Ze podobne ako nerovinné vnatorné rozhrania, ma
na seizmicky vplyv vyznamny Ucinok g pritomnost’ nerovinného vornéno povrchu. Kym napriklad
metoda konecnych prvkov (FEM — finite element method) umoZziuje prispbsobenim siete rozhraniu
relativne presne a prirodzene nerovinny volny povrch modelovat’, pre metédu kone¢nych diferencii
je to problematické, preto z tohoto hr'adiska je vyhodnejSie pouzit’ metddu konecnych prvkov.

a) b)
Obr. 2

Model sedimentarneho Udolia
a) so zanedbanim topografie
b) suvéazenim redlng topografie
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3 Zaklady metody konecnych diferencii

T&o metdda je neustdle vel'mi frekventovane pouZzivana pri modelovani dynamickych dejov v roz-
nych oblastiach fyziky, predovietkym kvoli svojim prednostiam, ktorymi si hlavne vypoctova
efektivnost, relativne jednoducha programova implementacia a robustnost’ (t.j. pouzitel’'nost’ na
Sroku triedu modelov). Kym metéda konecnych elementov dnes dominuje pri rieSeni eliptickych
problémov, v oblasti hyperbolickych a dynamickych Uloh je to pravdepodobne metdda konecnych
diferencii. Od jg pociatkov v 50. a 60. rokoch, kedy sa h'adali predov3etkym rieSenia Standardnych
parcidnych diferencidlnych rovnic, sa neskér vyskum sustredil na rézne Specidlne problémy, ktoré
klasickymi pristupmi nie s rieSitel'né. Za obdobie vyvoja metédy boli jg vlastnosti v mnohych
smeroch ¢oraz podrobnejSie skiimané. Napriek tomu dodnes zostali otvorené niektoré vel'mi zauiji-
mave principiélne otazky, odpovede na ne by mohli priniest’ skvalitnenie konecno-diferenéného mo-
delovania

V sllade s vybranou oblastou aplikovania sa jedna o nizkofrekvenénd metddu. UmoZziuje simu-
lovat’ vinenie svinovymi dizkami porovnatelnymi srozmermi charakterizujlcimi nehomogenitu
prostredia v uvazovanom modeli. Vyklad z&kladov FDM, ktoré tu len strucne uvadzame, je napri-
klad v u¢ebnici Moczo (1989). Tu sa obmedzime len na metody, ktoré sivisia s elastickym mode-
lovanim, modelovanim vol'ného povrchu a zadefinujeme hlavne pojmy a pristupy, ktoré st pou-
Zivané v dalSich tvahach alebo boli vyuzité pri simulacidch. Dokazy tvrdeni, ktoré len slovne
uvédzame mozno ngst’ napr. v Morton aMayers (1994), Mitchell a Griffiths (1980) aingj literature.

PretoZze metdéda konecnych diferencii patri tieZ medzi tzv. mriezkové metddy (grid point
methods), vypoctova oblast’ je v ng reprezentovana ako sibor hodnbt elastickych (pripadne
anelastickych) parametrov, hustoty, a poli posunuti (napéti, rychlosti — v zavislosti na zvolengj for-
mulécii) v mriezkovych bodoch. Hodnoty spojitych, pripadne po ¢astiach spojitych funkcii, ako ich
zavadza mechanika kontinua, sa uchovavau len v tychto bodoch. Podobne ¢as je reprezentovany
diskrétnymi hodnotami, vaé&inou rovnomerne rozdelenymi s ¢asovym krokom At.

Pred samotnym vypoétom je nutné vytvorit’ konecno-diferencny model Ulohy:

e pokryt’ vypoctovu oblast’ mriezkou,

e urcit diskrétne hodnoty materidovych parametrov,

e aproximovat’ diferencidlne operatory kone¢no-diferencnymi a gproximovat’ okrgjove
podmienky = konstrukcia kone¢no-diferencného systému rovnic,

e gproximovat’ pociatocné podmienky.

TaktiezZ je dolezité analyzovat’ vytvorend schému — hlavne vy&etrit, ¢i je sdanym problémom kon-
zistentna, ¢i je stabilnd a konvergentna

15



3.1 Konecno-diferencna nriezka, sier’ a schéma

Mriezkou budeme nazyvat’ mnoZinu uzlovych bodov, v ktorych mézu byt lokalizované diskrétne
aproximécie materidlovych parametrov a dynamickych premennych. Principidlne je mozné vytvorit
mriezku s 'ubovol’nou geometriou, ale vagsinou nie je praktické pouzivat’ mriezky komplikovanych
tvarov, pretoze to komplikuje aproximaciu derivacii. Deformovanie mriezky vSak mdze byt’ vyhod-
né, pokial’ chceme sledovat’ tvar rozhrania, na ktorom je nutné aproximovat’ okrajové podmienky,
alebo ju chceme zhugtit’ v miestach, kde je potrebné model vzorkovat’ jemnejSie. Niektoré metody
vyuzivaju prave mriezky komplikovane geometrie (FEM), ale na generovanie mriezky je potrebné
pouzivat ve'mi komplikovany algoritmus. V metdde konecnych diferencii sa uprednostiuju
rovhomerné mriezZky ato dokonca g pre problémy spohybujucimi sa rozhraniami. Namiesto
lagrangeovskych mriezok zviazanych s rozhranim sa pouZivaju rovnomerné mriezky a metéda scho-
pn& modelovat’ rozhrania v polohe mimo mriezkovych bodov (napr. metdda vnorenych rozhrani,
kapitola4.1.1).

Pokial’ sa snazime skondtruovat’ schému aplikovatel’ni na vdeobecnl Ulohu a nemézeme o geo-
metrii modelu dopredu ni¢ predpokladat’, Standartne sa pouZiva rovnomerna kartézska priestorova
mriezka definovana ako mnozina bodov so siradnicami (X, V;, Z) :

X =%, +ih
yj:y0+jh
Z =27, +kh

v nagom pripade s rovnakym krokom h v smere stradnicovych osi. Cas moZno povazovat' za &vrty
rozmer mriezky aje reprezentovany ¢asovymi hladinami ty, = to + mAt.

Kone¢no-diferenénd mriezku spolu spriestorovym rozmiestnenim materiadlovych parametrov
adiskrétnych aproximécii dynamickych premennych budeme nazyvat' kone¢no-diferenéna siet’.*
Tato spolu 0 zostavenym systémom kone¢no-diferencnych rovnic tvoria vypoétovi schému.

Explicitné vypoctové schémy v kazdom bode pogcitaju aproximéciu v novom ¢ase priamo z hod-
not v predchadzajlceg hladine, sl vypoctovo nendrocné, velkost’ ¢asového a priestorového kroku je
v&k obmedzovand podmienkou stability (kapitola 3.2). V implicitnych schémach na ngdenie
hodnoty aproximécie v novom c¢ase je potrebné rieSit’ rovnicu, tadto je zviazana s rovnicami vo
vedl'gjSich bodoch. Na rieSenie velkého systému zviazanych rovnic je nutné pouzit’ maticové alebo
iterativne metédy aby sme ziskali aproximéaciu v novom ¢ase, velkost' ¢asového a priestorového
kroku v3ak nie je obmedzena Ziadnou podmienkou. Pretoze v&ak pri explicitnom vypoéte na vypocet
v jednotlivych ¢asovych hladinach je potrebnych podstatne meng operécii, vypoctovy cas je
zredukovany pricom g paméatové naroky s menSie. V dalSom schéma znamena vzdy explicitni
vypocétovu schému.

* v&:Sinou sav literatre nerozliduje mriezka (mesh, grid) asiet
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3.2 Vlastnosti kone¢no-diferencng schémy

V krétkosti uvedieme definicie spojené s matematickymi predpokladmi kladenymi na schému.
Konecno-diferencna schéma je konzistentna so systémom diferencialnych rovnic ak pri zmen-
Sovani At a h je rozdid diferencialneho operdtora L akonecno-diferenéného operétora L, (ktoré
pbsobia na Tubovol'nG spojitt funkciu u) v limite rovny nule v kazdom bode vypoétove) oblasti.
Tento rozdiel nazyvame g lokdlna zaokruhlovacia chyba (local truncation error). Pokial’ apro-
ximujeme derivécie pouZitim Taylorovych rozvojov je rozdiel operdtorov veli¢ina radu O(At") +
O(h"), ateda vlastnost’ konzistencie je splnena

Hovorime, Ze konecno-diferencné rieSenie konver guje k presnému rieSeniu, ak v kazdom bode
vypoctove oblasti pri zmenSovani ¢asového a priestorového kroku je rozdiel kone¢no-diferencného
rieSenia a presného rieSenia pri zmenSovani At ah v limite rovny nule. Kone¢no-diferencna schéma
je konvergentna, ak na urcitg triede vstupnych udgjov konec¢no-diferenéné rieSenia konverguju
k presnému rieSeniu.

Stabilita schémy znameng, Ze vzdialenost’ dvoch rieSeni nesmie s postupom ¢asu neobmedzene
rét’ vzhradom navzdiaenost pociatocnych podmienok. CastejSie sa ale vyuZiva ina definicia
stability, ktora hovori, Ze amplitudy jednotlivych Fourierovych médov, ktoré sa Siria schémou
nesmu sc¢asom neobmedzene rast’ (vzhladom na to, Ze ocak&vame fyzikdlne rieSenia, ktoré sl
vacsinou ohranicené), adebo sa utlmovat. PouZiva sa pri von Neumannovej analyze stability FD
schém.

Konzistenciu, konvergenciu a stabilitu viaze spolu tvrdenie :

Ak je schéma konzistentn4 s danym problémom a stabilng, kone¢no-diferencné rieSenie kon-
verguje k presnému rieSeniu (tzv. Laxova veta o ekvivalencii).

Pokial’ niektort z uvedenych podmienok nie je mozné splnit’ pri 'ubovolnych hodnotach h a At,
ale len pri urcitom vztahu medzi nimi, potom hovorime o podmienenej konzistentnosti, kon-
vergencii alebo stabilite. Va&Sinou schému zostavime tak, aby bola konzistentna. Zistime za akej
podmienky je stabilna. Potom z Laxovej vety vyplyva, Ze schéma je podmienene konvergentna

3.3 Aproximacie derivacii

Ked’Ze chceme riesit’ systém parcidlnych diferencidnych rovnic pre funkcie, ktoré popisuju ¢asovy
vyvoj systému, a ich hodnoty st zndme len v urcitych diskrétnych bodoch a ¢asoch, je potrebné
aproximovat’ priestoroveé gj ¢asove derivécie kone¢no-diferencnymi vzorcami. Aproximovat’ deriva
ciu spojitel funkcie pomocou jg diskrétnych hodndt mozno vyuZitim Taylorovych rozvojov. Pritom
vasinou postacuje brat’ do Gvahy len niekol’ko prvych ¢lenov g vzhl'adom na to, Ze priestorové
acasové zmeny rieSenia s maé vzhladom nadiskretizacné kroky h a At. Dobré vlastnosti pri
aproximovani priestorovych derivécii vykazuju centrdlne FD vztahy. Je ich mozné jednoducho
odvodit’ napr. metddou neurcitych koeficientov, ktoré ngdeme ako rieSenie systému rovnic.
ZapiSeme Taylorove rozvoje s presnostou do 4. rédu :
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f(x+d,y,zt)= f(X,y,zt)+d o, f (X Y,zt)

(3.1)
+3d%02f (x,y,zt) +1d°33 f (x,y,zt) +O(d*)

f(x—-d,y,zt)=f(x,y,zt)-do, f(x,y,zt)

3.2
+3d%02f (x,y,zt)—1d% f (x,y,zt) +O(d?) (32)

Neznamymi st 0,f a 8§f . Od¢itanim (3.2) od (3.1) dostaneme vzt'ah pre aproximaciu derivacie
spresnost’ou do 2. radu :

o, f(xy,zt)=4(f(x+d,y,zt)- f(x-d,y,zt))+0O(d?) (3.3

tento sa vyuZiva hlavne pri aproximéacii ¢asovych derivécii :
O f (% y,zt) =2 (f (XY, zt+At)— f(X,y,zt—At))+ O(At®) (3.4)

itanim (3.1) a(3.2) dostdvame vzt’ah pre aproximaciu druhej derivacie s presnost’ou do 2. radu :
0% (x,Y,z1t) =5 (f(x+d,y, zt)-2f(x,y,z) + f (x-d,y, z,t))+0(d?)
Ak napiSeme (3.1) a(3.2) pred = h ad = 3h, dostaneme slistavu rovnic :

f(x+h,y,zt) 1 1
f(x=h,y,z1t) 1 -1
f(x+3nhy,zt)| [1 3
f(x=3h,y,zt) 1 -3

f(xy,zt)

hf (XY, zt)
h*f_ (XY, zt)
h*f (XY, zt)

Njo Nlo Nk N
Nio Nlo ol ol

ktoru rieSime vzhl'adom na derivacie, mézeme ziskat’ centralnu kone¢no-diferenénu aproximaciu pre
prvu derivaciu s presnostou do 4. radu :

o, f(xy,zt) =2 (f(x+hy,zt)- f(x=h,y,zt))
—a=(f(x+3hy,zt) - f(x=3h,y,zt))+O(h*)

h

(3.5)

Priestorova derivaciu mdZeme teda aproximovat’ linearnou kombinéciou hodndt v okolitych
bodoch a nepotrebujeme pritom poznat’ hodnotu funkcie v samotnom bode, kde ju poc¢itame.

Analogickym postupom je mozné odvodit’ g aproximacie vysSieho radu. Ak ich pri vypocte
pouzivame, na dosiahnutie porovnatel’ng presnosti ndm staci volit’ v&csi priestorovy krok h, aky by
sme potrebovali pri aproximéciach 2. radu. PouZivat’ aproximécie vysSieho rédu je vhodné, pretoze
redukuju pamérové g vypocétové naroky, hlavne pokial’ sa funkcie menia pomaly. Za volnym
povrchom nie sl posunutia definované, preto je schému potrebné modifikovat, aby pri
aproximaciach bol zachovany rad aproximacie (homogénny pristup, kapitola 4.1). Pri modelovani
vnutornych rozhrani sa pouZiva presnost’ do 4. rédu v priestore ado 2. ré&du v ¢ase (FD schéma je
uvedena v prilohe 1). Pretoze pri heterogénnom pristupe volny povrch modelujeme ako vnitorné

rozhranie, takyto ré&d budeme aplikovat’ g navolny povrch.
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3.4 Sriedavo usporiadané siete

Pokial’ pouZijeme vztahy (3.4) a (3.5), m6Zeme zostavit' konvenénu konecno-diferenénd schému
kde v kaZzdom bode priestorove] mriezky mame lokalizované v&etky premenné. Ked’ si pripomenie-
me formulécie pohybovej rovnice (2.8) a (2.9), pri vypoéte napéti pouzivame priestorové derivécie
posunuti a naopak. Posunme vzgjomne polohy napéti a posunuti o polovicu priestorového kroku.
Toto je ekvivalentné pouZitiu mrieZzky spoloviénym priestorovym krokom pri vynechani pozicii
s celociselnym indexom pre posunutia a polociselnym pre napétia.

Ox T (% ,Yk ,2)

e d e e

n-32 nl nl2 n n+l/2 ntl n+3/2

Obr. 3 Vypocet derivacie na striedavo usporiadane sieti

Z Obr. 3, ktory zobrazuje tdto situaciu v jednom priestorovom rozmere, je zrejme, Ze pri aproxima-
cii (3.5) pokial’ f reprezentuje napriklad jednu zloZzku posunutia nie je potrebné ju pri danom
rozlozZeni uchovévat’ pre pozicie s polo¢iselnym indexom. Takto dostdvame mriezku s priestorovym
krokom h/2, kde pocet premennych, ktoré je potrebné uchovavat’, je polovi¢ny ako je pre konvenénu
siet’. Redukciu je mozné urobit’ g pre materidlové parametre (hustota je potrebna v miestach posu-
nuti, elastické parametre v miestach napéti). Pre 3D schému je Uspora edte znasobena. Vzt'ah (3.5)
ma potom tvar :

o, f(xy,zt) =g (f(x+ihyzt)- f(x—1hyzt))

3.6
—zn(F(x+2hy, zt) — f(x=3h,y,z1))+ O(h*) >

Takéto schémy prvy krét pouzil Madariaga (1976), popularnymi sa stali po ich UspeSnom pouZziti
v préacach Virieux (1984, 1986). V trojrozmerng sieti je usporiadanie materidlovych parametrov
apremennych vel’'mi dobre prispdsobené prave vzhl'adom na gproximovanie derivécii podla (3.6).
Vytvorit’ ju mozno periodickym umiestnovanim zakladnej bunky s hranou h.

Na Obr. 4 g pozicie diskrétnych premennych v 3D striedavo usporiadangj sieti. Teleso, ktoré je
na obrazku, je vytvorené odobratim niektorych osmin zékladnych buniek a umoziuje predstavit’ si
siet’ v priestore. Jednoducho mozno v danom bode aproximovat’ derivacie tych funkcii, ktorych
hodnoty mame k dispozicii v bezprostredng blizkosti dang] polohy v smere niektoreg stiradng osi.
Smer spojnice pozicii pritom uréuje, ¢i je mozné pocitat’ X, y alebo z-ovu derivéciu vdiciny. U, V, W
oznacuju polohy, kde uchovavame hodnoty diskrétnych aproximécii zloziek posunuti (rychlosti u, v,
w pokial’ sajedna o formulaciu DVS alebo VS), T zloZiek tenzora napéti.

Jednoduchym aplikovanim (3.6) mozno aproximovat’ nasledujlce derivacie v pozicii posunuti :
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U: Txz,z » Txyy » Txxx s Tyyx s Tzzx
VI Tyx s Tyzzs Ty s Tyyy s Tzzy (3.7)
W: Txzx s Tyzy s Txx,z s Tyy,zy Tzzz

Vo formuléacii DVS (tiez VS) maju zlozky pohybove rovnice tvar :

pPU=T, +Ty, + T,
PV=T,, Ty + T, + fy

PW="T, 4Ty, +T,,+ f,

Obr. 4 Umiestnenie diskrétnych aproximacii v sieti

Pri danom usporiadani mdZeme teda potrebné derivécie zloZiek tenzora napéti bez problémov
aproximovat, podlra (3.7) by bolo mozné pocitat’ g derivécie zloZiek tenzora napéti, ktoré nepot-
rebujeme — U to derivacie tvaru ;i (i #j).

Pri vypocte zloZiek tenzora napéti podla Hookovho zékona (2.4) nemame k dispozicii vSetky
priestorové derivécie, ktoré by vyzadoval vypocet pre teleso so vdeobecnou anizotropiou. Siet’ je
usporiadana tak, aby bolo mozné aproximovat’ derivécie, ktoré je nutné poznat’ pri vypoéte pre
izotropné teleso. Podl'a Obr. 4 moZzno pocitat’ v poziciach napéti nasledujuce derivacie posunuti
(namiesto zloZiek posunuti mozno vSade pisat’ zloZky rychlosti posunuti) :

Ty Ty Tz Ux, Vy, W,
Ty - Uy, Vix
Tz - Uz, Wy
Tyz 1 V7, Wy
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V&etky sa vyskytuju vo vzt'ahu pre vypocet napéti — Hookovom zékone pre izotropné teleso :

) (A+2u A A0 0 O U,
T, A A+2u A 0 0 0 Vv,
| | 2 A A+2u O 0 O W,
.| | O 0 0 2u 0 0| iV,+W,)
Ty 0 0 0 0 2u 03U,+W)
Ty 0 0 0 0 0 2u)liU,+V)

Neskdr sa ukaze, Ze pri modelovani rozhrani je potrebné na ich presngiSiu smuléciu zaviest’” do
schémy anizotropiu. MéZeme urobit’ zovSeobecnenie anamiesto 2 nezavidych eastickych koefi-
cientov ich budeme uvazovat’ 9 — pre kazdu poziciu v matici ¢ (2.5), na ktorg je nenulova hodnota
v pripade izotropného telesa. Maximéne je teda mozné, aby teleso malo ortorombickd anizotropiu :

) (G I, I, 0O 0 0 u,
Tyy Ixy ay Iyz 0 0 0 Vy
| [l I, @, 0 0 O W,
- L (3.8)
t,| |0 0 0 m, 0 0[%V,+W)
.| |0 0 0 0 m, 0 |[iU,+W,)
o) L0000 0 0 mJliu,+V)

Teraz je mozné si uvedomit’ jednu z nevyhod striedavo usporiadangj siete. Pre teleso so v3eobecnou
anizotropiou pri zostavovani schémy nie je mozné pouZit’ priamo vztah (3.6), bolo by potrebné
odvodit’ vzt'ahy pre chybajlce derivécie.

Dal&im déleZitym faktom o striedavo usporiadanych sietach je g to, Ze v jednom bode nepoz-
name cely vektor posunutia ale najviac len jednu jeho zloZzku. Pri pouZiti metddy kone¢nych dife-
rencii ngjpresngjSiu hodnotu rieSenia dostavame prave pre body, kde je lokalizovana diskrétna
aproximécia dangj veli¢iny. Cely vektor posunutia v striedavo usporiadangj sieti nemame v Ziadnom
bode, teda nikde nedostdvame kompletny seizmogram alebo velocigram (zaznam ¢asového priebehu
posunutia alebo rychlosti na danom mieste), avzdy je nutné ziskat’ ho interpolaciou aspon dvoch
zloZiek (tato nevyhoda nie je vsak zavaZzna). Ovela doleZitejSi sa tento fakt zd& byt z pohladu
dynamického modelovania seizmického zdroja, kde t&o viastnost’ znamena komplikované imple-
mentovanie okrajovych podmienok na zlomove ploche. VhodnegjSie na tato dlohu pravdepodobne
budl v sicasnosti testované ciastoéne striedavo usporiadané siete (partly staggered grid — PSG),
ktoré v jednom uzle maju lokalizované v&etky zloZky posunutia av druhom vaetky zloZky tenzora
napéti.
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3.5 Kombinované a nerovnomerne pravouhlé siete

Pokial’ ¢ast’ modelu tvori oblast’ s pomalou zmenou materidlovych parametrov bez ostrych rozhrani,
ktoru preto nie je potrebné vzorkovat’ s takou hustotou, ako iny priestor, je vyhodné pre tieto oblasti
set’ "zriedit" prechodom ku seti svacsim priestorovym krokom (napriklad ak pod modelom
simulujeme homogénny polpriestor). Prechod mdze byt diskontinuitny alebo spojity. V prvom
pripade sa priestorovy krok vredSe sieti voli ako celogiselny nasobok kroku h. Tieto siete sa
nazyvaju kombinované alebo diskontinuitné pravouhlé siete.

Na Obr. 5 je siet’ s prechodom h — 3h. Na styku sieti pre redSiu siet” mame k dispozicii vsetky
veli¢iny v poziciéch, kde ich potrebujeme. Je teda mozné pouZit' Standardné konec¢no-diferen¢né
aproximacie, ktoré pouzivame vo vnitri kazdej siete. Pre jemngjSiu siet” by sme na styku potrebovali
hodnoty v poziciach, kde ich nepozname (ozna¢ené Sipkou), aby sme mohli pouzit’ Standartné FD
aproximécie. Na hranici v jemnejSgj sieti pouZijeme aproximécie 2. rédu, potom je nutné
interpolovat’ len jednu chybajicu hodnotu za hranicou. Interpoléacia zniZuje presnost’ pouZivaneg
schémy, prechod je vSak v take ¢asti modelu, kde toto nespbsobuje tak zavazni chybu. Pod-
robngjSe sa teito metdde venovat’ nebudeme, pri vypoctoch nebola vyuzita, predstavuje ale uréitl
moznost’ ako zefektivnit modelovanie napriklad g vorného povrchu.

Obr. 5 Kombinovana siet’ Obr. 6 Nerovnomerna siet’

Niekedy je vhodné vyuZit' g nerovnhomerné siete, ktoré mézu mat’ int vel’kost’ priestorového
kroku v réznych smeroch. Tento sa mbZe spojito menit’ aebo je v urcitg oblasti konstantny.
Nevyhodou je, Ze pokial sa v Sieti zjemnenie zavedie, prebieha celou mrieZzkou v jednom smere
adochadza k prevzorkovaniu. FD aproximacie je mozné odvodit’” analogicky, presnost’ je charak-
terizovana chybou O(h¥), pricom h sa v priestore meni. Typicka dvojrozmernd siet’ s premenlivym
priestorovym krokom je na Obr. 6.

3.6 Podmienka stability a disperzne vzrahy

Existuja viaceré metody, ktorymi mozno stabilitu konecno-diferencnej schémy vysetrit. Medzi

najpouzivangjSie patria von Neumannova metodda, maticova metéda, metéda diskrétnych poruch,

alebo energeticka metdda. PodrobnegjSie s spominané v matematickych ucebniciach napr. Morton
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aMayers (1994), Mitchell a Griffiths (1980).

Relativne jednoduchd a ¢asto pouzivana je von Neumannova metdda. Jedna sa o fourierovsku
analyzu Srenia vin v schéme. Je moZné overit, Ze isté Fourierove mody si rieSeniami a siéasne
Pubovolné rieSenie mozno vytvorit' ako ich integrdinu superpoziciu. VySetrovat' teda mozno
osobitne jednotlivé mody a ziskané vlastnosti sa potom prendSgju a do rieSenia, ktoré je ich
kombin&ciou. Toto ndm umoZiuje zaviest’ poruchy v tvare harmonickych vin, stabilita vyZaduje aby
ich amplitidy sc¢asom nerastli neobmedzene. Z tychto poZiadaviek mozno odvodit’ podmienku
stability pre P a S viny v neobmedzenom homogénnom prostredi na striedavo usporiadanych sietach
(schéma s priestorovymi gproximéciami do 4. rédu a casovymi do 2. rédu presnosti) :

ac ol a0 M

7\@ a 7\@E

PretoZze a > f§ za podmienku stability mozno zobrat’ prvy z tychto vzt'ahov, druhy bude splneny
automaticky.

Takymto spdsobom sme teda ziskali podmienku pre velkost’ ¢asového kroku At pre zvolenu
velkost’ priestorového kroku h, ak by sme simulovali Sirenie vinenia v neobmedzenom homogeén-
nom prostredi. V naSich modeloch sa samozrejme vyskytuju rézne prostredia oddelené rozhraniami,
presné vysetrovanie stability pre zloZité modely je komplikované a prakticky je ho tazké vykonat'.
Pri odhade velkosti ¢asového kroku preto ngjdeme najmensiu hodnotu rychlosti &renia S vin v mo-
deli a pomocou nej ur¢ime ¢asovy krok. Takto v&ak stabilitu zaru¢enll nemame, pokial’ je vypocet
nestabilny je nutné ¢asovy krok zmensit’.

Mriezkova disperzia je zavislost’ fazovej rychlosti Sirenia v mriezke od frekvencie. V. homo-
génnom redlnom prostredi fézova rychlost’ nezévisi od frekvencie, v mriezke viak ano. Uplne od-
strénit’ ju nie je mozné, snazime sa ju minimalizovat’. Jgj vySetrovanim mozno uréit’ d’alSiu dolezitu
podmienku na verkost' priestorového kroku. Z grafov zavislosti a/a,, a B/ B, (kde index grid
znamend, Ze sa jedna o hodnotu uréend zo Sirenia v sieti) od pomeru h/A pre zvolent hodnotu
pomeru At/h azvoleny smer Sirenia je mozné urobit’ zavery, aky minimany mdze byt pomer
A,/ (uréime teda maximénu hodnotu priestorového kroku) aby disperzia bola akceptovatelna
Pre vySetrovanu schému (Dodatok 1) Moczo et a. (2000) odporG¢au volit' 4. /h miniméne 6.
T&o hodnota teda bola zakladnou g pri naSich smulécidch. Pre porovnanie sme pocitali g
s hustejSim vzorkovanim 4, /h = 10.

min

3.7 Smulovanie bodového zdroja

Zdrojom seizmickych vin v prirode mdzu byt viaceré deje. NgjcastejSie s to tektonické a vulka-
nické udalosti pripadne zritenie podzemnych priestorov (borivé zemetrasenia). Taktiez dopady
extraterestrialnych telies na povrch planét alebo pohyb oceanov méze byt’ zdrojom rozruchov, ktoré
sa Siria vnutrom planéty. V posedne dobe je to g Tudskd ¢innost, ktorl seizmometre taktiez
zaznamenévaju. Najviac zemetraseni (90 %) je tektonického povodu. Vznikaju ked’ v odabeng zone
medzi dvoma horninovymi blokmi dbjde k presiahnutiu kritickej hodnoty Smykového napétia
adeformacia, ktora sa kumulovala poc¢as dihdieho obdobia, sa ndhle zatne odstranovat’. Proces
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vzniku a Sirenia trhliny je komplikovany atazko matematicky popisatelny, pretoze ma chaoticky
charakter.

Kinematické modelovanie seizmického zdroja je jednoduchSie matematicky zvladnutelné.
V&Sinou sa uvazuje dopredu vymedzend zlomova plocha, na ktoregj sa predpisanym spdsobom Siri
trhlina — diskontinuita v posunuti. Fundamentalnym je poznatok, Ze vo velkych vzdialenostiach od
zdroja vinové pole neobsahuje zloZky s vysSimi frekvenciami, ktoré si utimované viac, ateda nene-
sie informéciu o tvare zZlomove plochy. Efektivny bodovy zdroj je dobrou aproximaciou realneho
procesu na zlomovej ploche &k je prijimat v dostatoénej vzdialenosti v prostredi s Gtimom, alebo ak
zdroj vyZaruje vinenie s vinovymi dizkami ovela vassimi ako je jeho linedrny rozmer.

Matematicky mozno posunutie (seizmogram), ktoré je désedkom c¢asového vyvoja diskon-
tinuity v posunuti na zlomovej ploche odvodit’ pomocou vety o reprezentécii (Aki a Richards, 1980).
Na zéklade matematickych identit je mozné odvodit’ ekvivalenciu medzi takymto zdrojom vinenia
a systémom objemovych sil. Velkosti ich momentov charakterizuje rozlozZenie tenzora hustoty mo-
mentov a v pripade bodového zdroja je to tenzor momentov v jednom bode.

V pripade, Ze diskontinuita v posunuti je doty¢nicova k zlomove ploche, je bodovy zdroj
mozZné charakterizovat’ parametrami :

Serer strike Mo — seizmicky moment

v v —normdanazlomovu plochu (v tomto pribliZeni rovinu)
P i — masmer diskontinuity v posunuti
¢s —uhol medzi severom apriesecnicou roviny zlomu

A s horizontdnou rovinou (strike)

} y 6 —odklon roviny zlomu od horizontalngj roviny (dip)
A —uhol medzi smerom diskontinuity v posunuti

vychod a priesetnicou (rake)

Obr. 7 Parametre bodového zdroja

Ak celt plochu X nemézeme reprezentovat’ ako jeden efektivny bodovy zdroj, v istom
priblizeni ju je mozné rozdelit na menSie plo3ky, kazdeg znich priradit’ tenzor momentov sil,
apriebeh diskontinuity na X reprezentovat’ ako ¢asopriestoroveé rozlozZenie efektivnych bodovych
zdrojov. Kazdy z nich ma vlastni zdrojovu ¢asovu funkciu s(t), ktord je definovana ako pomer
medzi aktualnou diskontinuitou v posunuti akone¢nou diskontinuitou, ktor4 sa dosiahne, ked’ sa
sklz materialu v danom bode (na dangj pl63ke) skonéi. Pokial’ prva nenulova hodnota s(t) nastava
pre efektivne bodové zdroje v rdznych ¢asoch, vyZiarené vinové pole sa dobre zhoduje s pozorova-
nym pri skuto¢nom Sireni trhliny na zlomovej ploche. Takto v kinematickom modelovani mozno
pomocou fitovania pozorovanych a syntetickych seizmogramov zistovat’ priebeh Sireniatrhliny.

Dynamické modelovanie seizmického zdroja vyZaduje ovel'a komplexngjsi pristup. Kym v ki-
nematickom modelovani sme Sirenie trhliny predpisali, v dynamickom modelovani o tom, ¢i sa
trhlina rozsiri, rozhoduju napétia v prostredi, skiz na zlome sariadi z&konom trenia. Tento pristup je
teda fyzik&lnejSi a umoZziuje vyhnit’ sarozporom, ktoré pri kinematickom modelovani vznikagU.

V FD modelovani simulovanie dynamiky seizmického zdroja je problém, ktory sa prave ries.
Kinematické modelovanie je uz dobre zvladnuté aimplementécia efektivneho bodového dido-
kacného zdroja nepredstavuje Ziadny problém. Preto g pri naSom testovani pouzivame préve takyto
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druh budenia vinového pola

V pohybove rovnici (2.2) objemova sila f; je pri naSom modelovani vSade nulova (bez pri-
tomnosti tiazového por'a), silovy ¢len viak mdze byt vyhodne pouZzity pri excitacii vinového pola.
Efektivny bodovy zdroj je charakterizovany tenzorom momentov sil. TotoZzné vinové pole, aké sa
vyziari v dédedku diskontinuity v posunuti, generuje systém dvojitych dvojic sil svelkostami
momentov rovnymi zlozkdm tenzora momentov. Této ekvivalencia sa vyuziva pri modelovani g
v metode konecnych diferencii.

’ 9
o '

o;!f.;*ﬁ@ w
w/@/m

o

Obr. 8 Bodovy zdroj na striedavo usporiadangj sieti

V metdde konecnych diferencii sa teda v bodoch v okoli centra zdroja predpiSe ¢asovy priebeh
ZloZziek objemovych sil a takto ziskame kinematicky bodovy zdroj. V konvencng sieti je
implementacia priamociara. Pre striedavo usporiadani siet’ je situacia o nie¢o komplikovangjSia, je
nutné ngjst’ body v okoli, kde je mozné predpisat’ potrebné zlozky objemovych sil. PodrobngjSie st
vztahy pre ssmulovanie zdroja uvedené napr. v Moczo (1998). Na Obr. 8 sii vyznacené pozicie
asmery objemovych sil (zobrazena je len jedna osmina symetricke] situacie) v striedavo uspo-
riadang sieti, ktorych momenty vytvaraju bodovy zdroj. Centrum je v pozicii normalovych zloZiek
tenzoru napétia T,

3.8 Smulacia neodrazajucich hranic

Lokdna &ruktdra je cast’ prostredia v okoli prijimaca, ktora m& dominantny vplyv naseizmicky
pohyb vtomto mieste. Pokial’ vieme, Ze na relativne presné uréenie seizmického pohybu neméa
heterogenita vzdialengjSieho okolia podstatny vplyv, mdzeme ho aproximovat’ homogénnym pries-
torom (polpriestorom), ktorym sa vinové pole neobmedzene Siri. V metdde konecnych diferencii
vypoctova oblast” musi byt nutne kone¢ng, nemdzeme pocitat’ pohyb v priestorovo neohrani¢enych
oblastiach. Preto mriezka pokryva objem lokdnej Struktiry a jej blizkeho okolia, na jej okrgjoch sa
nachédzaju tzv. neodréZgjlce hranice, ktoré zabezpecuju, Ze vinenie prichédzajlce z vnutra vy-
poctove oblasti nimi prechadza ako keby sa d’alej Sirilo do neobmedzeného priestoru. PretozZe reane
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v dangj pozicii nedoch&dza k Ziadnej zmene v prostredi, na hranici modelu by nemalo dochédzat” k
Ziadnemu odrazu. Umelé odrazy do vnutra objemu vznikajlce na hraniciach sa snazime ¢o najviac
eliminovat, pretoZe tieto vytvaraju falodné zlozky v rieSeni anie je ich mozné odseparovat’. Existuju
viaceré pristupy, ako neodrézajlcu hranicu vytvorit. Pri pouZiti narazy absorbujlcej zény (shock
absorber zone), umelg Utimove oblagti (artificial damping zone) a dokonale prispésobenych vrstiev
(PML - perfectly matched layer) k modelu pridame na okrgjoch oblasti hribky niekorko
mriezkovych krokov, ktoré absorbuju energiu prechédzajucu okrgjom. Alternativne je mozné bez
rozSirenia modelu na okragjoch predpisat’ priblizne absorbujlce okrajové podmienky zaloZzené na
aplikacii jednosmerngl vinovej rovnice (Clayton a Enquist 1977), pripadne minimalizovat’ koeficient
odrazu nahranici, ako je to urobené napr. v préci Reynolds (1987).

Pre nés je dolezité, Zze numerické vypocty pri pouZiti roznych neodrézajcich hranic ukazuja, ze
neexistuje univerzalna metdda, ktora by pri Fubovolng konfiguréacii modelu bola dostato¢ne presna
a stabilnd (Moczo, 1998). Pri kazdegj simul&cii je teda potrebné mat’ na paméti, Ze hranice modelu
generuju umelé odrazené vinové pole, ktoré rieSenie znehodnocuje. Seizmogram na urcitom mieste
v sieti nie je ovplyvneny umelymi odrazmi dovtedy, kym sa najkratSou dréhou k nemu zo zdroja
nedostane od hranice odrazena energia. Tieto efekty teda je mozZné ¢asovo ohranicit’, v&tsinou ak sa
im chceme Uplne vyhnat' (pri presnych testoch), je vhodné, aby model bol dostatoéne velky. Vo
vaSine pripadov neodréZajuce hranice funguju dobre, problémy mbézu nastat’ napriklad ak
nehomogenita prechédza aZ ku hranici. PretoZe neexistuje presné kritérium, rozhodnit’ o vhodnosti
mozno definitivne aZ po vykonani numerickych testov.

3.9 Dekompozicia vinoveho po/a

Pri simuléciéch lokanych efektov je vyhodné vplyvy na vysledné posunutie na dang lokalite
rozdelit’ do troch skupin :

e podmienky v zdroji
e vplyv prostredia medzi zdrojom alokanou Struktdrou
e vplyv lokéng Struktary

Pokial’ sa zdroj nachédza vo vatsej vzdialenosti od lokdling Struktury, slaba heterogenita prostredia
medzi zdrojom a lokdnou Struktirou nespdsobuje komplikované vinové javy a je mozné namiesto
vypocétovo narocnych metéd pouZit’ jednoduchSie pristupy. Ngdeme metédou diskrétnych vinovych
¢isel (alebo inou efektivnou metddou) riedenie U, pre model, kde lokdnu &ruktiru nahradime
materidlom srovnakymi vlastnostami, aké ma okolité prostredie. Toto zaznamendme na dvoch
plochach a a b ohrani¢ujucich objem obsahujuci lokanu &ruktdru (Obr. 9). Tieto si od seba
vzdialené niekol’ko priestorovych krokov (podlra radu metddy) pouzitych pri nasledujiucom FD
rieSeni.
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Obr. 9 model aprva faza vypoctu

V druhom kroku rieSime metédou konecnych diferencii tlohu s lokdnou &ruktdrou v izolovanom
objeme ohrani¢enom neodréZajucimi hranicami, zdrojom vinenia st plochy a ab (Obr. 10).

neodrazajlca
hranica

Obr. 10 princip dekompozicie vinového pola

Toto je princip tzv. excitatného boxu. Vinové pole U, vstupuje do objemu a slokénou &ruktdrou
prostrednictvom budenia na a a b, rozptyl'uje sa a plochou b opusta objem a len jeho zlozka UR,
ktora sa Siri k neodrézajucim hraniciam, a tieto pre dopadajice vinové pole vytvaraju podmienky
vel'mi blizke Sireniu do neobmedzeného homogénneho priestoru za neodrazajicimi hranicami.

Takymto spbsobom je mozné simulovat’ efektivne g lokdne efekty v dédedku zdroja, ktory je
relativne dost” vzdialeny. Predstavuje alternativny spésob excitécie vinového pol'a. Podobne, ako je
to g v pripade bodového zdroja, je doleZité, aby sme konecno-diferencnou schémou dostatocne
presne a efektivne riesili adekvatny objem v okoli prijimaca.
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4 S mulovanie vnutornych rozhrani

Teraz sa budeme zaoberat’ pristupmi, ktorymi je mozné modelovat’ vnatorné rozhrania. Vorny po-
vrch je §pecidlnym rozhranim a nemozno ho zaradit’ medzi vnutorné rozhrania. Heterogénny pristup
na simulovanie vnutornych rozhrani je viak mozné pouZit’ v limite g pre vorny povrch. Potencidlne
je mozné, Ze bude Uspedna g modifikécia homogénneho pristupu pre volny povrch, preto tu
v krétkosti uvédzame ich zékladné principy.

Nech v priestore, v ktorom chceme metddou konecnych diferencii pocitat” seizmicky pohyb, sl
hodnoty materidlovych parametrov popisané ako po castiach spojité funkcie. Budeme uvaZzovat
dokonale elastické izotropné prostredie (materidlové parametre si A, u, p). Predpokladajme zatial’,
Ze sa vo vnutri objemu modelu nenachadza vakuum (vylu¢ujeme pritomnost’ vol'ného povrchu). Pre
pohyb v oblastiach so spojitou zmenou materidlovych parametrov plati pohybova rovnica. Na hra
niciach tychto oblasti musime zarugit, aby vypo¢tova schéma spitiala okrajové podmienky, inak by
sme modelovali fyzikalne odlisny problém. V principe existuju dva pristupy, ako to dosiahnut’ :

e homogénny pristup — splnenie okrgjovych podmienok dosiahneme modifikovanim schémy
pri rozhraniach, materidlové parametre maju lokane hodnoty,

e heterogénny pristup — okragjové podmienky sa snazime splnit’ Specialnou vorbou hodndt
materidlovych parametrov, schéma zostava formane nemenna

Pre jednohladinova explicitni schému je to moZné formélne zapisat’ oba pristupy nasledovne :

Homogénny pristup :

DrnJrl = iyr,k (CrJrri ) Drn+rk (41)

k=1

pricom r, (relativne stradnice vzh'adom na konkrétny bod) am zavisia od polohy r, D je vo
v3eobecnosti vektorova veli¢ing, ktorgl zloZzkami su rychlosti a napétia, y:«. je matica koeficientov.
Typickym prikladom premenlivych m a r, mdze byt zmena tvaru pola apo¢tu bodov, z ktorého
aproximéciu v novom ¢ase pocitame, pri rozhraniach a volnom povrchu.

Heterogénny pristup :
D' =>7.(c., D, (4.2)
k=1

Tvar polaani funkcie y. sanemenia, €., st modifikovane tzv. efektivne materidlove parametre, len

oni zabezpetuju priestorovi zmenu koeficientov schémy. Tento pristup sa niekedy oznatuje ako
metody priemerovania
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4.1 Homogénny pristup
Pokial’ pouzijeme tzv. homogénny pristup :

e vnUtri oblasti zo spojitou zmenou materidlovych parametrov pouzivame schému, ktora
vznikne aproximovanim pohybovej rovnice (a Hookovho zakona),

e narozhraniach av ich malom okoli pouzivame FD schému modifikovanu z ohl'adom na
splnenie okragjovych podmienok a zachovanie radu aproximécie.

Diskrétne hodnoty materialovych parametrov, ktoré v schéme vyuZivame a st lokaizované v mriez-
kovych bodoch, si priamo hodnoty funkcii v bode s priestorovymi stradnicami uzla mriezky (po-
kial' nelezi priamo na rozhrani). Pri rozhraniach je teda schéma pre vnutorné body modifikovand,
aby boli splnené okrajové podmienky ameni sa spoziciou v sieti. Toto znamena, Ze pre kazdu
geometriu rozhrani v modeli je potrebné zostavit’ Specifickd, pre kazdy problém osobitd FD schému
a pri vypocéte podratoho, o ktory bod sa jednd, aplikovat’ rézne FD vzt'ahy.

Z&kladna myslienka metédy modifikovat’ schému pouzivanu pre vnitorné body pochadza prav-
depodobne od autorov Tikhonov a Samarskii (1962). Homogeénny pristup ako jedni z prvych v seiz-
molégii pouZivali Alterman aKara (1968), ktori ho aplikovali pre relativne jednoduché geometrie
rozhrani. Pretoze urcit’ FD aproximacie pre okrgjové podmienky nie je triviainy problém, po obja-
veni sa tazkosti sa viacero autorov venovalo hlavne vyvoju heterogénneho pristupu. V poslednom
obdobi sa v3ak objavili nové préce rozvijgjuce pristup nazyvany vnorené rozhrania. Pretoze tato
metdda by potencidine mohla byt s modifikovana a pouzita pre modelovanie volného povrchu,
venujeme sajg podrobneSe.

4.1.1 Metdéda vnorenych rozhrani

Metodu vnorenych hranic (immersed boundary method — IBM) vyvinul Peskin (1977, 1981) na
rieSenie nestlacitelnych Navier-Stokesovych tokov skomplikovanymi pohyblivymi rozhraniami,
pricom sa uvazuje singularny zdrojovy ¢len reprezentovany pomocou priestorovych delta funkcii.
Metdda je prvého radu presnosti, neskdr Beyer aLeVeque (1992) ukazali, Ze istou volbou diskrét-
nych aproximécii delta funkcii je mozné dosiahnut’ 2. réd presnosti. LeVeque aLi (1994) odvodili
pristup, ktory pre Poissonov problém s nespojitymi koeficientmi alebo singuléarnymi zdrojovymi
¢lenmi davadruhy rad presnosti.

Pod metdédou vnorenych rozhrani (immersed interfaces method [IM) rozumieme metédu
pribuznd s metddou vnorenych hranic pre rovnice s nespojitymi koeficientmi. Na rozdiel od pdvod-
nej metddy, ktord vyuziva priestorové delta funkcie sa narozhraniach sformuluju skokové podmien-
ky, ktoré sa vyuziju na odvodenie modifikovang schémy.

Princip metédy je vhodné ilustrovat’ na jednorozmerne) advekcii popisanej rovnicou

U, +c(x)U, =0, 4.3)
kde
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C(X)={C X<a (4.4)

+

Cc X>a

RieSime ju na intervale (0,0), poc¢iato¢na podmienka je napr. U(x,0) = 0, okragjovi podmienku
zvolime 'ubovolnd spojita funkciu U(0,t) = A(t).

Pre metodu vnorenych rozhrani je dolezité urcit’ tzv. skokové podmienky (jump conditions) pre
rieSenie U. Vych&dzgju z okragjovych podmienok amaju rozny tvar podla typu fyzikdnej dlohy.
PretoZe koeficient v rovnici je nespojity, potencidlne aj rieSenie moze byt' na rozhrani nespojité,
alebo mdze mat’ nespojité priestorové derivacie. Zvolme skokovu podmienku :

[U]=limU(xt)- Iiqu(x,t):O prevt, (4.5)

pretoze podmienka spojitosti v bode o bude splnena pri problémoch elasticity. V tomto jednodu-
chom pripade pozndme g v3eobecné analytické rieSenie :

Alt-&(¥) x<&™(t)
0 x> EHt)

dx
c(x)

U(xi)z{ kde g(x)zjj

Na nom s I'ahko overime niektoré vlastnosti, ktoré sa vyuzivaju pri zostavovani schémy. Postup
odvodenia je z Zhang alLeVeque (1996). Nevyhodou je, Ze odvodenie je pre konvencné siete a
pouZiva sa Lax-Wendroffova (LW) schéma druhého rédu presnosti, preto nie je priamo apliko-
vatel'né pre striedavo usporiadané siete.

Uvazujme jednorozmerni mriezku s krokom h a ¢asovy krok k. Aproximéciu v novom ¢ase
Ziskame z 3 hodnbt v predchadzajiicom ¢ase :

n+1 n+1
Ui Ui
1 1 1
’4"?'\‘~~ T tn+1 T ””dl.\\\s T tn+]
- -~ - -~
- [l =~ 9 t - ] L s~ t
- — + n = — t — n
U, Ui Ui U, U a Ui

Obr. 11 situécia bez rozhrania a s rozhranim

Ak samedzi bodmi i—1 ai+1 nenachédza rozhranie (Obr. 11 vl'avo), pouziva sa schéma:
3 n n i 2 n n n
U=y _%(Um _Ui71)+%(kTq) (Ui+1 -2 +Ui—1)

Tato Standardna LW schéma vSak stréca presnost’, &k je diskontinuita v bode a, kde x , <a <X ;.
Preto v tomto pripade je nutné odvodit’ inG schému.

RieSenie rovnice (4.3) je spojité v Case a takisto g jeho casové derivacie (toto neplati pre
priestorové derivacie), [U{] = 0, preto zo (4.3) vyplyva[cUy] = 0, teda derivacia Uy mav bode x = a
skok, aby vykompenzovala skok v ¢ (mozno overit’ pre analytické rieSenie).

Ak zderivujeme (4.3) podla ¢asu, potom :
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U, =-cU, =-c,), =c(cU,), =cc'U, +c®U,
[cc'U] = lim c(X)c'(X)U (x,t) — Iinlc(x)c'(x)U (x,t)=0-0=0 prevt

pretoZe c'(X) = 0 pre x = . Dalej [Ug] = 0, preto dostavame [c?Uy] = O (opét’ plati aj pre analytické
rieSenie). Ziskali sme teda potrebné (ako neskér uvidime) tri podmienky :

[U]=0, [cU,]=0, [cU,]=0 (4.6)

Ur=U-, cU =cU;, (c)?U; =(c)?U;

kde U* aU~ sl limitné hodnoty prex — o ax — a ™.
Navrhnime teda vSeobecnu trojbodovu schému :
um=u/+ %(% M4y Uy U |n+1)
Ul =U"+ %(% aV i + YUl YY) ) (4.7)

Teraz budeme hr'adat” koeficienty y tak, aby bol zachovany réd aproximécie. Je potrebné skimat’
lok&lnu zaokruhrovaciu chybu (local truncation error) schémy v bode x, a X ..

L(x.t,) = %(7|,1U (X0, t) + 7 U (%8 +y, U (Xl+l’tn))
+cU (x,t)—<U_(x,t,)+O0(k?)

Dalej rozvinieme ¢leny okolo bodu x= a

L(x.t,) :%7|,1(U7 + (X —a)Uy +(X|71_O‘)2U;x)
+371, (U7 + (% —a)U, +(x —a)?Uy)
+%7|,3(U+ + (X —a)Uy +(X|+1_O‘)2U>:rx)
+c(U; +(x —a)U, ) -5 U, +O(k?*) + O(8h*)

Autori neuvadzaju priestorovy chybovy ¢len. NajvéacSia vzdialenost’, cez ktorl rozvoje robime je 2h,
preto sme uviedli chybovy &len O(8h®). Bez zdévodnenia stii vynechané &leny s vy&Simi derivéciami
U -, aby bol zachovany réd aproximéacie je zrejme taktiez nutné predpokladat U, =U . =0.
Teraz vyuzijeme skokové podmienky (4.6) pricom nahradime vSetky limity sprava pomocou
hodnét limit zlava. Potom na dosiahnutie poZadovaného rédu aproximacie je potrebné, aby
koeficienty pri U ~,U, ,U_ boli rovné 0. Dostavame takto systém rovnic pre koeficienty y :
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1 1 1 Vi1 0
1= B @B |n.|-| < | (48)
@By B @-pyr*)n.) (c@B+v)

kde B = (o« — x)/h, r = ¢’/c" av = c’kih. Tieto bezrozmerné parametre charakterizuji relativnu
polohu rozhraniav mriezke (), kontrast narozhrani (r) a v je stabilitny parameter schémy.
Prebod | + 1 mdzeme zostavit’ systém analogicky s (4.8)

1 1 1 Vi 0
2-p 1-p —pr Viag | = —C
(2-B)° @-B)° B \r.as) \c'(2Q-PB)+v)

+

kde teraz v = c'k/h. N§st' rieSenie je jednoduché a autori ho neuvédzaji a nevy3etruji ani jeho
vlastnosti, ktoré by potencidlne mohli byt’ vyuZité napr. pri odvodzovani heterogénnych schém.

n+1 n+1
UI U|+1
L L

viw

v iw N
-

J/I,l Phe : J/I,3\ ]/1+1’3: S S J/1+11
- Yi2 > v S
e i - \\ 1 I+1,2 <
- -

N -~ - \\‘ ~

Ullr-ll LJ|rI Olz Ul|il U:iz
hB

Obr. 12 vyznam koeficientov y

V ¢lanku Zhang a Symes (1998) autori prezentuji metddu pre 2D rovnice elasticity, ktora je 4.
rédu presnosti v priestore a 2. alebo 4. rédu v ¢ase. RieSeny systém matvar :

(o_ll,x +0-12,y)

Vi =5 (Glz,x +O_zz,y)

ou =(A+2u)u + Ay, (4.9)
Oy = ‘Ll(uy +VX)

Oy = AU, + (A +21)V,

u =

= o=

s diskontinuitnymi koeficientmi

(p7 A u) reQ
(p,i,u)={ s

(p" A" u") Tel,
kde rozhranie je definované krivkou c, oddel'ujucou oblasti QQ; a Q,. V metdde vnorenych rozhrani
sa &tandartne zavédza maticovy formalizmus, ktory umoziuje jednotne zapisat’ rozli¢né jednoroz-
merné g viacrozmerné ulohy. Systém (4.9) mozno prepisat’ do tvaru :
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U, +AU, +BU, =0, (4.10)
kde

U= (u,v,crll,crlz,crzz)

aAaB simaticerozmeru5 x5

O 0 p* 0 O O 0 0 p' O

O 0 0 pto O 0 0 0 p
A=—|2+20 0 0 0 O B=-/l0 i1 0 0 0| (4.11)

O p 0 0 O g 0 0 0 O

A0 0 0 0 0 A+2u 0 0 O

Uvazujme konven¢nu siet’, preto pre vnatorné body mozno opét’ pouZit’ napr. Lax-Wendroffovu
schému alebo ind Standardni metédu. Na dosiahnutie 4. rédu je potrebné uvazovat’ 25 bodov v okoli
bodu vypoétu aproximacie (Obr. 13). Pokial’ vietky body neleZia na rovnakeg strane rozhrania, je
potrebné odvodit’ novu schému — pouzijeme lokalny systém stiradnic narozhrani. Podobnym spbso-
bom, ako v jednorozmernom pripade je mozné odvodit’ 6 x 5 rovnocennych skokovych podmienok
na rozhrani, z ktorych je potrebné vybrat’ 25 — jedna z rovnic sa nevyuZije, podl'a vyberu dostavame
mierne odlisné metddy. Vo vzt'ahu pre lokdlnu zaokrahl'ovaciu chybu opé’ urobime Taylorove roz-
voje okolo vybraného bodu na rozhrani a nahradime derivécie U™ derivaciami U~ pomocou sko-
kovych podmienok. Podmienka zachovania radu aproximécie vyZaduje, aby koeficienty pri deri-
véciach U~ boli nulové, takto dostdvame 25 rovnic pre nezname koeficienty zvolengj veobecng
schémy.

1 2 3 4 s |
J - 2 n

- 6l 71 8 o 10
J-1 7

j A1 12 13 14 15 T\
j+1.16 17| 18 19 20 /

C

j+o21 22 23 24| 25 /

i-2i-1 1 i+1i+2
Obr. 13 umiestnenie bodov, z ktorych pocitame aproximaciu derivacie
Tieto rovnice je potrebné riedit’ len raz na zaCiatku vypoc¢tu a v paméti uchovat’ vysedok. Oblast
modifikovanej schémy je podstatne menSia ako oblast’ vnutornych bodov. Preto metdda vnorenych
rozhrani znamena relativne malé dodato¢né vypoctové naroky a je efektivna. Numerické testy uka-
zuju, Zze metdéda dava v kombinacii so Standardnymi pristupmi na rieSenie PDR vo vnutri spojitych
oblasti vydedky zvoleného radu presnosti.



4.2 Heterogeénny pristup

Hodnoty dynamickych premennych v tomto pripade poc¢itame pomocou schémy, ktora méa rovnaky
tvar v kazdom bode mriezky. Koeficienty schémy st rovnakymi funkciami materidlovych para
metrov, ktoré sl vypocitané z uréitej oblasti v okoli bodu ich polohy v sieti.

, A, B: B,

B
B,
f,
f,

|
Obr. 14 poziciarozhrania voci diskrétnym aproximéaciam

Ak pocitame aproximaciu derivécie spojitej funkcie vo vnatornom bode — s bodmi, z ktorych sa
pocita aproximécia natej istej strane rozhrania, dostaneme vysedok so zvolenou presnost’ou. Pokial
vSak ¢ast’ bodov leZi na opacng strane ako ostatné (Obr. 14), hodnoty premenng v bodoch A, B, B,
sa vzt'ahuju nafunkciu f; , kym hodnoty v bodoch B;, B, naf,. V homogénnom pristupe sa pomocou
skokovych podmienok a Taylorovych rozvojov okolo bodu rozhrania zohl'adni sivisost’ hodnét na
oboch stranach rozhrania. V heterogénnom pristupe sa snaZzime odvodit’ hodnoty efektivnych
materidlovych parametrov tak, aby sme v bode A dostali hodnotu derivacie s ¢o najlep3ou presnos-
tou, tymto v schéme zohl'adnime okrajové podmienky na rozhrani.

Heterogénny pristup sa stal popularngSim ako homogénny od zaciatku 70. rokov. Sposobili to
hlavne tazkosti aplikovat’ homogénny pristup na nepravidelné a zakrivené rozhrania. Viaceri autori
kon&truovali schémy, v ktorych materidlové parametre boli vypocitané viac-mengj intuitivne (Kelly
et a., 1976, Graves, 1996 a ini). Schonberg a Muir (1989) publikovali postup, ktorym je mozné
vypocitat materialové parametre prostredia ekvivalentného v dlhovinng limite so siborom plan-
paralelnych vrstiev. Muir et al. (1992) zostavili heterogénnu schému na konvenéng sieti, kde
efektivne materidlové parametre si pocitané na zéklade aplikécie tohoto pristupu (kapitola 4.4.2).
Ddlezita je préca Zahradnik a Priolo (1995), ktori z pohybovej rovnice na zaklade Uvah o mate-
ridlovg diskontinuite odvodili vyraz, ktorého dominantnd cast’ je ekvivalentna spojitosti napéti.
Moczo et a. (2002) odvodili heterogénnu formuléciu pohybovej rovnice a na zaklade ngl potom
nasli g heterogénnu kone¢no-diferencni schému.

PodrobngiSie sa budeme venovat’ dvom pristupom : priemerovaniu navrhnutému autormi
Schonberg a Muir a aritmetickému a harmonickému priemerovaniu navrhnutému v préci Moczo et
al. (2002).

4.2.1 Heterogénna formulacia pohybovej rovnice

Ngjst” heterogénnu formuléciu pohybovej rovnice v podstate znamena odvodit’ rovnicu platnu v bliz-
kosti rozhrania, ktor&d ma rovnaky tvar ako pohybové rovnica pre hladko heterogénne prostredie.
Z takto zapisaného problému potom moZzno odvodit’” heterogénnu kone¢no-diferencni schému.

V ¢lanku Moczo et a. (2002) sa najskér uvazuje 1D model kontaktu dvoch prostredi s réznymi
materidlovymi parametrami. Pre dve do série zapojené pruZinky plati :
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T,=T,=T e=¢g+e,
kde 7 sll napétia a e deformécie.
Systém chceme nahradit’ dvoma rovnakymi pruzinkami, ktoré budi zdeformované kazda rov-
nako e= 2e, preto dostdvame :

2®=g+e =2+ teda B=f kde CT=2(1+3)".

Tuato Gvahu je mozné I'ahko rozSirit’ g pre viacero elastickych prvkov zapojenych do série.
Pre sily a hmotnosti dostdvame podobnym postupom :

f=pd kde f=21(f,+f)ap=23(p,+p,).
UvaZzujme teraz o funkciach priestorovej stradnice::

@1 (X) = ¢ (X)9,(x)

P, (X) =¢,(X)9,(x) = ¢,(0) = ¢,(0) =c(0)g(0)

¢,(0) = ¢,(0) (4.12)
kde T(X) =205+ 56)"

a g(x) = 2(%.(¥) + 9,(x)

Pre Specidlny tvar funkcii c :

@,(X) = rl(_lx) 9,(x)
?,(X) = rlex) 0:(¥) = ¢,(0) =¢,(0) = Tlx) g(0)

¢,(0) = 9, (0)
kde T1(X)=1(r,(X)+r,(x))

(4.13)

Nech teda v bode x = 0 je lokalizovany kontakt prostredia charakterizovaného parametrami a funk-
ciami sindexom 1 aindexom 2. Je potrebné s uvedomit’, Ze g ked’ posunutia d a napétia t sl cez
diskontinuitu v materidlovych parametroch spojité, toto neplati pre ich priestorové derivacie.
ZapiSeme jednorozmerné pohybové rovnice pre tieto dve prostredia :

d, =L (z,, +f,) 7, =¢d,,
”1 o\, 1 1 =G0, (4.14)
dz:p%(fz,x+ f,) T, =Cd,,

Podmienky narozhrani si d, (0) = d, (0), 7,(0) = 7,(0) . PretoZe st posunutia v kazdom ¢ase spojité,
spojité v ¢ase budu & rychlosti a zrychlenia, preto d, (0) = d,(0) .
Na zé&klade (4.12) a (4.13) potom mozno pisat’ :
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d(0) = 54| 7, (0 + T(0) |

- (4.15)
£(0) =c(0)d,,(0)

kde pruh znamena aritmeticky priemer hodnoty veli¢iny na jedng a druhg strane rozhrania, pre
modul pruznosti je to harmonicky priemer. Dostali sme pohybovu rovnicu a Hookov zakon apliko-
vané na rozhranie, v rovnakom tvare, ako platia pre hladko heterogénne prostredie. Takyto tvar
nazyvame heterogénnou formulaciou pohybovej rovnice.

PretoZe sa materidlova diskontinuita nachadza v blizkosti bodu aproximécie, v takomto bode
pisat’ je mozné pribliZzne pisat’ :

ol |~

d= [TYX + f ]

t=ad, .
Okrem pripadu kedy je materidlova diskontinuita priamo v bode aproximacie si tieto rovnice
dobrym priblizenim (4.15) — toto mozno ukazat’ integrovanim pohybovej rovnice cez jednu FD
bunku a pouZitim vety o strednej hodnote. V bodoch vzdialenych od rozhrania v hladko heterogén-
nom prostredi sl materidlové parametre pomaly sa meniacimi funkciami priestorovych siradnic,
aplikovanim aritmetickych a harmonickych priemerov dostavame hodnoty blizke lokdnym. Preto je
mozné materidlové parametre v celom modeli pocitat’ pomocou a aritmetickych a harmonickych
priemerov, bez ohl'adu na poziciu heterogenit a rozhrani.

Prostredie so spojite sa meniacimi parametrami s mézeme predstavit’ ako systém velkého
mnoZstva do série zapojenych pruziniek, pricom priemerné hodnoty parametrov sl pocitané cez
v&etky pruzinky. Autori dostdvaju pouzitim integrovania pohybovej rovnice v okoli diskontinuity
avety o stredngj hodnote integralneho poétu vyjadrenie materidlovych parametrov :

X +h/2

X +h -1
P|A:%.[ p(X)dx Cﬂuz:(%jxl %) .

X —h/2

Pokial’ integrdy numericky vycisujeme Standardnym spdsobom, vzt'ahy prejdi na aritmetické
a harmonické priemery diskrétnych hodnét ¢o dostaneme a uvazovanim o pruzinkach.

Uvedeny postup je pouzitel'ny pre konvenéné siete ale efektivny hlavne pre striedavo usporia-
dané siete. Nés bude zaujimat’ priestorovd zmena materidlovych parametrov v oblasti vel'kosti jednej
bunky ako to naznatuju & hranice v integrdinom vyjadreni ¢ a p*. Pre striedavo usporiadané siete
stred oblasti priemerovaniaje v mieste, kde je lokalizovana diskrétna aproximécia parametra.

Zovseobecnenie na trojrozmerny pripad nie je trividlne. Na podobnych Gvahach je zaloZené g
odvodenie v d’a3ej kapitole, ktoré bude neskor vyuZzité pri heterogénnom pristupe pre vorny povrch.
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4.2.2 Ekvivalent jemne zvrstveného anizotropného prostredia

Tento postup publikovali Schénberg a Muir (1989). UZ Backus (1962) ukézal, Ze systém ten-
kych izotropnych vrstiev méa v dlhovinng limite rovnaké vlastnosti ako homogénne transverzélne
izotropné prostredie, a Ze jeho parametre mozno ngst’ pouzitim vhodnych pristupov hr'adania prie-
merného prostredia. Kazda z vrstiev ma hribku ovela mensiu, ako je vinova dizka vin, ktoré pros-
tredim prechadzaju. Pri aplikécii tejto tedrie na jednu FD bunku je hribka zvrstvenia, ktorym ju
aproximujeme teda mal& v porovnani s minimanou vinovou diZzkou.

Budeme sa zaoberat’ systémom vrstiev, ktory je na Obr. 15. Pre zjednoduSenie je mozné
uvaZovat’ relativne hrabky, teda h; = 1. Norméa narozhrania je ri=(0, 0, 1) . Kontakty vrstiev st
spojené, preto nie je mozny ich vzajomny pohyb, teda posunutia a napétia na nich st spojité. Tak,
ako to urobil Backus, vzhr'adom namalt hribku kazdej z vrstiev, vektor napétia pdsobiaci naroviny
snorméou v smere 0s ZmozZno povazovat' v rdmci jedne] vrstvy avzhl’adom na spojitost’ g v ramci
stvrstvia za konstantny (analdgia so systémom pruZiniek) :

T, =N, =7.0. =T

i ij~ jz iz

C;])'qrs ) Tplq ) e'ls h1
C&qrs ’ szq ’ erzs h2
Obr. 15
Cg'qrs ) TE('J ’ egs h3
Systém anizotropnych vrstiev
z
[
CSqrs ’ Tpnq ’ eps 1hn

Dalej budeme uvaZovat maticu elastickych koeficientov, napéti a deformécii jedng konkrétngj vrs-
tvy ahorny index i nebudeme uvédzat'.

V dodatku 2 je ukazané, ze ak sl posunutia spojité, spojité st g ich priestorové derivécie
v smeroch x ay. Preto zlozKy tenzora deformécie ey, €y, &y , ktoré sti ich kombinaciou budeme tak
isto povaZovat’ za kondtantné v kazdej vrstve ateda g celom slivrstvi.

Vo Voigtove reprezentéacii chceme teraz preusporiadat’ komponenty Sest’zloZkového vektora
napéti a deformécie tak, aby sa pri sebe nachadzali spojité a nespojité ¢asti, pretoze je to vhodné
kvéli jednoduchosti zgpisu d’alSich Uprav. Transforméciu mozno vykonat' nasobenim ortogondnou
maticou Z :

il
Il
N
lall
o
Il
N
D!

kde
= (7141 T Tags T12s T131 T23)

= (Ta31T13+T 531119 T2 T12)

é:(eu’e?z’%s’elz’ela’ezs)

é':(%a’els’ezs’eu’e?z’%)
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aplati z*=2".
Pred transforméciou plati Hookov zékon v tvare 7 =cé (2.4), kde c je matica elastickych
koeficientov. Potrebujeme odvodit’ tvar matice ¢' v transformovanom zékone::

T =Cé
Z't'=cZ2'e' = r'=7cZ'8' a c'=2cZ'

Dalej bloky matice ¢' budeme oznacovar’ kvoli krétkosti zpisu bez ¢iarky. Teraz uz moézeme pris-
tupit’ k odseparovaniu spojitg a nespojitej ¢asti vektorov —maticu c' g vektory rozdelime nabloky :

Tz Cs Cs Cp G Cp Cyu|[&
Ty Cs Cs GCs Cs Cx Cp|l &

Ty _ Cx G GCs Cs Cx Ciu || & PN (TS J _ (CS” Cs J (e” J (4.16)
T Cs G5 G Cy Cp Gyl 8« &

Tyy Cs Cx Cx C, Cp Cyll€y

Ty Cy Cps Cp Cyu Cy Cyu)\&

pricom c' jetiez symetrickd, teda ¢, = cL . Index s saviaze na spojitl an na nespojitd cast’.
Rovnicu (4.16) moZno rozpisat’
Ty = G486, + G = € = C;ans - C;11C$es (417)
Tn = C;Q’] + Cnses
potom
Ty = C; (C;wlrs - C;11C$es) +C& = C;C;wlrs + (Cns - C;C;C$)es
Tn = (C;11C$ )T TS + (Cns - C;C;1C$)es
pretoze cLc. = ((c;)'c.)" =(coc.)'.
Tieto Upravy sme vykonali tak, aby sme vyjadrili 7, a &, pomocou spojitych s a es. Nespojité
veli¢iny je vhodné reprezentovat’ ich aritmetickym priemerom vo v&etkych vrstvéch :

(6,)=(ca )7, —(Caty )&, (4.18)
(t,)= <(c;}c$)T >rs + <cnS -~ c;c;c$> e (4.19)

pricom <A> = ZhA , je to matica vaZzenych aritmetickych priemerov prvkov matic pre jednotlivé

39



vrstvy. Upravme teraz ziskané vyrazy natvar pévodnych rovnic (4.17).

. <c;nl>7l (e,)+ <c;}>7l (Carts) €,

T

adosadime do (4.19) :

Porovnanim s pévodnymi vztahmi dostdvame vzt'ahy pre priemerné hodnoty matic, ktoré charak-
terizuju systém ako celok :

Vysledkom sii teda bloky matice (c'), (c) dostaneme transforméciou (c)=Z" (c')Z..

My pri hladani efektivnych materidlovych parametrov budeme takymto spésobom uréovat’
priemerné prostredie v urcitgj oblasti centrovangj v pozicii, kde je diskrétna aproximécia parametra
lokalizovana Dany priestor rozdelime na tenké homogénne izotropné vrstvy. Preto teraz uvedieme
tvar matice elastickych koeficientov ekvivalentngj systému izotropnych vrstiev. Kazda z vrgtiev je
charakterizovana parametrami A;, u; kdei je index vrstvy. Potom

h+2e 0 0O A A4 0

0 2u 0 0 0 0

o 0 2u o0 0 o

“TloA4 0 0 A+2m 4 O

o0 0 A A+2u O

o 0 0 0 0 2u

teda

A+2u O O A A O A+2u A0
¢= 0 2u 0| d=0 00| ¢= L A+2u O
o 0 2 0 00 0 0 2u

Operécie s maticami, ako je to popisané v predchédzajicom odvodeni, je mozné vykonat” symbo-
licky v programe Mathematica. Takto dostavame priemernd maticu c :
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/1:12 >2 2 </1+/12 >2 2 </1+/12 >

(avp) + L — (A (1) +— - 1’12 = 0 O 0
el e
</1+12 >2 2 </1+12 >2 2 </1+12 >

(2) + - z (r+2p) + 2 — (2 =0 0 0
Fopmlm) et

C= </1+/12“ > </1+12“> 1 0 0 0 (420)

(%) (%) (%)

0 0 0O 4% 0 0

&
0 0 0 0 % 0
()
0 0 0 0O O 2</,£>

Tento postup mozno analogicky vykonat’ g pre vrstvy s normalou v smere os x alebo y a vysledné
matice maju podobny tvar.

Matica c je maticou efektivnych hodndt materiadlovych parametrov, efektivna hustota je poci-
tané ako aritmeticky priemer v danom objeme. Teeso s takouto maticou elastickych koeficientov je
tzv. transverzalne izotropné.

4.2.3 Aplikacia pre konvencné siete

Muir et a. (1992) aplikova postup z predchédzajlicej kapitoly aby naSiel heterogénnu FD schému.
Stasti obmedzujuci je predpoklad, Ze obsah oblasti integrovania je nutné povazovat’ za systém plan-
paraelnych vrstiev, preto nie je mozné uvazovat' komplikované vzgjomné polohy rozhrani. Pokial
sa vSak jedna o rovinné rozhranie dvoch materidlov rovnobezné s niektorou so sietovych rovin, je
mozné priamo aplikovat’ uvedeny postup. Zakrivené rozhranie je mozné s dobrou presnostou v rdm-
ci jedng bunky aproximovat’ rovinou vzh'adom nato, Ze sietovy krok je ovel'a mensi ako polomer
zakrivenia rozhrania. Ak uvazujeme sklonené rozhranie priemerovanie sa aplikuje v rotovaneg
siradng sUstave a ziskanu priemernd maticu ¢ je nutné pomocou rotécie pretransformovat’ do
pbvodng stradng ststavy (Obr. 16), maticu po rotécii oznacujeme ¢’. Kym matica c (4.20) mavela
nulovych prvkov, zrotovana priemerna matica ¢’ méze mat’ vietky prvky nenulové. Takto ziskanu
maticu pouzivame v Hookovom zé&kone (2.4). V metdde konecnych diferencii musime preto
aproximovat’ derivacie zlozZiek posunuti (rychlosti) vo vetkych smeroch. Pri pouZiti konvencne)
siete mozno tento pristup priamo aplikovat’.

Obr. 16 globdny alokdny systém stradnic
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4.2.4 ZjednoduSenie pre striedavo usporiadané siete

Efektivnost, ktord nam striedavo usporiadané siete ponukaju sa teda neprendsa do problémov s roz-
licne orientovanymi rozhraniami. Pri modelovani sa vzdy usilujeme o ngdenie optiménej
rovnovahy medzi presnostou a nenaro¢nostou daného pristupu. V tomto pripade zavedieme apro-
ximaciu, pokial’ nepresnost’ v pristupe nebude zavazna, efektivita metddy sa zvysi.

Za ur¢itych podmienok, ako sa ukazuje na zaklade numerickych simul&cii, je mozné urobit’
zjednoduSenie a striedavo usporiadané siete pouzivat’ pre vnatorné rozhrania. Tento pristup je
popisany v ¢lanku Moczo et a. (2002). ZovSeobecnenie pristupu z kapitoly 4.2.1 na trojrozmerny
pripad vyZaduje prijat eSte dodatocné predpoklady. Hookov zakon sa rozpiSe cez elastické
koeficienty ynax (k = A+ u je objemovy modul pruznosti). V nom predpokladame spojitost’ :

1) stopy tenzora napéti
2) deviatng ¢asti normalovych zloZiek tenzora napéti
3) dtriznych zlozZiek tenzora napéti

Tieto podmienky st priblizne splnené ak priestorové zmeny funkcii si dostatocne malé. Ako sa
ukazuje na zéklade simul&cii v redinych pripadoch sme opravneni toto zjednoduSenie pouZit'.
Uvedené predpoklady umoziuju kontakt dvoch materialov reprezentovat’ prostredim, ktoré je izo-
tropné — ma dva nezavislé elastické koeficienty charakterizujuce jeho spravanie pri deformovani.
Osobitnym uvaZzovanim o izotropng a deviatnej ¢asti tenzora napéti mozno ukézat’, ze priemerné
hodnoty 1 a k je vhodné vypocitat’ ako harmonické priemery v danej oblasti :

S| T Y| PR

kde objem integrovania V je kocka s hranou h s centrom v mieste, kde je aproximovany materidovy
parameter v sieti lokalizovany.

FD schéma mateda rovnaky tvar, ako pre homogénne alebo hladko heterogénne prostredie, na-
miesto lokalnych hodnét materidlovych parametrov v ngj vystupuju efektivne hodnoty. Autori zd6-
raziuju, Ze pre volny povrch, na ktorom dochédza k diskontinuite v posunuti, toto pribliZzenie nie je
mozZné pouZzit’ a odporucaju metdédu AFDA (5.1.2) na simulovanie rovinného vol'ného povrchu.
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5 Smulovanie vo/ného povrchu

Je velmi déleZitou sicastou realistického modelovania lokalnych efektov. Podl'a kapitoly 2.4 je
volny povrch redlne pohyblivou volnou hranicou. V seizmolégii vzhl'adom na znatné rozdiely
v hustote a hodnotéch eastickych parametrov pritomnost’ atmosféry zanedbavame, teda okragjova
podmienka znamend nulovost’ napéti na hranici. NavySe v teorii malych deformécii je mozné
posunutia vorng hranice zanedbat” a okrajovi podmienku predpisovat’ v mieste, kde sa hranica
nachadzala v pociatoénom ¢ase (hranica prestéava byt’ pohyblivou).

Podobne, ako je to g pri modelovani vnatornych rozhrani, mozno pristupy rozdelit na
homogénne a heterogénne. Vzhl'adom nato, Ze vol'ny povrch je ngjostrejSie rozhranie, ktorym sa pri
modelovani zaoberame, je kombinacia metédy presne simulujacej volny povrch a FDM velmi
vhodnd, budeme sa teda zoberat’ g hybridnymi pristupmi. V nasledujucich kapitolach je prehlad
metod pouzivanych na simulovanie volného povrchu predovsetkym v seizmologickych alohach.

5.1 Rovinny volny povrch

Pokial’ je vorny povrch rovinny, mézeme siradny systém zvolit’ tak, aby to bolarovinaz = 0. Nor-
mala je kon&tantna, z Cauchyho vzt'ahu pre nagpétia dostaneme podmienku :

7,0 =7,(0)=7,(0)=0. (5.1)

Aj ked’ tento pripad je znacne zjednoduSenym modelom redlneho volného povrchu, jeho presné
modelovanie nie je v metdde konecnych diferencii trividlnou Ulohou. Pokial’ volny povrch ohra
nicuje hladko heterogénne prostredie, je mozné efektivne vyuzit homogénny pristup. Naro¢neSiu
Ulohu predstavuje model, kde rozhrania vystupuju az k vor'nému povrchu.

Pokial’ sa zaujimame len o dvojrozmerné modelovanie vo formulécii v posunutiach pre SH
pripad je rovinny volny povrch mozné simulovat’ pomocou tzv. vékuového formalizmu : hustotu g
elastické koeficienty poloZime rovné nule, pricom v celg vypocétovel oblasti mozno pouZit’ jedinu
schému — jedna sa teda o heterogénnu formuléciu (Boore, 1972). Formulécia v posunutiach je viak
nepresna pre vysoké pomery o /3, ktoré s ¢asté prave v oblastiach, kde chceme pohyb modelovat'.
TaktieZ sa ukazuje, Ze vékuovy formalizmus vo formulécii v posunutiach je menej presny ako iné
metody pouzivané pri trojrozmernom modelovani seizmického pohybu. Je ovela prirodzenejSie
pracovat’ s formulaciou DS aebo VS, pretoze v nich explicitne vystupuju napétia. Tymito sa bude-
me zaoberat’ d’ag.

Levander (1988) navrhol pouZitie virtuanych hodn6ét zloZiek tenzora napéti nad volnym
povrchom. Tieto si uré¢ené antisymetricky vzhl'adom na zlozky hned” pod volnym povrchom. Svoj
pristup, ktory je v literatire oznacovany ako zrkadlenie napéti (stress imaging) aplikova pri 2D
modelovani so schémou 4. rédu. Aby bolo moZzné jednoducho predpisat’ okrgovi podmienku
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nulovych napéti na vol'nom povrchu je prirodzené umiestnit’ niektorll z FD aproximacii zloZiek
tenzora napéti priamo na volny povrch, takto mozno rozlisit dve polohy v striedavo usporiadaneg
st : tzv. H (napovrchu st horizontéine zloZzky posunuti) aW (vertikdlna zloZka) formulaciu. Z Le-
vanderove prace nie je zreimé, ktoré zloZky tenzora napéti sa nachadzaju na vol’'nom povrchu ani
ako urcovat’ zloZky rychlosti nad vornym povrchom.

Rodrigues (1993) pouzil zrkadlenie napéti vo svojej schéme 8. radu. Na vol'nom povrchu boli
lokalizované norméoveé zlozky tenzora napéti. Zistil, Ze je nutné volit’ priestorovy krok minimalne

Awin 115 — A, 110, @by potlagil znacnl numericku disperziu. Kombinacia zrkadlenia napéti a verti-
kane zjemnengj siete mu umoznila tlohu rieSit” optimalne.

Metodu zrkadlenia napéti pouzil v kombinacii s 3D schémou 4. radu v napétiach arychlostiach
Graves (1996), ktory sic¢asne detailne vysvetlil, ako pracovat’ so zlozkami tenzora napéti. Tento
pristup sa ukézal byt presnegjSi ako vékuovy formalizmus.

Strizné zloZky tenzora napéti umiestnené na vol'nom povrchu pouZivali Ohminato a Chouet
(1997). Graves na z&klade numerickych testov zigtil, Zze formulécia s normdovymi zlozkami na
vol'nom povrchu je presngjSia. Gottschamer a Olsen (2001) porovnavanim vysledkov s metédou
diskrétnych vinovych ¢isel ukézali pripady, kedy je jednaformulacia lepSia ako druha a naopak, od-
porucaju viak pouzivat formulaciu so striznymi zloZzkami na vol'nom povrchu a priemerné hodnoty
horizonténych zloZiek rychlosti cez vol'ny povrch ako hodnotu priamo na vol'nom povrchu.

Kristek et al. (2002) vo svojom ¢lanku navrhuji nové metddy, ktorymi je mozné rovinny vorny
povrch simulovat’ velmi presne. Metddu, ktord nazyvaju upravené FD aproximécie (adjusted FD
approximations — AFDA) porovnavaju s metdédou diskrétnych vinovych ¢isel, zrkadlenia napéti ajeg
modifikéaciu s vertikalne zjemnenou siet'ou pri volnom povrchu. Tato metédu je mozné kombinovat
s heterogénnym pristupom ¢o umoziuje modelovat’ pohyb g v modeloch s rozhraniami vystupu-
jucimi k vonému povrchu.

Pri pouZziti striedavo usporiadanych sieti mdze byt potencialne vyhodné pouZitie operdtorov
vySSieho radu, toto umoziuje volit’ vacsi priestorovy a ¢asovy krok. Je viak nutné odvodit’ $pecidlne
FD aproximécie pri vor'nom povrchu, inak sav jeho blizkosti zniZuje rad presnosti.

V sl¢asnosti st pri modelovani v heterogénnych prostrediach s rovinnym vol'nym povrchom
najviac pouzivané metodda zrkadlenia napéti a metddy AFDA, ktoré popiSeme podrobnejSie.

5.1.1 Metdda zrkadlenia napati

Tento pristup bol navrhnuty Levanderom (1988) a neskér viac krét pouZity a vylepSeny viacerymi
autormi. V ¢lanku Kristek et al. (2002) si popisané a testované obidve formulé&cie tejto metody H g
W. Ako uzZ bolo spomenuté v historickom prehl'ade v metdde zrkadlenia napéti sa nad volnym
povrchom definuju virtudlne hodnoty zloZiek tenzora napéti antisymetricky. Z antisymetrie potom
vyplyva nulovost’ napéti na vol'nom povrchu. Hodnoty posunuti nad a na vor'nom povrchu sa dopo-
Citavgiu na zéklade vyuZzitia zrkadlenych hodnét napéti a FD rozvojov znamych podmienok (Obr.
17). Nadedne je mozné pouZit’ rovnaku schému ako pre vnutorné body g priamo pre vorny povrch
atesne pod nim, kde by sainak aproximécie do 4. radu nemohli pogcitat’ Standardne. V tejto kapitole
mimoriadne u, v, w oznacuju posunutiaa U, V, W st ich diskrétne aproximécie.
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\VA ke e U(0), V(0) ziskame z gproximacie pohybovej rovnice do 4. rédu
ot H 302 o W(-h/2) positame z aproximécie podmienky ., (0) =0 do 2. radu
v Hookovom zékone pre 1
“vv_h e U(-h) ziskame z aproximéacie 2. r&du podmienky antisymertie
mU aT ¢ _(~h/2) =z, (h/2) aHookovho zakona
a4 e \/(-h) ziskame z aproximacie 2. r&du podmienky antisymertie
5T eW -h/2 t,,(=h/2)=-7,(h/2) aHookovho zakona
T e aproximacie napéti T, T”, T# nad vo'nym povrchom s dopl-
.” 0 neneé antisymetricky
, T#(0) =0, T*(0), T”(0) je mozné vyjadrit z Hookovho zékona
; kde derivacia w,, je vyjadrena pomocou derivacii u,x av,y z Hook-
. IRl P VAN ) ovho zékona vyuzitim 7,,(0) =0

W(0) ziskame z aproximacie poh. rovnice 4. radu
U(—h/2) pocitame z aproximacie podmienky 7,,(0) =0 do 2. rédu
v Hookovom zékone pre 1y,

oT* .WVTXZ e V(-h/2) pocitame z aproximécie podmienky z,,(0) =0 do 2. rédu
v Hookovom z&kone pre t,,
AV e W(—h) ziskame z gproximécie 2. radu podmienky antisymertie

mU 1| -h2 t(-h/2)=-1_(h/2) aHookovho zékona
aproximécie napéti T, T*, T* nad vo'nym povrchom si dopl-

/ neneé antisymetricky
0
g T%(0)=0, T*(0) =0
n--4%-
i el W2 Obr. 17 Metdda zrkadlenia napéti ajeg princip

Na uc¢dy testovania pristupov bol zvoleny jednoduchy model homogénneho polpriestoru. Je to vy-
hodné z dvoch hradisk :
e nevznikgju komplikované vinové procesy a teda je mozné dobre odli&it’ numerické
chyby, za priaznivych okolnosti odhadnat’ ich priciny,
e pre jednoduché modely mame moznost’ vyuZit' na porovnanie vel'mi presné metddy —
analytické, semianal ytické alebo numerické.

V modeli, ktori autori zvolili (parametre i popisané v kapitole 7.2.2) sav smere x Siria Rayleighove
viny av smere diagonaly SH viny. Metoda zrkadlenia napéti je porovndvana s metdédou diskrétnych
vinovych ¢isdl. Pokial’ Amin = 6 h autori konstatuju :

e pre U¢ely modelovania seizmického pohybu je miera zhody postacujuca pre H g W
formuléciu pokial’ sa zaujimame o P a SH viny,
e kymv H formulécii Rayleighove viny prichédzaju skér, ako by saredne mali objavit,
v W formulécii sa oneskoruijq,
e v W formulacii sa modelované Rayleighove viny lepSie zhoduju v amplitidach
S presnym rieSenim
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e nepozoruje sa Ziadna vyrazna anizotropia v mrieZke : rychlosti Sirenia v smere sie-

tovych rovin g v smere diagonaly su blizke,

e ak uvazujeme vaSie hodnoty Poissonovho pomeru, numerické rieSenie sa zhoduje

o nieco lepSe.

Pre jemnejSie vzorkovanie Anmin =10 h :
e pri modelovani Rayleighovych vin je miera zhody dostato¢na,
e H formulécia sa zhoduje lepSie vo fazach, W v amplitidach.

Tieto zistenia viedli k zéveru, Ze pri pouZiti tejto metdédy na simulovanie vorného povrchu je
potrebné volit' priestorovy krok maximéne h = Ann/10. PretoZe pre vnatorné oblasti modelu
postacuje krok h = Amin/6, tieto by boli prevzorkované. Preto je vhodné hl'adat’ iné pristupy.

Vertikdlne Zemnena sier’

V pripade rovinného volného povrchu mozno bez straty efektivnosti
vyuZit' nerovnomernu siet’ zjemnenu len vo vertikdlnom smere (kapitola
3.5). Pokial’ by vorny povrch bol nerovinny, bolo by siet’ potrebné
ziemiovat’ g v horizontdnych smeroch a znova by sme uréitl oblast’
vzorkovali neefektivne. Ked’ze pre metédu zrkadlenia napéti je potrebna
jemnejSia siet’, autori navrhuju skombinovat’ W formuléciu préve s ver-
tikdlne zjemnenou sietou (metddu nazyvau skratene W-VRG — verti-
cally refined grid, ). Do hibky 3h/2 Zjemnené sii bunky siete, kazda je vo
vertikdlnom smere rozdelena na 3 ¢asti. V celgl sieti je aproximacie
horizontdnych derivécii mozné pocitat’ Standardne. Pre vnitro zjemnenej
siete pouzivame vertikdlne aproximacie s krokom h/3. V okoli spodnej
hranice zjemnengj siete (pre body 7h/6 a 8h/6) sa pouzivaju upravené FD
aproximacie cez vzdialenost h g h/3. Siezmogramy ziskané pouZzitim
tejto metddy potvrdzuji postacujlcu presnost’ pri pouZiti priestorového
kroku h = Amin / 6.

5.1.2 Metéda AFDA

Obr. 18 Vertikdne
Ziemnenasiet

Tento spdsob simulovania rovinného volného povrchu na striedavo usporiadanych sietach 4. radu
presnosti prvy krat uviedli Kristek et al. (2002). Metéda AFDA (adjusted finite difference appro-
ximations) nepouZiva Ziadne virtudine hodnoty napéti ani posunuti nad volnym povrchom, FD
operdtory su pri vo'nom povrchu modifikované (len pri vypoéte derivécii v smere 2) tak, aby
aproximécie derivacii boli vZzdy pocitané z dostatoéného mnoZstva vnatornych bodov a bola
zaruéena presnost’ do 4. rédu. Tak isto ako pri zrkadleni napéti je vhodné umiestnit’ priamo na vorny
povrch diskrétne aproximacie zloZiek tenzora napéti a predpisat’ im priamo nulové hodnoty podl'a

(5.1), existuje H aW formulécia (H-AFDA aW-AFDA).
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Obr. 19 Siet’ pre metodu H-AFDA a W-AFDA 3h 4 ® 1
h2 @ + @
Obr. 20 Body pouZivané pri vypocte derivacii a1 ® |

Pozmenené asymetrické vzorce pre vypocet derivécii sa pocitgji pomocou hodnét funkcii v mies-
tach oznacenych na obrazku Obr. 20 krizkami, Sipka oznatuje poziciu, kde sa derivacia pocita.

Al A2 A3 A4

Vztahy si uvedené v dodatku 3.

Aplikéciu formulécii sumarizuja tabulky :

T2(0)=0
T%(0)

T7(0)
T<(h/2)
T¥(h/2)
T™(h)

T (h)
T#(h)
u(0)
V(0)

W(h/2)
u(h)

V(h)

H-AFDA

z aproximacie Hookovho zakona pre 7, derivécia w,, je vyjadrena
pomocou derivacii u,x av,y pouzitim 7,,(0) = 0

podobne ako T*(0)

Z aproximacie Hookovho zakona pre 7y, U, aproximujeme podra (A.2)

z aproximécie Hookovho z&konapre t,, Vv, aproximujeme podl'a (A.2)

z aproximécie Hookovho zakona pre ., W, aproximujeme podla (A.3),
kde w(0) je vyjadrené pomocou uy a vy pouzitim z,,(0) =0

pocitame analogicky ako T*(h)

pocitame analogicky ako T*(h)

z aproximacie pohybovej rovnice pre u, 7., , aproximujeme podra (A.1)
spouzitim 7,,(0) =0

z aproximécie pohybovej rovnice pre v, t
s pouzitim 7 ,(0) =0

z gproximécie pohybovej rovnice prew, 7, , aproximujeme podl'a(A.2)

z aproximacie pohybovej rovnice pre u, 7., , aproximujeme podra (A.4)
spouzitim 7,,(0) =0

z aproximécie pohybovej rovnice pre v, t
s pouzitim 7 ,(0) =0

aproximujeme podl'a (A.1)

yz,z

aproximujeme podrla (A.4)

yz,z
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W-AFDA

T“0)=0

T70)=0

T*(h/2) — z aproximécie Hookovho zékona pre 7y, W,, aproximujeme podl'a (A.2)
T*"(h/2) — podobne ako T™*(h/2)

T#(h/2) — podobne ako T*(h/2)

T*(h) - zaproximéacie Hookovho zékonapre 7y, U, aproximujeme podla (A.3) kde
u(0) je nahradené wy pouzitim z,,(0) =0

T¥(h) - z aproximécie Hookovho zakona pre ty,, V. aproximujeme podla (A.3),
kde v 0) je nahradené wy, pouzitim 7 ,(0) =0

W(0) — Z aproximacie pohybovej rovnice pre w, 7, aproximujeme podra (A.1)

s pouzitim 7,,(0) =0
U(h/2) z gproximécie pohybovej rovnice preu, 7., , @roximujeme podla (A.2)
V(h/2) z aproximacie pohybovej rovnice prev, t,,, aproximujeme podra (A.2)
W(h) — Z aproximacie pohybovej rovnice pre w, 7, aproximujeme podra (A.4)
s pouzitim 7,,(0) =0

Metoda AFDA na aproximovanie vertikélnych derivécii nepouziva fiktivne hodnoty, dodefinované
na z&klade fyzikdlng Gvahy, ale hodnoty zndme z vnatra mriezky. R&d aproximécie je mozné takto
presne urcit’ a teda zachovat’ rovnaku presnost’, ako vo vnutri siete. Preto si vydedky lepSe ako je
to pri zrkadleni napéti auz pri 6 priestorovych krokoch na minimanu vinovd dizku je presnost
modelovania Rayleighovych vin postatujica.

V ¢lanku Kristek et al. (2002) sa autori d’alej zaobergju kvantitativnym vyhodnocovanim
presnosti metdd. Definuja mieru rozdielu medzi referencnym a porovnavanym rieSenim — rozdiel
v obdke aféze. Vyhodnotenie tychto rozdielov potvrdzuje vizudlne (v grafoch) pozorované nume-
rické javy. Z vydedkov vyplyva, Ze rieSenie ziskané pouzitim metddy H-AFDA sa s presnym
rieSenim lepSie zhoduje vo fazach, kym W-AFDA dava nepatrne lepSe hodnoty amplitid. Takto
mdzeme vybrat’ metddu, ktora je pre néds vyhodnejSia (ak sa napriklad zaujimame predovsetkym
o amplitidy a nie ¢asy prichodov alebo naopak). V zavere autori kontatuju, Zze metéda AFDA ako
najefektivnejSia z testovanych a dostatoéne presna je vhodna na modelovanie lokdnych efektov
v sedimentarnych &trukturach. PretoZe pre ohodnotenie seizmického ohrozenia si dolezitejSie hod-
noty amplitud, autori odporac¢aju formuléaciu W-AFDA.

Metody boli testované na najjednoduchSom moznom modeli — homogénnom polpriestore. Bez
nutnosti ich modifikéacie sl v&ak spominané metddy priamociaro aplikovatel’né aj pre hladko hetero-
génne prostredie v blizkosti vorného povrchu. V ¢lanku Moczo et a. (2004) autori testuju
simulovanie rovinného volného povrchu metédou AFDA ked’ vnatorné rozhranie vystupuje k vor-
nému povrchu. Vypoctova schéma je rovnaka, ako v pripade homogénneho polpriestoru. Mate-
ridlové parametre vo vnatorng oblasti mriezky pocitame podla vztahov pre aritmetické a har-
monické priemerovanie (kapitola 4.2.4). Pri vo'nom povrchu oblasti integrécie parametrov pyw, tix
a uy, zasahuju do priestoru nad volnym povrchom. Uprava spociva v modifikécii integraénej oblati
na polovicu. Okrem zmeny schémy pri vo'nom povrchu sa meni g sposob vypoétu efektivnych
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materidlovych parametrov. Tento pristup je teda kombinaciou medzi heterogénnym a homogénnym
pristupom.

Autori testovali 4 z&kladné polohy diskontinuity vzhfadom na mriezku aby overili, Ze v T'u-
bovolng z nich metéda dava vydedky dostatocng presnosti. Rovnaky model bol pocitany g
metodou kone¢nych prvkov, ktoré bola zvolena ako referencna metdda, pretoZe v negj nie je imple-
mentovanie okrajovych podmienok problematické, je vSak ovel'a ndrocnegjSia na pamét’ a vypoctovy
¢as. V zavere autori na zaklade porovnani syntetickych seizmogramov vypocitanych metédou
AFDA a metddou FE kon&tatuju, Zze metdda W-AFDA je schopna velmi presne simulovat’ volny
povrch g v pripade, Ze materidlova diskontinuita prechadza az ku volnému povrchu a sicasne
spravne modeluje seizmicky pohyb pokial’ rozhrania si v 'ubovolng polohe vzhladom na FD
mriezku.

5.2 Nerovinny vo/ny povrch

Pri modelovani lokalnych efektov sa zahrnutie topografie vorného povrchu méze ukazat’ rovnako
délezitym ako uvaZzovanie redlnej geometrie rozhrania medzi sedimentmi apodlozim. Takisto ako
zakrivené rozhrania mdzu spdsobovat’ silnt fokusaciu energie vin do vnutra sedimentérneho bazénu,
podobné efekty spdsobuje g zakrivenie a hroty topografie vol'ného povrchu. PretoZe sa zaoberdme
predovietkym metédou konecnych diferencii, v predchadzajice) kapitole sme uviedli metédy na
simulovanie rovinného vol'ného povrchu v tejto metdde, efekty spojené s topografiou pri simulovani
tymto spdsobom nedostavame. Preto je Ziadlce vyvijat’ metddu, ktora by topografické efekty bola
schopna simulovat’. Dobry prehl'ad o FD a hybridnom modelovani topografie vor'ného povrchu je
v ¢lanku Moczo et a. (1997). Tu uvedieme strué¢nu rekapitul &ciu.

Moczo a Zahradnik (1996) vyvinuli hybridnd DWN-FD metédu (discrete wave number —
diskrétnych vinovych ¢isal), pre dvojrozmerné modelovanie lokalizovanych pripovrchovych Struktdr
v podlozi, ktorého parametre mdzu zavisiet' od jedng slradnice, vinové pole bolo excitované
bodovym zdrojom s 'ubovol'nym zdrojovym mechanizmom. Na zéklade tejto prace je mozné efek-
tivne modelovat’ lokdne efekty v pripade, Ze zdroj je relativne vzdialeny, volny povrch musi byt
aproximovany rovinou.

V dvojrozmernom SH FD modelovani je mozné relativne jednoducho a dost’ presne simulovat’
schodovité rozhranie vo formulécii v posunutiach. Jedna sa o vakuovy formalizmus navrhnuty
v ¢lanku Boore (1972). Pri P-SV (P a S viny polarizované vo vertikdlng rovine) modelovani takato
aplikéacia nedava uspokojive vydedky. Jih et al. (1988) vyvinuli techniku, ktorou je mozné simu-
lovat’ polygondny vorny povrch, pricom kazdy typ segmentu a kontaktu medzi nimi si vyZaduje
Specidlny pristup, presnost’ takejto aproximacie je v porovnani so simulovanim rovinného volného
povrchu niZSia, pristup je tiez stabilny pre mensi rozsah Poissonovych pomerov.

Zaujimavy pristup, nazyvany zahrocovanie hustoty (density tapering) bol navrhnuty Johnom
Vidaom a pouzity v ¢lanku autorov Frankel a Leith (1992). Vorny povrch je olemovany umelo
vytvorenou vrstvou dostatocnej hrabky, aby sa zabranilo nestabilitam. Okrgjova podmienka na
vol'nom povrchu je aproximovana zniZzovanim hustoty do nulove) hodnoty, pricom rychlosti Sirenia
zostavaju kondtantné. Ukazuje sa, Ze existuju pripady, kedy tento pristup nie je opravneny. Schulz
(1997) rozsiril aplikaciu tohoto pristupu g natrojrozmerné modelovanie a je pouZivany v programe

49



E3D, ktory mabyt’ vyuzity na spresnenie interpretacii v Strukturalngj seizmol dgii.

PretoZze vo formulécii v napétiach a posunutiach vystupuju napétia priamo ako premenné,
pouzitie tejto formulécie sa zda byt prirodzengSie ako formulécie len v posunutiach. Ohminato
a Chouet (1997) navrhuju novy pristup na modelovanie trojrozmerngj topografie. Napriek tomu, ze
pristup je jednoduchsi, topografia je stde aproximované schodovito. Muir et a. (1992) ukéza, Zze
takéto stupne spdsobuju umell difrakciu, ktora je na volnom povrchu zna¢na. Tieto efekty je mozné
potlacit’ zjemnenim siete, ¢im sa ae stréca efektivnost’.

Ako uz bolo spomenuté, relativne Ucinny spdsob spociva vo vhodng kombinécii metdd. Hyb-
ridny DWN-FD-FE agoritmus v dvoch rozmeroch vo viskoelastickom prostredi prezentuji Moczo
et al. (1997). Postup pri vypocte je rovnaky, ako sme to uviedli v kapitole 3.9 — v prvom kroku
pocitame metddou DWN model polpriestoru a zaznamenéavame rieSenie na linidch a a b (Obr. 9),
v druhom kroku rieSime vo vnutri objemu a Srenie vin metédou FD kombinovanou s FE a metddou
FD zostatkové pole medzi b a neodrézajlcou hranicou (Obr. 10). V metéde FE nie je simulovanie
okragjovel podmienky na volnom povrchu problematické, preto sa pouziva priamo na volnom
povrchu a v jeho blizkosti. Jg pouZzitie si¢asne sposobuje zvySovanie vypocétovych narokov, preto
sa snazime ¢o ngjviac zredukovat’ priestor, kde bude pozita (Obr. 21).

HEN|

Obr. 21 Siete metéd FE aFD

Délefita je prechodova oblast’ (Sedé Stvorce) kde st metddy odovzdavaju hodnoty premennych. Si
vnutornymi pre FD metdédu a si¢asne predstavuju Dirichletovu hranicu pre metodu FE.

Vypocty, ktoré boli vykonané ukazali, Zze dany algoritmus je dostato¢ne presny a je vhodny na
modelovanie lokanych efektov s uvézenim realng topografie. Autori predpokladajy, Ze rovnaky
algoritmus nebude problematické pouZit’ v trojrozmernom modelovani seizmického pohybu vo
viskoelastickych topografickych a sedimentérnych Struktdrach. V troch rozmeroch je problematic-
kejSie generovat’ siet’ pre metddu konecnych elementov tak, aby systém rovnic, ktory je potrebné
rieit” bol ¢o najjednoduchsi a vypocet vhodne zoptimalizovany.

5.2.1 SchémaLVTS

Pristup, ktory kombinuje pouZitie trojrozmernych diskontinuitnych sieti (Obr. 22) alokéne premen-
ného ¢asového kroku (local variable time step — LVTS) publikovali Kang a Baag (2004). Autori
kon&tatuju, Ze vo vSeobecnosti pre siete s premenlivym priestorovym krokom je pouZitie diskon-
tinuitnych sieti vyhodnejSie préve vd’aka tomu, Ze pri pouZziti nerovnomernych sieti nie je mozné
zabrénit’ prevzorkovaniu urcitych regiénov. Nutnost’ splnit’ podmienku stability spdsobuje, Ze ak
zmensime priestorovy, je nutné zmendit’ aj casovy krok. Ked’ze potrebujeme zmensit’ priestorovy
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krok len v urcitych priestorovo lokalizovanych oblastiach, mdéZeme zmeneny ¢asovy krok aplikovat’
tak isto len tu. Schéma LVTS v kombiné&cii s diskontinuitnou siefou nad’alg musi pouzivat
interpolaciu na styku jemnejSej a red3g siete. Efektivnost’ by sa zvySila, keby jemna siet’ tesnejSie
dedovaavorny povrch. Zrejme je viak potrebné aby prechod medzi zjemnenou aredSou sietou bol
v oblasti, kde interpoléacia nespbsobi znacné chyby, teda mimo sedimentarnej Struktdry. V takomto
pripade je potom vyhodneiSie vyuZit' ini metédu ako FDM vo vonkajSg oblasti a interpolécii sa
vyhnut. Potencidline by mohlo byt vyhodné kombinovat’ tito metddu s heterogénnou formuléciou
alebo zrkadlenim napéti atakto zvysit’ ich efektivnost’.

L L (L [ [ [L [ [ [ 2 [L [ L

Obr. 22 Diskontinuitna siet’
5.2.2 Zrkadlenie napati v kombinécii s PML

Imhof (2002) aplikuje metodu zrkadlenia napéti (Levander 1988, Robertson 1996) na podzemné
jaskyne a topografiu vorného povrchu. Rozhranie je modelované schodovito. Ako uz bolo spome-
nuté, jednoducha aplikécia tohoto pristupu spdsobuje umelt difrakciu. Najgj potlatenie autor pouZzil
tedriu neodrézgjucich hranic. PretozZe iné testované absorbujlce okrajové podmienky neboli G¢inné,
alebo boli nestabilné, autor pouziva metddu PML (perfectly matched layer, Brenger 1994), ktorou je
moZné Ucinne simulovat’ neodréZajuce hranice. Poc¢itané premenné si rychlosti a zlozky tenzora
napéti. Kazda zlozka sa v metdde PML rozdeli natri ¢asti, na kazdu z ktorych sa potom aplikuju len
derivécie v jednom vybranom smere.

U =u>+u¥ +u®

_ X sy I~4
Ty =T T T

Aplikacia je podobna ako pri simulovani neodrézgjucich hranic, kedy PML vrstva je az za hranicou
modelu a zabezpeduje, aby sa naspat’ do vypoctove oblasti z ngj energia nedostavala.

Préca je rozSirenim Levanderovho pristupu v dvoch rozmeroch do 3D. Pouziva VS schému na
striedavo usporiadanych sietach. Sledujuc pracu Robertsona, rozhranie prechadza presne poziciami
norméovych astriznych napéti, tymto je umoznené priamo pouZit’ zrkadlenie. Vorny povrch na
vonkajsich hranach sleduje pozicie normaovych zloZiek napéti. Na vnutornych hranach prechadza
cez poziciu rychlosti do pozicie strizného napétia a naspat’ do pozicie rychlosti, odkial mdze
pokratovat’ T'ubovol'nym smerom. Pokial’ v danom bode z okrgjovej podmienky vyplyva nulovost
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niektorej zloZky tenzora napéti, tejto je priradend nulova hodnota a nad vorny povrch s jef hodnoty
doplnené s opatnym znamienkom, aké maju hodnoty v symetricky - cez vorny povrch alebo cez
dany bod - zdruZenych poziciach. Robertson precizne odliSoval kazdy typ rohu. V 2D mame 8
pripadov, v 3D je ich 256, preto Imhofov algoritmus skima kazdy bod mriezky a rozhoduje ¢i je
nutné zrkadlit' alebo vynulovat’ hodnoty. Hodnoty rychlosti nie je potrebné zrkadlit, nad vol'nym
povrchom sa vynuluje ich hodnota, o vypoéte rozhoduje nenulovost’ hustoty. Pri viastnom vypocte
v kazdom ¢asovom kroku sa pocita podla FD schémy, ktora vznikne diskretizéciou systému (pohy-
bovarovnica g Hookov zékon sti roz&tiepené natri ¢asti a sl stratové) :

P(ad; + QU =Ty i
(aka'[ + Qk )Tijsk = 15” uk,k + ,Ll(Ui ,k5jk + ijkéik) k= XYz

kde neplati suma¢na konvencia vzhl'adom na k.

Najskor saroztriedia vrcholy podla typu. Dalej sa vykona pripadné zrkadlenie napéti v smere x,
pocitasa u™, potom v smerey a pocitasa U, nakoniec v smere z a vypocitame u¥. Rychlosti sa
nuluju v blizkosti vor'ného povrchu. Vypocitaju sa napétia a skoriguju na nezZiadlce efekty. Cyklus
sa potom opakuje (vrcholy satriedialen jediny krat).

Autor uvédza g numericky priklad, ale neporovnava vysedky so Ziadnou referenénou metédou
ani ich inak neoveruje, preto nie je mozné urobit’ zavery o presnosti metody.

5.2.3 Transformované mriezky

Pomocou metddy AFDA je mozné presne a efektivne simulovat’ rovinny volny povrch. Pre zakri-
veny volny povrch nie je jednoduché odvodit’ podobné presné vztahy, ktoré by zachovéavali réd
aproximécie. Namiesto toho mbZeme nadu ortogonadnu mriezku pretransformovat’ tak, Ze jg horny
okrgj sa stotozni s vol'nym povrchom zakriveného rozhrania. Prvi tuto metddu pouZzili Tessmer et al.
(1992). Kym Tessmer a Kodoff (1994) pracovali s rychlostami a napétiami intuitivne, Hestholm
aRuud (1994) odvé&dzaju exaktné rovnice, ktoré musia napétia a rychlosti na vo'nom povrchu
spinat’.

Hestholm (1999) sa zaoberd viskoelastickym modelovanim s rednou topografiou vorného
povrchu a pouZiva striedavo usporiadant siet’ so schému v napétiach a rychlostiach. Najskér sa
definuje transformécia z pravouhlgy mriezky (&, x, n) na transformovanu (x, y, 2 — Obr. 23 —
pomocou zobrazenia :

X(E,x,m) =&
y(&,x,m) =«
2(&,x.m) =5 29(8,x)

Normala na zakrivené rozhranie je potom
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Ak podmienku na volnom povrchu t;n; =0 zderivujeme podla ¢asu, a dosadime za zlozky
tenzora napéti vyjadrenie z Hookovho zékona (pre volny povrch sa uvaZzuje limita dokonae
pruzného prostredia), dostavame systém 3 rovnic pre rychlosti na volnom povrchu. Podmienky su
vyjadrené v premennych & «x, n, v nich rovnice autori potom diskretizujd, pricom pouZivau
presnost’ do 2. ré&du v priestore. V blizkosti volného povrchu sa so vzd’alovanim od neho ré&d
aproximécie postupne zvy3uje o dva & po 8, tento sa pouziva vo vnutri siete. Autori zdéraziuju, Ze
zvySovanie rédu operatorov pri vol'nom povrchu ma vplyv na presnost modelovania objemovych
vin ale nezmensuje numericku disperziu povrchovych Rayleighovych vin.

Obr. 23

Tento pristup na rozdiel od zrkadlenia napéti neumoziuje modelovat’ dutiny. Pri priliS strmej
topografii dochédza k znatnému deformovaniu mriezky. Ked’Ze presnost’ aproximécii je odvadzana
pre pravouhli mriezku bolo by potrebné ukazar’, ako sa rad pri transformovani meni. Autori pred-
pokladaju ale nedokazuju, Ze st oprévneni takymto spdsobom postupovat’. Presnost’ je zachovana
len pre relativne malé deformacie a pre ostré hrany a rychle zmeny topografie méze byt znacne
porusend. Napriek tomu tento pristup je jednym z dobrych kandidatov narieSenie dost’ Sirokej triedy
uloh s topografiou vorného povrchu.

5.2.4 Sumarizacia sic¢asného stavu

Z rozborov doteraz publikovanych pristupov je zrggmé, Ze problematika modelovania volného
povrchu v seizmolégii je dost’ intenzivne Studovana a dolezitd Ponuknuty prehl'ad urcite nezahina
v3etky dostupné poznatky z tejto oblasti, verime viak, Ze sme ponukli dostato¢ne Siroky a podrobny
prehrad.

Aby sme mohli ozrgimit’ a vysvetlit n&S postup pri rieSeni problému, pokisime sa zosu-
marizovat’ z nasho pohladu ngjdoleZitejSie vlastnosti, ktoré sa podarilo o jednotlivych metdédach
doteraz zistit’ a na zaklade toho sformulovat’ ciel’ prace.

Rovinny vor'ny povrch :
e pouzivame homogénny pristup (zmena schémy pri vol’nom povrchu) kombinovany s hete-
rogénnym (AFDA, zrkadlenie napéti),
e ngpresngSie vydedky dostavame ak odvodime schému s ohfadom na zachovanie radu
aproximécie (AFDA).
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Nerovinny vorny povrch :
e hybridna metéda DWN-FD-FE je ngjpresnejSim pristupom, aby ho bolo mozné aplikovat je
potrebné pouZzit’ dobry generétor siete pre FE vypocet,
e mbzeme pouZzit’ transformovanie mriezky, priliS strma topografia je vSak problematicka —
nezachovava sa rad aproximécie,
e zrkadlenie napéti vykazuje menSiu presnost’, difrakcie na schodovitg topografii
e nazefektivnenie modelovania by sme mohli pouZit’ schému LVTS.

Doteraz nebola testovana aplikécia heterogénneho pristupu na vorny povrch. Je zrgmé, Ze na
rozhraniach heterogénna schéma nezachovava rad aproximacie, nie je viak vébec zrggmé, aku pres-
nost’ je mozné tymto pristupom dosiahnut’. Ocakévame, Ze sa nam nepodari dosiahnut’ taku dobru
zhodu s presnym rieSenim, ako pri niektorg) z vySSe spominanych metdd, ale budeme sa snazit’ ¢o
najlepSie pribliZit’ presnému rieSeniu.



6 Ciel' diplomove prace

V préci by sme chceli splnit’ tieto ciele :

Odvodit’ efektivne materialové parametre pre heterogénny pristup modelovania vol'ného po-
vrchu tak, aby bolo mozné pouZit’ striedavo usporiadané siete, teda za predpokladu pouZzitia
ortorombickel anizotropie.

Naprogramovat’ program, ktory vypocita efektivne materidlové parametre v konecno-dife-
ren¢ngj sieti pre ortorombickU anizotropiu.

Otestovat’ a porovnat’ presnost’ ssmulovania volného povrchu za predpokladu pouZzitia efek-
tivnych materialovych parametrov reprezentujicich ortorombicky anizotropné teleso. Testy

by mali zahinat’ rovinny volny povrch rovnobeZzny g réznobezny so sietovymi rovinami.

Na z&klade vydedkov numerickych smulécii navrhnlt pre heterogénnu konecno-diferencnu
schému spdsob parametrizécie prostredia v blizkosti vorného povrchu.
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7 Heterogenny pristup pre vo/ny povrch

Schonberg a Muir (kapitola 4.2.2) ukazali, Zze na korektné reprezentovanie rozhrani s 'ubovolnou
polohou voc¢i mriezke je potrebné g pre kontakt izotropnych telies uvazovat’ anizotropiu. Pre vni-
torné rozhrania je mozné pouZivat’ zjednoduSenie a tym sa anizotropii vyhnut' (kapitola4.2.4). Tym
je umoznené pouZit’ striedavo usporiadané siete (vysvetlenie je v kapitole 3.4). Pre volny povrch
takyto pristup nedava akceptovatel'né vydedky. Ak uvazujeme zloZzitejSiu ako ortorombicku anizo-
tropiu, nembézeme derivacie na striedavo usporiadang sieti aproximovat’ Standardne. Problém je
mozné rieSit’ ngdenim Specidlnych aproximécii pre potrebné derivacie. Takto sa zv&si priestor,
z ktorého hodnoty maju vplyv na derivéciu, apreto je vacsi priestor ovplyvneny nepresnostou, ktor
heterogénny pristup v sebe zahfiia. Hodnoty rieSenia, ktoré nam pri aproximécii derivacii na strie-
davo usporiadanych siet’ach chybaju mozno ziskat’ interpoléciou. Potom je v&ak derivécia uréovana
z menSieho poétu nezavislych Udajov arad aproximacie sa zniZzi.

Postup, ktory sme zvolili my je zaloZzeny na redukcii anizotropie na ortorombickud, ktord uz
striedavo usporiadané siete dovol'uja modelovat’. Pouzivame pri tom postup z kapitoly 4.2.2 takym
spbsobom, aby priemerné prostredie malo maximalne ortorombickd anizortopiu.

7.1 Efektivne materialové parametre

Postup odvodeny Schénbergom a Muirom (1989) moZzno aplikovat’ pre systém rovnobeznych vrs-
tiev. Heterogénne prostredie s rozhraniami takato Struktiru mat’ nemusi. Ukazuje sa, Ze matice elas-
tickych koeficientov s urc¢itou symetriou (matice krystalickych ststav napr. monoklinickd, orto-
rombicka, transverzalne izotropna) tvoria s operéciou uréovania ekvivalentného prostredia grupu,
teda priemerné prostredie pre systém vrstiev s rovnakou anizotropiou s ju zachovava. Lahko je
mozné sa presvedéit’, Ze pre formédne priemerovanie ortorombickych prostredi nasledne v smeroch
réznych stradnych osi matato vlastnost’ taktiez.

Preto navrhujeme nasledujuci postup. Vypoétovu oblast” daného parametra rozdelime na malé
bunky s hranou h/n. Kazda budeme povazovat’ za maly homogénny objem (s hodnotou parametra,
aka je v jeho centre). Zaobergime sa systémom planparalelnych ortorombickych vrstiev. Matice
elastickych koeficientov c' vo Voigtovej reprezentécii v kazdej vrstve st

q I, 1, 0o 0 o0
y o 1, 0 0 o
R M N .0 0 O
CI: Xz yz qZ ] (71)
0 0 0m 0 O
0O 0 0 0 m, O
00 0 0 0 m

Aplikovanim postupu z kapitoly 4.2.2 méZeme n§st’ ekvivalentné prostredie, pokial’ planparalelné
vrstvy maju vektory normaly orientovanév smereosi z :
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kde (A) je aritmeticky priemer hodnoty vyrazu A cez v3etky vrstvy.

Mozno sa jednoducho presvedcit, Ze pre izotropné homogénne prostredie (ktoré mozno chépat’
ako $peciany pripad ortorombicke anizotropie) dostdvame spravny vysledok. Pokial’ normda ma
smer ingj 0 mozno odvodenim alebo pouzitim anal égie odvodit’ maticu g pre smery ax:
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Jednotlivé prvky matic (7.2) — (7.4) urcuju akym spdsobom a z ktorych parametrov jednotlivych
vrstiev sa dany efektivny parameter pocita.

Pokial’ pévodné vrstvy boli izotropné, ekvivalentné prostredie ma uz ortorombickU anizotropiu,
tato sa vSak pri d’alSom priemerovani zachova (t. j. nedostaneme komplikovanejSiu anizotropiu).

NaZa oblast’ je zloZena z n® mensich kociek (Obr. 24). Kazdy stipec malych kociek budeme
povaZovat’ za systém vrstiev a nahradime ho homogénnym ekvivalentnym prostredim. Takto
vzniknuté kvédre je d’alej mozné nahradit’ ekvivalentnym prostredim povazovanim stipca kvédrov
sa systém vrstiev. Nakoniec pre vytvoreny systém vrstiev ngdeme parametre ekvivalentného
prostredia a tieto stotoznime z hodnotami efektivnych materidlovych parametrov danej oblasti.

Obr. 24

Pre postupnost’ smerov priemerovania neexistuje Ziadna podmienka. Zvolme teda napriklad postup
na (Obr. 24), kedy zacneme v smere X, vysedok spriemernime v smere y a na zaver ekvivalentné
prostredie hl'adame v smere z

Vztah pre niektory z efektivnych materidlovych parametrov v tomto pripade odvodime nasle-
dovne. Postupujeme opatnym smerom, ako je to na obrazku, teda zyx. Narovnakeg pozicii, ktord ma
parameter v matici elastickych koeficientov, zistime v (7.2) akym spdsobom a z ktorych parametrov
ho ziskame. V (7.3) zistime podobne, ako ziskat’ parametre na tejto Grovni, na koniec v (7.4)
najdeme potrebné operécie a hodnoty. Pritom v poslednom kroku parametre maju parametre lokéne
hodnoty izotropnych kociek : q=A+2u, 1 =41 a m=2u. Postupnym uplatnenim nazna¢enych
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operécii ateda zloZzenim vztahov v postupnosti dostaneme vydedné vztahy. Ako mozno overit’ na
z&klade tvaru priemerov v maticiach, ak zvolime ngjakl permutéciu postupu uvedeného postupu
hradania ekvivalentného prostredia, okrem Specialnych pripadov dostdvame rozdielne vydedky
(operécie nie s komutativne). Preto tento postup nie je jednoznatny a je otazne, ¢i bude viest
k pouZite’nym vysledkom pokial’ by sme volili niektor( z postupnosti. Aby v&ak bolo mozné na-
priek tomu ho otestovat’, je potrebné rozhodnut’, akym spdsobom postupovat'.

Pomdct’ nam moZe stvislost’ rychlosti Sireniavin v smeroch hlavnych osi (Obr. 25).

Z Vz
V,
Vi o
Vy,

VXZ T Vyy
v Vi Vix y

XX

Obr. 25 X

Ak mateleso ortorombicku anizotropiu, koeficienty savisia s rychlostami takto :
_ 2 _ _ [ — 2 _ 2
G = pVi m; = pVij = PVji ij = PVij T = pVj +...

kde v; je rychlost’ Sirenia vinenia v smere osi i polarizovaného v smere j. Ked’ sa vina Siri v smere
0s i, jg vinoplocha je kolma natento smer, pri ur¢ovani parametrov q st ostatné dva smery v tomto
zmysle rovnocenné. Pre parametre m ma hodnota byt’ rovnaka pre Sirenie v dvoch smeroch, tieto
budeme pokladat’ za rovnocenné, najskor vsak priemernt hodnotu ngdeme v komplementarnom
smere k tymto dvom. Rovnako budeme postupovat’ g pri parametroch |, pre ktoré ae sivislost” so
Sirenim vin je menej ndzorn& Postupnost’ uréovania parametrov mdZzeme schematicky zapisat’

G :j+Kk,i m; 1K+ ] lij o KT+ ]
Pre nazornost’ uvedieme odvodenie parametram,; , pre ktory postupujeme v smeroch xay + z:

e maticaelastickych koeficientov ¢ kaZzdej malg) kocky je na zaciatku izotropna ako v (2.5)

e parameter samy, sav matici (7.1) nachadza namieste sindexmi (6,6)

e namieste (6,6) jev (7.4) aritmeticky priemer pdvodného parametra my,, preto vypocitame
aritmeticky priemer hodnét 2u kazdej kocky v kvadroch pretiahnutych v smere x

e v maticiach (7.3) a (7.2) sa na mieste (6,6) nachédza vyraz <m;zl> , preto vykoname
harmonicky priemer hodnot parametra m,, v kvédroch, uvazovanych v prvom kroku

e dostdvame:

my, = H, (A1)

kde H ozna¢uje harmonicky a A aritmeticky priemer, indexy oznacuju v smer alebo smery prieme-
rovania. Podobne moZno odvodit’ g vzt'ahy pre ostatné parametre, uvedieme len vysedok :
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m; = H;; (Ac(w))

. 2
G =H, [Ajk(/l‘i‘zlvl)—Ajk (,112#)“‘ A (ﬁ) ij(/l-l—Z/,t)]

(7.5)

Iy = Hy [Ak(ﬂzu)—ﬂk(li;y)m(ﬁ)zHk(ﬂzm].

i

AG-A( 22 A () HG20) J

A2 -A (25 | Al ) Gz

Schonberg a Muir (1989) g Moczo et a. (2002) ukazuju, Ze efektivna hustota je aritmetickym
priemerom hodnét vo v3etkych kockéach.

V naSom postupe pouzijeme vakuovy formalizmus : kockam, ktorych stred lezi za vol'nym povr-
chom predpisujeme nulové hodnoty elastickych parametrov g hustoty. Ak sa vo vyraze pre har-
monicky priemer vyskytne nulova hodnota, vysedkom je nulova hodnota priemeru (podrobnegjSie sa
tymto limitnym pripadom zaoberame v kapitole 7.2). Na z&klade tohoto pristupu sme zostavili
program, ktory efektivne materidloveé parametre pocita.

7.1.1 Program na vypocet efektivnych materidlovych parametrov

Predch&dzajuce odvodenia je relativne jednoducho mozné zalgoritmizovat'’ a pouZit' pri vypocte
Sirenia seizmickych vin pomocou FDM. Program dvs verzia 8.0 (Moczo, Kristek 2003), ktory
smuluje &renie vin v heterogénnom prostredi s Gtimom v modeli s rovinnym volnym povrchom
pouzitim DV'S schémy modeluje vnutorné rozhrania na zaklade aritmetického a harmonického prie-
merovania (kapitola 4.2.4). Rovinny volny povrch je pocitany metdodou AFDA (kapitola’5.1.2). Na
parametrizaciu modelu (vlastny vypocet efektivnych materidlovych parametrov) je pouzivany
program model2s. Obidva programy pracuju s dvoma nezavislymi elastickymi konStantami u a k,
pricom v jedng FD bunke uchovavame 5 elastickych parametrov (tiy, tixe Hyz U, K). V nasom
pristupe bunku charakterizuje 9 parametrov. Struktdra vstupnych Udajov programu dvs zostala
zachovana, doplnili sme nové premenné, ktoré vystupuju v modifikovanych vztahoch pre vypocet
napéti. Program dvs bolo potrebné zmenit' len minimalne, zédsadné zmeny vyzadoval program
model2s. V naSom pristupe pocita hodnoty efektivnych materidlovych parametrov podra vzt'ahov
(7.5), vystup obsahuje hodnoty 9 elastickych parametrov pre kazdu bunku.
Pri vypoctoch s pouZitim heterogénngj formulécie je postup nasledovny :

e urcenie efektivnych materidlovych parametrov program model2s
e samotny vypocet seizmického pohybu programom dvs

Vstupom v prvom kroku je definicia modelu (rozmery, vzorkovanie, parametre prostredia a ich
priestorové rozloZenie) a vystupom parametrizovany model (typy materialovych buniek v modeli
ahodnoty ich parametrov). Vygenerované déové subory a definicia zdroja vinenia a polohy
prijima¢ov st vstupnymi Udajmi pre program dvs.
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7.1.2 \iydedky

Pri modelovani v tejto ¢asti pouZivame aproximacie derivacii do 2. rédu. Je to preto, Ze Gvahy 0 vy-
pocte derivacii nés viedli k myslienke uvaZzovat' oblasti vacSie ako je kocka s hranou h (kapitola
7.2.1). Pokial' vi&ak pouzivame 2. r&d presnosti, je prirodzené nemenit’ tvar ani rozmery oblasti,
postup je preto jednoduchsi.

Na testovanie simulovania vorného povrchu bol zvoleny mode na Obr. 26.

vakuum prijimac  p =0 kg/n?, Vp=0m/s vs=0m/s
\ 4
1500 m
225m | vrstva p = 1600 kg/m?, vp = 1125 m/s, vs = 625 m/s
325 m 4 POIPTiestor p = 1800 kg/m?, vp = 5468 m/s, vs = 3126 m/s
zdroj
Obr. 26

Tento priklad bol pouZity g v préci Moczo et a. (2002), preto mame moznost’ vysledky porovnat’.
Model tvori homogénna izotropna vrstva hrdbky 225m na homogénnom izotropnom polpriestore
(parametre st na Obr. 26), druhy polpriestor tvori vékuum. V hibke 550 m sa nachédza dislokasny
bodovy zdroj, ktorého parametre si ¢, =90°, 6 =45°, L =90° (kapitola 3.7). Zdrojova ¢asova
funkcia je Gaborov signal :

s(t) = expl{o(t —ts) / 7} cos(o(t —ts) +6)

s parametrami y = 1,5, f, = 0,225 Hz, 0 = n/2 , ts = 3,0 s. Pouzili sme rovnaky priestorovy krok ako
bol pouzity v praci (h = 50 m), v spodnej homogénnegj ¢asti modelu je pouZity diskontinuitny pre-
chod k mriezke s krokom 3h (kapitola 3.5), ten v ¢lanku pouzity nebol (vysiedky neovplyviiuje).

Ako autori zdéraznuja, zvolili poloviény priestorovy krok, aky postacuje na modelovanie vnu-
tornych rozhrani (pre 4. r&d je to h = Ani/6, ¢iZze v naSom pripade h = Anmin /12, kapitola 3.6) aby
spresnili modelovanie vorného povrchu (metéda zrkadlenia napéti — kapitola 5.1.1). My pouzivame
presnost’ do 2. ré&du. Kvoli disperzii je v 2. rade odporu¢ané pri modelovani vnutornych rozhrani
pouzit’ maximalne h = 1,in/10 (Moczo, 1998). V naSom pripade je tdto podmienka teda splnena.

V programe dvs sa za rovinny vorny povrch automaticky povazuje rovinaz = 0 avol'ny povrch
je pocitany metédou AFDA (Standardne W-AFDA), preto bolo potrebné model posunit’ v sieti
(minimélne o 6 sietovych krokov) nizsie, aby sme volny povrch simulovali vylu¢ne nasim pri-
stupom.

Autori ¢lanku porovnéavau iba zlozku U na volnom povrchu pre dve hrdbky povrchove vrstvy
— 200 m a 225 m a pouziva sa H formulécia zrkadlenia napéti. V naSom pripade volny povrch je
totozny so 7. sietovou rovinou a prech&dza sietou v poziciéch vertikalng zlozky posunutia, preto
tento pristup oznatujeme ako W-formulacia. Vypocet sme urobili len pre jednu hribku vrstvy na
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polpriestore, pretoZe nas zaujima hlavne modelovanie vorného povrchu (dvojica modelov bola
skimana kvoli overeniu ssimulovania vnutornych rozhrani).

0,025 —

0,020 4

0015 —— DWN (Axitra)
T [pe— Moczo (2002)
oor0o 4 N VA

0,005 4

0,000 4

U [m]

-0,005
-0,010
-0,015

-0,020

-0,025

LA L L B B B BN L NI B L N B BNLE B L B B L B
01 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

t[9]

Obr. 27

Na Obr. 27 je porovnanie syntetickych seizmogramov, vypocitanych tromi metédami : DWN
(program Axitra, Coutant, 1989), metdda konec¢nych diferencii s pouZzitim zrkadlenia napéti (Moczo
et a., 2002) a nés pristup (FD Hg). MbZeme kon&atovat', Ze zhoda je vel'mi dobrd Ako sa ukézalo
pri d’aSich testoch, pri simulovani rovinného volného povrchu dostavame v réznych smeroch
a zlozkéch rézne presné vydedky. DetailnejSie bude rovinny volny povrch testovany v kapitole 7.2.

0,08

—— DWN (Axitra)

0,06

0,04

0,02

U [m]

0,00

-0,02

-0,04

-0,06
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Navrhnuty postup bol odvodeny pre vSeobecni polohu vorného povrchu, preto sme d’aeg
testovali model s naklonenym rovinnym vol'nym povrchom. Prefi mdZzeme metddou DWN nad’ale)
pocitat’ presné rieSenie a sicasne testujeme schopnosti naSgj metédy pocitat’ s rozhranim s I'ubo-
vol'nou polohou voci sietovym rovinam. Materidl ové parametre modelu sme ponechali nezmenené,
cely model bol zrotovany okolo osi y 0 4,77° (takyto uhol bol zvoleny aby bolo mozné umiestnit’
prijimace v rovnakych vzdialenostiach ako v predchédzajicom modéli).

Na Obr. 28 je U zloZka vypocitand metddou DWN a heterogénnym pristupom. Seizmogram je
ukon¢eny pri t = 7s, pretoze zrotovany model bol model mensi a v d’alSich ¢asoch sa uz preavuju
umelé odrazy od okrgjov modelu. Zhoda FD a DWN rieSenia je horSia, ako je to pre rovinny volrny
povrch.

7.1.3 Zhodnotenie vydedkov

RieSenie ziskané pre nakloneny volny povrch nie je uspokojivy. Pri vypoéte efektivnych materia
lovych parametrov boli bunky s hranou h rozdelené na PTS = 4 ¢asti, ¢o vzhladom na maly uhol
sklonu rozhrania nie je adekvatna hodnota. Pri zmene hodnoty PTS na 8 v3ak dostdvame horsi
vydedok, ako v prvom pripade, ktory je naobrazku. Na zéklade toho uzatvérame :

e Spdsob vypoctu materidlovych parametrov je potencidlne vhodny pre rovinny volny povrch,
ktory ortorombickd anizotropia popisuje dostatocne presne

e mode s naklonenym vornym povrchom ukazuje, Ze pre poziciu vol'ného povrchu réznobez-
ného so sietovymi rovinami navrhnuty postup nie je adekvatny

Pric¢inou nelispechu méze byt
e prilisné zjednoduSenie : ortorombickd anizotropia neaproximuje dostatoc¢ne anizotropiu,
ktoru je potrebné uvaZzovat’ na korektni reprezentaciu rozhrania
e nepodarilo sandam ngjst’ vhodny sp6sob redukovania anizotropie

V pripade rovinného vorného povrchu a homogénneho (pripadne rovnobezne s vol'nym povrchom
zvrstveného prostredia) nie je potrebné uvazovat’ priemery v roznych smeroch, staci vyuzit’ pévodny
postup. Toto umoziuje overit, ¢i je mozné pouZzit’ pristup Schonberga a Muira v limite vakua. Séria
testov modelovania rovinného volného povrchu je preto obsahom d’alej kapitoly.



7.2 Rovinny volny povrch

V kapitole 4.2.2 sme ukazali ako mozno odvodit” parametre konecno diferenéngj bunky, ktore
okolie mozno aproximovat’ planparalelnym stivrstvim s normaou v smere niektorej zo siradnych
osi. Zaobergme sa teraz modelom homogénneho polpriestoru nad ktorym je atmosféra. V naSom
priblizeni je to prostredie s hodnotami hustoty a elastickych parametrov blizkych nule. Parametre
polpriestoru oznatime A a u, parametre vékua st 4y, uy — 0. Nech oblast’ uréovania parametra
ekvivalentného prostredia je vor'nym povrchom rozpolend. V odvodeng] matici elastickych koefi-
cientov (4.20) savyskytuju vyrazy, ktorych menovatele sa blizia nule, je teda potrebné odvodit’ tieto
limity :

(424 =23 lm(3) =3
A,—0 2,—0

2
2 2
2 A A A 2
<A+2y> — lim (A\,+2yv + A+2y) — lim («M‘,+2y\, + A+2u A'V + 2'uV)

,—0 1 ,—0 1 ,—0 A+20y
;.VZO <A+2y> ;.VZO 2(1\,4-2;4\, + A+2y) ;.\,:0 2(1+ A+2u )

2
Iim< A >—£Iim( SR )— A
- A+2u,  A+2p 2(A+2u)
v 0 v 0
A A+2u 2;;;0

A A A

lim </1+2u> = lim A2 T lim At ilsn A+2p (A, +21,) -0
w,—0 1 w0 1 4 1 50 1+ 27 M+2py
2,—0 \ A+2u A0 A2, A2 )50 A+2p

. 1 .2

lim——=0 lim =0 lim2(u) = p
uv—>0< 1 > u,—0 <L> u,—0
A—0 A+2u u

Ak je teleso rozdelené horizontdlnym vornym povrchom na polovicu, pre jeho maticu elas
tickych koeficientov dostdvame :

d(Av2u-74)  3(a-) 0000

%( _zi:u) %(l+2y l+2u) 0000

c= 0 0 0 00O
0 0 0 00O

0 0 0 00O

0 0 0 00 pu

ZovSeobecnenie pre iny pomer objemu prostrediaavakua 0 <r <1 je jednoduché :
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(7.6)

O O o o o
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O O oo o o
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N

reu
Odvodené matice teda uz reprezentuju horizontalny kontakt prostredia a vakua. Ekvivalentné pros-
tredie je anizotropné, preto zjednoduSeny pristup s aritmetickym a harmonickym priemerovanim
tento vysledok nembze davat’ (tam predpokladame, Ze ekvivaentné prostredie je izotropné).

V tomto pripade s mdZeme overit’ tvrdenie Uvodu kapitoly 7.1. Anizotropia spdsobuje, Ze pri
rotécii siradného systému sa jeho tenzor elastickych koeficientov ¢ (vo Voigtove reprezentécii
matica — kapitola 2.2) meni. Pre tenzor rangu 4 mame transformacné pravidlo :

Coprs = Tuilpj k51 Gijid
kde r;; si zlozky matice rotécie :

cosp Ccosy sSng —cospsing
r,=| —sinpcos3 cosp sSnesng
sing 0 Cos9

pricom ¢, 9 su sférické uhly. Pokial’ menime len uhol 9, meni sa sklon rozhraniak vertikdle, uhol ¢
reprezentuje rotaciu okolo vertikdly. Lahko sa mdzeme presvedcit’, Zze zmeny jedného alebo obi-
dvoch uhlov spdsobuju, Ze tenzor v zrotovang slradng) sistave (¢') ma zloZitejSiu anizotropiu, ako
ortorombickl v (3.8). Pre striedavo usporiadané siete je teda potrebné pre nakloneny volny povrch
redukcia g v pripade homogénneho prostredia pod nim.

7.2.1 Oblasti vypoctu efektivnych materialovych parametrov

Podobne ako je to v ¢lanku Moczo et a. (2002), ked’Ze efektivny materidlovy parameter ma repre-
zentovat’ vlastnosti prostredia v okoli jeho pozicie v sieti, je prirodzené urcovat’ ho z oblasti centro-
vang v tomto bode. V ¢lanku je oblast’ volené ako kocka s hranou h. Pri vypoctoch s aproximéciami
derivacii 2. r&du presnosti v priestore sme pouZili g my takuto oblast’. Aproximacia derivacie s pres-
nost’ou do 4. radu sa uréuje z bodov, ktoré st od miesta aproximéacie vzdialené nielen h/2 ale aj 3h/2
a zda sarozumné, aby aj zmena prostredia v tejto vzdialenosti sa v hodnotéch parametrov prejavila
Navrhnuté tvary oblasti pre jednotlivé parametre si na Obr. 29. Skladaju sa z kociek s hranou h.
Oblasti si pretiahnuté v smeroch slvisiacich derivacii tak, aby zohladnovali maximanu vzdia-
lenost’, z ktorgj sa hodnoty na aproximéciu derivécie pouzivaj .
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qz qy qX

Obr. 29

Takyto tvar oblasti vypocétu parametrov dostal oznacenie 4 (oblasti pre 4. réd). Ako sa ukézalo,
vypocty pre vorny povrch s parametrami pocitanymi z takychto oblasti boli nestabilné. Tym Ze sa
oblasti zv&esili, hodnoty parametrov gz Ixs lyz, Me, My, SU nulové g pre bunku jeden priestorovy
krok pod vornym povrchom. Toto je nefyzik@ne a je to pravdepodobne g pric¢inou nestability.

Aby k tomu nedodlo, skombinujeme vypocet cez Standardnt bunku s hranou h (oznactovany ako
2) a vypocet 4. Akym pomerom ma spdsob 2 a 4 do vydedng hodnoty prispievat’ rozhodneme
uvaZzovanim o gproximécii derivécie s presnostou do 4. radu. PouzZivame vztah (3.6) :

o= (O 2h) = f(x=1h))— g3 (f (x+2h)— f (x—2h))+ O(h*)

Formdlne sme ¢leny rozdelili na tie, kde vystupuju funkéné hodnoty zo vzdiaenosti h/2 a 3h/2.
Mozno ich chapat’ ako dve nezavislé aproximécie. Prvy rozdie funkénych hodnbt je deleny
vzdiaenostou h, druhy vzdialenostou 3h. Koeficienty, ktoré tieto rozdiely nasobia (9/8 a — 1/8)
pouzijeme pri kombinovani spésobu 2 a 4 (spdsob vypoétu je oznacovany 24). Priemernd hodnotu
z oblagti tvaru kocky s hranou h nasobime koeficientom 9/8 az oblasti na Obr. 29 koeficientom
— 1/8. Taktiez bol testovany pristup 24a, kde volime koeficienty 9/10 a1/10, ktorych hodnoty sl
volené v pomere absoltnych hodnét koeficientov 9/8 a— 1/8.

Jednotne mozno vypocet parametrov zapisat’ ako kombinaciu parametrov uréenych z oblasti
tvaru 2 (kocka s hranou h), a oblasti 4 (Obr. 29). Vysedni hodnotu parametra dostaneme linedrnou
kombinaciou tychto hodnét s koeficientmi p a g. Oznacenia sp6sobu vypoctu parametrov sU zosu-
marizované v tabul’ke:

ozna¢enie posobu vypoctu koeficient p | koeficient g
efektivneho materidlového parametra
2 1 0
4 0 1
24 9/8 - 1/8
24a 9/10 1/10

Umiestnenie parametrov (ateda g stredu oblasti ur¢ovania hodnoty jednotlivych parametrov) v sieti
je naObr. 29 vlavo.
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7.2.2 Testy smuléacie horizontalneho vo/hého povrchu

Z&ladny model, ktory bol pouZity pri naSich testoch, bol zvoleny podra ¢lanku Kristek et a.
(2002). Je edte jednoduchsi ako model pouZity v kapitole 7.1.2. Tvori ho dokonale elasticky izotrop-
ny homogénny polpriestor s hustotou p = 1500 kg/m?, rychlostou &renia S vin vs = 300 m/s arych-
lostou Sirenia P vin v, = 520 (Poissonov pomer v = sitoy = 0,25). Autori skimaju g model s hod-
notou v = 0,45, pre ktory sa dosahuje lepSia zhoda, preto tu vySetrime len prvy model.

Vo vypoctoch bol pouZity bodovy dislokatny zdroj, ktorého zdrojova ¢asova funkcia je Gabo-
rov signdl sparametrami y = 11, f, = 0,5 Hz, 6 = /2 (dominantn& vinova dizka Ay,,= 600 m,
minimélna vinova dizka /lrﬁm =400 m). Jeho orientécia je ¢s = 45° alebo 0°, 6 = 90°, A = 0°. Zdroj je
v ¢lanku umiestneny v hibke hs = 366,6 m (pre W formuléciu, pre H je to 333,3 m), v nalch
modeloch sa redlna hibka zdroja pri posivani volného povrchu meni (maximéne o jeden sietovy
krok). Nachadza sa teda relativne plytko (hd/ /lrﬁm ~ 0,9), aby sa efektivne generovali Rayleighove
povrchové viny.

Poloha zdroja a prijimacov je na Obr. 30. SO umiestnené v smere sietovych rovin av smere
diagonaly. Epicentrdnavzdialenost’ nagjodl'ahlegjSieho prijimacaje 15 /ldsom.

Obr. 30 zdroj aprijimace

Tento model umoziuje skimat’ modelovanie Sirenia povrchovych vin. Pri ¢s = 45° (Obr. 31a) sa
v smere osi X Siria Rayleighove viny a v smere uhlopriecky S viny, ak ¢s = 0° situacia sa vymeni
(Obr. 31b). Modelmi &) a b) overime, ¢i Sirenie v smere sietove roviny a diagondy je rovnako
presné tj. ¢i je vo vypoctoch pritomna numerickd anizotropia. Pre model b) bol urobeny
porovhavaci vypocet, na zéklade porovnania je mozné kon&tatovat’, Zze numericka anizotropia je
zanedbatel'ng, v d’aSich vypoctoch sateda pocita len s konfiguraciou zdroja a).

Obr. 31 Smery Sirenia zékladnych vin v modeli

A o) R
R SH

///} > S — >
7 x
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Ako bolo spomenuté v kapitole 5.1.1 a 5.1.2 metddy AFDA a zrkadlenie napéti maju dve
z&kladné formulécie : W a H. Toto znamena Ze vzdialenost’ zdroja od voIného povrchu je vzdy
celociselny nasobok h/2. Heterogénnym pristupom mézeme poditat’ pole posunuti pre 'ubovolnd
vzdiaenost zdroja od volného povrchu. Referenénou metdédou pre nas zostava metdda DWN,
ktorou je mozné urobit’ rovnaké vypocty.

&
6 O

e & — W

sTetete ™"

) ) O U zloZka posunutia
® W zlozka posunutia

* bodovy zdroj
® U zloZka prijimac¢

O W zloZka prijima¢

r» X
z
11 D, Obr. 32 Konfigurécia modelov
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V naSom pristupe sme vSak obmedzeni FD siet'ou, prijimace mbéZzeme mat’ umiestnené len
v tych poziciach, kde sa v deti nachadzaju diskrétne aproximécie zloZiek posunuti (v inych
polohéach by bolo vydedky nutné interpolovat’). Roviny medzi volnym povrchom a zdrojom (6 - 11)
sl na Obr. 32, takisto su tu vyznatené polohy volného povrchu vzhladom na sietové roviny. Ak
volny povrch prech&dza poziciami vertikdnych zloZiek posunuti, polohu oznatujeme ako W.
Polohu, v ktorej vorny povrch prechadza poziciami horizontalnych zlozZiek posunuti je oznacena H.
Polohu v strede medzi polohami W aH oznacujeme WH, polohu medzi H a W oznacujeme HW.

Na z&klade odvodengl matice (4.20) a (7.6) sme naprogramovali zjednoduSeny vypocétovy
program (nazvany priem), ktory urcuje efektivne materidlové parametre pre tento pripad. Zjedno-
duSenie spociva v predpoklade homogénneho prostredia a horizontdneho vorného povrchu. Na
rozdiel od programu model2s v&ak program priem pocita parametre z modifikovanych oblasti 2, 4
a 24 (pripadne 244). Jeho vystupy st opét’ pouZité ako vstupy pre program dvs80.

Vystupom programu dvs st seizmogramy v zvolenych poziciéch prijimacov. Rovnaké para-
metre modelu, zdroja a pozicie prijima¢ov sme pouzili v programe AXITRA (Coutant, 1989), ktory
rieSenie pocita metddou DWN (Bouchon, 1981). DWN metdda je pre nés referenénou, pretoze pre
zvrstvené modely pomocou nej ziskame vel'mi presné rieSenie.

V nasledujuce tabul'ke je prehlad modelov, ktoré boli pocitané spolu sich oznacenim :
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Oznacenie Priestorové | Spbsob vypoctu Poloha volného komentér
vzorkova materidlovych povrchu
nie (Amn/h) parametrov
H Hg 2 (6) 6 2 H
W Hg 2 (6) 6 2 w
HW Hg 2 (6) 6 2 HW vel'mi nepresny
H Hg 4 (6) 6 4 H nestabilny
H Hg (6) 6 24 H
W Hg (6) 6 24 W
H Hga(6) 6 24a H
W Hg a(6) 6 24a w
HW Hg (6) 6 24 HW vel'mi nepresny
WH Hg (6) 6 24 WH vel'mi nepresny
H Hg (10) 10 24 H
W Hg (10) 10 24
HW Hg (10) 10 24 HW nepresny
WH Hg (10) 10 24 WH nepresny

Na Obr. 33 sl seizmogramy pre model W Hg (6), grafy pre ostatné modely st v dodatku 4.

Okrem vizuaneho porovnania seizmogramov je vhodné mieru zhody ohodnotit’ a kvan-
titativne. V ¢lanku Kristek et al. (2002) je definovany fazovy a amplitidovy rozdiel rieSeni. Autori
pouzili analytické signaly SREF as zodpovedajuce povodnym signalom S 2 S. Z SREF as je
mozné urcit’ okamZitu fazu a amplitidu a porovnat’ ich. Definuju sadve miery zhody :

e mierazhody rieSeni v amplitide (EM - envelope misfit) :

JZ(\éREF (to)| - [Stt)] )

1,Z:‘éREF (tm)‘2

e mierazhody rieSeni vo faze (PM - phase misfit) :

EM =

JZ(\éREF (to)| Ar0 { Srer () 1)) )

7[1 Z‘éREF (tm)‘2

Na zéklade tychto vzt'ahov boli vyhodnotené rozdiely a zostrojené grafy, v ktorych je zobrazena
z&vislost PM a EM od epicentrélngj vzdialenosti pre jednotlivé zlozky seizmogramu.

PM =
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Rayleighove viny
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Obr. 33 Porovnanie metody DWN aW Hg (6)
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Transverzalna zloZka Radialna zlozka

Vertikéalna zlozka

Rozdiel v amplitude

Rozdiel vo faze

" WS, (6)
® WSl (10)
* W-AFDA
O WHg2(6)
A
o

W Hg (6)

0,50 : ! ! ! ! 0,60
0,45 J I I I I . 0,55
0,40 4 0903
0,45
035 4 3 0,404
0,30 4 a
0,25 4 a
0,20 4 a
0,15 4 3
0,10 4 : 3
0,05 4 3
0,00 ; | . i .
3 6 9 12 15
0,50 ! ! ! ! ! 0,60
' : ' ' 0,557
0,50
0,457
0,40
0,35
0,30
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0,20
0,157
0,105
0,055
0,00
0,50 ! ! ! L : 0,60
0451 - .......... ......... _ 0,557
040 -mneeeeen S R i SRS SRS W 0503
: : . : : 0,457
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080 F-----noo- R R ¢ T 0353
0253 ---oo-a B AR etk 0,304
0204 --------- ......... ......... ......... Z ......... v---F 0,259
018 oo B B g 02
: X * : 0,157
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Obr. 34 Fazovy a amplitudovy
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Obr. 35 Fazovy a amplitudovy rozdiel, H formuléacia
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Obr. 36 Amplitudovy afazovy rozdiel, zmen3eny priestorovy a¢asovy krok
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Obr. 37 Amplitudovy afazovy rozdiel, r6zne polohy voci sietovym rovindm
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Prvé modely boli poc¢itané s materidlovymi parametrami ur¢enymi spdsobom 2 (v kockéch s hranou
h). Tieto oblasti si totoZzné s oblastami pouZivanymi pri simulovani vnutornych rozhrani. Pri
v3etkych modeloch je mozné kondtatovat’ vel'mi dobrd zhodu v S vinach, ktoré sa Siria v smere
uhlopriecky. Pri porovnavani sa preto zameriame hlavne na presnost modelovania Rayleighovych
vin.

e W Hg 2 (6) — s presnym rieSenim sa zhoduje porovnatel'ne ako metdda zrkadlenia napéti.
Pre Rayleighove viny je vhodné pouZit' jemnejSie vzorkovanie, pretoZe zhodu uz nepova
Zujeme za dostatoénu pre modelovanie lokénych efektov.

e H Hg2(6) — zhodav amplitude g vo féze je o nie¢o horSia ako pre H formuléciu zrkadlenia
napéti — H Sl (6) — zo 6 priestorovymi krokmi na minimalnu vinov( dizku. Podobne ako pre
W Hg 2 (6) zhoda nie je dostato¢na pre modelovanie lokanych efektov.

e HW Hg 2 (6) — tento model reprezentuje prvy test medzipolohy, ktori metddou AFDA ani
metodou zrkadlenia napéti Standardne pocitat’ nie je mozné. Volny povrch prechédza
polohou v strede medzi H a W polohou. Odchylka od presného rieSenia je vSak znatna
V tejto polohe metéda DWN déava falodny pohyb na Z zloZke seizmogramu, na T zloZke S
amplitudy tak isto nadhodnotené. T&o chyba sa prejavuje len v prijimaci priamo nad zdro-
jom.

Mo6Zeme kon&tatovat’, Ze tieto vydedky sl nepostacujlce a pokusili sme sa ngst’ este presnejsi
pristup.

V kapitole 7.2.1 si navrhnuté tvary oblasti vypoctu efektivnych materidlovych parametrov tak,
aby sa v nich prgjavila g zmena prostredia vo vzdialenosti 3h/2 od jeho pozicie v sieti. Najpri-
rodzengSia vol'ba vypocétovych oblasti 4 je nevhodna. Ukazuje to model H Hg 4 (6), pri tgjto para-
metrizécii je vypocet nestabilny a rieSenie diverguje. DalSie testy tejto metody sme kvoli tejto viast-
nosti nevykonali.

PodrobnejSim rozborom sme identifikovali ako ngjpravdepodobnejsi problém nulové hodnoty
efektivnych parametrov hib&ie pod volnym povrchom. Vypoéty s parametrami vypocitanymi sposo-
bom 2 boli stabilng, tu k nedochadza k vyskytu nulovych hodnét vo v&se hibke pod volnym
povrchom. Preto sme vytvorili linearnu kombinaciu hodnoty parametra vypocitaného sposobom 2
aspbsobom 4. Tym zaru¢ime sic¢asne naplnenie myslienky zavedenia spésobu vypoétu 4 a stabilitu
vypoctu. V kapitole 7.2.1 je vysvetlené, preco koeficienty linedrnej kombinacie maja hodnoty 9/8
a—1/8 v pripade spdsobu 24 a9/10 a 1/10 v pripade sp6sobu 24a.

Na zaklade seizmogramov, fazového a amplitidového rozdielu mozno kondtatovat’ :

e W Hg (6) — zhodav radidnej g vertikdinej zloZke je vel'mi dobré. Je lepSia ako pre metddu
zrkadlenia napéti v modeli Hg SI (6) g Hg Sl (10). Miera zhody vo féze g amplitude pre
transverzalnu zloZku je sice hor&a ako pre Hg Sl (6) a Hg Sl (10), odchylka ma vSak malu
hodnotu a preto je akceptovatelna

e H Hg (6) — zhodaradidlnej a vertikélnej zlozky je v amplitide o nieco horSia ako pre H Hg
Sl (6), v tomto pripade nedochédza ku zlepSeniu v désdedku zmeny vypoétu materidlovych
parametrov oproti modelu H Hg 2 (6).

e W Hga(6) — zmena koeficientov spbsobuje zhorSenie zhody vo faze g amplitide.
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e H Hg a (6) — fazovy rozdiedl a amplitidovy rozdiel pri tejto vorbe vypoctu efektivnych
materidlovych parametrov je o nieco mensi ako pre model H Hg (6) a je porovnatelny s H
Hg Sl (6).

e HW Hg(6), WH Hg (6) — Vv tejto polohe vol'ného povrchu je fazovy g amplitidovy rozdiel
rieSeni znatny, g ked’ sa pri zmene spdsobu vypoétu parametrov vysedok oproti modelu
HW H 2 (6) zlepsil.

Pokial’ je schéma konvergentnd, musi pri zmenSovani ¢asového a priestorového kroku davat’ lepsiu
zhodu s presnym rieSenim. Tuto vlastnost’ sme overovali na nasledujlcich modeloch, kde velkost
priestorového kroku bolah = Amin/10.

e W Hg (10) —rieSenie pre tento model sa presnostou blizi metéde W AFDA. Zjemnenie kro-
ku spbsobuje vylepSenie zhody prakticky vo vaetkych zlozkach.

e H Hg (10) — zhoda v amplittide je porovnatel'na ako pre H Sl (10), teda zjemnenie spdsobi
znatné zlepSenie zhody hlavne pre Rayleighov viny. Aj ostatné rozdiely dosahuju podobné
hodnoty ako pre H Sl (10), preto je ich uz mozné akceptovat'.

e HW Hga (10), WH Hg a (10) — vylepSenie zhody seizmogramov je zna¢né, napriek tomu
prech&dza pohyb na niektorych prijimacoch s postupom ¢asu a2 do protifazy, g v tomto
pripade je zhoda nepostacujlica

Na zé&klade tohoto rozboru je mozné uzatvorit’ :
e preW formuléciu stai Amin/h = 6 nadostatoéne presné modelovanie Rayleighovych vin
e preH formulaciu je nutné pouzit’ Amir/h = 10
e Vv ing polohe pristup nedava akceptovatel'né vysledky

Ziskané vydedky st ve'mi dobré. Ukazuju, Ze pre volny povrch je mozné pouZit’ heterogénny pris-
tup pre polohy H a W. Nepostacujlce vysedky pre polohy horizontdneho vor'ného povrchu v polo-
hach HW a WH viedli k d'alSiemu vyvoju metédy.

7.2.3 Modifikovany vypocet efektivnych materialovych parametrov

PretoZe pre W formuléciu sa ndm podarilo n§jst’ predchédzajicim postupom vhodny spésob vypoctu
efektivnych materialovych parametrov, predpokladame, Ze toto je mozné g pre iné polohy rozhra-
nia. Preto sateraz pokusime modifikovat’ vypocet parametrov.

Bunku, ktora volny povrch deli v pomere p;: p, S mbéZeme predstavit’ ako prechodny stav
medzi dvoma W polohami. Predpokladame, Ze parametre takejto bunky budud blizke hodnotam pre
tieto dve polohy volného povrchu. Preto sa zda vhodné skombinovat’ hodnoty parametrov tychto
buniek v pomere vzdialenosti vorného povrchu v dangj polohe od tychto poldh. Postup je ilus
trovany na Obr. 38.
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Obr. 38 Kombinéacia hodnét parametrov

Najskor uréime parametre buniek v modeli, kedy vorny povrch prechadza polohou W, aW,. Ako je
to znazornené naobrazku, v modeli st 4 typy buniek sréznymi materidlovymi parametrami (bielaje
bunka, v ktorg je vakuum, ¢ierna bunka ma parametre homogénneho polpriestoru). Nech teraz
napriklad volny povrch prechédza stredom bunky (poloha H). Pomer vzdiaenosti p; : p; je 1. Para
metre buniek v modeli pre tento pripad teda urcime ako aritmeticky priemer hodnét zodpo-
vedajucich parametrov v zodpovedgucich bunké&ch modelov pre W, a W,. Pre homogénne pros-
tredie je postup zrejmy, pre nehomogénne prostredie vystupujuce priamo k vol'nému povrchu by ho
bolo potrebné modifikovat'. Tento p6sob vypoétu parametrov budeme oznatovat’ 24c.
Stakto uréenymi parametrami sme vypocitali nasledujlice modely :

Oznacenie Priestorové | Spbsob vypoctu Poloha volného komentér
vzorkova materidlovych povrchu
nie (Amn/h) parametrov
H Hgc (6) 6 24c H
HW Hg c (6) 6 24c HW
WH Hg c (6) 6 24c WH
HHW Hg c (6) 6 24c 0,1785hod H
H Hg c (10) 10 24c H

Pre model HHW Hg c (6) sa vorny povrchu nachadza medzi polohou H a HW vo vzdialenosti
0,1785 h od polohy H.

Na zéklade vizudlneho porovnania seizmogramov v dodatku 4 a tiez podlra grafov fazového
a amplitudového rozdielu mézeme kon&tatovat’ :

e H Hgc (6) — spdsob vypocétu materidlovych parametrov 24c zhor&uje zhodu v amplitide na
radidngj zloZke, tato je horSia ako pre H Hg Sl (6) g H Hg Sl (10). Naopak na vertikalngj
Zlozke dochadza k zlepSeniu a miera zhody je lepSia ako pre metddou H AFDA. Vyrazne sa
vylep&uje zhoda vo faze natransvezdnej g radidng zlozke.

e HW Hgc (6) aWH Hgc (6), HHW Hg c (6) — fdzova g amplitidova zhoda vo v3etkych
troch pripadoch je vynikajlca, na niektorych zlozkéch lepSia ako pre metddy AFDA.

e H Hg c (10) — zjemnenie spbsobuje podstatné vylepSenie pre radidnu zlozku, miera zhody je
uz porovnatelna s pripadom H Sl (10). Aj ostatné zlozky su v dobrej zhode s referencnym
rieSenim, preto rozdiely povazujeme za akceptovatel'né.

Na zé&klade tychto vysledkov uzatvérame :
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e Spdsob urcovania parametrov 24c je dava vel'mi dobré vydedky pre Amin/h = 6 pre horizon-
talny vorny povrch v roznej polohe voéi umiestneniu diskrétnych aproximacii v sieti.

e poloha H je modelovana najmengj presne, zhodu je mozné vylepSit' zjemnenim priesto-
rového a casového kroku.

V modeli H Hg ¢ (6) a H Hg c (10) sa diskrétna aproximacia horizontdnych zloZiek posunutia na-
chadza priamo na vol'nom povrchu. Podobne ako pri simulovani vnutornych rozhrani v tomto pripa-
de mb6Ze heterogénny pristup davat’ horSie vydedky. Slvisi to stym, Ze nie je mozné rozhodnut’, aku
hodnotu maju materidloveé parametre priamo v tomto bode, pretoZe tu dochadza ku skoku v ich hod-
notach.

Pri simulacii voI'ného povrchu je nepresnostou jeho modelovania najviac ovplyvnené rieSenie
v jeho tesng blizkosti. RieSenie v bodoch nachadzajucich sa hib&e pod volnym povrchom je pres-
ngSie. Ukazuje to zhoda rieSenia pre model H Hg ¢ (6) 2 (Dodatok 4), kde rieSenie je zaznamenané
v prijimacoch vo vzdiadenosti h pod vo'nym povrchom a dava vynikajucu zhodu. Pre striedavo
usporiadané siete je vzdy nutné niektoré zo zloziek extrapolovat’, ak chceme ziskat’ ich hodnoty
priamo na volnom povrchu. Vzhl'adom nato, Ze vo va:Sej hibke je rieSenie presné, rieSenie priamo
na vol'nom povrchu v pripade H Hg ¢ (6) je mozné ziskat’ extrapoléciou potrebného rédu na volny
povrch.

7.2.4 Testy modelovania nakloneného vo/ného povrchu

Odvodené modifikované parametre pocitané spdsobom 24c¢ sme sa pokusili zovseobecnit’ g pre pri-
pad nakloneného vorného povrchu. Specidne pre uhol sklonu 45° predpokladdme, Ze je ho mozné
ziskat’ z hodnét parametra pocitaného spdsobom 24c pre vertikany a horizontany kontakt vakua
s elastickym polpriestorom. Priama kombinacia ani modifikovanie parametrov porovnanim ich hod-
nét vSak pri vypocétoch nedavali stabilné vydedky pre Rayleighove viny. Pripadné pouZitie hetero-
génneho pristupu pre nakloneny rovinny a nerovinny povrch nemézeme vyl(cit, je vSak potrebné
vykonat” dékladngjSi teoreticky rozbor a navrhnit’” vhodnU parametrizéciu. Pokial’ by pristup pre
nakloneny vorny povrch bol Uspedny, predpokladame, Ze ho bude mozné zovseobecnit’ arelativne
presne modelovat’ g 'ubovornu topografiu vor'ného povrchu.
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Zaver

Odvodili sme efektivne materidlové parametre pre heterogénny pristup modelovania volného povr-
chu tak, aby anizotropia priemerného prostredia bola ortorombicka a bolo mozné pouZzit' striedavo
usporiadané siete. Vypocéty boli urobené s aproximaciami derivécii do 2. radu presnosti. Pre rovinny
volny povrch rovnobezny so siefovymi rovinami st vydedky vyborné. Testy pre model s naklo-
nenym vol'nym povrchom ukazuju, Ze pristup dava nehomogénne vysedky, ktorych presnost’ sa
meni od bodu k bodu. Zjemnovanie delenia oblasti urcovania parametrov nevedie k zlepSeniu vy-
dedkov. Preto neodporic¢ame pouzivat’ odvodeny spdsob vypoctu efektivnych materidlovych para-
metrov na redukovanie anizotropie na ortorombickd pre modelovanie nerovinného vorného povr-
chu.

Pre rovinny volny povrch rovnobezny so siefovymi rovinami sa ndm podarilo n§jst’ hetero-
génnu konecno-diferencni schému. Navrhli sme spésob vypoétu efektivnych materidlovych para
metrov, ktory dava dostatocne presné vydedky pre h = Anin/6 pre epicentraine vzdialenosti do
15 /ldsom. Schéma vel’mi dobre modeluje vorny povrch rovnobezny so sietovymi rovinami v 'ubo-
volngl polohe. Najmenej presne je modelované poloha H, kedy vorny povrch prechédza priamo
polohou aproximacii horizontdnych zloZiek posunuti. Tento nedostatok je mozné odstrénit’ pou-
Zitim extrapolé&cie pomocou hodnét pod volnym povrchom. N§jden& schéma nevykazovala Ziadne
nestability.

Pre rovinny vorny povrch, ktorého norméa nekoinciduje so Ziadnym so smerov siradnych osi
sa ndm nepodarilo n§st’ tak parametrizéciu, ktora by viedla k stabilnym vysedkom.

Najperspektivnejsie pre efektivne a presné modelovanie volného povrchu sa ndm javi pouZitie
rozpracovangl homogénel konec¢no-diferencnej schémy pre nerovinny volny povrch na zéklade
metody vnorenych rozhrani, ktoregj zaklady boli naértnuté v kapitole 4.1.1.
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Prilohy

Dodatok 1

Konecno diferenéna schéma 2. rédu presnosti v ¢ase a 4. radu presnosti v priestore vo formulécii
DV S na striedavo usporiadanej sieti :

X m Xy m
TI +l/2 K+l/2,L+1/2 = {ql +1/2,K+1/ 2,L+l/2DxU I1+1/2,K+1/2,L+1/2 + 1+1/2,K+1/ 2,L+1/2DyVI +1/2,K+1/2,L+1/2
Xz m
+ I1+1/2,K+1/2,L+1/ 2DzVVI +1/2,K+1/2,L+1/ 2}
27 =230 DNVH +qY DV
I+1/2,K+1/2,L+1/2 = h | 1+1/2,K+1/2,L+1/ 2= %= 1+1/ 2,K+1/ 2,L+1/ 2 1+1/2,K+1/2,L+1/2=y Y 1+1/2,K+1/2,L+1/ 2
Xz m
+ 1+1/2,K+1/2,L+1/ 2DzVVI +1/2,K+1/2,L+1/ 2}

_1)1x m Xy m
TI +1/2 K+1/2,L+1/2 — h {I | +1/2,K+1/2,L+1/2DxU 1+1/2,K+1/2,L+1/ 2 +1 1+1/2,K+1/ 2,L+1/2DyVI +1/2,K+1/2,L+1/2

z m
0y 2,K+1/2,L+1/2 DZVVI +1/2,K+1/2,L+1/ 2}

m m
TI KLi1/2 = ml K,L+1/2 {DXVI,K,L+1/2 + DyUI,K,L+1/2}

Xz,m XZ m m
PRzl =5 Mk2L {DXVVI,K+1/2,L + DzUI,K+1/2,L}

_1myZ m m
TI 2k, = hMokL {DyVVI a2kl T DV +1/2,K,L}

um+l/2 U -1/2
I,K+1/2,L+1/2 — M1 ,K+1/2,L+1/2

At
+ [hFI K22+ DT K202+ Dy T2 102 + DT K 2, |_+1/2]

Noy kw22
Vm+1/ 2 Vm—1/2
141/2,K,L+1/2 = VI4+1/2,K,L+1/2
+ At

NP2k 2

+1/2 —1/2
Wln-11/2 K+1/2,L = Wln-11/2 K+1/2,L

y,m
[h 2k Lz + DaTak Lz + Dyl 2k Lz + DT ok |_+1/2]

+—[hF| Wakszl + DTz k20 + Dy kw2l + Dl ok ar2 L]

NP2 k20

m+1/2
UI K+1/2 L+1/2 = UI K+1/2,L+1/2 + ALUL i1/ Laas2

m+1 _ m+1/2
Vis12.k L1/2 =V, /2K L4172 T AWV K L2

m+1 +1/ 2
Wiy 2. k72 —W|+1/2 k+1/2L +AL W{TllIZ K+1/2,L

kde DATst =—3% ( Alsizst = Alaizst ) +3 ( Alrizst— Azt )
DyA'st=-35 ( Alsiaizt = Nsaia ) +3 ( Alsarar — Asarag )
DAt =-3 ( Astiarz = Astal 2) +3 ( Astz— Astw 2)
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Dodatok 2

Odvodime spojitost’ zloZiek tenzora deformécie zo spojitosti posunuti na rozhraniach. Nech rozhra-
niejerovinaz = 0. Uvazujme napriklad o g, =U,, . Samotné posunutie U na z = 0 je spojité, preto

0

Jim [U (-, .2+ ) =U (x4, ¥, 2—8)]

élij)l U(x=n,y,2+&)-U(x—n,y,2-&)|=0

potrebujeme dokézat, Zze élir{)l [@1(X, Y, z+&) — ey (X y,z—&)|=0. Podradefinicie

Ux+n.y.z£8) -U(x=n,y,Z£S)

Y,Z2+&8)= lim
ey(x Yy, z£8) n|—>0* 2
preto
Jim [ (% y, 2+8) —en(x y.z—8)] =
im 1im Y Y, 248 -U(X=n,y,2+8) +U(X+n,y,2-&) U (x—n,y,2—&) _
£=0' 710" 2n
lim fim SN Y, 24+8) —U(x+n,y,2=8) +U(X=n,¥,2+6) ~U(x=n,y,2=¢) _
=0 £—0' 2n
lim M—o
n—0" 2n

¢0 znamena spojitost’ ; cez horizontalne rozhranie. Podobne mozno ukazat’ & spojitost’ e,, a €,.
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Dodatok 3

Vzt'ahy na aproximovanie derivacii pouzivané v metdde AFDA :

f'(z)=t-2f()+2f(z+5) -5 f(z+3h)
+5 F(z+3h) - 5%f(20+7h)]+0(h4)

Sl

F'(2)=3[-2f(z-D)+5%T(2+3)+f(z+3h

~5 f(z+30 + % f(% +3h]+0O(h*)

f'(z)=t-5F(2-hN-ZEH(%-5+ZT(x+}
-2 f(z+2h)+ & f(z + 2h) ]+ O(h*)

fl(zo):%[losf(zo h) — f(zo__)+ f(20+2)
(345 2+ 20)] O

Dodatok 4

seizmogramy vypocitané pri sérii testov simulovania rovinného vor'ného povrchu

oznacenie modelu strana
H Hg 2 (6) 87
W Hg 2 (6) 87
HW Hg 2 (6) 88
H Hg (6) 88
H Hg a (6) 89
W Hg a(6) 89
HW Hg (6) 90
WH Hg (6) 90
H Hg (10) 91
W Hg (10) 91
HW Hg (10) 92
WH Hg (10) 92
H Hg c (6) 93
HW Hg c (6) 93
WH Hg c (6) 94
HHW Hg c (6) 94
H Hg c (10) 95
HHgc(6) 2 95
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