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Abstrakt

Ako jedna z foriem plastovej konvekcie sa vyvinula koncepcia plastovych vzostupnych
priadov (mantle plumes), ktorych prejavom na zemskom povrchu je izolovand vul-
kanickd ¢innost, nevzfahujica sa na oblasti rozhrani tektonickych platni. Vzostupné
prudy vznikaju vdaka nestabilitAm v teplotnych hrani¢nych vrstvach akou je napriklad
D” vrstva hned nad rozhranim jadro-plast. Modelovanie plastovych prudov sa zacalo
aZz v 90-tych rokoch, prvé modely boli velmi jednoduché, v ktorych plast bol opisany
newtonovskou kvapalinou. V newtonovskej kvapaline je vztah medzi napitim a rych-
lostou deformaécie linearny. V predkladanej praci sme analyzovali plastovy vzostupny
prud s pouzitim ne-newtonovskej kvapaliny, ktora lepsie aproximuje realny zemsky
plast. Vztah medzi rychlostou deformécie a napdtim v ne-newtonovskej reolégii je ne-
linearny, efektivna viskozita je funkciou napitia, teploty, tlaku a dal$ich materidlovych
parametrov. Zakladné riadiace rovnice st odvodené v cylindrickych sturadniciach pre
osovosymetricky tok. Analyza sebe-podobnych rieseni zahfna hrani¢no-vrstvovi ap-
roximéciu a urcenie doélezitych bezrozmernych parametrov. Systém nelinedrnych oby-
¢ajnych diferencidlnych rovnic sme riesili metddou konecnych diferencii. Prechod od
newtonovského pripadu (n = 1) k ne-newtonovskému (n = 3) bol prevedeny pomo-
cou numerickej kontinuécie v priestore parametrov n a 7. Zo ziskanych bezrozmernych
rieSeni sme vyjadrili priebehy fyzikalnych veli¢in systému (teplota, vertikdlna a horizon-
talna rychlost, strizné napétie a efektivna viskozita). Ziskané vysledky boli porovnavané
pre rozne ne-newtonovské aj newtonovské materialy.
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Kapitola 1

Uvod

Plastové vzostupné priady predstavuju urcitt formu plastovej konvekcie, prostriedok
prenosu tepla a materidlu z najhlbsich casti planéty na jej povrch. St samostatnou
jednotkou podrobujticou sa fyzikalnym zakonom riadiacich zemské vnutro. Ich vznik
inicializuja nestability v hrani¢nych vrstvach a nie st priamo spojené s tektonikou
platni. Vo vSeobecnosti je existencia vzostupnych pradov prijata na zaklade numeric-
kych i laboratérnych experimentov, geologickych a geochemickych dat a predovsetkym
seizmickej tomografie. Matematicky model plastového vzostupného prudu je aj cielom
predkladanej prace.

Praca je rozdelend do piatich kapitol. Druhé kapitola predstavuje strucny prehlad
o sucasnych poznatkoch plastovych vzostupnych pudov. Prva cast kapitoly obsahuje
kratky popis najznamejsich prirodnych ttvarov vytvorenych touto formou plastovej
konvekcie, v dalsich ¢astiach sa zaoberame modelmi vzostupnych prudov ziskanych na
zéklade numerickych vypoctov a laboratérnych experimentov.

V tretej kapitole uvaddzame reprodukciu matematickej analyzy konvekcie nad bo-
dovym zdrojom s pouzitim konstantnej viskozity (Fujii (1962)). Odvodime riadiace
rovnice a zavedieme pojem prudovej funkcie a podobnostnej transformaécie.

NajdolezitejSou castou diplomovej prace je $tvrtd kapitola, ktord je zamerana na
povodny model vzostupného priudu s vyuzitim nelineadrnej, ne-newtonovskej reolégie.

Numerické rieSenia rovnic odvodenych pre newtonovsky a ne-newtonovsky plast
uvadzame v piatej kapitole. Nachadza sa tu aj kratky popis numerickych metod, ktoré
sme pouzili. Zaverecna kapitola obsahuje diskusiu a grafy nasich vysledkov. Na zaver
prace prikladame ¢ast programu na rieSenie problému metédou koneénych diferencii v
symbolickom vypoctovom prostriedku Mathematica 5.2.

Tato diplomova praca je zamerand na model plastového vzostupného pradu s vy-
uzitim poznatkov o ne-newtonovskych kvapalindch. Hlavnym ciefom bolo aplikovanie
nelinearnej reoldgie na zemsky plast a pribliZit sa tak k redlnej Zemi. Pre splnenie tohto
ciela bolo potrebné splnif nasledujtce tlohy:
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e matematicky sformulovat problém osovosymetrického vzostupného priadu s vy-
uzitim tedrie hrani¢nych vrstiev

e definovat vztah medzi rychlostou deformécie a tenzorom napétia v ne-newtonovskej
kvapaline

e zbezrozmernit riadiace rovnice a urcif kontrolné bezrozmerné parametre a cha-
rakteristicka dlzku

e rieSit odvodené rovnice s vyuzitim numerickych metéd pre okrajové tlohy neli-
nearnych obycajnych diferencidlnych rovnic

e fyzikdlne interpretovat ziskané vysledky a porovnat ich s newtonovskym pripa-
dom



Kapitola 2
Plastové vzostupné prudy

Tektonika platni a plastové vzostupné pridy boli do geoldgie uvedené sucasne Wil-
sonom a Morganom v 60-tych a zacdiatkom 70-tych rokov. Tektonika platni si rychlo
ziskala zédujem vedcov, zatial ¢o vzostupné prudy skor zostavali v tizadi. Pocas 20-tich
rokov geovedci ststredili svoje tsilie hlavne na pochopenie tektoniky platni a jej zdo-
kumentovanie. Pozornost na vzostupné prudy obratili az koncom 80-tych rokov a pocas
90-tych rokov narastol pocet publikacii o plastovych priudoch exponencidlne. Prvé mo-
dely boli velmi jednoduché, plast opisovali newtonovskou kvapalinou, vzostupné priady
pochadzali z hrani¢nych vrstiev s velkymi teplotnymi gradientmi. S postupom casu
bolo jasné, ze tieto zjednoduSené modely nestacia realite a tak zacali modelovat plast
s pouzitim ne-newtonovskych kvapalin, s gradientmi ako vo viskozite tak aj v hustote,
a nakoniec, od dvojrozmernych modelov presli k trojrozmernym.

Enormné mnozstvo dat z geofyziky, geochémie a geoldgie zhrnul na zaklade prac
publikovanych predovsetkym v 90-tych rokoch Condie (2001). Niektoré poznatky, najma
zakladné charakteristiky, fyzikalne vlastnosti a stavba plastovych vzostupnych pradov,
su prezentované v tejto kapitole.

2.1 Horuce skvrny

Viacsina vulkanickej aktivity je spojena s aktivnymi tektonickymi procesmi na rozhrani
platni. Izolovana vulkanickd ¢innost, ktora sa nevztahuje na tieto miesta, formuje line-
arny retazec vulkanov, ktorych vek narasté systematicky v smere pohybu litosféricke;j
dosky. Prikladom takéhoto druhu vulkanizmu st Hawajské ostrovy v Tichom oceane,
plan Yellowstone-Snake River na zapade Spojenych Statov americkych a Ninetyeast
Ridge v Indickom oceadne. Vsetky tieto prirodné struktury sa formuju nad tzv. horu-
cimi $kvrnami', ktoré, ako sa zd4, st povrchovym prejavom vzostupnych plastovych

L Hotspots v angl. lit.
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pridov?. Vzostupné prudy spdsobuji ¢iastoéné natavenie spodnej litosféry, ¢im sa tvo-
ria rezervoare magmy, ktora je vulkanickymi erupciami vyvrhnuta na zemsky povrch.
Pohybom zemskej kéry ponad relativne stacionarne zasobarne magmy vo vrchnych cas-
tiach plasta vznikaju viditelné stopy hortcich skvin®. Vicésina hortcich skvin na Zemi
sa nachadza nad vzostupnymi tokmi v plasti*, ktoré sa formuji ako reakcia na studené
toky v oblastiach subdukcie. Vzostupné toky spésobuji zdvih zemského povrchu az do
vysky niekolkych sto metrov a kedZe zvysuju teplotu horného plasta, st pricinou jeho
rozsiahleho natavenia, ¢im podnecuju vznik vulkanickej ¢innosti. Vzostupné prady a
plastové toky zacinaju svoj zivot v tepelnej hranic¢nej vrstve D” priamo nad rozhranim
jadro—plast.

V sticasnosti je na Zemi identifikovanych 40 az 150 aktivnych hortcich skvin. Naj-
lepsie zdokumentované hortice Skvrny sa nachadzaji na kontinentoch i v oceanoch, ale
ich rozlozenie je skor nepravidelné. Niektoré sa vyskytuja v blizkosti oceanskych chrb-
tov ako napriklad Island, Sv. Helena a Tristan v Atlantickom bazéne a niektoré v strede
tektonickych platni ako napriklad Hawaii. Pocet hortcich skvin priblizne koreluje s vys-
kami geoidu; velké mnoZstvo hortcich skvin v blizkosti Afriky a Tichého oceana totiz
spada do dvoch oblasti s najvac¢simi anomaliami v geoide, ktoré su spésobené prave
procesmi prebiehajicimi hlboko v zemskom plasti.

2.2 Ostrovna retaz Hawaiian-Emperor

Vulkanické refaz Hawaiian-Emperor je linedrna Struktira vulkanickych ostrovov, pod-
morskych hrebenov a vulkanickych pohori rozprestierajucich sa takmer 6000 km napriec
severnym Tichym oceanom, kde je nakoniec ponorend do Kurilskej priekopy. Ostrovna
refaz zahffia okolo 107 vulkdnov s kumulativhym objemom viac ako 10° km3. Vek
vulkdnov postupne narastd od dnesnej hodnoty (Hawajsky ostrov) az do 80 miliénov
rokov (morské pohoria Detroit); ostry zlom v smere ostrovného refazca mé priblizne
43 miliénov rokov, kedy Pacifickd platiia zmenila smer svojho pohybu. V sicasnosti
st na Hawaji aktivne sopky Mauna Loa a Kilauea. Hawajskd hortica skvrna sa na-
chédza priblizne 30-50 km od severného pobrezia Hawajskych ostrovov pod aktivnym
morskym masivom Loihi. Hawaiian-Emperor sa postupne vytvoril pohybom Pacificke;
platne najskor na sever a potom na zdpad vzhladom na Hawajsk horticu skvrnu pocas
poslednych 100 miliénov rokov. Na ocednskom dne sa tak vytvorila stopa z vyhasnu-
tych vulkédnov, ktoré boli ndhle odrezané od zdroja magmy, zatial ¢o za nimi vznikali
nové sopky.

Objem vyvrhnutej magmy na jednotku dlzky (alebo ¢asu) pozdlz vulkanickej stopy

2 Mantle plumes v angl. lit.
3 Hotspot tracks v angl. lit.
4 Mantle upwelling v angl. lit.
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znacCne narasta smerom od ostrovnej retaze Emperor (300 km) az po koniec Hawajskych
ostrovov. Hawajsky vzostupny prid v stcasnosti produkuje najvacsie mnozstvo lavy za
celt jeho 80 miliénov rokov dlhii histériu. Jediny casovy tusek, ktory nezaznamenal na-
rast erupcii, je pred 43 miliénmi rokmi, kedy nastala zmena smeru v pohybe Pacificke;
dosky. Od tej doby sa vulkanicka aktivita Hawajskej horticej skvrny neustale zvysuje,
¢o naznacuje, ze chvost Hawajského vzostupného pridu je neustale zasobovany novym
materidlom z najhlbgich casti zemského plasta.

2.3 Yellowstone

Stopy horticich §kvin sa nachddzaju aj na kontinentoch, hoci st ovela slabSie defi-
nované ako v ocednskych bazénoch a to vdaka mensej hribke litosféry. Prikladom
je hortca skvrna Great Meteor v Atlantickom bazéne, ponad ktorou sa pred 80 az
120 miliénmi rokov postvala Severna Amerika smerom na severozapad. Z nevelkého
poctu identifikovanych kontinentalnych hortcich skvin je najznamejsia Yellowstonska
stopa v Americkych Kordilerach. Jej pritomnost prezradza vysoky tepelny tok, znize-
nie rychlosti seizmickjch vin a hustoty v plytkych hibkach, rozsiahle severozdpadné
topografické vydutie a vysoka elektrickd vodivost pod Yellowstonskym narodnym par-
kom vo Wyomingu. Priamym dékazom vzostupného pridu st anomélne nizke rychlosti
pozdlznych seizmickjch vin v hibkach okolo 200 km. Definitivnym dokazom pohybu
Severoamerickej platne ponad vzostupny prad v tejto oblasti je vek vulkanov, ktory
postupne narasta severozapadne od Yellowstonského narodného parku po Snake River
Plain v state Idaho.

Pritomnost vzostupnych pridov je doprevadzana topografickou elevaciou® litosféry,
ktora dosahuje priemer 1000 az 2000 km, vysku cez 1000 m a je charakteristicka pre
oceansku aj kontinentalnu litosféru. Sticasné teleseismické vyskumy Yellowstonskej ho-
rucej Skvrny odhalili, Ze pod jej topografickou elevaciou sa nachadza plast dvojakého
druhu: ¢iastocne nataveny plast s nizkymi rychlostami priamo pod horticou $kvrnou
a obohateny plast (o nekompatibilné prvky) s vy$simi rychlostami pod jej boénymi
okrajmi. Ziskané rychlosti st konzistentné s modelom vzostupného pridu, v ktorom
vztlakova sila, sposobené natavenim jeho vrchnych casti, pohana konvekciu, ktora od-
sunie zvySok materidlu na okraj vzostupného prudu.

2.4 Seizmicita a tektonika horucich skvrn

Hortce skvrny s aktivnymi sopkami st seizmicky aktivne. Na Hawaii je seizmickd ¢in-
nost koncentrovand v okoli aktivnych sopiek Mauna Loa a Kilauea a podmorskych

5 Swell v angl. lit.



2.4 Seizmicita a tektonika hortucich skvin 10

MAUNA LOA

KILAUEA
0 — PLYTKE
REZERVOARE
10 MAGMY
20 OCEANSKA KORA
30 i i ZHROMAZDOVANIE|
SPODNA LITOSFERA
40

50
60
70

80
90
100

110 —
120 —

-

HLBKA (KM)

HAWAJSKY VZOSTUPNY PRUD

Obr. 2.1: Schematicky prierez litosférou pod sopkou Kilauea na Hawaii.

pohori Loihi. Zemetrasenia v okoli Kilauea maji povod v hibkach 1-4 km v systé-
moch trhlin alebo pozdlz vertikdlnej magmy pod vulkdnom. VicSina plytkych zeme-
traseni pochadza z hibky 15 km, ktora priblizne koinciduje s Moho diskontinuitou
pod Hawajskymi ostrovmi. Tieto zemetrasenia sprevadzajice erupcie sopiek su zriedka
magnitiuda vicsieho ako 4 a st zapric¢inené zmenami objemu v rezervoaroch magmy.
Hibsie zemetrasenia s hypocentrom v hibke 60 km (spodné ¢ast litosféry) st rovno-
mernejSie rozlozené v ¢ase a maji viésie magnitida (do 7). Obréazok 2.1 znézorruje
transport magmy pod sopkou Kilauea ziskany na zaklade petrologickych a seizmickych
dat. Magma vznik4 ¢iastoénym natavenim litosféry vrchnou ¢astou vzostupného pridu.
Malé davky magmy unikaji z oblasti natavenia a zbieraji sa v hibke okolo 20 az 30
km, kde ¢iastocnda krystalizacia odstrani z magmy olivin a ostatné fazy. Velka koncen-
tracia zemetraseni v tychto hlbkach odréza deformécie spojenymi s presunom magmy
do plytsich rezervoarov (hibka 5-10 km), kde doch4dza k daliej ¢iastocnej krystalizacii
a k odstraneniu velkého mnoZstva pyroxénov a plagioklasov.

Yellowstonska hortica skvrna je charakterizovana intenzivnym rojom plytkych ze-
metraseni, ktoré st sposobené napitiami spojené s pohybom magmy v plytkych hibkach
(< 10 km). Zemsk4 kora je tu ohriata na teplotu 350-450 °C. Vrchnd vrstva kory s
typickou hribkou 10-15 km (V,, = 5.9—6.1 km/s) je pod Yellowstonskou oblastou velmi
tenka alebo tplne absentuje, pretoze je nahradend magmatickymi horninami z Yello-
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wstonskej hortcej skvrny. Yellowstone Plateau sa pocas obdobia medzi rokmi 1923 a
1984 tektonicky zdvihlo az o 100 cm, ¢o reflektuje transport magmy do vrchnej kory.
Rychlosti seizmickjch vin st vo vrchnom plasti pod vulkanickou platiou Yellowstone a
Snake River smerom na severozdpad anomalne nizke az do hibky 200 km.

2.5 Stavba vzostupnych pradov

Vnitorné struktira a stavba vzostupnych plastovych pridov sa meni pocas ich exis-
tencie, pricom rozoznavame Styri vyvinové stadia. Prvé je stuipajice stadium, ktoré
pozostava z hlavy a z chvosta vzostupného pradu. V druhom stadiu je hlava splos-
tend a CiastoCne sa natavuje, ¢im obohacuje litosféru o magmatické horniny. Niektoré
zvysky vzostupného priudu mozu byt vmiesané do horného plasta. Pocas tretieho stadia
je chvost zdeformovany plastovymi tokmi. Ak je odklonenie stipajiceho pridu velmi
velké (> 60° od vertikaly), moZe sa stat nestabilnym a rozdelif sa do niekolkych od-
delenych fragmentov. Hortice Skvrny, ktoré produkujt vicsinu vulkanickych retazcov
v Tichoocednskom bazéne st vzhladom na seba relativne fixované. Aby mohli zostat
fixované, ich chvosty nemdzu byt velmi ovplyvnené plastovou konvekciou. Steinberger
a O’Connell (1998) ukazali, ze deformacii a roztrhnutiu chvosta sa dd vyhnut, ak vis-
kozita astenosféry je znac¢ne mensia ako viskozita spodného plasta, odkial vzostupny
prud vyrasta. Hoci st vzostupné prudy unasané predovsetkym v hornom plasti v do-
sledku advekcie astenosféry, nizka viskozita astenosféry zabezpecuje vysoku vertikalnu
rychlost chvosta, ¢im zabrani jeho velkému vychyleniu.

Ako sme uz spomenuli, sopky z hortcich skvin sa formuju na topografickych eleva-
ciach. Tieto oblasti st charakteristické zvySenym tokom tepla a tenkou litosférou, ktora
je vytlacena nahor vztlakovymi silami v plasti. Jedinym modelom, ktory vie adekvatne
vysvetlif stivis medzi tokom tepla a hrubkou litosféry je model vzostupnych pradov.
KedZe mé vzostupny prud vicsiu teplotu ako okolity plast, produkuje magmu, ktora
stipa k zemskému povrchu a vytvara vulkanické retazce na pohybujucej sa litosfére.
Model plastovych vzostupnych pridov podporuji aj chemické a izotopické data.

Litosférické platne sa ponaraji do zemského plasta v oblastiach subdukénych zon.
Kedze st subdukujice platne relativne studené, znizuja teplotu okolitého prostredia,
a tak zanechdvaju relativne teply plast v oblasti medzi dvoma subdukujicimi zénami.
Préave v tychto oblastiach plasta, znamych ako plastové vzostupné toky, posobia rela-
tivne velké vztlakové sily, ktoré riadia spdtny tok. Vzostupné toky sposobuji elevéaciu
zemského povrchu az do vysky niekolko sto metrov a kedze zvysSuju teplotu najvrch-
nejsieho plasta, dochadza k jeho ¢iastoénému nataveniu a tym k vzniku vulkanizmu.
V sucasnosti sa v plasti nachadzaju dva rozsiahle vzostupné toky; jeden pod Africkou
platiiou a jeden pod Pacifickou platnou.

Co sa tyka rchlosti seizmickjch vin a anoméalii v rozloZeni hustoty, najzaujimavejsie
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st dve pozorovania: (1) oblasti s anomalne vysokymi rychlostami Sirenia seizmickych
vin sa zhoduji s oblastami ponarajicich sa dosiek, a (2) dve oblasti s anoméalne niz-
kymi rychlostami sa nachadzaji pod Afrikou a Pacifickym bazénom. Rychlost Sirenia
seizmickjch vin je nizka v relativne teplom plasti, teda v oblastiach vzostupnych tokov,
ktoré za¢inaji v D” vrstve a dosahuji hibky stredného plasta. V plytksch hibkach sa
prejavuje iba Pacifickd anomalia, ktora pokracuje az po spodnu litosféru.

2.6 Modely plastovych vzostupnych pridov

Predtym ako prejdeme k modelom opisujicim spravanie plastovych vzostupnych pri-
dov je potrebné popisat ich kvapalné vlastnosti. Zatial ¢o kvapalina je substancia
schopnd podrobif sa akejkolvek deformacii, pevna latka znesie len uréiti velkost de-
forméacie predtym ako sa zlomi. Vicsina pevnych latok sa deformuje pri posobeni sily
a po jej odstraneni sa latka vracia spit do povodného tvaru, na rozdiel od kvapaliny,
ktorej tvar sa po zaniknuti vonkajsej sily nemeni. Newtonovska kvapalina je latka, kto-
rej rychlost deformécie je priamo imernd posobiacej sile. V zemskom plésti je tecenie
spdsobené napitiami, ktoré vedu k deforméciam plastovych hornin. Vztah medzi napé-
tim a rychlostou deformaécie je vyjadreny pomocou viskozity kvapaliny. Vo viskéznych
kvapalinach, ktoré sa podrobuji velmi pomalym teceniam, st riadiace sily v rovnovahe
s viskéznymi silami. Z tohoto dovodu mozeme pracovat s plastom ako s nestlac¢itelnou
kvapalinou. Ci sa cely alebo len ¢ast zemského plasta sprava ako newtonovska kvapa-
lina je stale predmetom diskusie.

Ak horticu kvapalinu injektujeme do chladnejsej kvapaliny v laboratérnej nadrzi,
teplejsia kvapalina zacne stupat ako vzostupny prud. Experimenty Griffithsa a Camp-
bella (1990, 1991) ukézali, ze ak viskozita a hustota vzostupnych pradov je nizsia ako
okolité médium, vzostupny prad sa rozdeli do dvoch casti: takmer sféricka hlava a re-
lativne tenky chvost spojeny so zdrojom vzostupného pradu. Obrazok 2.2 znazornuje
vznik vzostupnych priadov sposobeny Rayleigh—Taylorovou nestabilitou (z experimentu
Bercovica a Kellyho (1997)). Tento typ vzostupnych pradov sa formuje aj v zemskom
plasti. V experimentoch Griffithsa a Campbella je priemer chvosta urceny viskozitou
injektovanej kvapaliny, zatial ¢o od viskozity okolitého prostredia zavisi rychlost sti-
pania a velkost hlavy. Ked hlava vzostupného pridu dosiahne vrchnt cast laboratdrne;
nadrze, je takmer symetrickd a horizontalne roztiahnuta pod povrchom (analdgia so
zemskou litosférou). V momente, ked sa zastavi vertikdlny pohyb hlavy, je i nadalej
chvostom dodévany hortci material zo zdroja. Ak do experimentu dodame aj pohyb
povrchovej dosky, hlava sa ¢iastocne deformuje a je undSana pohybom dosky, zatial ¢o
chvost vzostupného prudu je len odkloneny od vertikéaly. Velkost chvosta kriticky zavisi
od viskozity vzostupného pradu — ¢im nizsia viskozita, tym mensi jeho polomer.

Vzostupné prudy s velkymi vztlakovymi tokmi (> 10° N s71) nebyvaju v dosledku
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Obr. 2.2: Fotografie z laboratérneho experimentu Bercovica a Kellyho (1997) znazor-
nujace vznik vzostupného prudu sposobeny nestabilitou tenkej, nizko-hustotnej, nizko-
viskéznej kvapalnej vrstvy glukdzy pod hlbokou, vysoko-hustotnou a vysoko-viskéznou
kvapalnou vrstvou. Casova gkala je zndzornend (v hod.).

plastovej konvekcie znacne odchylené od vertikdly a zostavaju spojené s ich zdrojmi
v hlbokom plésti. Slabsie prudy so vztlakovym tokom mensim ako 10* N s~! nemusia
dosiahnut povrch a ich hlavy sa mozu odpojit a vytvorit tak malé diapiry. V st¢asnom
plasti ma viacsina vzostupnych pridov po dosiahnuti litosféry priemer az 1000 km a
viac, po roztiahnuti o litosféru az 1500 km, ¢o je priblizne velkost malych oblasti vyvre-
tého cadica na zemskom povrchu. Najvécsie vzostupné prudy presahuja priemer 1500
km a dosahuji az 3000 km, ¢o je velkost rozsiahlych oblasti vyvretych hornin® akymi
su Karro—Ferrar Province v juznej Afrike a Antarktida.

Numerické modely plastovych vzostupnych pridov Daviesa (1999) a ostatnych s
teplotne-zavislou viskozitou potvrdzuju a rozsiruju laboratérne experimenty. Na ob-
razku 2.3 je model zachytavajuci vyvoj vzostupného pradu pocas 175 miliénov rokov.
Rychlost stipania vzostupného prudu je najvicsia pocas prvych 100 miliénov rokov.
Potom, ¢o hortci material dosiahne hlavu vzostupného prudu, za¢ne spomalovat a hlava
po dotyku s litosférou zmensi svoju hribku a znacne sa zviiési jej polomer (176 mil.).
Teplo z prudu ciastocne unikd a ciastocne ohrieva material strhnuty hlavou. Teplota

5Tzv. Large Igneous Provinces (LIP).
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Obr. 2.3: Numericky model vzniku vzostupného prudu z tepelnej hraniénej vrstvy (D”).
Viskozita je funkciou teploty a okolity plast ma viskozitu 10%? Pa s, [Davies (1999)].

hlavy tak je nizsia ako teplota chvosta a vysSia ako teplota okolitého plasta. Podobné
vlastnosti boli pozorované aj v experimentalnych modeloch Griffithsa a Campbella
(1990).

Dalgie experimenty Griffithsa a Campbella (1991) poukazuji na povod vydutia li-
tosféry a nasledny kolaps sposobeny ochladenim vzostupného prudu. Zaujimavé je, ze
vydutie povrchu zacina uz v case, ked sa vzostupny prud nachddza este len v spod-
nom plasti a pokracuje dalsich 20 miliénov rokov. Maximélna rychlost vydutia je vSak
dosiahnuté za posledné 4 miliény rokov, kedy hlava vzostupného prudu vstupuje do
nizko-viskéznej oblasti a zény zniZengch rjchlosti seizmickjch vin v spodnej litosfére
(obrazok 2.4). Maximéalna topografickd elevicia 600 m je vypocitané z priemernej tep-
lotnej anomalie hlavy iba 100°C, nachadzajticej sa v hibke 200 km (0 rokov) s prie-
merom 1300 km. Nesmieme vSak zabudat na fakt, Ze ¢asy vypocitané pre tento model
kriticky zavisia od viskozity vzostupného plasta.

Vzostupné prudy v newtonovskom plasti prekonaji vzdialenost D” vrstva-litosféra
priblizne za 50 miliénov rokov. Vypocty ne-newtonovskej kvapaliny odhaduju este vac-
Siu rychlost vzostupnych pradov — rddovo metre za rok. Ne-newtonovské vzostupné
prudy tak dosiahnu litosféru za niekolko miliénov rokov, ¢o je priblizne o rad rychlejsie
ako newtonovské vzostupné prudy. Navyse ne-newtonovské vzostupné prudy zmen-
Suju hruabku litosféry viskéznym a adiabatickym ohrievanim ovela efektivnejsie ako
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Obr. 2.4: Vztah medzi povrchovou elevaciou a velkostou vzostupného prudu zaloZeny
na laboratdérnych experimentoch Griffithsa a Campbella (1991).

vzostupné prudy s newtonovskymi vlastnostami. Na rozdiel od hldv newtonovskych
prudov, ktoré su jasné a hladké, ne-newtonovské hlavy maji komplexni vnutornu
struktiru; ne-newtonovské chvosty st v porovnani s newtonovskymi relativne tzke,
ohrani¢ené velkymi teplotnymi a rychlostnymi gradientmi.

Strhavanie okolitého materidlu vzostupnym pridom pocas jeho stupania bolo potvr-
dené numerickym i experimentalnym modelovanim. Stupajtci hortici material prenasa
Cast svojho tepla do okolitého plasta, ¢im znizuje jeho viskozitu, a tak sa Ciastocne
stava sucastou stupajiceho priudu. Vzostupny prud tak nenesie len zdrojovy material
z D” vrstvy, ale i geochemické prvky z vrchnych casti plasta. V modeli Kelloga a Kinga
(1997) je vzostupny prud zloZzeny z materidlu, ktorého viskozita je silne zavisla na tep-
lote. Hlava vzostupného pridu nadobtuda tvar hribu, ktora strhava okolity material,
zatial ¢o s chvostom sa mieSa len malé ¢ast materialu. To znamena, Ze hlava nesie mate-
ridl kontaminovany plastom a chvost je zlozeny z materidlu z D” vrstvy. Davies (1999)
ukézal, Ze stupen kontaminécie okolitym plastom zavisi od pomeru viskozity vzostup-
ného priadu a viskozity okolitého plasta (obrazok 2.5). Samozrejme, ¢im je viskozita
vzostupného prudu blizsia k viskozite plasta, tym je kontamindcia vicsia.
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Obr. 2.5: Numerické modely vzostupnych pridov s tromi rozdielnymi pomermi viskozity
pradu ku viskozite okolitého plasta (na vrchu).

2.7 Fazové premeny a vzostupné prudy

V zemskom plasti sa nachadzaji dve hlavné seizmické diskontinuity sposobené fazo-
vymi premenami: prechod s kladnym Clapeyronovskym sklonom (0p/0T > 0) v hibke
410 km, kde sa najcastejsie vyskytujica horno-plastova hornina, spinel, transformuje
do Mg-spinelu, a prechod so zépornym Clapeyronovskym sklonom (0p/0T < 0) v hibke
660 km, kde sa spinel meni na perovskit a magnesiowustit. Prechody s kladnym Cla-
peyronovskym sklonom podporuju plastova konvekciu, zatial ¢o diskontinuita v 660
km konvekcii brani; v zavisloti od teploty plasta a velkosti sklonu sa tato diskontinuita
moze stat neprekonatelnou bariérou. Od Clapeyronovského sklonu samozrejme zavisi
aj dopad fazovych premien na stipanie vzostupnych priadov. Napriklad, pri priemer-
nom sklone -2 MPa/°C prenikne vzostupny priad diskontinuitou v 660 km pomerne
lahko. Rychlost stipania sa spomali v blizkosti hranice a chvost vzostupného prudu
sa splosti, ale po prejdeni cez bariéru sa znovu narovna a vstipi do nizko-viskézneho
horného plasta. Pri strednom sklone -2.5 MPa/°C prenikne diskontinuitou len hlava
vzostupného prudu a zvysna cast chvosta sa nahromadi v blizkosti hranice. Pri Cla-
peyronovom sklone -3 MPa/°C vzostupny prad nie je schopny prekonat diskontinuitu,
ale laterdlne sa roztiahne v jej okoli. Kedze v stcasnosti vzostupné priady dosahuju
zékladnu litosféry, zda sa, ze Clapeyronov sklon v zéne fazovej premeny spinelu je
blizko -2 MPa/°C. Numerické modely Bruneta a Yuena (2000) naznac¢uju, Ze niektoré
vzostupné prudy mozu byt ,uviznené“ medzi 410- a 660-km fazovymi hranicami. V
ich modeli rozoznavame tri typy vzostupnych priadov. Prvy z nich vznikd v D” vrstve
a je stacionarny viac ako 200 miliénov rokov. Tieto vzostupné prudy produkuji vulka-
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nizmus s progresivnym vekom, ktory nidjdeme na ostrovnych refazcoch ako napriklad
Hawaiian-Emperor. Druhy typ vzostupnych prudov takisto vznika v D” vrstve, ale s
flexibilnejsie a mozu byt naklonené konvektujticim plastom; v niektorych pripadoch sa
hlava odpoji od zvysku vzostupného priadu. Tento typ vzostupnych pradov vytvara
chaoticky vulkanizmus ostrovnych refazcov a podmorskych pohori ako napriklad os-
trovy Society. Tretim typom st rozsiahle vzostupné prudy”, ktoré na rozdiel od mensich
pridov vytvarajt tenku tepelnt hrani¢nt vrstvu v hibke 660 km, ktora potom slizi ako
miesto vzniku dal$ich mensich vzostupnych prudov. Prikladom tohto typu vulkanizmu
je uz spominany Karoo-Ferrar.

Uz davnejsie bolo pozorované, ze rozlozenie hortcich skvin po zemskom povrchu
nie je uplne nahodné, ale Ze sa koncentruji v nizkych zemepisnych Sirkach, hlavne
v oblastiach Pacifického a Afrického vzostupného toku. Podobne na Venusi sa vicsina
vulkdanov nachadza medzi 40° severnej a juznej sirky, ich najvécsie zoskupenie najdeme
medzi 180° a 300°. Na Zemi st hortce skvrny priblizne symetricky rozlozené s maximom
vyskytu medzi 20° a 30° okolo rovnika a s vyraznym pikom na 80° juznej zemepisnej
sirky. Oliver a Ghent (2000) navrhli rieSenie tohto fenoménu, a to, ze tok hortceho,
nizko-viskézneho materidlu v D” vrstve je ovplyvneny rota¢nymi silami Zeme. Odstre-
divé sila a diferencidlna rotacia dokéze presunit materidl D” vrstvy z vysSich Sirok
do oblasti priblizne 30°, kde sa naakumuluje (obrazok 2.6). Material sa tu zdrZziava

D” vrstva

vzostupny

prud Horuca skvrna

na zemskom

I
I
1
I
I
|
I
[ povrchu

D” vrstva

Obr. 2.6: Model rozlozenia plastovych vzostupnych pradov. Nizko-viskézny materiél
migruje v ramci D” vrstvy z vysSich zemepisnych $irok do nizkych vdaka tangecidlnej
zlozke odstredivej sily.

7 Superplumes v angl. lit.
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az pokym nenadobudne kritické hodnoty potrebné pre vznik vzostupného prudu alebo
sa od¢erpa uz existujicim vzostupnym prudom. Je zaujimavé poznamenat, Ze tymto
modelom by sa dalo vysvetlit aj symetrické rozlozenie hortcich $kvin na Venusi, ¢o by
znamenalo, ze Venusa méa alebo skor mala v minulosti aktivou D” vrstvu.



Kapitola 3

Model vzostupného prudu
newtonovskej kvapaliny

3.1 Geofyzikalna motivacia

Fakt, Zze Zemské pevné vnitro sa sprava ako kvapalina z hladiska geologickej ¢asovej
skaly, bol vSeobecne akceptovany az koncom 19. storocia. Skutocnost, ze povrch vod-
nej hladiny (geoid) a povrch Zeme priblizne koinciduja, implikuje, ze zemské vnitro je
blizko k hydrostatickej rovnovahe, teda v podmienke, ktord moéze byt dosiahnuté len
tecenim. Zemska kora sa tak da prirovnat k skrupine plévajicej na vodnej hladine. Kva-
palné spréavanie plasta v dlhych casovych skalach je v kontraste s elastickym spravanim
v kratkych ¢asovych $kdlach, vdaka ktorému sa v plasti mozu elasticky $irit seizmické
viny s relativne malym ttlmom. Takato kombinécia reoldgii sa na prvy pohlad moze
zdat neprijatelnd, ale v prirode nachddzame viacero podobnych javov ako napriklad
lad na Tadovcoch. Ladom sa Siria seizmické viny v ¢asovych skalach niekolkych sektnd,
ale z hladiska rocnych ¢asovych Skél tecie.

Plastova konvekcia ovplyviluje vyvin Zeme ako celok — jej topografiu, gravitacné
pole, geodynamo, klimaticky systém, evoliciu biologickej zlozky, tvorbu mineralnych a
uhlovodikovych zdrojov. Je hlavnym mechanizmom prenosu tepla z hlbin planéty na
jej povrch a pric¢inou tektoniky platni, vzniku kontinentov, vulkdnov, zemetraseni a
pohori. Vztah plastovej konvekcie k tymto fenoménom je detailne spracovany v knihe
Schubert, Turcotte, Olson (2001), z ktorej v kapitolach 3.2, 3.3 a 4.1 vyberame stru¢né
poznamky o reoldgii pouzitych kvapalin a viskozite a odvodime riadiace rovnice popi-
sujuce procesy v zemskom plasti.
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3.2 Viskozita plasta

Na zaciatok uvazujme jednoduchy model pre materialy, ktoré sa spravaju ako tuhé
telesd v kratkych casovych skalach a ako kvapalina v dlhych casovych skalach. Pre
elastické materialy plati linedrna zavislost medzi elastickou deforméciou e, a napétim
-

£, = (3.1)

Ea
kde E je Youngov modul. Kvapaliny spliiaji linedrny newtonovsky viskézny vzfah
medzi rychlostou deformacie de;/dt a napdtim 7

de f T
— = — 3.2
kde p je viskozita kvapaliny. Maxwellov model pre viskoelastické telesa urcuje ich rych-
lost deformécie de/dt ako superpoziciu rychlosti deformécie elastického telesa de./dt a
rychlosti deforméacie kvapaliny de/dt

de  de, dey 1dr 1

@@ T Ea o (3:3)

Rovnica (3.3) je zakladnym vztahom v reoldgii, davajicim do vztahu rychlost deforma-
cie, napétie a rychlost zmeny napitia pre viskoelastické Maxwellovo teleso. Uvazujme
viskoelastické teleso, ktoré je nahle deformované v case ¢ = 0 a deformécia ¢ je kon-
stantna v case t > 0. V désledku rychleho posobenia deformécie dominuje c¢asova
derivacia a material sa sprava elasticky. Preto pociatocné napétie 7y v ¢ase t = 0+ je

10 = Fe.. (3.4)

Nésledne sa deformécia nemeni, de/dt = 0, a rovnica (3.3) sa redukuje do tvaru

T 1dr

0= L 4+ 35
o T EQ (3:5)

Rovnicu integrujeme s pociato¢nou podmienkou 7 = 7y v case t = 0 a dostavame
Et
=Tp€ —— 3.6
r=rex (<), (36)
teda napitie relaxuje na hodnotu 1/e povodnej hodnoty za ¢as 2u/E. Definujme vis-
koelasticky relaxacny cas ¢,

tve

SR

(3.7)

V casovych skalach kratsich ako ¢,. sa materialy spravajua elasticky a v dlhsich ¢asovych
skalach zase ako newtonovské viskézne kvapaliny. Pre zemsky plast je Youngov modul
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E =70 GPa a viskozita p = 10?* Pa s, a teda z rovnice (3.7) je viskoelasticky relaxa¢ny
Cas pre plast t,. = 450 rokov. Tento model nam poskytuje vysvetlenie, prec¢o seizmické
vlny (Casové skaly 1-100s) sa Siria elasticky a preco plastova konvekcia (Casové Skaly
1-100 miliénov rokov) sa javi ako tecenie kvapaliny.

Aj ked v praxi bezne pracujeme s hodnotami viskozity, nie je v skutoc¢nosti pre-
ukézané, Ze zemsky plast sa sprava ako linedrne viskézne médium. Vo vSeobecnosti
opisujeme tecenie plasta pomocou jeho ,viskozity“, ktora je vSak iba aproximéciou
komplexnejsej reoldgie kvapalin. Viskozita pevného plasta bola prvy krat kvantita-
tivne urc¢end Haskellom v roku 1937 (pozri napr. Davies (1999), Turcotte a Schubert
(2002)). Elevacia pobreznych teras v Skandindvii ukazuje, Ze zemsky povrch sa neus-
tale zdviha spod zataze Tadu z doby ladovej. Uvazujtc o plasti ako o vysokovisk6znej
kvapaline, Haskell vysvetlil si¢asny zdvih Skandinivie za predpokladu, ze plast ma
viskozitu priblizne 10%° Pa s.

3.3 Riadiace rovnice

Jednou zo zékladnych vlastnosti kvapalin je ich schopnost deformécie s konstantnou
rychlostou deformécie pri aplikovani konstantnych napéti. V pripade takmer nestlaci-
telnych kvapalin ako je voda, deformécia sposobuje relativne malé zmeny hustoty, na
rozdiel od plynu, kde zmena hustoty zohrava dolezitti lohu. Kvapalina je kontinuum,
ak dl7kové skaly zmien vlastnosti kvapaliny, ako je napr. rychlost, st velké v porovnani
s atomarnymi a molekulovymi skalami. Riesenie problémov tecenia kvapalin zahina
riesenie parcidlnych diferencidlnych rovnic v mechanike kontinua.

3.3.1 Rovnica spojitosti

Zékon zachovania hmoty musi byt splneny pre vSetky infinitenziméalne objemové ele-
menty kvapaliny
ap 0

(pui) =0, (38)

kde z; je polohovy vektor, p je hustota a u; vektor rychlosti kvapaliny. Prvy ¢len rovnice
(3.8) reprezentuje zmenu hustoty v elementarnom objeme, druhy ¢len plosny tok cez
jednotku objemu. Rovnicu (3.8) moZeme prepisat pomocou totalnej derivécie

1Dy ou,

=0, (3.9)

kde operator D/Dt vyjadruje Casovi derivéaciu sledujiic pohyb kvapalného elementu.
Zakon zachovania hmoty v tvare (3.9) opisuje zmenu objemu sledujic isty kvapalny
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element (Lagrangovsky pohyb). V pripade nestlac¢itelnych kvapalin, kde Dp/Dt = 0,
sa rovnica (3.9) redukuje na tvar
8’1]@
8.’172‘

— 0. (3.10)

Rychlost nestlacitelnej kvapaliny je solenoidalna (mé nulovi divergenciu).

3.3.2 Navier—Stokesova rovnica

Rovnovéha sil pésobiacich na kvapalny element je popisanéd rovnicou zachovania hyb-

nosti. Podla druhého Newtonovho zékona akdkolvek nerovnovaha sil sposobi zrychlenie
kvapalného elementu. Riadiaca rovnica je

p—t = 2 7T

Dt 690, or j

+ pgi- (3.11)

Na lavej strane rovnice (3.11) je ndsobend hmotnost elementu kvapaliny na jednotku
objemu s jeho zrychlenim Du;/Dt. Prvé dva ¢leny na pravej strane rovnice zahfnaju
plosné sily a treti ¢len objemov silu posobiacu na jednotku objemu kvapalného ele-
mentu. Plosné sily v kvapaline su tie, ktoré posobia na hraniciace plochy elementov a
ich velkost je timernd ploche, cez ktort posobia. Objemové sily posobia na cely objem
kvapalného elementu a ich velkost je tmerné objemu elementu. Ako jedini objemovi
silu uvazujeme tiazovi silu; g; je tiazové zrychlenie. Dalsie objemové sily st napriklad
elektrostaticka, elektromagneticka, odstrediva a Coriolisova sila. Hoci Coriolisova sila
v dbsledku rotacie Zeme je dolezita v meteoroldgii, v oceanografii a v zemskom kvapal-
nom jadre, jej posobenie je zanedbatelné v zemskom pléasti; odstrediva sila je zahrnuté
v tiazovej.

Plosna sila je rozdelend do dvoch casti: jedna suvisi s hydrodynamickym tlakom
p a druhd s devianym napétim opisanym tenzorom napétia 7;;. Pri absencii tecenia,
jedinou plosnou silou je tlak kolmy na plochu, na ktort pdsobi; tlakova sila posobiaca
na infinitenzimalnu plochu dA; je —pdA;. Ak kvapalina tecie, dalSie sily posobia kolmo
a rovnobezne k ploche kvapalnych elementov. Tieto deviacné plosné sily vznikaju rych-
lostnymi gradientami v kvapaline a vlastnostou kvapaliny znamou ako viskozita. Zlozky
deviacnych napéti st sily na jednotku plochy; napétia posobiace paralelne k ploche,
tzv. strizné napétia (7., Tz, Tz2), spolu s norméalovymi napétiami (7,4, 7y, 7:,) tvoria
zlozky symetrického tenzora (7;; = 7;;); plosna sila pdsobiaca na infinitenziméalnu plo-
chu kvapalného elementu dA; je 7;;dA;.

Relativne rychlostné pole v infinitenzimalnom okoli bodu v kvapaline pozostava
z rotacie tuhého telesa s uhlovou rychlostou w; = fe;j (Quy/dx;)" (polovica rotécie

Le;jk je antisymetricky tenzor; méa hodnotu +1 ak i, j, k st rozne a v poradi 123123- -, —1 ak i, j, k
su rozne a v poradi 132132---, a 0 ak niektoré z ¢, j, k st identické.
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rychlosti) a zo zmeny deformacie opisanej tenzorom rychlosti deforméacie ;;. Rotécia
rychlosti kvapaliny rovna dvojnasobku lokalnej uhlovej rychlosti elementu je v dyna-
mike tekutin zndma ako virovost (vorticita) ;. Tenzor rychlosti deformécie &;; je dany

€ = 3 <8x]~ + (%ci) . (3.12)

Stopa tenzora £; = Ou;/Ox; vyjadruje rychlost zmeny objemu kvapalného elementu a

vztahom

nediagonalne zlozky tenzora predstavuji rychlost zmeny striznych napiti.

Nenulové zmeny deformécie generuju deviacné napétia a pre vicsinu kvapalin je za-
vislost 7;; na &;; linedrna. Takéto kvapaliny sa nazyvaji newtonovské a ak st navyse
izotropné, potom vztah medzi 7;; a €;; je

kde d;; je Kroneckerov delta symbol, p je dynamicka viskozita a A druhd viskozita.
Priemer norméalovych napéti na tri navzajom kolmé roviny v jednom bode kvapaliny
je 7:i/3 a zo vztahu (3.13) sa rovna

Tii . 2 .

kde kp je objemovéa viskozita, ktord predstavuje mieru disipacie v tlaku alebo tahu. Pre
vicsinu kvapalin je kp velmi malé a ¢asto sa polozi rovné nule (Stokesov predpoklad).
Ak kp = 0, reologicky zékon (3.13) prejde do tvaru

(3.15)

Ou;  Ou;  20uy
3 - i

: 2
Tij = 2UEij — S HERKO;; = K (8:{:» +to. 302,
] (2

Ak posledny vztah dosadime do rovnice (3.11), uvazujeme nestlacitelntt kvapalinu
(Ouy/Ox, = 0) a ak je dynamicka viskozita konstantna v priestore, Navier—Stokesova
rovnica sa zjednodusi do tvaru

Du; op 0%u;

=— =+ pgi. 3.16
PDt " "o, Mo T (3.16)

3.3.3 Rovnica vedenia tepla

Akceptéacia plastovej konvekcie na konci 60-tych rokov minulého storoc¢ia priniesla pri-
rodzené vysvetlenie pre vysoké teplotné gradienty v blizkosti zemského povrchu; s
désledkom tepelnych hrani¢nych vrstiev spojenych s plastovou konvekciou. Mimo hra-
nicnej vrstvy je prenos tepla primarne uskutocnovany konvekciou a teplotné gradienty
st takmer adiabatické. V systéme plast—kora rozoznavame tri rozdielne rezimy prenosu
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tepla. Po prvé su to oblasti, kde prevlada advekény prenos tepla spésobeny vertikal-
nym pohybom hmoty nad ostatnymi mechanizmami prenosu. Do tejto kategdrie patri
vicsina spodného plasta takisto ako cast vrchného plasta pod litosférou — priblizne
90% celého plasta. Prakticky sem patri aj celé vonkajsie jadro. Po druhé, v plasti
sa nachadzaju oblasti, kde okrem prenosu tepla advekciou vstupuje do hry aj prenos
tepla vedenim. Tieto oblasti nazyvame tepelné hrani¢né vrstvy a tvoria ich oceanicka
litosféra, D” vstva v najspodnejSej Casti plasta a cast podkdrovej litosféry pod konti-
nentami. Nakoniec tu mame oblasti kde dominuje prenos tepla vedenim, akou je napr.
kontinentalna kora. Tieto oblasti vSak tvoria menej ako 2% celého objemu Zeme.

Aplikaciou druhého termodynamického zakona na element kvapaliny dostavame
rovnicu lokalneho zachovania energie

DS _ 0w 0 (0T
Dt — T a.ﬁUj 8.’172 8:&

T ) + pH, (3.17)

kde T je teplota, k je koeficient tepelnej vodivosti, H je narast vnatornej energie na
jednotku hmotnosti a S je entropia. Cleny na pravej strane rovnice (3.17) postupne
predstavuju narast tepelnej energie spdsobent viskéznou disipaciou, tepelni vodivost
a vnutorny zdroj tepla. Rovnica tepelnej energie moze byt napisana vo viacerych alter-
nativnych forméch. Ak uvazujeme nestlacitelnt kvapalinu, Dp/Dt = 0, rovnicu (3.17)
mozeme napisat v tvare

DT 8<8T

- = H. 1

Ak neuvazujeme straty sposobené viskéznou disipaciou (¢ = 0) a vnatorné zdroje
(H = 0), rovnicu (3.18) upravime na rovnicu vedenia tepla

DT 0 or
Di o, (“axi) ’ (3.19)

kde k je koeficient tepelnej difuzivity (k = k/pc,).

3.4 Model vzostupného priudu newtonovskej kva-
paliny generovany bodovym zdrojom tepla

Laminarna konvekcia generovand bodovym zdrojom bola analyzovand matematicky
v praci Fujii (1962), ktort v tejto kapitole reprodukujeme. Riadiace rovnice uvedené
v predchadzajtcej casti st odvodené vseobecne s vynimkou niektorych tprav spojenych
s reolégiou (napr. newtonovsky viskézne spravanie), hoci pri ich aplikovani na tepelni
konvekciu v zemskom plasti ich mézeme znacne zjednodusit. Vzhladom na to, Ze vzo-
stupny prad vytvara dve hrani¢né vrstvy, v ktorych sa teplota a vertikdlna rychlost
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Obr. 3.1: Schematicky obrazok osovosymetrického plastového vzostupného prudu.

menia s radialnou vzdialenostou od osi pridu ovela rychlejsie ako v smere pozdlz pradu,
zjednodusenie spociva v aplikovani tedrie hrani¢nych vrstiev, tzv. hranicno-vrstvovej
aprozimdcie (pozri napr. Acheson (1990)).

V pripade 2D ustélenej konvekcie nad bodovym zdrojom tepla je geometria prob-
lému nasledovné: z, r su vertikalna a horizontalna suradnica s pociatkom v bodovom
zdroji tepla a u, v zlozky rychlosti v smere z, r (obrazok 3.1). Riadiace rovnice — rovnicu
kontinuity, Navier—-Stokesovu rovnicu a rovnicu vedenia tepla — vyjadrime v cylindric-
kych stradniciach (7,0, z). Predpokladame, Ze vzostupny kvapalny prad je osovosy-
metricky, takze premenné nezavisia od uhla #. Lav( stranu Navier—Stokesovej rovnice
upravime pre pripad ustaleného toku (0u/0t = 0) a aplikujeme Boussinesquovu apro-
ximéciu (rovnicu predelime referen¢nou hustotou p, pricom p = p(T,p) + o je lokélna
hustota a p’ je odchylka od referen¢nej hustoty a vezmeme p'/p — 0). Referencénd
hustota p stvisi s T a p cez stavovii rovnicu. Pre zemsky plast je vSak zmena hustoty
s teplotou vicsia ako zmena hustoty s tlakom, preto zo stavovej rovnice dostavame
p/p = BT, kde (3 je koeficient objemovej tepelnej roztaznosti.
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Dalej preskalujeme dlzku v smere osi z na LZ a v smere osi r na 7, pricom 6§ < L,
¢leny radu < 1 zanedbame a rovnice (3.10), (3.16) a (3.19) zjednodusime na tvar

0 0
ou ou 10 ou
oT oT 10 ([ 0T
R ( 5) , (322)

kde ¢ oznacuje gravitacné zrychlenie,  koeficient objemovej tepelnej roztaznosti, v
kinematicka viskozitu (v = p/p) a k tepelna difuzivitu.

Okrajové podmienky st nasledovné.
Prer=0:

v=0, Ou/Or=0 (nulové deviaéné napiitia), 90T/0r =0 (nulovy tepelny tok).
(3.23)

Prer — oo :
w=0, T=0. (3.24)

Rovnice (3.20)—(3.22) predstavuji systém parcidlnych diferencidlnych rovnic s okrajo-
vymi podmienkami (3.23) a (3.24) pre nezname u, v a T

3.5 Prudova funkcia. Podobnostna transformacia

Pradova funkcia v nasom probléme je definovanéa pre nestlacitelny, osovosymetricky
(0/00 = 0) tok v cylindrickych stradniciach nasledovne

1oy
1oy

a teda spliia rovnicu kontinuity

Qo 0w\ v v
0z Or  Or 0z )  9z0r Ordz

Z definicie prudovej funkcie vyplyva, Ze krivka konstantnej ¢ (d¢) = 0) je v kazdom
bode rovnobezna s vektorom rychlosti (u,v); takito krivka sa nazyva prudociara. Ak
je tok ustaleny (0/0t = 0), pradociary su identické s drahami kvapalnych ¢astic; toto
vsak nie je pripad c¢asovo-zavislych, neustalenych tokov.

Profily toku v smere osi z st sebe-podobné pre rozne fixované z (obrazok 3.2).
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Obr. 3.2: Profil vertikdlneho toku pre rozne fixované z indikujtci sebe-podobnost rie-

—

i 4

Seni. Ich vyjadrenim je funkcia n(r, z) = r/G(z).

Zavedenie podobnostnej premennej 7(r,z) = r/G(z) a funkcil ¥(r,z) = F(z)f(n) a
T(r,z) = H(2)h(n) vedie k vyjadreniu rychlostnych zloziek

19y 1F
S T ragl
19 1 (dF ,n dG
”——;a——;(gf—”cdz)’

kde f" = df/dn, k' = dh/dn. Zavedenie podobnostnych premennych redukuje parcialnu
diferencialnu rovnicu na zodpovedajicu obycajni diferencidlnu rovnicu v premennej 7.
Podobnostné riesenie vSak zarovenn musi splitat pozadované okrajové podmienky vy-
jadrené pomocou podobnostnych premennych. Dosadenim prislusnych vyrazov zloziek
rychlosti do rovnic (3.21) a (3.22) prejdeme k ekvivalentnému systému nelinearnych
diferencialnych rovnic

1 2 d_F gg dF'1 " _gﬁHh 2,.2 " " 1 /
~f (dz Gdz)+dz ( ff - ff)— R M At
(3.27)
dH dr

Ff'h— —Hfh = KH(W +nh"), (3.28)

V rovniciach sa okrem funkcii premennej 1 vyskytujua aj funkcie premennej z a jej
derivacie. Tieto funkcie blizsie ur¢ime na zaklade fyzikalnych tvah — pomocou zakonov
zachovania kinetickej a tepelnej energie.
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3.6 Zakon zachovania tepelnej energie

Teplo, ktoré dodava bodovy zdroj za jednotku ¢asu (vdaka CGomu sa vobec vybudi
konvekcia), je charakterizované veli¢inou @),. Jej jednotka je Js~!. Toto teplo zohreje
za 1 s objem kvapaliny [ foz7r urdedr = 2 [ wrdr. Integrovany tok cez plochu
kolmt na os vzostupného pridu na konstantnej Grovni z je potom dany vyrazom

(e 9]

Qp = 27Tpcp/uTr dr. (3.29)
0

Rovnicu (3.22) vynasobime r a integrujeme v r na intervale (0, 00) a vo ¢ na intervale

(0,27)
[ or [ or [0 (T
/ ur—>— dr—l—/ v dr = H/a (TE) dr. (3.30)
0

0 0
Druhy intergal rovnice vyjadrime metédou per partes

o0 o0 [e.9]

oT , ou
/vra—dr—O /T(v+vr)dr—/T7‘%dr,

0 0 0
kde sme vyuzili rovnicu kontinuity a hrani¢né podmienky

Ju v , du
r—+uv+r—=0, tz. (v+v7r)=-r—.
z 0z

Pravé strana rovnice (3.30) sa rovné nule (07/0r|, ., — 0), takZe rovnica nadobuda

/ r—dr+/ r%dr—O

Predchadzajica rovnica sa d& napisat v tvare

tvar

/ g(urT) dr = 4 /urT dr =0, teda /urT dr = const.
0z dz
0 0 0

Z toho vyplyva, ze

o0

Qp = 2mpc, / url dr = const.
0
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V premennej 1 mozeme pisat

[e.9]

/uTrdT:FH/f'hdn: y teda FH = const.
0

2mpe,’
0

Z poslednej rovnice méame podmienku (dF'/dz)H + (dH/dz)F = 0, ¢o je zékon zacho-
vania tepelnej energie dodavanej bodovym zdrojom.

3.7 Zakon zachovania hybnosti

Aplikovanim rovnakého postupu na rovnicu (3.21) dostaneme dalSiu integrélnu vizbu
medzi F(z), H(z), G(z)
dF dG HG?

5G — F@ = const T (3.31)

Dosadenim podmienky HdF/dz + F'dH/dz = 0 do rovnice (3.28) urc¢ime F(z).
Ak

dr

z

=rv=F=vz

dF
E/K =v/k = Pr

kde Pr je Prandtlovo ¢islo.
Normalizaciou fooo f'hdn =1 uréime hodnotu @), pretoze

FH/f’hdn: ] , takze FH = @y .
2mpcy, 2mpcy,
0
Odtial
1 1
H(z) il ]

- 2mpc, F - 2mpey vz

Funkciu G(z) uréime, ak normujeme Archimedov ¢len na jednotku, teda

=

gBHG*  ¢pQ,G* 27 e,/ i
= =1 =
vF 21 pc,v3 22 = G) 98Q, -

Teraz moézeme urcit 7(r, z)
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3.8 Grashoffovo ¢islo

Grashoffovo ¢islo je principidlny bezrozmerny parameter, ktory je st¢inom bezrozmer-
ného Rayleighovho a Prandtlovho ¢isla. Rayleighovo ¢islo je pomerom typickej vztla-
kovej sily a typickej viskoznej sily. Prandtlovo ¢islo je pomerom kinematickej viskozity
kvapaliny a tepelnej difuzivity. Hoci sa Grashoffovo ¢islo nazyva ,¢islo®, v modeli tohto
typu (sebe-podobnom) to nie je ¢islo, ale funkcia. Konkrétne, je to funkcia vertikalnej
premennej. Toto je dovod, preco sa analyza tohto typu nazyva ,lokalnou“, a napo-
kon, aj samotné Grashoffovo ¢islo sa nazyva ,lokalnym*“. To znamend, ze vysledky pre
rozne fixované z su kvantitativne rovnaké, len ich treba preskalovat. V tomto pripade
je Grashoffovo ¢islo odvodené z vyrazu pre podobnostnii premennii 7

9080(2)7°
Gp(z) = #, (3.32)
kde ©,(z) je vyraz rozmeru teploty
1
0,() = & 1 (3.33)
2mpepr 2
Funkcie vyjadrené pomocou tychto parametrov mozeme potom napisat v tvare
F(z) = vz, (3.34)
H(z) = 6,(2), (3.35)
G(2) = Gy(2) 17, (3.36)
n(r,z) = Gy(2)ir /2, (3.37)
a po ich dosadeni do (3.27) a (3.28) dostaneme koneény tvar rovnic
" " 1 ! 2 1 ! "
0" 1 = A (3.38)
(nh") + Pr(fh) = 0. (3.39)
Okrajové podmienky prepisané do premennej 1 st nasledovné
1,1 AN
—f— _f/:(), (—) 207 h,:() ’)7:() s 340
=3 7 (h=0) (3.40)

;f’z, h=0 (n— o). (3.41)
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3.9 Analytické riesenie pre Pr=2

Pre Pr= 2 sa rovnice (3.38) a (3.39) daju riesit analyticky. Ak zakon zachovania hyb-
nosti zapiseme v tvare

1 /2 f, ?
—f"—hn=0, teda h=[(=—) , (3.42)
n n

dosadime do rovnice (3.38), predelime 7 a upravime, rovnica prejde do tvaru

1 1.\
<f” - —ff’) -
U] n
Po integracii a uvazovani hrani¢nych podmienok dostaneme
1 1
"= —f = ff =0,
n n

Dalej pouzijeme podmienky pre n = 0 a predchédzajicu rovnicu upravime na tvar

2 L,, 2\ _
2n <77) +(f) = 0.

Po druhej integracii (s pouzitim per partes pre vypocet prvého integralu) mame

mf —4f + f2=0.
Posledna rovnica je nelinearna diferencialna rovnica, ktorej riesenim je funkcia
) = (3.43
=T + zan? '
Z rovnice (3.42) mame

h(n) = (ﬂ)z (L (3.44)

n 142t

kde konstantu « urc¢ime z normaliza¢nej podmienky fo f'hdn =1

[ nd
/fhdn—Sag/ 7777 :156a—1:>\a] i.
0 0

Funkcia h(n) vyhovuje rovnici (3.39) len pre Pr = 2. RieSenia pre hodnoty Prandtlovho
Cisla rézne od 2 musia byt ziskané numericky (kapitola 5.1).



Kapitola 4

Model vzostupného prudu
ne-newtonovskej kvapaliny

Stadium ne-newtonovskych kvapalin bolo iniciované narastajticim pouZivanim tychto
kvapalin v chemickej, potravinarskej a petrochemickej technoldgii. Predikcia rychlosti
prenosu tepla a tizba pochopit efekty kvapaliny, ktoré vykazuju silné zmeny v efektiv-
nej viskozite so zmenami rychlosti striznej deformécie tak bola v zaujme praktického
vyuzitia (pozri napr. Schulman, Bakov, Zaltsgendler (1975); Emery, Chi, Dale (1971);
Kubair, Pei (1967); Magyari, Keller, Pop (2003); Huang, Chen (1990)). Cielom tejto
kapitoly je aplikovat charakteristické vlastnosti ne-newtonovskej kvapaliny na zemsky
plast, odvodif riadiace rovnice, uré¢it okrajové podmienky a identifikovat dolezité bez-
rozmerné parametre.

4.1 Efektivna viskozita ne-newtonovskej kvapaliny

Hoci je problematika tecenia plasta dobre definovand, neznamena to, Ze sa plast sprava
ako newtonovsky viskézna kvapalina ako ju opisuje rovnica (3.2). Dovodom je, ze kva-
palinu moze reprezentovat vSeobecné funkcionalna zévislost medzi rychlostou deformé-
cie a napétim. Vicsina kvapalin je velmi dobre aproximovand mocninovym vztahom
% = A", (4.1)
kde A je reologicka konstanta. Ak n = 1, kvapalina je newtonovsky viskézna a rych-
lost deformécie je linedrne zavisla od napitia. Alternativny mechanizmus spravania sa
kvapalin uddva mocninny zakon pri n ~ 3.

Pri teplotach blizkych k teplotam tavenia krystalickych latok sa tieto deformuju
,pomaly“ podobne ako kvapalina. K takejto deformécii dochadza pri pdsobeni napé-
tia a je sposobend tepelne aktivovanym pohybom atémov a iénov v dosledku krysta-
lickych defektov ako su dislokacie a vakancie. Hlavnym deformac¢nym mechanizmom
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spojenym s plastovou konvekciou st migracia atémov/iénov (znamy ako diftzia alebo
Herring-Nabarrovo tecenie) a disloka¢nd migracia (dislokacné tecenie).

Uvazujme najprv difizne tecenie. Vakancie st prazdne miesta v krystalickej mriezke.
Pri nenulovej teplote sa koncentracia vakancii nachadza v rovnovahe a je tepelne za-
visld. Atémy sa premiestniuji pohybom susednych vakancii; tento pohyb nazyvame
diftzny proces, ktory vedie k deformacii — teceniu. Diftizia atémov v krystalickej latke
je tepelne aktivovany proces. Relevantny diftzny koeficient D je dany Arrheniovym
vztahom

RT

kde E* je aktivacné energia na jeden mol, V* je aktivacny objem na jeden mol, R je ply-

D = Dgexp [_M} ’

nova konstanta, a D frekvenc¢ny faktor. Aktivacna energia je si¢tom energie potrebne;j
pre vznik vakancie a energetickej bariéry zabranujicej migracii atému do susednej va-
kancie a ¢len pV* zahtna vpyv tlaku na redukovanie poc¢tu vakancii a rast energeticke;
bariéry. Exponencidlna teplotna zavislost vyplyva priamo z Maxwell-Bolzmannovho
rozdelenia energii atémov — udava jednak pocet atomov, ktoré maju dostatocni ener-
giu, aby prekonali energeticki bariéru a mohli tak presko¢it do vakancie, a takisto
pocet miest v mriezke, ktoré su vakanciami.

Druhym mechanizmom vzniku deformacie je dislokacné tecenie. Dislokacie su Cia-
rové (jednorozmerné) poruchy v krystalickej mriezke. Dislokécia je definovana v termi-
noch Burgersovych vektorov b, ktoré sii mierou relativneho posunutia atémov!. Expe-
rimenty aj tedria ukazuju, Ze vztah medzi rychlostou deformécie ¢ a napitim 7 platny
pre diftizne aj disloka¢né tecenie je dany vztahom

, AN (E* + pV*¥)
Al ———) (2 B PV
: (umodul ) <d> P [ RT } ’

striznosti
kde A je predexponencialny faktor, p je modul striznosti, d je velkost zrna, a b je
magnitida Burgersovho vektora. Typické hodnoty pre n a m st n =1 a m = 2.5 pre
diftzne tecenie a n = 3.5 a m = 0 pre dislokac¢né tecenie. Pre diftizne tecenie je vztah
medzi rychlostou deformécie € a napdtim 7 linedarny, ¢o vedie k newtonovskej viskozite.
V pripade disloka¢ného tecenia je vztah medzi rychlostou deformécie € a napétim 7
silne nelinearny, a vedie k nelinedrnej viskéznej reoldgii.

Najviicsie zastupenie mineralov vo vrchnom plasti maju olivin, ortopyroxén, klino-
pyroxén a garnety. Jeden typ mineralu kontroluje reolégiu hornin, ak jeho objemové
zastupenie je viac ako 20-30% a ak je znacne slabsi ako ostatné mineraly. NajCastejsie
vyskytujicim sa minerdlom v zemskom plasti je olivin a je pravdepodobne aj najslab-
Sim, takze jeho reoldgia je velmi dominantnd. Dolezitou otdzkou je, ¢i prave diftzne

Tzv. slip.
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Obr. 4.1: Zavislost viskozity od teploty je dana pre niekolko hodnot napiiti. Plna ciara
oznac¢uje diftzne teGenie; viskozita nie je zavisla od napitia. Ciarkované ¢iary ozna-
¢uji dislokacné tecenie ilustrujtc zavislost na napiti. Cierny bod reprezentuje typické
podmienky pre plastovi konvekciu.

teCenie je ten hlavny deformac¢ny mechanizmus v hornom plasti. Prechod od dislokac-
ného tecenia k diftznemu nastava vtedy, ak pod danym napétim, je rychlost deformacie
dané tymito dvoma mechanizmami rovnaka. Disloka¢né tecenie je aplikovatelnym me-
chanizmom pre velké hodnoty napiti a pri vysokych teplotach, zatial ¢o difiizne tecenie
je dominantné pre malé napitia a nizke teploty. Zavislost viskozity od teploty pri di-
faznom alebo disloka¢nom teceni je na obrazku 4.1. V&csina autorov, ktori publikovali
laboratérne studie o deforméciach v plasti, prisli k zaveru, ze prave dislokacné tecenie
je tym mechanizmom, ktory riadi proces deforméacie vo vrchnom plasti. Tento zaver
vsak nie je konzistentny s takmer vSetkymi Stidiami postglacidlneho zdvihu, ktory
uprednostiiuje skor newtonovskt viskozitu vrchného plésta.

Skalarny vztah medzi rychlostou deformaécie € a napétim 7 mozZe byt zovSeobecneny
do konstituéného vztahu medzi tenzormi rychlosti deformécie a devia¢ného napétia

, 1 n \"! E* +pV*
Eij = E (Mm.strii.) exXp |:— (7RT ):| Tij) (42)

b= (Mmirié.)_l (g) _m’ (43)
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kde 75 je odmocnina druhého invariantu tenzora devia¢nych napiti?, a koeficient B
zahftia zévislost na tuhosti a velkosti zrna. Pouzijuc vztah

) 1
€ij = Z ijs
kde u je viskozita, definujeme viskozitni funkciu nasledovne
B m \'™ E* +pV*
= — — . 4.4
a 2 (,um.strii.) exp( RT ( )

Parametre n, £*, V* st ziskavané experimentélne (Ranalli, 1987). Exponent n byva
urceny z krivky varidcie rychlosti deformacie od napétia (pri konstantnom tlaku a
teplote) v logaritmickej mierke:

O (lné)

(InT

=n.
p,T

Q

Linearny vztfah sa zvy¢ajne zachovava len v limitnom intervale napétia (typicky 2 rady).
Ak sa napitie meni v rozsahu niekolkych radov, potom hodnota n narasta s napétim,
¢o moze viest k roznym mechanizmom tecenia s roznymi hodnotami n. Aktivacéné
parametre su ziskavané z grafov

0 (Inz/A)

By A DR .
a (1/T) p:(),T
2

ap 7T

Urcenie aktivacnej energie si preto vyzaduje merania rychlosti deformécie pri konstant-
nom napéti a rozlicnych teplotach; E* je potom urcenad zo sklonu krivky v Arrheni-
ovom grafe (obrazok 4.2 vlavo). Experimenty s velkym rozsahom teplot ¢asto dévaju
len zdanlivi aktivac¢ni energiu, ktora sa meni s teplotou; je to pravdepodobne dosledok
superpozicie dvoch alebo viacerych mechanizmov s roznymi aktivaénymi energiami. Pri
urcovani aktivacného objemu st napitie a teplota konstantné a rychlost deformécie je
pozorovand pri roznych tlakoch (obrazok 4.2 vpravo). Urcenie aktivacného objemu je
experimentalne zlozitejsie a preto sa bert hodnoty V* priblizne rovné atomarnemu ob-
jemu.

V dalSej ¢asti budeme pracovat s efektivnou viskozitou ziskanou zo vztahu me-

?1. invariant je definovany ako det |7

. . . , = = 711  Ti12 Ti1 T2
2. invariant je definovany ako 7 : T : = 7'121 + 7'122 + 7’221 + 7'222
T21  T22 T21 T22
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Obr. 4.2: Schematické grafy na urcenie aktivacnej energie (vlavo) a aktiva¢ného objemu
(vpravo).

dzi napétim a rychlostou deformacie na zdklade experimentalneho fitu (Froidevaux a
Schubert (1975); Schubert a Turcotte (1972); Post (1973); Kohlstedt a Goetze (1974),

pozri tiez tabulky 5.1 a 5.2), konkrétne

17 E* 4 pV*\ de]V"
_ 17 el 4,
T [ exp ( BT ) dt] (4.5)

Poznamendvame, 7e v (4.5) je okrem exponencidlnej zavislosti efektivna viskozita za-
visld na teplote aj linearne. Ostatné parametre maju rovnaky vyznam ako v pripade
teoretickej formulacie. Funkcia efektivnej viskozity nadobuda nasledujuici tvar

T E* + pV\ Y (de\ D/ (16)
Het = 15p P\ Rr at ' ‘

Efektivna viskozita ne-newtonovského materidlu (na rozdiel od newtonovského) je fun-
kciou napitia (okrem toho, samozrejme, je aj funkciou teploty, tlaku a materidlovych
parametrov). Efektivna viskozita klesi s narastajicim napétim (alebo rychlostou de-
formécie), a teda nie je materidlovym parametrom v tom istom zmysle ako je linedrna
viskozita. V ne-newtonovskych materidloch, hoci si vSetky ostatné parametre (7', p,
atd.) fixné, nemozeme hovorit o viskozite materidlu, ale len o viskozite pri danom na-
pdti (alebo pri danej rychlosti deformdcie).

Ako sme uz spomenuli, laboratérne studie uprednostniuju dislokacné tecenie ako
dominantny mechanizmus deformécie najvrchnejSej casti plasta. Ak by dislokacné te-
¢enie bolo charakteristické pre cely plast, museli by sme pouzit silne nelinearnu reolégiu
s viskozitou p ~ 7725, Na druhej strane vsak sttdie zaloZené na postglacidlnom zdvihu
ukazuju, ze pohyby plasta spdsobené povrchovou zatazou st dostatocne vysvetlené li-
nearnou newtonovskou reolégiou. Racionalizicia tychto dvoch studii by bola mozna,
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ak by tecCenia spojené s postglacidlnym zdvihom boli polozené nad konvektujucim plas-
tom. Ak by devia¢né napétia spojené so zdvihom boli mensie ako deviacné napitia
v konvektujicom plasti, mohli by sme ocakdvat linedrne tecenie spojené so zdvihom
hoci aj v ne-newtonovskom plasti. Vo vrchnom plasti kontroluji spravanie viskozitnej
fukcie odchylky v teplote, zatial ¢o v spodnom plasti st varidcie tlaku rovnako dolezité.
KedZe teplota rychlo narasta s rastiicou hibkou, efektivna viskozita plasta sa zmensuje
aZ kym nedosiahne pozorovatelné hodnoty 10°-10%* Pa s v astenosfére.

4.2 Formulacia problému

V nasledujicej casti aplikujeme numerické a analytické prostriedky na riesenie prob-
lémov dynamiky tekutin a prenosu tepla pre ne-newtonovské kvapaliny, pricom sa
vyskytnu urcité komplikacie sposobené nelinearitou medzi tenzorom rychlosti defor-
macie a tenzorom napétia. Podobne ako v casti, kde sme sa zaoberali newtonovskymi
kvapalinami, upravime najskor riadiace rovnice pre pripad ne-newtonovskej kvapaliny;
geometria problému je rovnaka.

Pri tprave pohybovej rovnice vychadzame z Navier—Stokesovej rovnice (3.11), ktort
prepiSeme do tvaru pre ustaleny tok a nestlacitelnii kvapalinu, pricom predpokladame,
ze rychlost sa zachovava kazdym kvapalnym elementom (Du/Dt = 0)

0=—-Vp+V- -T+pg. (4.7)

Kombinaciou Boussinesquovej aproximécie (p = p+ p’, p//p — o0, kde p je referenéna
hustota a p’ je odchylka od p) a linearizovanej stavovej rovnice

p=p(T)=p[l-a(T-T)],

kde « je koeficient tepelnej roztaznosti a T referen¢na teplota, ziskame odchylku od
referencnej hustoty p' = —pa (T — ) Ak tiazové zrychlenie smeruje nadol (g = —gé3),
posledny ¢len rovnice upravime nasledovne

pg = pg + p'g = —pgés + pa (T —T) gés.

Ak vyuzijeme, zZe
—Vp =V (pgz) = =V (p+ pgz) = = VI,

rovnica (4.7) prejde do tvaru
0=—VII+ VT + pag (T — Ty,) &3, (4.8)

kde II je hydrodynamicky tlak.
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Vzhladom na geometriu a osovi symetriu nasho problému vyjadrime tenzor napitia
v cylindrickych stradniciach (7, 0, z). Ak vyuZijeme podmienku nestlacitelnosti V-u =
0, pre zlozky tenzora napitia plati
Trr = Q/Lérra

v .
Tog = 2#; = 2o,

0

Tro = Tor = 07

ov N ou oy
Try = Tar = - | = 5HUEr,.
H\oz " or 2k

Rovnica (4.8) v cylindrickych stradniciach v zlozkovom tvare nadobida tvar

oll  Or., 07 N Trr — Too

_ Y 4.
0 or 0z or r (4.9)
aH 87—,22 aTrz Trz
= = T-T, 4.1
0 8z+ 0z or + r +ang ( =) (4.10)
a rovnica kontinuity
10 ou

V procese konvekcie formujuci sa vzostupny prad vytvara dve hrani¢né vstvy: te-
pelnt hrani¢nt vrstvu s hribkou 7 a hraniéna vrstvu vertikalnej rychlosti s hribkou
du. Predpokladame, Ze vzostupny prud je tzky, a teda rychlost (vertikdlna) a teplota
sa menia s radidlnou vzdialenostou od osi prudu rychlo v porovnani s tym, ako sa
menia v smere pozdlZ pridu. Tak ako v pripade newtonovskej kvapaliny, pouZijeme na
zjednodusenie problému hrani¢no-vrstvovii aproximéciu. Konkrétne, ak typicka dlzka
v smere osi z je L a v smere osi r st dr alebo d,, pricom dr/L < 1 alebo 0,/L < 1,
potom plati: 9/0z <« 0/0r (zmeny v smere osi z st ovela mensie ako zmeny v smere 7).
Vertikalnu rychlost ozna¢ime w, horizontalnu rychlost v a z rovnice kontinuity dosté-
vame, ze v < u, ¢o je v stlade s predpokladom, Ze vertikalna rychlost je dominantna.
Podobne ohodnotime aj zlozky tenzora napétia a zistime, Ze dominantnym prvkom
tenzora je Ju/Or a ostatné ¢leny st v porovnani s nim zanedbatelne malé. Rovnicu
(4.9) pouzijeme na urcenie rddu hydrodynamického tlaku, ktorého zmeny v smere r aj
2z st zanedbatelne malé v porovnani s ¢lenmi rovnice (4.10). Rovnica (4.8) po hrani¢no-
vrstvovej aproximacii nakoniec nadobtuda tvar

TT’Z TT'Z
0= = T, T-T.). 4.12
5 T tagn( ) (4.12)

Vzhladom na to, Ze sa zaoberdame ¢astami plasta, v ktorych dominantnym mecha-

nizmom prenosu tepla je advekcia, rovnicu (3.19) budeme uvazovat v tvare

(u-V)T = kV?T, (4.13)
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kde k = k/ (pc,) je koeficient tepelnej difuzivity, k koeficient tepelnej vodivosti, ¢,
specifické teplo pri konstantnom tlaku a p hustota. Podobne ako v pripade Navier—
Stokesovej rovnice prepiseme rovnicu (4.13) do cylindrickych stradnic a problém zjed-
nodusime pouzitim hrani¢no-vrstvovej aproximéacie

2
oT orT <8 T 18_T) ' (4.14)

Yoz "\ om i ar

UW 0z

Lava strana rovnice (4.14) vyjadruje advekciu tepla radidlnym a vertikdlnym tokom,
ktord je vyrovnavana radidlnou diftiziou tepla na pravej strane rovnice. Kedze tok
nahor je rychly, diftizia tepla je slaba vo vertikdlnom smere a dominantnou ¢astou
celého Laplacidnu st gradienty v radidlnom smere.

4.3 Bezrozmerné riadiace rovnice

Vyjadrenie rovnic v bezrozmernej forme prinasa dolezité bezrozmerné parametre, ktoré
kontroluju spravanie systému. V dalSej formulécii st nezavislé premenné (r, z) skdlované
pomocou charakteristickej dlzky h, ktort budeme blizsie Specifikovat neskor. Zavislé
premenné su Skdlované nasledovne. Rychlost gkdlujeme na zaklade tepelno-diftiznej
rychlostnej 8kaly x/h a bezrozmerna premenné pre teplotu je definované vztahom

T-Ty

)= -
T.— T’

kde T. je teplota na osi vzostupného prudu a T, teplota okolitého plasta. Bezroz-
merné teplota je Skalovand vzhladom na rozdiel teplot na osi prudu a okolitého plésta
(AT = T,—T,). Pomocou vztahu (4.6) a bezrozmernych premennych definujeme dalsie
bezrozmerné parametre

BT 4pUr Ty
ACRmoy CTTon
Pomer tychto dvoch parametrov,
A_E+pV”
C  RT,

hovori o kvantitativnej zavislosti deforméacie od aktiva¢ného objemu a energie v pod-
mienkach daleko od osi vzostupného prudu. Faktor, ktory sa objavuje v reologickom
zakone (4.6), vyjadrime pomocou bezrozmernych parametrov

ex £ rpVv” =ex 671
P\T&rr ) " "P\c1voc)
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Bezrozmerna rovnica spojitosti a vedenia tepla maja tvar

10, . Ou

_0Y 819 10 (_00

kde veli¢iny s pruhom oznacuju bezrozmerné premenné. Predtym, ako prejdeme k
zbezrozmerneniu Navier—Stokesovej rovnice, musime vyjadrif deriviciu tenzora napé-
tia O7/0r pomocou vztahu (4.5). Ziskany vyraz potom aproximujeme v zmysle tedrie
hrani¢nych vrstiev, dosadime do rovnice (4.12) a zbezrozmernime. Navier—Stokesova
rovnica po zbezrozmerneni nadobtuida tvar

oul]" 9 o
A/(Cn) A/(C+9) _ A/(C+9)
Ge [(C +1J)e 3 } v — P {(C +19)e a7 ]
1 A/c+o) |98
n (C+v)e 57| = 0, (4.17)
kde G je Grashoffovo ¢islo
g= (%)Am nBrl/”f(l/"AT(”*1)/"h(”+2)/"pgae*“4/(c”). (4.18)

N4a$ model je polonekoneény; na to, aby sme mohli ¢okolvek kvantitativne povedat pre
Zem, musime zvolit uréitt referenéntt hladinu. Vzhladom na sebe-podobnost ju mozno
zvolit Tubovolne; v nasom pripade je hladina definované rovnicou G = 1. Z tejto rovnice
ziskame charakteristicka dlzku h

1

n— n n+2
h = ATfnT; (pgan)~ n+2 <%) eA/C(n+2)] (4.19)

4.4 Podobnostna formulacia

Podobne ako v kapitole 3.5 definujeme bezrozmernti pridovi funkciu 1 (7, z) vztahmi

_ 16@/)

U= ~ 55 (4.20)
_ 16@/)

= (4.21)

Podobnostnt premennt 7 (7, 2) = 7/G (Z) pouZijeme vo vyjadreniach bezrozmernej
prudovej funkcie a teploty
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Funkcie G(z), F(z), H(Z) ur¢ime tak, aby sme z rovnic (4.16) a (4.17) dostali obyc¢ajné
diferencidlne rovnice v premennej 7. Vyjadrenim @ a © pomocou vztahov (4.22) a (4.23)
a dosadenim do rovnice vedenia tepla a Navier—-Stokesovej rovnice v bezrozmernom
tvare dostavame

dF

dH
F—f'h——HfN =H (I " 4.24

D1 = = F1
eA[I/Cfl/(CJrh)]/n (C + h)—g |:ﬁ \ﬁf” . fl‘:| <_) h+ 2_$ |77f” . f/|

A 1 F 1 F1 F1
—{1l1-—|——H— "_ IR D oy S " — 0 (4.95
( C+h>C+hG4 n?'”f f Gin' ng4n3|nf f'1=0,(4.25)

kde f" =df/dn a b’ = dh/dn. Ak v rovniciach (4.24) a (4.25) polozime
1

H(z) =1, F(Z) =z G(z) =zm

dostaneme ekvivalentny systém obycajnych diferencidlnych rovnic

' +nh" = —f1, (4.26)
_1 2 n—1 A 1
A[L/C=1/C+M/n (0 1 B % 2 i £ — f nlh_ 1_ "
e (C+h) " nf" = f o) et =1
1
—(n—2) p Inf" = f'l +nf"=0 (4.27)

pre nezname f (n) a h(n).
Okrajové podmienky (3.23) a (3.24) prepisané do premennej 1 si nasledovné.

pontsy (ﬂ)/zo, h=1. (4.28)
?7 n

Pren=20

Pre n — o0
1
—f'=0, h=0. (4.29)
n

Numerické rieSenie diferenciadlneho systému (4.26)—(4.29) je prezentované v kapitole
5.2.2.



Kapitola 5

Numerické riesenie problému

Diferencidlne systémy (3.38)—(3.41) pre newtonovsky pripad a (4.26)—(4.29) pre ne-
newtonovsky pripad nie je vo vSeobecnosti mozné riesit analyticky. Na rieSenie tychto
problémov musime zvolit vhodné numerické metddy, ktoré transformujt pévodné dife-
rencialne rovnice na systém algebraickych rovnic. Rovnice newtonovskej kvapaliny sme
riesili metodou strelby, popisanej v kapitole 5.1. Kazda numerickd metdda je Specifickd
v tom, ako reprezentuje riesenie pouzijiic mnozinu diskrétnych bodov a ako aproximuje
derivécie hladanych funkcii. Jednou z tychto metdd je metdda konecnych diferencit,
ktorti sme pouzili pri numerickom rieseni rovnic odvodenych pre ne-newtonovsku kva-
palinu (kapitola 5.2.1).

5.1 Numerické rieSenie rovnic newtonovskej kvapa-
liny

5.1.1 Metdéda strelby

Systém oby¢ajnych diferencidlnych rovnic (3.38) a (3.39) predstavuje okrajovy prob-
1ém, ktory sme numericky riesili pomocou metddy strelby (pozri napr. Press, Teukolsky,
Vetterling, Flannery (1992)). Okrajovy problém vo vSeobecnosti pozostava z obycaj-
nych diferencidlnych rovnic a z prislichajicich hrani¢nych podmienok definovanych
vo viac ako jednom bode. Systém diferencidlnych rovnic piateho radu (3.38) a (3.39)
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najskor prepiseme na systém piatich diferencialnych rovnic prvého radu

[ =u, (5.1)
u =, (5.2)
1v' = —ig(f—l) (vn —u) — h, (5.3)

U n
h' = w, (5.4)
nw' = —w — Pr(uh + fw). (5.5)

Okrajové podmienky (3.40) a (3.41) nadobudajui tvar

%f_;u:o, %v—%UIO, w=0, (n=0) (5.6)
%u =0, h=0. (n—o0) (5.7)

Podstatou metddy strelby je, Ze okrajovy problém sa uvazuje ako pociatoény problém
s pociatoénymi podmienkami (5.6) a

“u = p, (5.8)
h =g, (5.9)

kde p a ¢ st pociatoc¢né odhady, ktoré st postupne spresnené tak, aby boli splnené pod-
mienky v 7 — oo. Metéda strelby vyuZiva iterativihu metédu na rieSenie nelinedrnych
rovnic pre nadjdenie takych pociatocnych odhadov, pre ktoré st splnené podmienky
(5.7). RieSenie takéhoto pociatoéného problému je potom aproximéciou rieSenia po-
vodného okrajového problému.

Ako pociatocné odhady p a ¢ v naSom probléme sme pouzili analytické riesenia pre
Pr = 2 (hodnoty f(0) a h(0), vid kapitola 2.5). RieSenia pre Pr = 0.1 a Pr = 10
sme ziskali fixovanim ¢ a naslednym urcenim p. Alternativny sposob je kontinuécia v
Pr, ¢ize v kazdom kroku menime hodnotu Prandtlovho ¢isla, pricom ako pociatocné
odhady pouzijeme hodnoty z predchadzajiceho kroku. Tato metdda je vsak nekonver-
gentnd; mozny dovod nekonvergencie je numerickd nestabilita nelinearneho systému.
Grafy bezrozmernej vertikalnej rychlosti f'/n a skdlovanej bezrozmernej teploty h/Pr
pre Pr =0.1,2,10 st zobrazené na obrazku 5.1. Vysledky st zhodné s grafmi v praci
Fujiiho (1962) pre Pr = 2 a 10 (bodovy zdroj).

5.1.2 Diskusia vysledkov

e Dominantné bezrozmerné parametre systému (pri fixovanom z) pre bodovy zdroj

6,(:) = O gy - ]

v 2mpcp z

su
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Obr. 5.1: Bezrozmerna vertikalna rychlost f//n (vlavo) a skdlovana bezrozmerna teplota
h/Pr (vpravo) pre Pr =0.1 (---), Pr=2(—)a Pr=10 (---).
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Obr. 5.2: Zavislost efektivnej hribky hrani¢nej vrstvy na Prandtlovom déisle: efektivna
hribka hrani¢nej vrstvy vertikalnej rychlosti neg, (vlavo), efektivna hrabka teplotnej

hrani¢nej vrstvy 7eg,, (vpravo).

e Definicia hriubky hrani¢nej vrstvy v tomto pripade nie je vo vSeobecnosti udana.
Ak hrubku vzostupného prudu definujeme v bezrozmernej rovine f’—n, efektivnu
hodnotu hribky hrani¢nej vrstvy rn; uréime napr. vztahom f'(n;) = f’(0)/e.
Potom realna (rozmernd) hrabka pradu je

2me,pvd
(e
96Q, )

¢ize vzostupny prud meni svoju hrubku s druhou odmocninou vzdialenosti od
bodového zdroja a so stvrtou odmocninou tepelného toku.

e Analytické riesenie je zname pre Pr = 2 a existuje v kazdom bode rychlostného
a teplotného pola. Pre vertikdlnu rychlost v tomto pripade plati

u= (2g8T)"*.

e 7 analyzy vyplyvaju vztahy pre maximum vertikalnej rychlosti ., a maximélne;j
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teploty Tinax

1/2
o — L’ 95 / QL
max ,'7 o 271'chp p 7

T = B (0) — 2

2mve,pz

e 7 grafov 5.1 vidime, Ze zmena bezrozmernej vertikalnej rychlosti f’/n v zavislosti
od Prandtlovho ¢isla je relativne mala. Podobne to plati i pre skalovant bezroz-
mernt teplotu h/ Pr. Hodnoty efektivnej hrabky vertikalno-rychlostnej a tepelnej
hranicnej vrstvy neg ., a g, SU v zavislosti od Prandtlovho ¢isla na obrazku 5.2.
Pre malé hodnoty Prandtlovho ¢isla hribka hrani¢nych vrstiev prudko narasta a
s narastajiucim Prandtlovym cislom sa hodnoty 7eg . a ner . asymptoticky blizia
k nule.

5.2 Numerické riesenie rovnic ne-newtonovskej kva-

paliny

5.2.1 Metoda konec¢nych diferencii

Rovnice ne-newtonovskej kvapaliny (4.26)—(4.29) sme riesili pomocou metody konec-
nych diferencii (pozri napr. Kenneth (2003); Moczo a kol. (2004)). Metéda konecénych
diferencii patri do tzv. siefovych metédt. V siefovych metédach sa interval riesenia po-
kryje priestorovou sietou a kazd4 funkcia je reprezentovana jej hodnotami v uzloch siete.
Priestorové rozlozenie uzlov moze byt v principe Iubovolné, vyrazne vSak ovplyviiuje
presnost vypoctu. O hodnotach medzi uzlami siete nie je urobeny Zziadny predpoklad.
Derivacia funkcie je aproximovana tzv. konec¢no-diferen¢nou formulou, ktora vyuziva
hodnoty funkcie v konkrétnych uzloch siete.

Pri konstrukcii koneéno-diferenéného modelu je potrebné pokryt celi rieSenti oblast
priestorovou siefou, aproximovat derivacie konecno-diferenénymi formulami, aproxi-
movat funkcie a pociatoéné a/alebo okrajové podmienky vo vSetkych bodoch siete a
na zéaver skonstruovat systém algebraickych rovnic. Analyza vytvorenej schémy zahina
vysetrenie jej konzistentnosti s povodnym systémom, stability a konvergencie. Konec¢no-
diferen¢né rovnica (FDE)? je konzistentnd s parcidlnou diferencidlnou rovnicou (PDE)3

L Grid-point methods v angl.lit.
2 Finite-difference equation v angl. lit.
3 Partial differential equation v angl. lit.
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ak pri zmensovani priestorového kroku sa rozdiel medzi FDE a PDE limitne bliZi k nule
|PDE — FDE| —0 ak h— 0.

Hovorime, ze konecno-diferencné schéma je stabilnd ak numerické rieSenie je ohrani-
¢ené a presné rieSenie je ohranicené a nestabilndg ak numerické riesenie je neohrani-
¢ené a presné rieSenie je ohranicené. KedZe rieSenie viicSiny fyzikdlnych problémov je
ohrani¢ené, tak aj rieSenie FDE musi byt ohrani¢ené. Analyza stability moze byt uro-
bené len pre linedrne PDE. Nelinedrne PDE musia byt najskor lokéalne zlinearizované.
Najcastejsie pouzivanou metédou pre analyzu stability je von Neumannova metdda.
Konecno-diferenéna schéma je konvergentnd ak pri zmensovani priestorového kroku sa
rieSenie FDE (uppg) blizi k presnému rieSeniu PDE (uppg)

|uPDE_uFDE| —0 ak h—0.

Konzistentnost je vlastnost FDE, ktora dava do vztahu FDE a PDE. Stabilita a kon-
vergencia st vlastnostami numerického rieSenia FDE. Vztahuja sa k metéde (k schéme,
k algoritmu), ktord bola pouzité pre ziskanie numerického rieSenia.

Koneé¢no-diferencna siet pozostava z kone¢ného poctu diskrétnych bodov. V pripade
1-rozmernej vypoctovej oblasti s premennou x moézeme sief zlozit z uzlov jednoduchym
priestorovym usporiadanim

T, =x9+1iAr i=0,+1,42, ...

kde Az je priestorovy krok. Vo vii¢Sine problémov sa pouziva takidto rovnomerné siet
s rovnakym priestorovym krokom Az = h. Iné typy sieti, ako napriklad nerovnomerné
(nehomogénne) siete, siete s premenlivou dlzkou priestorového kroku, st pouzivané v
pripade, ak su lepSie prisposobitelné geometrii problému alebo zjednodusuju kone¢no-
diferenc¢né aproximacie derivacii.

Konecno-diferenéné schémy aproximuju prislichajice derivacie funkcii v diferen-
cidlnych rovniciach. Motivacia tohto kroku vychadza z predpokladu, ze ak funkcia f
je diferencovatelnd v okoli bodu x, mozeme tato funkciu rozvinit do Taylorovho radu
okolo bodu x

Flath) = 1 @)+ hf @)+ @)+ ) s o ()
h3

6f”/(l')+o(h4)-

h2
fle=h)=f(x) = hf (@) + 5" ()
Jednoduchymi algebraickymi tpravami dostavame

flzt+h) = fx=h)
2h

f'(z) = + 0 (h?) (5.10)
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Vztah (5.10) je zndmy ako centralne diferencie druhého radu presnosti (chyba vzniknuta
pri skrateni radu je imernd h?) pre prvii a druht derivaciu funkcie f. Casto sa pouzivaji
aproximéacie prvého rddu (chyba je tmerné h), tzv. dopredna a dozadna formula

() = f(Hh})l_f(x) L O, (5.11)
() = /(@) _£<x_h> L O(h). (5.12)

Okrajové podmienky musia byt, samozrejme, takisto aproximované konecno-diferenénymi
formulami, pouzitelnymi na lavej a pravej hranici

:4f(x+h)—f(x+2h)—3f(x)

f/(SC) 2h +O(h2)’
) = f(x_2h)+3f2§f)_4f(x_h)+(9(h2).

Numericka implementacia metédy konecnych diferencii je uvedena v Prilohe.

5.2.2 Aplikacia metody konecnych diferencii na diferencialny
systém pre ne-newtonovsky pripad
Skor ako aplikujeme metédu koneénych diferencii na systém rovnic a okrajovych pod-

mienok odvodenych v ¢asti pre ne-newtonovski kvapalinu, prepiSeme rovnice (4.26) a
(4.27) na systém piatich rovnic prvého radu

f—u=0, (5.13)
u—v=0, (5.14)
C+h)C+h
1
—(n—2)=|npv—u|l+n" =0, (5.15)
Ui
h' —w =0, (5.16)
w~+nuw' + fw = 0. (5.17)
Okrajové podmienky prejda do nasledujiceho tvaru
Pren=20
3 1 1
w="2 fi —v——=u=0, h=1 (5.18)
Ui Ui Ui
Pre n — o0
1
-u=0, h=0. (5.19)
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Konecno-diferenéni schému sme vytvorili nahradenim jednotlivych derivacii v rovni-
ciach kone¢no-diferenénymi aproximaciami. Zvolili sme dopredné diferencie, ktoré ap-
roximuju spojité funkcie premennej n v diskrétnych bodoch podla vztahu 5.10. Oblast
rieenia 0 < 1 < Moz, Kde 1,4, aproximuje oo je pokrytd rovnomernou siefou s pries-
torovym krokom An = (Nmaz — Mmin) /(NP — 1), kde NP je pocet uzlovych bodov.
Hodnoty funkcie pre prvy a posledny uzlovy bod st doplnené z okrajovych podmie-
nok. Rovnice a okrajové podmienky aproximované v kazdom uzlovom bode kone¢nymi
diferenciami tvoria systém nelinearnych algebraickych rovnic, ktory riesime pomocou
Newtonovej metody. Samotnd metéda vychadza z Taylorovho radu zachovanim jeho

Ay

Obr. 5.3: Nac¢rt Newtonovej metody.

prvych dvoch Elenov (f (zo+a) ~ f(z0) + f'(x0)a), kde xy je pociatocne zvoleny
bod, ktory je nutné upravit o hodnotu posunutia a tak, aby bolo mozné priblizit sa k
hladanému korenu pri rieseni polynému f (z¢ + a) = 0 (obrazok 5.3).

V nasom pripade méa systém rovnic NP x5 neznamych, ¢o znamena, ze pociatocny
odhad musi byt vektor dlzky NPx5. Newtonova metéda nam redukuje problém na
rieSenie stustavy rovnic

jac - ©@F = —G*, (5.20)

kde
OF = ghtt —g". (5.21)

jac® je jakobidn stistavy vyjadreny na zaklade k-teho odhadu vektora g*, vektor GF
je tvoreny lavymi stranami rovnic. V prvom kroku dosadime podiatoény odhad g° do
systému rovnic, ¢im ziskame vektor @°. Novy vektor g! dostaneme tak, Ze vektor @°
pripoc¢itame k predchadzajicemu vektoru g° podla vztahu (5.21). Iterdcie opakujeme

k+1

aZ pokym nie je splnend podmienka @F = ght! —gk = 0. Ak je pociatoény odhad blizky

k exaktnému rieseniu, Newtonova metéda konverguje k tomuto rieseniu kvadraticky.
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Preto je velmi dolezité spravne ,odhadniat® pociatoéni hodnotu. Thato sme ziskali z
rieSenia linearizovanych rovnic (5.15) a (5.17). Nelinearne ¢leny rovnic sme nésobili
parametrom 7, ktory sme polozili rovny nule, ¢im sme dostali systém rovnic, ktory sa da
riesit analyticky. Pripomenieme, Ze rieSenim st funkcie premennej 1. Poc¢iatoény odhad
sme ziskali vyjadrenim tychto funkcii v uzlovych bodoch konecno-diferencnej siete. Na
rieSenie Uplnych nelinedarnych rovnic newtonovskej kvapaliny sme pouzili numerick
kontinudciu v 7, to znamena, ze v dalSom kroku sme zvySovali jeho hodnotu az po 7 = 1,
pricom ako pociatocny odhad sme pouzili riesenie pre predchadzajicu hodnotu 7. Pri
rieSeni rovnic ne-newtonovskej kvapaliny sme pridali este numericktl kontinuaciu v n —
zacali sme s n = 1 a v dalSom kroku sme n zvysili, pricom pri kazdej hodnote n prebehla
jedna kontinuacia v 7. Numericky vypocet je teda tvoreny dvoma cyklami: vonkajsi
cyklus (kontinuécia v n) a vnatorny cyklus (kontinuacia v 7). Takto postupujeme az
pon=3a7=1.

5.2.3 Vysledky a ich diskusia

N&s vypocet je rozdeleny do dvoch Casti; v prvej Casti rieSime rovnice pre n = 1 (model
vzostupného pradu s newtonovskou reolégiou), a v druhej ¢asti prejdeme numerickou
kontinudciou k ne-newtonovskej reoldgii (n = 3). Vypocty st prevedené pre rdzne
rozdiely teplot medzi stredom vzostupného priadu (7.) a daleko od jeho osi (7).
Pouzité reologické parametre a konstanty pre jednotlivé pripady st uvedené v tabulkéch
5.2.3 a 5.2.3. Materialy Newton I a Newton 2 zodpovedajice newtonovskej reolégii sme
prebrali z prac Froidevaux a Schubert (1975) a Schubert a Turcotte (1972). Reologické
parametre pre mokry a suchy olivin su ziskané z experimentov Post (1973) a Kohlstedt
a Goetze (1974). V pripade ne-newtonovskych materidlov uvazujeme dolny a horny
odhad moznych hodnét aktivacného objemu.

Metoda numerickej kontinuacie rieseni sa ispesne pouzila pri integracii sebe-podob-
nych obycajnych diferencidlnych rovnic modelu vzostupného pridu s nelinearnou, ne-
newtonovskou reolégiou zodpovedajicou tzv. mokrym a suchym olivinom pre teplotné
rozdiely 100 a 200 K. V niektorych pripadoch sa kontinuacia v 7 dala obist, pretoze
rieSenia s kontinuaciou a bez nej konvergovali k tomu istému rieseniu, ¢o ma vyznam z
Casového hladiska. Naopak, kontinuécia v n je citlivd na vyber kroku v n; pre niektoré
hodnoty n numericky algoritmus nekonvergoval, ¢o naznacuje, ze prechod od jedného
rieSenia k druhému v priestore parametra n pravdepodobne nie je spojity.
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n T.— T % B B,
(°C) (cm®mol™) | (Jmol™) | (cms°Cg*,n=1,
cm®s®°C g2, n = 3)
Newton 1 (n = 1) | 100, 200 11 4 x 10° 2.4 x 1073
Newton 2 (n = 1) | 100, 200 9 4.4 x 10° 1.8 x 1074
Mokry olivin 100, 200 11, 30 4 x 10° 5.4 x 1071
(n=3)
Suchy olivin 100, 200 11, 30 5.2 x 10° 6.45 x 10713
(n=3)

Tabulka 5.1: Reologické parametre.

R (Jmol '°C ) || 8315
T.. (°C) 1623.16
Kk (cm?s7 1) 1072
p (g ecm™3) 3.3
g (cm s72) 103
a (°C™h) 3% 107°
2 (km) 200

Tabulka 5.2: Ostatné rozmerné fyzikalne parametre.

Na to, aby sme vedeli povedat nieco o kvantitativnych vlastnostiach modelu, potre-
bujeme prejst spit k rozmernym veli¢indm. Prechod od bezrozmernej $kaly rychlosti a
teploty k ich rozmernym tvarom je priamociary. Na zaklade tychto veli¢in potom ur-
¢ime strizné napétie a efektivnu viskozitu ako funkciu vzdialenosti od osi vzostupného
pradu. Grafy rozmernej teploty, horizontalnej a vertikalnej rychlosti, strizného napétia
a efektivnej viskozity pre rézne materidly st zobrazené na stranach 53-55.
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Priebeh teploty je dany rozdielom teploty vzostupného pridu a teploty plasta da-
leko od osi pradu (T, = 1350 °C). Na osi vzostupného prudu sme predpisali
teplotny rozdiel 100 a 200 °C. Teplota dosahuje maximalne hodnoty v strede
vzostupného pridu, vo velkej vzdialenosti od osi sa teplota priadu blizi k teplote
okolitého plésta. Grafy s priebehom funkcii teploty porovnavaju priebeh teploty
pre Newton 1 (plné ¢iary) verzus Newton 2 (bodkované ¢iary), mokry a suchy
olivin s aktivaénym objemom 11 ¢cm® mol™! (plné ¢iary) verzus mokry a suchy
olivin s aktivaénym objemom 30 cm?® mol~! (bodkované ¢iary). V prvom pripade
(plné ciary) klesa teplota rychlejsie, ¢o sa odraza v hrubke teplotnej hrani¢nej
vrstvy (porovnaj tab. 3.3).

Vertikalna rychlost verzus vzdialenost od osi vzostupného pridu je klesajtca fun-
kcia. Zaujimavym vysledkom je porovnanie vertikidlnych rychlosti vzhladom na
teplotny rozdiel. Pri konstantnych materidlovych parametroch s narastajucim
teplotnym rozdielom narastd vertikdlna rychlost pradu. Naopak, pri konstant-
nom teplotnom rozdieli zavisi vertikalna rychlost od typu materidlu, z ktorého
je plast zlozeny, a teda od jeho reoldgie. Maximéalna vertikadlna rychlost newto-
novského vzostupného pridu je 12 cm/rok (Newton 1; teplotny rozdiel 200 K),
zatial ¢o maximalna vertikdlna rychlost ne-newtonovského pradu je 70 cm/rok
(mokry olivin; teplotny rozdiel 200 K; aktiva¢ny objem 11 cm?® mol™!). Zaroven
vSak treba poznamenat, Ze v ne-newtonovskej reoldgii méa na hodnotu vertikalne;
rychlosti velky vplyv aktiva¢ny objem. Pri jeho zmene z hodnoty 11 cm® mol~!
na 30 cm?® mol~! sa vertikilna rychlost zmensi priblizne o jeden rad.

Horizontalne rychlosti st nulové na osi vzostupného priadu a narastaji so vzdiale-
nostou od osi. Hodnoty horizontélnej rychlosti sa menia relativne malo, na irovni
desatin centimetra za rok.

Strizné napitie zavisi od teplotného rozdielu ako aj od vertikalnej rychlosti. Od osi
vzostupného pridu postupne narastd a maximalne hodnoty 4 x 10 az 2 x 107 Pa
dosahuje vo vzdialenosti 5-20 km. V pripade newtonovskej kvapaliny mé na gra-
dient v striznom napéti najvacsi vplyv teplotné rozdelenie; maximalne hodnoty
strizného napétia sa dosahuju pri véicsom teplotnom rozdiele. Naopak, v pripade
ne-newtonovskych materiadlov na strizné napétie vplyva najviac hodnota aktivac-
ného objemu.

Efektivna viskozita nadobuda najnizsie hodnoty na osi vzostupného pradu, ¢o stvisi
s maximalnou teplotou v tejto oblasti ako naznacuje exponencidlny faktor vo
vztahu pre efektivnu viskozitu. Hodnoty sa pohybujt rddove okolo 10! az 10%2
Pa s, pricom v hranic¢nej vrstve, kde teplota rychlo klesa, je viskozita nizka, ale
dalej takisto rychlo narasta.
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material ‘ dr (km) ‘ 0y (km) ‘

newton 1, 100 8.89 48.26
newton 1, 200 6.41 12.77
newton 2, 100 | 26.43 110.24
newton 2, 200 | 18.70 28.48
wo, 100, V11 4.4 3.88
wo, 100, V30 19.32 12.35
wo, 200, V11 2.92 1.94
wo, 200, V30 12.56 7
do, 100, V11 9.2 6.38
do, 100, V30 40.36 21.05
do, 200, V11 5.98 3.49
do, 200, V30 25.63 12.35

Tabulka 5.3: Tabulka hrubky hraniénych vrstiev. Oznacenie: wo—mokry olivin, do—
suchy olivin, 100—teplotny rozdiel 100 K, 200-teplotny rozdiel 200 K, V11-aktivac¢ny
objem 11 cm?® mol~!, V30-aktivaény objem 30 cm?® mol~*.

Hrabka hrani¢nej vrstvy (teplotna aj rychlostnd) v modeli s teplotne zavislou vis-
kozitou je tmerna h("+2/("+3) kde h je charakteristickda dlzka dand vztahom
(4.19). Kedze charakteristicka dlzka bola ziskana normovanim Grashoffovho ¢&isla
na jednotku, hribka hrani¢nych vrstiev stvisi s bezrozmernymi parametrami sys-
tému ako Rayleighovo a Prandtlovo ¢islo. Hribky tepelnej hrani¢nej vrstvy (d7)
a hranicnej vrstvy vertikdlnej rychlosti (9,) st rozne pre jednotlivé materialy,
zévisia od teplotného rozdielu a aktivacného objemu. Ich hodnoty sme dostali
podobne ako v pripade konvekcie nad bodovym zdrojom tepla, ¢ize ako vzdiale-
nost, na ktorej hodnoty 7" a u poklesni e-krat. Uvedené su v tabulke 5.3.
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Newton 1 (—), Newton 2 (---);n=1
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Obr. 5.4: Grafy teploty T, vertikdlnej rychlosti u, horizontalnej rychlosti v, strizného
napitia 7 a efektivnej viskozity peg v zavislosti od vzdialenosti od osi vzostupného
prudu r. Plné a c¢iarkované ciary zodpovedaju pripadom Newton 1 a Newton 2. Reolo-
gicky parameter je n = 1.
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Mokry Olivin; n = 3, V* =11 cm3 mol™! (—),
V* =30 cm?® mol™?! (--)
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Obr. 5.5: Grafy teploty T, vertikdlnej rychlosti u, horizontalnej rychlosti v, strizného

napitia 7 a efektivnej viskozity peg v zavislosti od vzdialenosti od osi vzostupného

pridu 7. Plné a éiarkované ¢iary predstavuji postupne mokry olivin s V* = 11 cm?

mol~! a s V* = 30 cm?® mol! . Reologicky parameter je n = 3.
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Suchy Olivin; n = 3, V* =11 cm? mol™! (—),
V* =30 cm?® mol™?! (--)
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Obr. 5.6: Grafy teploty T, vertikdlnej rychlosti u, horizontalnej rychlosti v, strizného
napitia 7 a efektivnej viskozity peg v zavislosti od vzdialenosti od osi vzostupného
pridu r. Plné a éiarkované ¢iary predstavuji postupne suchy olivin s V* = 11 cm?
mol~! a s V* = 30 cm?® mol! . Reologicky parameter je n = 3.
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Zaver

Préca je zamerand na matematicky model osovosymetrickych plastovych vzostupnych
pridov s vyuzitim teérie hraniénych vrstiev. Ulohou bolo aplikovat poznatky o ne-
newtonovskych kvapalindch na zemsky plast.

V prvej casti sme zreprodukovali konvekciu generovanti bodovym zdrojom tepla s
konstantnou viskozitou a newtonovskou kvapalinou (Fujii (1962)). Diferencialny systém
sme riesSili pomocou metédy strelby.

V druhej casti sme postup zopakovali v pévodnom modeli vzostupného priudu s
vyuzitim nelinearnej reolégie s teplotne zavislou efektivnou viskozitou. Zaklad analyzy
tvori rieSenie parcialnych diferencidlnych rovnic prostrednictvom zavedenia prudovej
funkcie a podobnostnej transformécie za tcelom ziskat ekvivalentny systém obycaj-
nych diferencidlnych rovnic. Tento systém sme riesili metédou konecnych diferencii.
Pri integracii sebe-podobnych obycajnych diferencialnych rovnic s nelinearnou, ne-
newtonovskou reolégiou zodpovedajicou tzv. mokrym a suchym olivinom sa tspesne
pouzila metéda numerickej kontinuécie. Podarilo sa ndm ziskat rozmerné veli¢iny sys-
tému a porovnat ich pre newtonovské a ne-newtonovské materialy. Hodnoty vertikalnej
rychlosti, strizného napétia a efektivnej viskozity nasho modelu st kvantitativne po-
rovnatelné so zndmymi odhadmi tychto veli¢in v zemskom plasti.

V geologickej minulosti boli hodnoty teploty plasta vyssie ako dnesné hodnoty a
tym aj vyssie Rayleighovo ¢islo, ¢ize konvektivny rezim v plasti vyzeral odlisne ako v
stucasnosti. Experimentalne a numerické modely poukazuji na existenciu dvoch kon-
vektivnych rezimov: konvekcia s nizkou turbulenciou pri Rayleighovych ¢islach mensich
lencia je charakterizovand pocetnymi, relativne malymi, neprepojenymi vzostupnymi
pradmi (alebo diapirmi) a chaotickou konvekciou.

Velmi zaujimavym rozsirenim nésho modelu by bolo zahrnutie efektov zdrojového
¢lena, ktory by modeloval turbulentny tepelny tok generovany okolitou chaotickou kon-
vekciou.
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Priloha

Fragment programu na rieSenie rovnic ne-newtonovskej kvapaliny s vyuzitim metody
konec¢nych diferencii.

Systém diferencidlnych rovnic 1. réadu:

ODEsTau = {f'[n] — u[n] == 0,

u'ln] —v[n] ==0, n
reAlm W/e=1/(ethla) (c 4 hfyl) =V g (((poln] — uln)®) 7)) " A
~7(1~ A/(c+ hfa])) 1/(c+ hin]) ((rolr] — ufnl))"”* wl]

~(n—2) 1/n((nv[n] — uln))?)* +nv'[n) ==,

K [n] —wln] == 0,

wln] + nuw'[n] + 7 f[n] wln) == 0}

Aproximacia derivacii konec¢no-diferenénymi formulami:

FDRules =

{f'] — (fls] = fli — 1))/ An, fln] = Q/2)(f[i] + f[i — 1]),
u'[n] — (ufi] — ufi — 1])/An, uln] = (1/2)(u[i] + u[i — 1]),
v'[n] = (vli] — v[i — 1])/An, v[n] — (1/2)(v[i] + v[i — 1]),
K'[n] — (h[i] — k[ — 1])/An, kn] — (1/2)(h[i] + R[i - 1]),
w'[n] — (w[i] —wli —1])/An, wln] — (1/2)(w[i] +wli — 1])};

Nahradenie derivacii v rovniciach konelno-diferenénymi formulami:

FDTemplateTau = ODEsTau/.FDRules/.n — )i

RieSenie linearizovanych rovnic:
DSO]"e[{h'[ﬂ] + ﬂh"[ﬂ] ==0, h[zero]==1, h[ﬂmax] == 0}7 h[n]a 77]

DSolve [{ f'[n]/n + n f"[n] == f"[n], f'[zero] == 4 f[zero]/spe, f’[nmax]nmax == 0,
1/spe (f"[zero]) — (1/spe”2) f'[zero] == eps}, f[n], n]//Simplify
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Vytvorenie konelno-diferencnej siete; priprava pociatocného vektora:

eps:=10"*; spe:=10~5; zero:=10"5;
nmin = 0; nmax = 20; NP = 40;
An = N[(nmax — nmin)/(NP — 1)];

myGrid = Join[{zero}, Table[n[i] = (i — 1)An, {i,2, NP}]];

f= Array(f,NP]; @ = Array[u, NP]; o = Array[v, NP];
h = Array[h, NP]; w = Array[w, NP);
g = Flatten [Table [{ f([i]], a[il], o[[il], [ld]], @([il] } , {s, 1, NP}]] ;

fLinear[n_]:= (epsspe? (zero? — n? + (spe — 2 zero) zero Log[zero] + 2 n*Log|n]
—spe zero Log[nmax] + 2 zero?’Log[nmax] — 2 n?Log[nmax]))/
(4 (spe + (spe — zero)Log|zero] + (—spe + zero)Log[nmax]));

uLinear(n_]:= eps spe’n (—Log[n] + Log[nmax])/
spe + (spe — zero) Log|zero| + (—spe + zero)Log[pmax];

vLinear[n_]:= eps spe?(—1 — Log[n] + Log[nmax])/
spe + (spe — zero) Log|zero| + (—spe + zero) Log[nmax];

hLinear[n_]:= Log[n] — Log[nmax]/Log[zero] — Log[nmax];

wLinear|[n_]:=1/7n (Log[zero] — Log[nmax]);

Okrajové podmienky:

BC1 = ult] — (n+3)/spe(f[1]) == 0
BC2 = 1/spe(v[1]) — (1/spe"2)(u[L]) ==
BC3 = A[l] — 1 == 0;

BC4 = (1/nmax)(u[NP]) == 0;

BC5 = h[NP] == 0;

Vytvorenie pociatolného vektora:

initialf = Thread|[fLinear[Flatten|[Transpose[{myGrid}]/.{- — n-} — {n}]]];
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initialu = Thread[uLinear[Flatten[Transpose[{myGrid}]/.{- — n-} — {n}]]];
initialv = Thread[vLinear[Flatten[Transpose[{myGrid}]/.{- — n-} — {n}]]];
initialh = Thread[hLinear[Flatten[Transpose[{myGrid}]/.{- — n-} — {n}]l];
initialw = Thread[wLinear[Flatten|Transpose[{myGrid}]/.{- — n-} — {n}]]l;
initial = Flatten[Table[{initialf[[¢]], initialu[[z]], initialv{[z]], initialh[[z]],
initialw([i]]}, {7, 1, NP}]];

Af = Array[Af, NP]; Au = Array[Au, NP|; Av = Array[Av, NP|; Ah = Array[Ah, NPJ;
Aw = Array[Aw, NPJ;

© = Flatten [Table [{Af[[i]], Au[[:]], Av[[d]], Ah[[i]], Aw][i]]}, {i,1,NP}]];

PoCet iterdcii potrebnjch ku konvergencii Newtonovej metédy s presnostou
menSou ako vzdialenost dvoch bodov v konecno-diferencnej sieti:

FDEqnsTau = Flatten[{Table[FDTemplateTau, {7, 2, NP}], BC1, BC2, BC3, BC4, BC5}];
G = Map[#{[1]|&, FDEqnsTau];

jac = Outer [D, Map[#[[1]]&, FDEqnsTau], g| ;

NewtonEqn[S_List]:= Thread [jac.© == —G] /.param100V11/.n — 1/.7 — 1
/-Thread [§ — S];

iterk = Thread [Nest [(# + Flatten [é/ .Solve[NewtonEqn[#]]]) &, initial, 1]] :
iterkk = Thread [Nest [(# + Flatten [8/.Solve[NewtonEqn[#]]]) &, initial, 2]] ;
k=2

While|

Max[Abs|iterk — iterkk]] > An,

iterk = Thread [Nest [(# + Flatten [©/.Solve[NewtonEqn[#]]] ) &, initial, k] ] ;
iterkk = Thread [Nest [(# + Flatten [8/.Solve[NewtonEqn[#]]] ) &, initial, k + 1]] ;
k++];

Iteradcia v 7 a n; vykreslenie bezrozmernjch rieSeni v kazdej iteracii:

Tsteps = 10; AT = 1/7steps

guess = initial; Do[Print["n = ", n];

Do[

Print["r = ", 7;

FDEqnsTau = Flatten[{Table[FDTemplateTau, {7, 2, NP}], BC1, BC2, BC3, BC4, BC5}];
G = Map[#{[1]|&, FDEqgnsTau];

jac = Outer [D, Map[#[[1]]&, FDEqnsTau], g| ;
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NewtonEqn[S_List]):=Thread [jac.8 == —G] /.param100V11/.Thread [§ — S];

s01100V11 = Thread [Nest [(# + Flatten [6/.Solve[NewtonEqn[#]]]) &, guess, 6]] ;
pltf100V11 = ListPlot[Transpose[{myGrid, Table[Partition[sol100V11, 5][[, 1]], {7, 1, NP}]}],
PlotJoined — True, PlotStyle — RGBColor([1, 0, 0], DisplayFunction — Identity];

plth100V11 = ListPlot[Transpose[{myGrid, Table[Partition[sol100V11, 5][[z, 4]], {¢, 1, NP}]}],
PlotJoined — True, PlotStyle — RGBColor[0, 1, 0], DisplayFunction — Identity];
Show|[{pltf100V11, plth100V11}, DisplayFunction — $DisplayFunction,

AxesLabel — {"n", "f[n] ,h[n]"}];

guess = sol100V11;

FDEqnsTau=.; jac=.; G=., {r, 0.1, 1, A7}], {n,1.,3.,0.25}]



