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Rigorézna préaca sa zaoberé presnostou a efektivnostou konec¢no-diferenéného modelo-
vania $irenia seizmickjch vin.

V prvej ¢asti teoretického rozboru sa venujeme 1D pripadu. Odvodime 1D optiméalne
presné schémy na zaklade vSeobecného kritéria minimalizacie chyby pri aplikovani na
vlastné mody. Pre standardné konvencéné, striedavo usporiadané a optimalne presnt
schému analyzujeme numerickt disperziu v 1D pripade. Analyza nam umoznuje inter-
pretovat numerické testy tychto schém. Po odvodeni prediktor-korektor schémy vyset-
rujeme jej presnost. Ukazuje sa, ze prediktor-korektor schéma ma rovnaky rad presnosti
ako povodna optimalne presna schéma. Nasleduje interpretacia numerickych testov na
zéklade analyzy sietovej disperzie schém. Poukazujeme na suvislost hodnoty fazového
a amplitidového rozdielu (misfitu) s chybou fazovej rychlosti.

1D analyza tvori zéklad pre teoreticky rozbor a odvodenie 3D schém, ktorému sa
venujeme v druhej ¢asti. Odvodenda 3D schéma mé odlisné vlastnosti od skor publikova-
nej schémy. NaSe odvodenie pomocou Taylorovho rozvoja ndm umoziiuje skonstruovat
operatory, ktoré vyuzivaji podstatne mensi pocet hodnot posunuti v casopriestoro-
vej sieti. Sti¢asne maju vyssiu presnost a nemenia podmienku stability 3D konvencne;j

schémy:.
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Predhovor

Metoda konec¢nych diferencii je intenzivne vyuzivanou a vyvijanou metédou na simulo-
vanie §irenia seizmickych vin a Sirenia trhliny na zlomovej ploche. Vdaka moznostiam
metddy riesit problémy v komplexnych heterogénnych modeloch s relativne nizkymi
vypoctovymi narokmi, pocitacové programy implementujice metédu koneénych di-
ferencii patria medzi najefektivnejsie. Efektivnost znamené dosiahnutie pozadovane;
presnosti vysledkov s relativne nizkymi nérokmi na pamit a vykon pocitaca, teda aj
minimalizaciu vypoctového casu.

Roézne aproximéacie pouzivané na odvodenie kone¢no-diferenénych rovnic vedd na
schémy réznej presnosti a vypoctovej narocnosti. Zjemnovanie ¢asového a priestorového
kroku pri diskretizacii znamena zvysSenie presnosti metody a stcasne narast poctu
potrebnych operacii na vypocet. Samozrejme snahou je dosiahnut ¢o najmensi pomer
naroc¢nost /presnost.

V tomto smere sa ako velmi slubny sa ukazuje pristup pomocou optimélne presnych
konec¢no-diferen¢nych operatorov. 1D schémy zalozené na tomto pristupe boli testované
a vykazuju vyborné vlastnosti. Aj ked znamenaji narast zloZitosti, tento je kompen-
zovany vyraznym zvysSenim presnosti vypoctov.

Napriek tomu, ze 1D problém bol uz relativne dobre preskiimany, zrejme kvoli vicse;j
zlozitosti tohoto pristupu stale existuje malo poznatkov o 2D modelovani. Publikovana
3D schéma podla nasich informécii zatial nebola numericky testovana.

V rigordznej praci sa preto ststredime prave na odvodenie a podrobnu analyzu 1D
optiméalne presnych konec¢no-diferencnych operatorov, vysetrovanie vlastnosti ziskanych
optiméalne presnych a prediktor-korektor schém. Tieto poznatky potom aplikujeme pri

odvodeni 3D optimélne presnych operatorov a 3D optimalne presnej schémy.
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1 Uvod

Material, ktory tvori zemsk koru, mozno z reologického hladiska priblizne charakte-
rizovat ako viskoelastické prostredie. Podla toho, aké je ¢asova Skala procesov, ktoré
v zemskej kore prebiehaju, sa horninovy material moéze spravat ako vysokoviskézna
kvapalina pri dlhodobom poésobeni napéti alebo ako temer idealne elastické teleso pri
vysokofrekvenénom pohybe.

Na zéklade porovnania casovej skaly procesu s relaxacnym casom charakteristic-
kym pre dany materidl mozno zistit, v ktorom rezime deje prebiehaji. Relaxacény Cas
materidlu zemskej kory je rddovo 10°-krat dlhsi, ako relaxa¢ny ¢as materialu plasta.
Preto na zemski koru posobi najvrchnejsia cast plasta, ktord je v konvektivnom po-
hybe, napétiami, ktoré spésobuju kumulaciu napéti a deformécie v kore. Na rozdiel od
plasta v kore napitia nerelaxuju tecenim, ale po nakumulovani dostato¢ného napitia
sa kora sprava krehko. Vytvéaraja sa bud nové trhliny a zlomové plochy, alebo doché-
dza k posunom na uz existujucich zlomoch. Pri tychto procesoch je do okolia zlomove]
plochy uvolnena tepelné energia a energia vo forme seizmickych vin.

Sirenie seizmickych vin v Zemi méZeme modelovat ako &irenie vin vo viskoelas-
tickom kontinuu. To umoziuje zahrnit efekt ttlmu, ktory je priblizne konstantny v
sirokom intervale frekvencii. Z metodologického hladiska je vSak vzdy potrebné rozvi-
nut vypoctovi metédu najprv v dokonale elastickom pripade. Pretoze analyza v tomto
zakladnom pripade eSte nebola ukonéend, v praci sa budeme zaoberat dokonale elas-

tickym pripadom.
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2 Formulacia problému

Zakladny pripad, pre ktory numerické metody testujeme, je model Sirenia seizmickych
vin v dokonale elastickom izotropnom homogénnom kontinuu. PretoZe elementy kon-
tinua sa z povodnych pozicii posiuvaju len malo, deformovanie prostredia je mozné
uvazovat ako mali zmenu stavu pred deforméciou. V takom pripade mozno matema-
ticky tlohu formulovat ako problém rieSenia systému parcialnych diferencialnych rovnic

— Lameovej pohybovej rovnice kontinua

puz - (/\ + N) uj)ji - ,uuivjj - f’L = 07 Z7] S {LIT, Y, Z}a (21)

kde wu; sa zlozky pola posunutia, p je hustota, A a p Lameove elastické koeficienty
a f; zlozky hustoty objemovej sily. Priestorova derivéacia je oznacovand wu;,;, Casova
derivéacia ;. Hladanou neznamou veli¢inou st zlozky vektora posunutia u;, preto tento
zapis je nazyvany formuldcia v posunutiach. Okrem tejto formulécie budeme pouzivat

aj formulaciu v posunutiach a napétiach,

pi; — 05 — fi = 0, (2.2)

045 = /\ukak(sij + ,u(uivj + uj;i)? i7j7k € {l’, Y, Z}u (23)

kde o;; st zlozky tenzora napétia. Aby bola tloha korektne definovana, musime spolu
s rovnicou (2.1) definovat pociatoéné a okrajové podmienky. Zvycajne sa uvazuje po-

¢latofny stav s nulovymi posunutiami a rychlostami:

i;(z;,0) = 0. (2.5)

Pri realistickom modelovani je samozrejme nutné uvazovat heterogénnu formu rovnice
(2.1) s priestorovo premennymi elastickymi koeficientami. Dalej v mnohjch pripadoch
je vhodné uvazovat okrajovii podmienku nulovej normélovej zlozky vektora napitia na
volnom povrchu, ktory aproximuje rozhranie medzi horninami a atmosférou.

Druhym druhom hranic najcastejsie ohranicujicim model st tzv. neodrazajice hra-

nice. Je potrebné ich pouzivat, pokial problém rieS§ime na umelo ohranicenej oblasti a

13



vnutri oblasti chceme ziskat vysledok zodpovedajuci $ireniu do neobmedzeného homo-
génneho prostredia za hranicou — okrajova podmienka neodrazajicich hranic je odvo-
dena S$pecidlne na redukciu odrazov od hranic modelu.

V tejto préaci sa aproximéaciami pri volnom povrchu ani neodrazajicimi hranicami
zaoberat nebudeme. Na okraji modelu predpiSeme najjednoduchsie implementovatelni
okrajovi podmienku nulovych posunuti. Budeme predpokladat, Ze model v podcitaci
je dostato¢ne velky na to, aby sme mohli vykonat zdkladné numerické testy bez ich
znehodnotenia odrazmi od pevnej hranice. Komplikovanejsou implementéaciou Specific-
kych okrajovych podmienok sa budeme zaoberat o tspesnom zvladnuti modelovania

Sirenia v oblasti daleko od hranic modelu.

14



3 Metdda konecnych diferencii

Systém linedrnych parcidlnych diferencidlnych rovnic (2.1) je vhodné v realistickych
pripadoch riesif numericky, pretoze materidlové parametre st zlozitymi priestorovymi
funkciami, sicasne okrajové podmienky si ¢asto predpisané na komplikovanych rozhra-
niach. V tejto préci sa zaoberame metédou koneénych diferencii (FDM - finite-difference

method), pretoze:

e je efektivna: na dosiahnutie pozadovaného vysledku mé v porovnani s inymi metoé-
dami relativne malé pamiitové naroky a naroky na pocet aritmetickych operacii

e je mozné ju pomerne jednoducho implementovat do vypoctovych programov

e je dobre prisposobitelnd na rozne typy tloh

e je mozné nou simulovat pohyb v relativne zlozitych heterogénnych modeloch

Problematikou metédy konec¢nych diferencii sa zaoberaju viaceré monografické publi-
kécie, dobry prehlad o sticasnom stave v kone¢no-diferenénom modelovani ddva napr.
praca Moczo et al. (2007a). Autori sa sustredili na kone¢no-diferenéné modelovanie po-
mocou explicitnych schém rieSenych v ¢asovej oblasti, ktoré je najcastejsie pouzivané.

Metéda koneénych diferencii umoznuje hladat hodnoty neznameho posunutia na z4-
klade konstrukcie diskrétnej aproximécie rovnic (2.1), po¢iato¢nej podmienky (véicsinou
nulové posunutia aj rychlosti) a okrajovych podmienok (volny povrch, neodrazajice
hranice).

Pri aproximdcii postupujeme tak, Ze namiesto platnosti (2.1) v kazdom priestoro-
vom bode a ¢ase pozadujeme splnenie tjchto rovnic v bodoch zvolenej ¢asovo-priestoro-
vej siete. Najjednoduchsie aj najprirodzenejsie je v tychto bodoch siete uchovavat aj
premenné - diskrétne aproximacie hodnot spojitych funkcii. Pouzivaju sa rozne uspo-
riadania, najcastejsie pouzivané si zobrazené na obr. 3.1.

Operatory v rovniciach (2.1),

‘Cz{uk} = puz - <>\ + M) Ukski — M Ugskk, 'L.a NS {ZE, Y, Z}, (31)

obsahuju priestorové a ¢asové derivacie spojitych funkcii. V diskrétnej aproximacii de-
rivacie nahradzame konecno-diferenénymi operatormi, ktoré ich aproximuja. To zna-

mena, ze spojité diferencidlne operatory L;, ktoré pdsobia na funkcie u;, nahradime
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Obr. 3.1. Priestorové usporiadanie premennych v siefovych bunkach konvenénej, ¢iastoéne striedavo usporia-
danej a striedavo usporiadanej schémy. U, V a W st aproximacie zloziek vektora posunuti, 7"’ aproximécie

zloziek tenzora napétia. Prevzaté z prace Moczo et al. (2007a).

kone¢no-diferenénymi operatormi L; posobiacimi na hodnoty posunutia [ug]7"; ;. Dis-

kretizaciu posunuti mdéZzeme symbolicky zapisat:

ur(tm, 1, y5, 2x)  — [l (3.2)

Operatory L; budt matice alebo tenzory koeficientov, operaciu pdsobenia budeme
nazyvat konvolicia, pri¢om pojde o sumu posunuti vynasobenych prislichajicimi prv-

kami matice operatora. Kone¢no-diferen¢nt aproximéciu rovnic (2.1) mézeme zapisat:

Liury — fi =0 — LZ{[uk]TJK} - [fl]?nJK = 0. (3.3)

Aby kone¢no-diferenény systém rovnic dobre aproximoval spojity systém a bolo po-
v 7 7 X . v 7 L4 . v o Ve v 3
mocou neho mozné ziskaf priblizné rieSenie s pozadovanou presnostou, musi spliiaf
nasledujice podmienky:
e konzistencia - pri zmensovani casového a priestorového kroku v limite dostavame
spojité operatory
e stabilita - pre problémy s ohrani¢enym riesenim aj konec¢no-diferencné riesenie je

ohranicené
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e konvergencia - pri zmensSovani casového a priestorového kroku sa chyba konecno-

diferen¢ného riesenia zmensuje

pricom Laxova veta o ekvivalencii hovori, ze konzistencia a stabilita si ekvivalentné
konvergencii.

Operatory L; je velmi vhodné konstruovat pouzitim rozvoja do Taylorovho radu.

3.1 Aproximacie derivacii
Dalej budeme uvazovat tzv. rovnomerné siete, t.j. siete s priestorovym krokom
Ar = Ay = Az = h.

Casovy krok budeme oznacovat At.

Ako priklad uvedieme hladanie aproximécie druhej priestorovej derivacie druhého
radu presnosti (rdd aproximécie bude vysvetleny na konci prikladu) v jednorozmernom
pripade. Je mozné overit, Ze konecno-diferencnd schéma musi zahftiat asporn tri body.
Stcasne o hodnote derivacie v danom bode najlepsiu informéaciu mozno ziskat z bodov,

ktoré su k nemu najblizsie. Na rovnomernej sieti teda volime body x, x — h, x + h:
A = aul | + au] + aguf,. (3.4)

Kazdé posunutie uvazujeme ako funként hodnotu posunutia v sietovom bode vzdiale-
nom od stredu aproximécie o (v tomto pripade celoéiselny) nasobok siefového kroku:

upyy, < ultm, T + kph).

Taylorov rozvoj (Taylor expansion = TE ) so stredom (t,,, ;) aproximécie (3.4) s

takto uvazovanymi posunutiami dava

=\ (—h)! du W du

TE,{A} = aljzo 5 5o (o #1) + aaultm, T1) + (Igjzo ﬁ@(tm, p).
j-tu derivaciu nasobi h’, koeficienty pri prvych ¢lenoch st nasledovné:
TE{A} = (a1 + as + a3)u + h (a3 — a1)0,u + h? % O*u +
LB a0t g (35)
6 v 24 v

+ O(h).
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Aby A bolo konzistentnou aproximéciou druhej derivacie, musi platit:
lim TE{A} = 0%u. (3.6)

Preto budeme pozadovat

a1+a2—|—a3:0,

h(a3 — al) = 0,
9 G1 + a3
2

h 1.

Maéame tri nezname koeficienty, preto mozeme stanovit maximalne tri rovnice pre ne.
Hladanie koeficientov aproximécie mozno interpretovat tak, Ze sa snazime eliminovat
¢leny s mensimi mocninami kroku h, pretoze pri aplikovani metody pouzijic mala ale

nenulovi hodnotou A tak dostaneme mensiu chybu aproximacie. Riesenim ziskame:

m m m
_ 1 B 2 _oupty — 2u7 + up,
a; = az = ay = A = .

& e B

Po dosadeni do rovnice (3.5) dostaneme:
h2
TE{A} = 0%u + 5 dsu + O(hY). (3.7)

Moézeme konstatovat, Ze sme odvodili konzistentni aproximéaciu druhej priestorove;
derivéacie, jej rad je 2 - najnizsia mocnina h v chybe. Uvedeny postup odvodenia koefi-
cientov pre schému (3.4) sluzi ako ilustricia analogickych odvodeni v celej praci, ktoré
uz detailne nebudeme uvadzat.

Na rovnomernej sieti je zvysSenie radu aproximécie mozné len za cenu zvic¢sovania
rozsahu konecno-diferen¢ného operatora ¢o vsak v ulohach, kde vystupuje aj ¢as zna-
mena horsie vlastnosti z hladiska stability (Iserles a Strang, 1983). Preto vo vécsine
pripadov volime ¢o najmensi rozsah operatora. Ak mame moznost volby medzi cen-
trovanou a necentrovanou aproximaciou, zvolime centrovani, pretoze symetria casto
znamend moznost dosiahnut vys$iu presnost. Typicky priklad, kedy centrované aproxi-
macie nie je mozné pouzit, je aproximovanie okrajovych podmienok, pretoze hodnoty za
hranicou nie st k dispozicii. V metdde konecnych diferencii aproximovanie okrajovych
podmienok je vSseobecne naroc¢nejsie ako zostavenie vnitornej schémy.

Uvedeny pristup rozvoja do Taylorovho radu s pozadovanim prislusnej struktary
je mozné s vyhodou vyuzit pri odvodeniach optimalne presnych schém. Hlavné kroky

metédy mozno zhrntitf do bodov:
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volba radu aproximécie,

volba ¢asovo-priestorovych bodov vstupujtcich do aproximaécie,

symbolicky Taylorov rozvoj,

zostavenie systému rovnic pre koeficienty schémy a jeho riesenie.

Pritom prvé dva body su previazané a ovplyviujua sa.

3.2 Konvenc¢né konec¢no-diferenéné schémy

Konvenéné schémy aproximuji formuldciu v posunutiach (2.1). Standardne sa ¢asova aj
priestorové derivacia aproximuje s presnostou do druhého raddu presnosti. Aproximacie
mensej miere pretoze zviacSeny rozsah sposobuje zmensSenie intervalu stability schémy
(Iserles a Strang, 1983) a pre schémy v heterogénnom prostredi je pomerne kompliko-
vané odvodit koeficienty aproximacie.

Standardne sa pri kone¢no-diferenénom aproximovani rovnice (2.1) aproximujt oso-

bitne priestorové a casové derivacie:

m+1 m m—1
. up g — 22Uy +our gk
i = Y + 0(AP), (3.8)
uri g x — 2Ulg g Uty gk
Uypr = h2 + O(h2)7 (39)
u?—&-l,J—i—l,K + UT—LJ—LK - U71n+1,J—1,K - UT—LJH,K
Uyzy = T + O(h?). (3.10)

Uviedli sme iba jednu aproximéciu z kazdého typu, ktory v rovnici (2.1) vystupuje.
Aproximovanie ¢asovej derivacie podla rovnice (3.8) vedie na dvojhladinova schému —
na vypocet nasledujicej ¢asovej hladiny je potrebné mat v paméti uloZené dve pred-
chadzajtice hladiny.

Von Neumannova analyza pre konvencné schémy dava podmienku stability

h

2 2’
VUp t+ Vg

kde vp = /(A + 2u)/p je rychlost Sirenia P vin a vg = 1/u/p rychlost sirenia S vin.

Analyza disperzie konvencénej schémy ukazuje, Ze jej presnost sa znac¢ne znizuje s

At < (3.11)

narastajicim Poissonovym pomerom. Pri modelovani lokalnych efektov je ¢asto nutné
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uvazovat pomer rychlosti Sirenia v sedimentoch vp/vg = 10; hodnoty Poissonovho
pomeru su teda az v = 0.495. Relativna chyba riesenia sa so zvySovanim hodnoty
Poissonovho pomeru dramaticky zvicsuje (Marfurt, 1984). Preto sa v modelovani preslo
od pdévodne casto vyuzivanych konvencénych schém na striedavo usporiadané schémy,
ktoré nevykazuju takéto spravanie v pripade velkych Poissonovych pomerov (Virieux,
1984, 1986).

Jednou z délezitych prednosti metédy kone¢nych diferencii je prave moznost mode-
lovat seizmicky pohyb v komplexnych Strukturalne zloZitych modeloch. Rovnicu, ktort
je potrebné aproximovaft v takomto pripade, dostaneme, ak do rovnice (2.2) dosadime

rovnicu (2.3) a uvazujeme materidlové parametre ako funkcie priestorovych stradnic:

Py — (Auksk)yi — (RUiyg),; — (uj0),; — fi = 0. (3.12)

Rovnica (3.12) obsahuje ¢leny typu (pu,;),; & (Auk,k), - Kym aproximovanie nezmie-
sanej derivacie bolo teoreticky odvodené a v schémach pouzivané od pociatkov modelo-
vania konven¢nymi schémami, aproximovanie zmieSanej derivacie je komplikovanejsie.
Boli navrhnuté viaceré pristupy s réznou presnostou. Zahradnik a Priolo (1995) a Moczo
et al. (1999) prezentuji dobré vlastnosti schémy, ktora pri aproximéciach vyuziva efek-
tivne materialové parametre definované pomocou ¢iarovych integralov. Napriek dobrym
vysledkom pre urcité typy problémov, konven¢né schémy vykazuju nestability v mode-
loch so zna¢nymi rychlostnymi kontrastami, ¢o prispelo k tomu, Ze sa postupne preslo

na modelovanie na striedavo usporiadanych sietach.

3.3 Schémy na striedavo usporiadanych siefach

Centrované aproximdcie umoziuju vyjadrit prva derivaciu v strede medzi dvoma bodmi
(pre stvrty rad Styrmi bodmi), v ktorych méme diskrétne aproximécie veli¢in umiest-
nené, pricom v samotnom bode aproximécie nepotrebujeme mat veli¢inu k dispozicii.
Systém (2.2) a (2.3) obsahuje len prvé priestorové derivacie. Tieto zistenia nas pri-
vadzaji na myslienku maft diskrétne aproximécie premennych a derivacii “striedavo”
usporiadané v priestore (obr. 3.1 a obr. 3.2). Takto dostavame schému v posunutiach

a napétiach. Pokial zderivujeme Hookov zakon podla ¢asu a pouZijeme namiesto po-
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sunuti ako premennt rychlosti posunuti mozeme zaviest striedavé usporiadanie aj v
casovom smere a dostaneme schému v rychlostiach a napéatiach.

Pretoze na rozdiel od konven¢nych schém schémy na striedavo usporiadanych sie-
tach vyuzivaji formuldciu v napétiach a posunutiach alebo napitiach a rychlostiach,
okrem posunuti v kone¢no-diferenénych aproximéaciach vystupuji ako nezname aj na-
pétia a rychlosti posunuti. V jednom kroku teda pocitame aproximaciu napéti a z nej
aproximaciu posunuti — to je rozdiel oproti formulécii v posunutiach, kde sa v jednom
kroku pouzije len jedna aproximaécia.

Pre schému aproximujicu formulaciu v napétiach a posunutiach budeme v rovni-

ciach (2.2) a (2.3) aproximovat prvé priestorové derivacie posunuti a napiti pouzitim

vztahov
¢ — O
be = I+1/2,J,K - I1-1/2,J,K 4 O(hz), (3.13)
9¢I+1/2 JK ¢1—1/2 JK 1 ¢I+3/2 JK ¢1—3/2 JK 4
e = 3 = e — - O(hY), (3.14
e = 3 ; % . +O(rY), (314

v pripade 2. a 4. rddu, ¢ oznacuje jednu zlozku posunutia, analogické su vztahy pre
derivécie podla inej suradnice.

Na obr. 3.1 vidiet, Ze aproximacie napitia si umiestnené v bodoch s poloé¢iselnymi
indexmi a posunutia s celo¢iselnymi. V rovniciach (3.13) a (3.14) teda indexy I, J a
K pri aproximovani napéti zvolime polociselné.

Myslenym priestorovym opakovanim zakladnej bunky striedavo usporiadanych sieti
z obr. 3.2 mozeme overit, ze vdaka pouzitému usporiadaniu vSetky potrebné aproximé-
cie mozno pocitat a stucasne je toto usporiadanie aj velmi tsporné ¢o sa tyka pamite
pocitaca.

Druht ¢asovi derivaciu je vhodné aproximovat standardne (rovnica 3.8) — podobne
ako v pripade konvencnej schémy dostaneme dvojhladinovi schému.

Pre schému aproximujicu formulaciu v rychlostiach a napétiach je aproximovanie
derivacii v priestore totozné. Namiesto druhej casovej derivacie vSak aproximujeme
prvé Casové derivacie s presnostou do druhého radu centralnymi aproximaciami (rov-
nica 3.13). V takto usporiadanej schéme z ¢asovej hladiny, kde méme len aproximaécie
napiti, po¢itame rychlosti a naopak. Pokial potrebujeme ziskat aj hodnoty posunutia,

je vhodné aproximovat schému v posunutiach, rychlostiach a napétiach.
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Obr. 3.2. Priestorové usporiadanie veli¢in v striedavo usporiadanej sieti.

Analyza stability a disperzné vztahy pre schému $tvrtého radu aproximujticu for-
muléciu v posunutiach a napétiach na striedavo usporiadanej sieti st v praci Moczo et
al. (2000). Autori analyzou stability von Neumannovou metédou dostévaju dve pod-

mienky stability — jednu pre P vlny, druhti pre S viny:

A< S0 (3.15)
V3 a
h

At < 6 (3.16)

< 7_\/55
PretoZe o > [, splnenie podmienky (3.15) zarucuje aj splnenie (3.16). Preto sa ako
podmienka stability berie podmienka (3.15).

Autori skiimaju tiez kumulativny efekt sietovej disperzie v zavislosti od vzorkovania,
Poissonovho pomeru a smeru §irenia v sieti. Kedze pre vzorkovanie Api,/h =5 sa
siefovéa rychlost pri simulécii §irenia seizmick§ch vin v modeli s rozmerom typickym
pre lokdlne struktiry moze lisif od skutocnej az o 5%, autori odporucaju pouzivat
minimélne 6 siefovych krokov na minimélnu vinova dizku. Zaroveti konstatuju, ze pre
vzorkovanie Apin/h =5 a Apin/h = 6 v schéme Stvrtého radu je disperzia mensia, ako

pre pomery Apin/h =10 a A\yin/h = 12 v schéme druhého radu v priestore.
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Na rozdiel od konvencénych schém, pri striedavo usporiadanych schémach nedocha-
dza k problematickému zvicSovaniu disperzie s rasticim Poissonovym pomerom. Naj-
vicSiu disperziu mé schéma v smere sietovych ¢iar, najmensiu v diagondlnom smere.

V heterogénnom prostredi je priestorovi zavislost materidlovych parametrov po-
trebné zahrnif do konec¢no-diferencnej schémy. V hladko heterogénnom prostredi je
mozné ako siefové hodnoty volit priamo bodové hodnoty daného parametra. Ak by
sme chceli problém riesit bez takéhoto pribliZenia, bolo by nutné konstruovat schému
Specifickta pre kazdy problém. Zavedenim tzv. efektivnych materidlovych parametrov
mozno odvodit schému, ktora je forméalne rovnaka, ako pre homogénne prostredie, mo-
difikované materialové parametre st vsak urcované tak, aby ¢o najlepsie aproximovali
okrajové podmienky pokial sa jednd o body v blizkosti a na rozhraniach - tzv. hetero-

génna formuléacia pohybovej rovnice.

Obr. 3.3. Schematicky znazornené urcovanie efektivnych materidlovych parametrov z hodnét veli¢in v okoli

bodu aproximaécie.

Odvodenie a numerické testy heterogénnej formulacie aplikovanej pre schémy na
striedavo usporiadanych siefach je v praci Moczo et al. (2002). Heterogénna formulécia
je najskor odvodena pre jednoduchy model 1D spojeného kontaktu dvoch elastickych
polpriestorov s roznymi materidlovymi parametrami. Postup vedie na aritmetické prie-
merovanie hustoty a harmonické priemerovanie modulu pruznosti. Na zaklade tychto
poznatkov sa potom analyzuje 3D problém. Pre rovinny spojeny kontakt dvoch polp-
riestorov by si pristup pomocou efektivnych materidlovych parametrov vyzadoval po-
znat veliiny v sieti aj v tych siefovych bodoch, pre ktoré ich nemame definované.

Preto autori odvodili pristup, ktory za dalSich zjednodusujicich predpokladov umoz-
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nuje efektivne materidlové parametre urcéovat tak, aby heterogénnu formulaciu bolo
mozné aproximovat na striedavo usporiadanej sieti. Podobne ako v 1D pripade st efek-
tivne materidlové parametre urc¢ené pomocou aritmetickych a harmonickych priemerov
v oblastiach centrovanych v mieste pozicie parametra v sieti (obr. 3.3).

Numerické testy ukazuji, ze schéma presnejsie modeluje prostredie s rozhranim v
Tubovolnej polohe voéi sietovym rovindm v porovnani zo vSetkymi pouzivanymi pri-

stupmi.
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4 1D optimalne presné konec¢no-diferencné schémy

Pri vypoctoch na pocitacoch sa vypoctové naroky charakterizuji poziadavkami na
opera¢nu pamif a mnozstvom potrebnych aritmetickych operacii (to urcuje vypoctovy
¢as). Pri optimalizacii vypoctov je cielom, aby sme vysledky s potrebnou presnostou
dostali s ¢o najmensimi vypoctovymi narokmi. Je dolezité zarucit, Ze odchylka zis-
kaného od presného riesenia nepresiahne ur¢iti hranicu (posudzovanie miery zhody
medzi presnym a pribliznym rieSenim rozoberieme neskor). Optimélnymi metédami
budeme nazyvat metddy, ktoré umoznuju ziskat vysledok s pozadovanou presnostou s
minimalnymi vypoc¢tovymi narokmi.

Z tvah v predchadzajucich kapitoléch je zrejmé, Ze je mozné zostavit velké mnozstvo
konec¢no-diferenénych schém, ktorymi ziskame priblizné rieSenie systému (2.1) alebo
(2.2) a (2.3). Prirodzene sa mdzeme zaujimat o to, akym spdsobom mozno identifikovat
a konstruovat optimélne schémy.

Ukazuje sa, ze existuju také konec¢no-diferencné schémy, ktoré pouzivaju relativne
maly pocet ¢asopriestorovych bodov v okoli bodu aproximécie a sticasne maju vyrazne
vy$§iu presnost. Oproti Standardnym konec¢no-diferenénym schémam maja teda vyssie
vypoCtové naroky, tie st ale kompenzované vysokou presnostou, ktord zarucuje efek-
tivnost schémy. Kolektiv okolo Roberta J. Gellera, ktori st1 autormi tohoto pristupu ich
nazyva optiméalne presné konecno-diferen¢né schémy. Presny vyznam tohoto terminu
budeme komentovat v kapitole 4.5.

Vseobecné kritérium, na zaklade ktorého budeme optimalne presné operatory kon-
Struovaf, je odvodené v praci Geller a Takeuchi (1995). Autori v nej na zaklade ziska-
ného kritéria optimalizuji operatory pre metédu DSM (Direct Solution Method, Geller
a Ohminato, 1994), ktora riesi slabti formu problému vo frekvenc¢nej oblasti.

Pre pouzitie v metéde konecénych diferencii (ale aj inych metédach) v ¢asovej oblasti
je kritérium mozné sformulovat takto: chyba numerického operatora pri aplikovani na
vlastné médy (ortogonalny systém rieSeni pohybovej rovnice bez silového ¢lena) musi
byt minimélna. V seizmol6gii mozno v ¢ase konstantnii objemovi silu (gravitacia)
uvazovat ako poc¢iato¢nti podmienku — zahrnat ju do statického riesenia a riesit rovnicu

bez silového clena. Z tedrie riesenia parcidlnych diferencidlnych rovnic je zname, ze
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rieSenie homogénnej rovnice je linedrnou kombinaciou vlastnych moédov. Ak riesenie
je linedrnou kombinaciou vlastnych médov a minimalizujeme chybu pre kazdy mad,
priamo vidime, Ze aj vSeobecné rieSenie bude mat minimélnu chybu. Geller a Takeuchi
(1995) ukazali, ze kritérium je rovnaké aj v pripade nenulovej objemovej sily. V nasom
pripade je vlnenie generované plosnymi silami a pohybom hranice kontinua, teda aj
vlnovy pohyb je zrejme superpoziciou pohybov prislichajicich jednotlivym vlastnym
modom.

Praca Geller a Takeuchi (1998) aplikuje odvodené kritérium v metéde konecnych
diferencii v casovej oblasti a tiez uvadza prediktor-korektor algoritmus na priblizné
rieSenie ziskanej implicitnej schémy. Aby sme dobre ilustrovali zdkladné pristupy pri
konstruovani optimalne presnych schém a sposobu ich riesenia prediktor-korektor al-
goritmom, budeme sledovat zakladnt myslienku z ¢lanku Geller a Takeuchi (1998) a

zameriame sa najskor na jednorozmerny pripad.

4.1 Odvodenie optimalne presnej konec¢no-diferen¢nej schémy

Vychédzat budeme z konvencénej aproximécie 1D pohybovej rovnice:
1
FDE = p A% [u(t + At, z) — 2u(t, ) + u(t — At, x)]

_ c% ult, z + h) — 2ult, @) + ult, z — h)] = 0. (4.1)

Struktira rozvoja do Taylorovho radu podla ¢asového aj priestorového kroku je

TEnn {FDE} = pii 4+ A2 {pii},, + O(At*) — )
4.2
— C e — 550 {Cuyps},,, + O(h*).

Struktiira rozvoja operatora nas privadza na myslienku skonstruovat takd aproximéaciu

— OAFDE, ktorej rozvoj by bol
TE, At {OAFDE} = pi + A2 {pii — Cuyt,, + O(AtY) —

~ Cttge + 502 {pit — Cuug},, + O+  (43)
+ O(h*At?).
Takato struktira je ziadtca, pretoze pre normalne médy cleny v zlozenych zatvorkach
(a teda aj ich parcidlne derivacie) st identicky nulové.

Rozdiel medzi Struktirou rovnice (4.2) a rovnice (4.3) je
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L{u} = 1—12At2 {—Cupat,, + %hQ {pi},,. = % {ph? — C A} Uy (4.4)

Konvencéné operatory v aproximdcii (4.1) mozeme teda opravif operatorom, ktory je
aproximaciou u,.,;; do Stvrtého radu v priestore aj case. Ukazuje sa, ze takato apro-
ximéciu je mozné néjst.

Na kon$trukciu prislusného operatora potrebujeme pouzit pozicie posunuté v case
a priestore. Mozno overit, ze vhodné pozicie st pozicie v ¢ase a priestore bezprostredne

susediace s bodom aproximaécie. Hladany operator bude teda pouzivat nasledujtce po-

sunutia:
m+1 m—+1 m+1
Uy Uy Uryq
m __ m m m
u; = | upy U Ui | - (4.5)
m—1 m—1 m—1
Uy Uy Urq

K nim prislichaji koeficienty aproximécie L7:
lm—l—l lm+1 lm—l—l
-1 I+1

L= (o o iy

(4.6)

m—1 m—1 m—1
lI 1 lI l1+1

a aproximaciu je opaf mozné zapisat vo forme konvolicie L} u}*, ktord je prostym

stctom sucinov koeficientu a posunutia na rovnakych miestach v maticiach.
Potrebujeme urc¢it 9 neznamych koeficientov, teda moézeme predpisat hodnoty 9

koeficientov v Taylorovom rozvoji. Pretoze symbolicky Taylorov rozvoj je v dvoch pre-

mennych, jeho koeficienty mozno zapisat vo forme matice

boo bo1 boz2 boz bos 0007?77
bio b11 b1z b1z big 000?27
bao boy bay bog boy | — 15 {ph* =C AP 001 77, (4.7)
bso D31 b3z b33 by ?2.?7 7 77
bao bs1 baz g3 bag 2?7 7 77

pricom b;; je koeficient pri derivacii 0;@7u. V rovnici (4.7) vpravo je naznacené, Ze
[ ’ . . . 7

pouzijeme 9 rovnic pre koeficienty tvoriace maticu rozmeru 3 x 3 v lavom hornom

rohu — 7 = 0,1,2; j = 0,1, 2. Ostatné koeficienty st zatial nezname, rieSenim ich

hodnoty dostaneme (st linedrne zavislé od koeficientov s predpisanymi hodnotami).

Dostaneme nasledujtcu struktaru:
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boo bo1 boz2 boz bos 00 0 00O
bio b11 biz b1z big 00 0 00O
bao b21 bz baz by - % {ph? — C A} 001 0 }f—; (4.8)
bso b31 b3z b3z bas 000 0O
bso bar baz baz bas 0 0 Al—f 00
Samotny operator ma tvar
1 -2 1
L = m {pp? —Ccar} | 2 4 -2 |. (4.9)
1 -2 1
Tento mozeme rozdelit na dve casti:
1 -2 1 1 -2 1
Ly = 122152 -2 4 -2 | - 1;2 -2 4 -2 | = (4.10)
1 -2 1 1 -2 1
= 0AT — /KT

Pokial si zobrazime konven¢né operatory v 1D pripade v maticovom tvare, mame

0 1 0
m P
convA7' = —=5 [ 0 -2 0 (4.11)
0 1 0
a
0 0 O
m C
convKY) = 2 1 -2 11. (4.12)
0 0 O

Modifikované operatory preto mozno definovat ako

1 10 1
m m m p
1 10 1
a
1 -2 1
m m m C
K7 = convK/} + 0K} = 272 10 —-20 10 | - (4.14)
1 -2 1
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Lahko mozno overit, Ze aproximécia
S = (AT — K7')**ul’ (4.15)

s operatormi A7 a K7* definovanymi rovnicami (4.13) and (4.14) ma Strukttaru Taylo-
rovho rozvoja definovant rovnicou (4.3). Preto v pripade vlastnych médov sa S stane
aproximéciou $tvrtého radu a tato aproximacia spliia kritérium pre optimalne presné
operatory. V tomto zmysle ju mozno nazvat optimalne presnou konecno-diferen¢nou
aproximaciou.

Funkéné hodnoty posunutia u}* (4.5) mdzeme v rovnici (4.15) nahradif zodpoveda-
jacimi diskrétnymi hodnotami U;" a dostaneme optimalne presnti konec¢no-diferencni

schému. Kvoli nazornosti ju uvedieme v plnom tvare:

p m m m—
m[ uptt —20p, 4+ U
+ 10Ut - 20 + UMY
+ Uttt —20pm, + U]
o (4.16)

o [ Urtt — g umtt 4 gt
+10(Up, - 208 + UR,)
+ st =20t + Ut ] = 0.
Takeuchi a Geller (2000) si v8imli zaujimava Struktiru ziskanych operatorov vo

vztahu ku konvenénym operatorom. Posunutie u(t, z) mozno formalne vyjadrif s pres-

nostou do druhého radu:

ult, z) = % ult, © + h) + 10 ult, ) + u(t, z — h)

— ]11—; Uy (t, T) + O(RY). (4.17)

Prvy riadok rovnice (4.17) mozno nazvat operatorom identity. Operator je skonstru-

ovany tak, aby koeficient pri najniZSom ¢lene chyby operatora bol h?/12 — rovnaky ako

v pripade druhej derivacie. Ak sa pozrieme na Struktiru optimalne presnych operato-

rov, je ju mozné pre A" chapaf ako aplikovanie druhej derivacie v ¢asovom smere a
operatora identity v priestorovom smere.

Pristup zalozeny na aplikovani jednorozmernych operatorov v jednotlivych smeroch

je dolezity, pretoze Takeuchi a Geller (2000) ho pouzivaji na odvodenie 2D a 3D schém,

ktorym sa budeme zaoberat v kapitole 5.1.
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4.2 Sietova disperzia optimalne presnej schémy

V homogénnom prostredi je vhodné analyzovat sietovi disperziu porovnanim presnej

a numerickej fazovej rychlosti Sirenia vlastnych médov. Do pohybovej rovnice

pli = Cu,yy (4.18)
dosadime vlasny méd u = Ae'@5%)  vyyjadrenim frekvencie dostaneme disperzny
vztah:

w = +\C/pk = ck.

Podobne sa postupuje aj v pripade konecno-diferencénych schém. Analyzovat budeme
schémy, ktoré boli testované v praci Kristek a Moczo (2006), pouzijeme autormi za-
vedené skratené nazvy (optimélne presnt schému budeme oznacovat Doptm20A, Do-
ptm2PC bude oznacovat prediktor-korektor schému pre Doptm2OA, pozri kapitolu
4.3). Do jednotlivych schém dosadime hodnoty funkcie u = Ae'“t=~k21) v bodoch

siete. Takto mozno ziskat nasledujice disperzné vztahy (v ramiku je podmienka stabi-

lity):

Konven¢néa schéma druhého radu v Case aj priestore (Dconv2)

w = 2 arcsin{% sin £} b <1
= ck + ek (AAR? — h?) + O(AtY) + O(h*) + O(A2h?) (4.19)

Striedavo usporiadana schéma 2. radu v ¢ase a 4. radu v priestore (DSstag4)

w = 2 arcsin{<(Z sin £b — L sin 2&0)} jedl < 8
= ck + ok (AA? ) + O(AtY) + O(h*) + O(At*h?) (4.20)

Optimalne presnéd schéma druhého radu v ¢ase aj priestore (Doptm20OA)

2 : 362;1# sin” kTh cAt
w = Z; arcsin \/3+(62}?2t2_1) 2 R o <1
= ck + O(AtY) + O(h*) + O(A#*h?) (4.21)

Pre Dconv2 najnizsi chybovy ¢len je ic k3(c2At*> — h?), tento je nulovy pri volbe ma-

ximalneho mozného ¢asového kroku At = h/c. DSstag4 tito vlastnost nemé, najnizsi
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chybovy ¢len je vSak nezavisly od velkosti priestorového kroku. Kym pri konvencne;
schéme chyba spdsobuje mensiu numericka rychlost, ako je skuto¢nd, pre striedavo

usporiadané schémy naopak va¢siu. Doptm20A ma najnizsi chybovy ¢len az v 4. rade.
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Obr. 4.1. Rozdiel medzi presnou a numerickou rychlostou Sirenia schém ako funkcia N (poctu krokov na
minimélnu vinovi dizku) a p (stabilitného pomeru). Pre optimélne presnd schému sme vykreslili aj graf s

desatnasobne zvicsenymi hodnotami.

Aby sme mohli priamo porovnat nase vysledky s numerickymi testami v praci Kris-
tek a Moczo (2006), vykreslime velkost lokélnej chyby rovnako, ako autori zobrazili
¢asovofrekvencéné rozdiely (misfity). Hodnoty, ktoré zvolili pri testoch st: rychlost Sire-
nia ¢ = 3464 m/s, minimélna vlnova dlzka A\, = 4618.66 m, dominantna vinova
dlzka Aoy = 6928 m. VInové éislo, ktoré budeme uvazovat, bude k = 27/Agom
9.07 x 107* m~! (v praci bol samozrejme pouZity signal s tizkym spektrom okolo
dominantnej frekvencie). Na obr. 4.1 st grafy chyby numerickej rychlosti ako funkcie
N = A\uin/h ap = cAt/h. Zhodu medzi vysledkami ziskanymi analjzou a numeric-

kymi vysledkami budeme komentovat v kapitole 4.5.
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4.3 Prediktor-korektor schéma na riesenie optimalne

presnych schém

Optimélne presnd schéma je implicitnd. Geller a Takeuchi (1998) pouzivaju predik-
tor-korektor schému zalozenti na Bornovej aproximécii do prvého radu aby sa vyhli
simultannemu rieSeniu velkého systému rovnic v kazdej ¢asovej hladine.

Uvazujme rovnicu
(convAT' — convK7T') x* convU7]" = 0. (4.22)

Vdaka tvaru operatora convA7 a convK}" mozno rovnicu vyriesit vzhladom na

coan}"+1. To nie je mozné pre implicitni optimalne presnti schému

(AT — K7') xx UJ" = 0. (4.23)
Pouzitim Bornovej aproximécie do prvého radu,

(A° — K% 0U = — (64 — 0K) U°,
v nasom pripade dostaneme

(convA7T" — convK7') xx U = — (0AT — dK7') ** convUT". (4.24)

VyrieSenim rovnice vzhladom na U7 moézeme odhadnif rozdiel medzi optiméalne pres-
nym a konven¢nym rieSenim. Pretoze v predchédzajicich ¢asovych hladindch m — 1 a
m budeme posunutia korigovat, chyby riesenia (prvky matice §U7") pre ne povazujeme
za nulové:
UMt suptt suptt
ouy = 0 0 0 . (4.25)
0 0 0

Vzhladom na $truktiru matic konvenénych operatorov (4.11) a (4.12) Tava strana rov-
nice (4.24) sa redukuje na 25 6U;"*!, teda je z nej mozné priamo vypoéitat U

_ar

SUPtt = (0AT — 0K7") **% convUT7". (4.26)

Algoritmus prediktor-korektor na rieSenie optimalne presnej schémy (4.23) je preto

nasledovny:
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1. vo vietkych priestorovych pozicidch najdeme riesenie konvenénej schémy convU;" ™|
v kazdej priestorovej pozicii vypocitame pravi stranu rovnice (4.24),

vypoéitame U™ predelenim pravej strany rovnice (4.24) koeficientom *-3,
korigujeme hodnoty posunutia U"*' = conoU"tt + SU,

do convU}"™! priradime korigovant hodnotu posunutia U;"™: conoU;*™:= U,

AR AT el I

pokracujeme dalsim ¢asovym krokom.

V jednej ¢asovej hladine sa teda najskor pocita konvencné rieSenie nésledne pomo-
cou neho urc¢ime korekciu a vykoname ju.

Prediktor-korektor schému (Doptm2PC) je mozné zapisat ako konvenént schému
na vypocet posunutia:

At?
UPtt = ol — == (GA — 0KT) +x convUY (4.27)

Na obrazku 4.2 st pre porovnanie znézornené ¢asopriestorové pozicie (Sedé gulky),
z ktorych pocitame posunutie v novej ¢asovej hladine (Gierna gulka) pre konvenénu,

optiméalne presnu a prediktor-korektor schému.

9 r+At
konven¢na schéma t
t—At
9 r+At
optimalne presnd schéma t
t—At
e t+At
prediktor-korektor schéma ¢
t—At
~ =
o= = N
| | + +

Obr. 4.2. Casopriestorové pozicie pouzivané na aproximécie v schémach

4.4 Presnost prediktor-korektor schémy

Budeme analyzovat prediktor-korektor schému pomocou Taylorovho rozvoja. Mame ju

zapisana v tvare
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Uptt = conoUp ™ + sU! (4.28)

a pretoze explicitné kone¢no-diferenc¢né schémy mozno zapisat rovnako (pri¢om postup
prepisu prediktor-korektor schémy na tvar aproximujtci pohybovt rovnicu je kompli-

kovany), zapiSeme a budeme ich analyzovat v tomto tvare:

Konven¢na schémas

convU" = 2 convU}" — convU"
t2
+t s (convU7"; — 2 convU;"* + convUjL ;) (4.29)
p

Optiméalne presna schéma:

1
10h2 + 22 At?

uptt = [ W (- Uptt - Uy
+ 22U, + 20U + 2U7,
- Uyt = 1007 - U7
+AE (Ut + upt? (4.30)
+ 10U, — 20U + 10U},
+ U 20 + U]
m+1

prifom viak U;™t' a U"}' iba formélne uvazujeme ako zname velifiny, pretoZe ich

dostaneme az rieSenim systému rovnic.

Prediktor-korektor schéma

At?
Uptt = conoUp™ — = (6AT — 6K7}') ** convU7’ (4.31)
p
(za convU" 4, convU™ | convUT™ je potrebné dosadif konvenéné konecno-diferenc-

né aproximaécie)
Schémy analyzujeme rozvojom do Taylorovho radu pricom dostaneme:
Konvencna schéma
u + EA#? + EMO AP
+ <%CQU(2’2) — 1—72u(4’0)) Att + %u(o"*)cZAchQ + 0(A°%) (4.32)
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Optiméalne presna schéma

6 6 7 3

u— —Eh? — —EWOAp?2 - RO ALR2 = pB.0) Ap3p2
c? c? 2c2 2c2
30 30 35
Ent — —popt 4 = p@op4 4.33
+ AAL? AAL 2c ( )
1 1
— —EOIpt 4 O Arpt 4 O(AS
2c2 + 2¢2 +0(4%)
Prediktor-korektor schéma
u + EAt? + EGO AL
c? (0,2) Agd c? (1,2) A45
— —EYYAL — BV AL 4.34
12 + 12 ( )
7 1
— EE@O)A# + ZE(?”O)Ats + 0(AY),

kde £ = 2u®? — w9 a O(A%) = O(At%) + O(R2AtY) + O(R*A?) + O(hS).
Pretoze pre presné riesenie E a vSetky jeho priestorové a ¢asové derivacie sii nulové,

mozno konstatovat:

e konvenc¢na schéma lokalne aproximuje posunutie do 4. radu presnosti
e optimalne presna schéma lokalne aproximuje posunutie do 6. rddu presnosti

e preditkor-korektor schéma lokalne aproximuje posunutie do 6. rddu presnosti

Posledné zistenie je velmi dolezité, pretoze na zéklade neho sa na prediktor-korektor
schému mozno pozerat nie ako na aproximéciu optimélne presnej schémy, ale taktiez
ako na optimalne presnt schému podla definicie Geller a Takeuchi (1995).

PodTa definicii neskorsich prac Gellera et al. optimélne presnd schéma by mala davat
najvyssiu presnost pre dany typ schémy. Ako je mozné vidiet z obrazka 4.2, prechodom
k prediktor-korektor schéme dostavame schému so zviac¢senym rozsahom v priestorovom
smere, takze sa jedna o iny typ schémy. Je to konvencna schéma a pretoze posunutie
aproximuje 6. radom presnosti, pohybova rovnicu by aproximovala do 4. radu pres-
nosti. Tato schéma ma zrejme vlastnosti blizke optimalnym schémam. Pre homogénne
prostredie by sme ju mohli ziskat priamo na zdklade poziadavky optimélnej presnosti z
¢lanku Geller a Takeuchi (1995). Pri konstruovani konvenénych schém pre heterogénne
prostredie vSak postup optimalne presna schéma — prediktor-korektor schéma zna-
mend navod, ako korektne odvodit heterogénnu schému vyssieho radu presnosti, preto

tento postup pouzijeme aj v pripade 3D schém.
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4.5 Porovnanie vysledkov ziskanych analyzou a numerickymi

testami

Zistenia z predchadzajtcej kapitoly su v stilade s numerickymi testami. V praci Kris-
tek a Moczo (2006) bola vykonand séria numerickych vypoctov s pouZitim schém
Dconv2, DSstag2 a Doptm2PC. Presnost rieseni bola vyhodnocované na zéklade vy-
poctu ¢asovo-frekvenénych misfitov (Kristekova et al., 2006) rieseni vo¢i analytickému
rieSeniu. Pre Sirenie vlnenia v homogénnom prostredi st vysledné misfity ako funkcie
dvoch premennych N = Ayrn/h a p = 7At vykreslené na obr. 4.3.

Vratime sa teraz k nasej analyze z kapitoly 4.2. Na zaklade identického tvaru gra-
fov na obr. 4.3 a na obr. 4.1 konstatujeme, Ze chyba riesenia je sposobena numerickou
disperziou fazovej rychlosti. Celkova chyba (ktort misfity kvantifikuji) vznikne ku-
muldciou lokalnych chyb v priebehu Sirenia siefou. Kumulécia je zrejme linedrna zo
vzdialenostou, preto sa zachova povodny tvar 2D grafov chyby. Jedine skutocnost, ze
pri simulacidch vlnenie nie je monofrekvenéné moze sposobovat rozdiely, pretoZe chyby
pre jednotlivé vinové dlzky interaguju.

Grafy misfitov budeme teda interpretovat na zéklade rovnic (4.19) — (4.21):

e Dconv2 mé pre p = 1 misfity nulové (kompenzovanie ¢lenov 2. a vyssich radov)

e DSstagd ma pre p = 1 misfity nenulové (désledok nepritomnosti ¢lenu —ic k3h?)

e DSstagd ma minimalne misfity pre hodnotu

3k
(napr. pre N = 5 dostaneme p =~ 0.28 — pozri obr. 4.3 a obr. 4.1, pre N = 10
jep =~ 0.14)

1 N
D~ E\/«/1600 + BIAIRT — 40 = \/\/1600 + 81AL kY /N — 40

e Doptm2PC mé misfity vyrazne mensich hodnét vdaka nepritomnosti ¢lenov dru-

hého radu

Pre striedavo usporiadané siete je teda vhodné parametre vypoc¢tu nastavit tak, aby
sme sa pohybovali v okoli minima numerickej disperzie. Toto minimum je spésobené
zmenou znamienka chyby fazovej rychlosti (v grafoch misfitov aj chyby fazovej rych-
losti je vzdy zobrazend absolitna hodnota chyby). Signédl vSak nemusi mat také tzke
spektrum, aby vyraznejSie minimum vzniklo, v takom pripade je vypocet disperziou

viac postihnuty.
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propagation distance: 20 »__
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Obr. 4.3. Sietova disperzia pri §ireni v homogénnom prostredi do vzdialenosti 20 dominantnych vlnovych dizok
pre konvenéna schému (Dconv2), striedavo usporiadant schému (DSStag4) a prediktor-korektor algoritmus
pre optimalne presnt schému (Doptm2 = Doptm2PC). Zobrazeny je amplitidovy a fazovy misfit v zdvislosti

od vzorkovania (N ) a pomeru stability p. Prevzaté z prace Kristek a Moczo (2006).

Je dolezité zdoraznit, Ze vypocty neboli vykonané pouzitim samotnej Doptm20A,
ale prediktor-korektor schémy Doptm2PC, ktord méa vsak, ako sme to ukazali v pred-
chédzajuicej kapitole, velmi podobné vlastnosti ako Doptm20A.

Na zéklade zhody grafu chyby fazovej rychlosti, fazového a amplitiidového misfitu
mozno konStatovat, ze numerickd disperzia sa priblizne rovnako prejavuje na chybe
obéalky aj fazy. Prace Geller a Takeuchi (1998) a Takeuchi a Geller (2000) analyzuji

podmienku stability pre optimalne presné schémy. Tato analyza dava v 1D rovnaku

podmienku,
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C

At

IN

, (4.35)

aka bola odvodena aj pre konvencéné schémy. Je zrejmé, ze pre praktické ucely je dole-
Zitejsie analyzovat podmienku stability prediktor-korektor schémy, ktora sa pri vypoc-
toch pouziva. Tato analyzu mozno najst v ¢lanku Takeuchi a Geller (2003). Podmienka
stability v tomto pripade zostava nezmenené. Zrejme je to vdaka tomu, Ze konvencéné
aj optimalne presné operatory maju totozni podmienku stability, ktora sa opravou

konvenc¢nej schémy optiméalne presnym korektorom nezmeni.

4.6 Heterogénne optimalne presné schémy

Geller a Takeuchi (1998) konstruuja v 1D pripade schému v heterogénnom prostredi pre
diskontinuity koincidujtce so siefovymi bodmi. Pristup nazyvany ”overlapping” (pre-
kryvanie) je analégiou asemblovania lokalnych matic v metéde kone¢nych elementov.
Operatory pri volnom povrchu mozno ziskat na zaklade podmienky, podla ktorej po

asemblovani dvoch homogénnych prostredi musime dostat operator v neohrani¢enom

prostredi:
1 10 1
. —— 2 —20 —2 =
I 1242 | ¢
1 10 1
1 50 0 5 1
_ P _P _10 —
= Az | 27100 | + 542|010 -2
1 50 0 5 1
a
1 -2 1
C
K" = oz | 1020 10 | =
1 -2 1
1 -1 0 0 -1 1
_ ¢ 10 =10 0 | + 0 —10 10
- 12h2 N 1252 -
1 -1 0 0 -1 1

”Overlapping” v heterogénnom prostredi pre kontakt dvoch homogénnych buniek dava

(Geller a Takeuchi, 1998):
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1 10 1
PI

AT = _9 _ _
= pag | 202
1 10 1

X (Cr1+Cr)  —(Cry +2Cr — Crya) (Cr + Cri1)
K}n = 1912 10(0[_1 + C]) —10(01_1 + 2CT — C]+1) 10(0} + C[_H)
(Cr1 + Cr) —(Crqy +2Cr — Crya) (Cr + Cri1)

Ako ukazuju numerické testy, tento pristup v pripade rozhrani koincidujucich so
siefovymi bodmi v hladko heterogénnom prostredi déava uspokojujico presné vysledky.
Praca Kristek a Moczo (2006) preukazuje moznost aplikovat pristup vedutci na
aritmetické a harmonické priemerovanie pre 1D optimalne presné schémy. Tento pristup
rozSiruje oblast pouzitia schém aj na rozhrania nekoincidujice so sietovymi bodmi.

Operatory v tomto pristupe st

1 10 1
ot
AT = _9 _90 —
I AR 2 =20 -2 )
1 10 1
1 -2 1 C;I—uz 0 0
m 1
Ki' = fopz | 10-20 10 |- 0 5(ClLipp + Clup) 0 :
1 -2 1 0 0 (]ﬁrl/2
kde
2I+1/2

ot =3 / o(z) d, (4.36)

2141 -1

1 1
Cllypg = - / o0 dz| . (4.37)

2

Porovnania s konven¢nymi a striedavo usporiadanymi schémami ukazuji, ze chyba
(siefova disperzia) rieSenia je pouzitim metédy prediktor-korektor pre optiméalne presni
schému vyrazne redukovana ako v homogénnom prostredi, tak aj v pripade rozhrania
alebo gradientového prostredia. Na obr. 4.4 z prace Kristek a Moczo (2006) je mozné

. Ve an v v /7 . /7 ’ ’ ./ /. ’
si vSimnut, ze konvencna a optiméalne presna schéma maji rovnaka chybu na rozhrani,
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numerickou disperziou sa vSak pre Dconv2 chyba zvicsuje, kym pre Doptm2PC zostava

mala.

velocity contrast: ¢ /c,=10

Envelope Misfit Phase Misfit

Dconv2 vs Analytical

Obr. 4.4. Presnost modelovania rozhrania s rychlostnym kontrastom 10 pre konvenénti schému (Dconv2),
striedavo usporiadant schému (DSStag4) a prediktor-korektor algoritmus pre optiméalne presnt schému (Do-

ptm2 = Doptm2PC). Zobrazeny je amplitidovy a fazovy rozdiel v zavislosti od vzorkovania ( N ) a vzdialenosti
od rozhrania A. Prevzaté z prace Kristek a Moczo (2006).

Mizutani (2002) prezentuje vysledky vypocitané pomocou 2D konec¢no-diferencne;j
schémy skonstruovanej na zaklade nim odvodeného kritéria pre optimalne presné ope-
ratory v heterogénnom prostredi ak diskontinuita nekoinciduje so siefovym bodom.
Odvodenia su spravené vo frekvencnej oblasti, autor pouziva zapis typicky pre metédu

konecnych elementov. DetailnejSie sa venuje iba odvodeniu v 1D pripade, podla nasho
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nazoru vsak nie je dostatocne vysvetlené, ako sa konstruuje samotna schéma a pretoze
v préci nie je uvedené, neboli sme schopni jeho postup zreprodukovat a verifikovat.
Naprie tomu, tato problematika bude riesena v najblizSom obdobi, pretoze schop-
nost presne modelovat rozhrania nekoincidujtce so siefovymi rovinami je zakladnym
predpokladom, aby bolo mozné volit relativne velky casovy a priestorovy krok, ktory

zarucuje efektivnost optimalne presnej schémy.
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5 3D optimalne presné schémy

Praktické aplikacie pri modelovani realistickych situécii si vyzaduju riesenie problému
v troch rozmeroch.

Optimalne presné operatory a schému na nich zalozent rozobera v 2D pripade
praca Takeuchi a Geller (2000). Po jej detailnom prestudovani sme presvedceni, Ze
autori pouzivaji na odvodenie operatorov pristup pomocou konvoldcie matic. Tento
pristup vysvetlime v nasledujtcej kapitole. Vznikaji nim operétory s relativne velkym
mnozstvom nenulovych prvkov. Tento pocet je mozné vyrazne redukovat pouZzitim

analyzy pomocou Taylorovho rozvoja, tej sa venujeme nasledne.

5.1 Konstrukcia optimalne presnej schémy pomocou

konvoltcie

Po odvodeni 1D optiméalne presnych operatorov sme poukazali na ich zaujimavt struk-

taru. Ukazuje sa, ze ich matice je mozné ziskat operaciou konvoltcie matic:

1 10 1 1 10 1 1 1 1
an L 1
~ — _ _ _ = — % 3k _ _ J—
I 19 2 20 -2 19 1 10 1 2 =2 =2
1 10 1 1 10 1 1 1 1

V ¢asovom smere (vertikalny), v ktorom derivujeme, pouzijeme tvar jednorozmerného
operatora pre druhu derivaciu. V priestorovom smere pouzijeme operator identity —
autori tuto procediru nazyvaju “smear out” (rozmazanie) — kazdé jedno posunutie v
casovej derivacii rozdelime s vahami ur¢enymi operatorom identity do troch priestoro-
vych pozicii.

Tento pristup mozeme odovodnif presnym odvodenim. Aplikovanim Standardne;
konvencnej konecno-diferencnej druhej casovej derivacie ziskame rozvoj

2

h
U,tt<t, 513') + E u,tttt(t, .Z') -+ O(At4) (51)

Nésledne pouzitim konec¢no-diferenéného operatora identity (4.17), ktory ma rozvoj

2

E uaxw(t7 93) + O(h4) (52)

u(t, ) +
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v priestorovom smere pre kazdé jedno posunutie v casovej derivacii dostaneme

At?
u7tt(t7 iU) + E u;tttt(ta l’) +
h2
+ 155 Upzare(t, ) + O(hY) + O(APR?) + O(AtY). (5.3)

Spolu s rovnako odvodenou struktirou optimélne presnej priestorovej derivacie

2

umm<t7 l’) + E u;zmxw(ta (L’) +
t2

po vynasobeni ¢asovej derivacie hustotou a priestorovej modulom pruznosti dostavame
od¢itanim pozadovand Struktiru (rovnica 4.3).

V préci Takeuchi a Geller (2000) autori tento pristup pouzivaju pri konstrukeii 3D
optimélne presnych operatorov. V podstate ide o trojrozmernt analégiu popisaného
1D pristupu, v praci vsak nie je jasne popisany.

Tento pristup podla nisho nizoru umoziiuje sice jednoduchym spoésobom schémy
s pozadovanymi vlastnostami generovat, pretoze vSak samotné vytvorenie operatora
nedava podrobnt informéciu o Strukttare chyby, je vhodné vysledok overit rozvojom do
Taylorovho radu. Taktiez tento pristup nedava v 2D a 3D pripade operatory s najmen-
sim poc¢tom nenulovych prvkov. Tieto st vyhodné, pretoze redukuji pocet potrebnych
aritmetickych operacii. Preto v dalSej kapitole rozoberieme pristup pomocou rozvoja

do Taylorovho radu, ktory je univerzalnejsi.

5.2 Konstrukcia optimalne presnej schémy pomocou analyzy
chyby aproximacie

Postup rozvoja do Taylorovho radu pouzivany v tejto praci umoziiuje konstruovat

operatory s presne definovanou Struktirou chyby a je ho mozné Gspesne vyuzit pri

konstrukcii aproximécii v pripade 1D, 2D aj 3D problému.

Budeme aproximovat pohybovii rovnicu (2.1). Rovnice pre normélne médy — riese-

nia pohybovej rovnice v pripade nulovej hustoty objemovej sily — st

ply — (A + p)uji — pug,j; = 0, i,7 € {x,y, z}. (5.5)
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Vektor lavych stran tychto rovnic oznacime E;:

E, =

(007 — (X + 2)02 — pd — pd2lug — (X + )9y dpuy — (A + 1)9.0, u.,

E, =

—(\ + 1)0y0puy + [p0] — pd2 — (X + 2p)07 — pd2luy — (A + )00, u.,

E, =

—(A + 1)0.0uy — (X + p)8,0.uy + [p0} — pd2 — pd; — (A + 2u)]u..
Vychadzat budeme zo strukttry rozvoja do Taylorovho radu pri konvenénej aproximacii
pretoze, rovnako ako v 1D, chybové cleny vyskytujtce sa pri konvencnej aproximaécii nie
je mozné eliminovat bez zvic¢Senia rozsahu operatora. Naopak, doplnime ich tak, aby

sme dostali Struktiru, v ktorej sa buda vyskytovat rozne derivacie F;, i € x, vy, z.

Zoskupime ¢leny v E,, E, a E, podla zloziek posunutia, ktoré sa v nich vyskytuju:

E, = X2 Uy + X:Dyuy + szuzw (56)
E, = Y, u, + Yy u, + Y, u,, (5.7)
E, = Zu, + Zyuy, + Zy us, (5.8)

pricom dolny index ’2’ znamené a linedrnu kombinaciu nezmiesanych druhych derivacii,
dva dolné indexy priamo indikuja aplikované zmieSané derivécie. Pretoze I, , E, a F,
maju jednotni Struktiru, budeme hladaf najskoér optimélne presni aproximéaciu E,,
aproximacie pre E, a E, je potom mozné odvodit analogicky (jedna sa len o zamenu
indexov).

Cleny, ktoré dostdvame pri standardnej aproximécii st vyznacené na obr. 5.1 ra-
mikmi. Strukttru, ktora je v rdmiku ohranic¢enom ¢iarkovanou ¢iarou, je mozné ziskat
analogicky s 1D pripadom. Ukazuje sa, Ze koeficient 1/12 a 1/6 pri ¢lenoch vznika-
jucich aproximéciou nezmieSanej a zmiesanej derivacie s navzajom nekompatibilné
a bez zviifSenia rozsahu operéatora nie je mozné dosiahnuf Struktiru, ktora by vdaka
pritomnosti rovnic pre normalne moédy davala 4. rad presnosti pri aplikovani na nor-
malne mdédy. Pretoze po odvodeni optimalne presnych operatorov planujeme pouzit
prediktor-korektor schému, ktora — ako sme overili v 1D — zrejme zachovava rad, bu-

deme sa usilovaf 4. rdd aproximécie dosiahnut. Zrejme jedind moZnost ako to navrhuju
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aj Takeuchi a Geller (2000) je zvicsit rozsah operéatorov, pretoze zmieSané derivacie
sa vyskytuji len v dvoch ¢lenoch, budeme modifikovat ich aproximécie. Po modifiko-

vani zmiesanych derivacii vytvoria stlpce vyznacené na obr. 5.1 sipkami celkovii chybu

FDE, (aproximacie E,):

TrunError{ FDE,} = TaylorExpansion{ ' DE,} — E,
= 55 [APOF + B? (02 + 0} + 02)] B, +

+ O(A - h?); p+q > 4. (5.9)

Na ziskanie Struktary v ramiku ohrani¢enom c¢iarkovanou ¢iarou staci pozicie pouzité

na ziskanie aproximécie F'DE, doplnit analogicky, ako v 1D pripade:

[UI]TJVK(pa Q> 7”, S) =

p,q, s € {1,2 3}. (5.10)

Symetria Casopriestorovych pozicii aproximécie (t,,, x;, yj, zx) umozije dosiahnut
pozadovany rad aproximéacie s minimalnym poc¢tom pozicii. Kone¢no-diferenént apro-

ximaciu potom mozno zapisat v tvare

FDXQU@ = G??J,K(pa q,T, S) [uz]?,LJ,K(p7 q, T, S)' (511>

Tenzor GT'; ;- mé 81 koeficientov, ktoré je potrebné urcit metédou Taylorovho rozvoja.
Nenulové koeficienty, ktoré takto ziskame st na obr. 5.2. Iba 7 4+ 19 + 7 = 33 z
celkového poctu 81 koeficientov je nenulovych.

Pri hladani koeficientov F'D X, je potrebné k poziciam (5.10) pridat dalsie pozicie,
aby sme dosiahli pritomnost ¢lenov, ktoré st na obr. 5.1 pod ¢arkovanym obdlznikom.
Zrejme najvhodnejsie je pridat 4 pozicie usporiadané rovnako, ako je to pre konvencéni
aproximaciu zmieSanej derivacie avsak v dvojnasobnej vzdialenosti. Nenulovych 4 +
16 + 4 = 24 koeficientov ziskaného diskrétneho operatora HJ'; ; s znazornené na
obr. 5.3.

Koeficienty F'DX,., st rovnaké ako pre F'DX,,, ich hodnoty dostaneme tak, ze v

najdenom HTY';, zamenime J a K. Kompletnd optimalne presnéa schéma je uvedena
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Obr. 5.2. Struktara nenulovych koeficientov operatora Gk

t+ At t t— At

Obr. 5.3. Struktira nenulovych koeficientov operatora HY ) .

v symbolickom zépise v praci Moczo et al. (2007b). Schéma je ilustrované na obr. 5.4
a b.b.

3D optimélne presné schéma je uvedend aj v praci Takeuchi a Geller (2000), pri¢om
autori nekomentuji, akym sposobom ju ziskali, preto predpokladame, Ze bol pouzity
rovnaky postup ako pre 2D schémy — odvodenie pomocou konvolicie. Tto schému po-
rovname so schémou odvodenou v tejto praci. Mozeme konstatovat, Zze nami odvodena

3D optimalne presna schéma:

je odlisna v dosledku aplikovania iného postupu pri odvodeni,
e pouziva namiesto jednostrannych centrované aproximacie,
e méa znacne mensi pocet koeficientov v konec¢no-diferenénych aproximaciach,

e m4 vysSiu presnost,

mé rovnakd podmienku stability ako konvenéné schémy — rovnica (3.11), pozri

nasledujtcu kapitolu.

Takeuchi a Geller (2000) pouzivaju pri konstruovani pomocou konvoltcie jednostranné
aproximadcie derivacii ¢o mé za néasledok velky pocet nenulovych prvkov operatorov a
tiez nizsiu presnost. Pre 3D schému autori neuvadzaji podmienku stability, je prav-

depodobné, Ze podobne ako v pripade 2D operatorov je prisnejsia ako pre konvencnu
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schému. Rovnaka stabilitna podmienka nasej schémy a konvenc¢nej schémy znamena,

Ze zvacseny rozsah operatora nema za nasledok zmensenie oblasti stability.

m+1 m m-1
@ L 2) )
o o) ©)
1 s sﬁ— T 2 ’$ e (6 (T
12N O & d
@ (0

D P
1 rz;?“ rzf"
A (e &
1 CY—(2 C CYet(? C
12Ay?

_’

12Az?

Obr. 5.4. Vizualizicia nezmiesanych 3D optimalne presnych operatorov.

Schéma je implicitné, analogicky ako pre 1D pripad je mozné pouzif prediktor-
korektor schému na jej rieSenie. Analyzu prediktor-korektor schémy v 3D sme nevy-
konali ale ocakavame podobné vlastnosti ako ma prediktor-korektor schéma pre 1D

optimélne presnii schému.

5.3 Analyza stability 3D optimalne presnej schémy

Pre praktické pouzitie je vhodné ur¢it podmienku stability kone¢no-diferenénej schémy,
ktora $pecifikuje, aky maly ¢asovy krok vo vztahu na zvoleny priestorovy krok je nutné

zvolit, aby rieSenie bolo ohranic¢ené (inak je vysledok vypoctu pomocou danej schémy
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Obr. 5.5. Vizualizacia zmiesanych 3D optimalne presnych operatorov.

nepouzitelny). Jednou z najc¢astejsie pouzivanych metdd je von Neumannova stabilitna
analyza, ktora vyuziva rozklad chyby do harmonickych zloziek. Pre jednotlivé posunutia

predpokladdme tvar

[ui]?}l]{ — AiefiwmAt+ikth+ikyJh+iszh' (512)

Posunutia v takomto tvare dosadime do diskrétnej aproximécie rovnic (5.6) - (5.8):

FDXyu, + FDX,u, + FDX,.u. = 0, (5.13)
FDY,,u, + FDY; u, + FDY,. u, = 0, (5.14)
FDZ.yuy + FDZ.u, + FDZy u, = 0. (5.15)

Dostaneme homogénny systém pre amplitady A,, A, a A,. Aby existovalo netrividlne

rieSenie, musi determinant matice ststavy byt nulovy. Pre zna¢ni komplikovanost ne-
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uvadzame explicitny tvar determinantu, podmienka jeho nulovosti dava kubicka rov-
nicu pre hodnotu W = cos wAt v zavislosti od hodnét X = cos k;h, Y = cos kyh,

Z = cos k.h. Aby bola schéma stabilnd, musi platit
-1 < W <1 (5.16)

Predpokladame, ze podobne ako pre 1D a 2D pripad najprisnejsie podmienky by sme
dostali pri extrémnych hodnotach X, Y, Z (tieto nadobtdaji hodnoty z intervalu
(—1, 1)). VySetrovanim pripadov pre hodnoty X = +1,Y = 41, Z = =1, dosta-
neme podmienku

At?

th(M + A+ 2p) <1, (5.17)

ktora vedie na rovnak stabilitnii podmienku, aka bola odvodena pre konvenéné schémy:

h

N

At

IN

(5.18)
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6 Zavery

Vypoctovi efektivnost explicitnych schém je mozné dobre odhadnit na zaklade poctu
aritmetickych operacii potrebnych na vypocet hodnot vsetkych veli¢in nasledujtcej ca-
sovej hladiny z hodnét v predchadzajucich ¢asovych hladinach. Pre konven¢né schémy
druhého radu v case toto zahtna vypocet posunutia z poslednych dvoch ¢asovych hla-
din. Pri schémach striedavo usporiadanych v priestore je to vypocet napiti z posunuti
a nasledny vypocet posunuti z vypocitanych napiti a znAmych posunuti (v danej a
predchédzajicej ¢asovej hladine). Pri optimalne presnych schémach vypocet pozos-
téva z prediktorového kroku (je identicky s vypoctom v pripade konvenénych schém) a
korigovania prediktora. V 1D pripade znamenda pouzitie prediktor-korektor algoritmu
priblizne 2.5-nasobny pocet aritmetickych operacii samotného prediktora.

Geller et al. (2007) porovnéavaju 1D konvencéné, striedavo usporiadané a optimélne
presné schémy na simulovanie $irenia seizmickych vin a konstatuju, Ze striedavo uspo-
riadané schémy st z hladiska presnosti a vypoctovej naro¢nosti v podstate ekvivalentné
s konven¢nymi, optimélne presné schémy za cenu zdvojnasobenia vypoctovej narocnosti
déavaju asi 10-nasobne presnejsie vysledky. Z analyzy v 1D pripade teda nie je zrejmé,
preco su striedavo usporiadané schémy uprednostnované pri rieseni 2D a 3D problémov.
Doévod postupného prechodu od konvenénych k striedavo usporiadanym schémam boli
problémy s nestabilitami na rozhraniach a pri vysokjch hodnotach Poissonovho po-
meru v pripade konvenénych schém, ktoré v 1D pripade nemozno pozorovat. Striedavo
usporiadané schémy takéto sprévanie nevykazuju.

Pre optimélne presné schémy v dvojrozmernom pripade je vypoctova naro¢nost tiez
pribliZzne dvojnasobnd, presnost je podla prvych testov (Takeuchi a Geller, 2000) asi
50-krét vyssia. Takeuchi a Geller (2000) tiez odhaduji, ze pre 3D schému bude presnost
asi 100-nasobne vyssia.

Tieto odhady je potrebné verifikovat podrobnejsimi numerickymi testami po na-
programovani algoritmov realizujtcich jednotlivé schémy. Pokial by sa potvrdili od-
hady o presnosti schém zalozenych na optiméalne presnych operatoroch a preukézalo
sa, ze nevykazuju problémy so stabilitou na rozhraniach a pri vysokych hodnotach Po-

issonovho pomeru, mohli by schémy zaloZené na optimalne presnych operatoroch byt
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zrejme jednym z najefektivnejsich nastrojov v numerickom modelovani seizmického
pohybu.
Aby sa optimalne presné schémy mohli zaradit medzi Standardne pouZivané schémy

na simulovanie $irenia seizmickych vin, je potrebné

e skompletizovat analyzu Talorovych rozvojov dosial vyvinutych/publikovanych opti-
malne presnych operatorov v 3D pripade

e analyzovat stabilitu a siefova disperziu schém

e vytvorit program implementujtci prediktor-korektor algoritmus na rieSenie opti-
malne presnej schémy

e numericky testovat prediktor-korektor algoritmus

Analyza optimélne presnych operatorov v 3D bola uz relativne podrobne vykonana,
stale vSak existuje Sanca, Ze by odliSny pristup umoziioval este zredukovat vypoctové
naroky.

Stabilitna analyza bola vykonand v 1D aj 3D pripade, analyza sietovej disperzie
bola zatial vykonana len v 1D pripade. Délezitym prinosom by mohla byt teoreticka
analyza modelovania rozhrani.

Na implementaciu algoritmov pouzijeme programovaci jazyk Fortran 95. Vypoctovy
software na nasom pracovisku je v prevaznej miere vytvarany v tomto jazyku. Jeho
vyhody s1, Ze je multiplatformovy, obsahuje pokrocili optimalizaciu kédu a moznost
paralelnej implementacie programu.

V stcasnosti programujeme 3D konvencént schému, ktora je prediktorovym krokom
algoritmu. Po jeho otestovani do programu pridame korektorovi ¢ast, ktora bude v kaz-
dej ¢asovej hladine opravovat posunutia vypocitané prediktorom s vyuzitim optimalne
presnych operatorov.

Dobra zhoda medzi numerickymi a teoretickymi vysledkami v 1D pripade je povzbu-
dzujuca. Len samotné testovanie 3D schém moze vSak potvrdit vlastnosti odhadované
v teoretickej analyze a umoznuje overit mieru vypoctovej efektivnosti. Preto nasle-
dujtce tsilie bude stistredené na implementovanie odvodenej schémy do vypoctového

programu.
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