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7?7 stran

Predkladana dizertacna praca je venovana rieSeniu pohybovej rovnice kontinua meto-
dou kone¢nych elementov (MKE) s cielom vytvorit vypoétovy algoritmus, ktory bude
efektivnejsi ako znadme algoritmy z hladiska vypoc¢tového ¢asu a pamiiti.

V tivodnej Casti st vysvetlené dve formulacie MKE. Formulacia s maticou tuhosti a
formulécia s vektorom vratnej sily. Formuléacia s maticou tuhosti mé vysoké naroky na
opera¢ni pamit pocitaca ale nizke naroky na vypoctovy c¢as. Formulacia s vektorom
vratnej sily mé naopak nizke naroky na opera¢ni pamit pocitaca ale vysoké naroky
na vypoctovy cas.

V hlavnej casti predkladanej dizertacnej prace navrhujeme novy spdsob vypoctu vo
formulacii MKE s vektorom vratnej sily, ktory vyrazne redukuje naroky na vypoctovy
¢as pri zachovani narokov na operac¢nii pamit pocitaca. Hlavna myslienka urychlenia
vypoctu spociva v pouziti novych bazovych funkcii, ktoré umoziiuji vyuzit vo vypocte
e-invarianty. e-invariantmi sme nazvali nové efektivne parametre, ktoré eliminuji nad-

byto¢nu informéaciu vo vypocte vratnej sily a znizuju tak celkovy pocet operacii.

KIicové slova: metdda koneénych elementov, e-invarianty, ortogonalna

baza, vektor vratnej sily






Predhovor

Jednou zo zdsadnych tloh seizmoldgie je predpoved seizmického pohybu na zaujmovej
lokalite pocas buducich zemetraseni. Seizmicky pohyb povrchu Zeme je spésobeny seiz-
mickymi vlnami. Seizmické vlny st viny, ktoré sa Siria v zemskom telese. St generované
pri vzniku a Sireni trhliny na seizmoaktivnom zlome.

Vnitro Zeme mozno z hladiska §irenia seizmickych vin povazovat za viskoelastické
kontinuum. Charakteristické ¢asy pri vzniku a Sireni trhliny a nésledné periédy seiz-
mickych vin st relativne kratke. Dominantnym je preto elastické spravanie vnitra
Zeme. Nemozno viak zanedbaf atlm v dosledku viskoelasticity. Sirenie vin v elastic-
kom alebo viskoelastickom kontinuu sa riadi pohybovou rovnicou kontinua. Vzhladom
na to, ze povrch Zeme ma zlozitu topograficku struktiru a vnutro Zeme je nehomo-
génne, rieSsime pohybovl rovnicu kontinua pribliznymi metédami. V pripade seizmic-
kého pohybu povrchu Zeme sposobeného zemetraseniami sii najdoélezitejsie numerické
metody. Strucnu ale vystiznt charakteristiku numerického modelovania seizmického
pohybu mozno najst napriklad v praci Moczo a Kristek (2004).

Numerické metddy pouzivané v seizmoldgii mozno rozdelit do troch hlavnych skupin:

1. hrani¢né metddy,
2. doménové metddy,

3. hybridné metody.

Do prvej skupiny patria napr. metéda hraniénych elementov a metdéda diskrétnych
vlnovych ¢isiel. Do druhej skupiny patria napr. metéda koneénych elementov (MKE),
metdda spektralnych prvkov a metéda koneénych diferencii (MKD). Do tretej skupiny
patria rozne kombinacie individualnych metod.

Hrani¢né metddy st presnejsie ako doménové, ale prakticky ich mozeme pouzit v pri-
pade jednoduchych modelov, ktoré pozostavaji len z dvoch-troch homogénnych vrstiev.
V pripade dostatocne realistickych modelov, ktoré su strukturalne zlozité, pouzivame
doménové metddy, ako st MKD a MKE. V stcasnosti je dominantna metéda MKD,
ktorad je ¢asovo a pamitovo velmi efektivna a tiez aplikovatelnd na zlozité modely.

Podrobny vyklad mozno najst napr. v monografisch Moczo et al. (2004, 2007a, 2007b).



MKD ma problémy so splnenim okrajovych podmienok na povrchu Zeme, ktory ma
zloziti topografiu. MKE tieto problémy nemé. V tvode dizertacnej prace podrobne

vysvetlime dve formulacie rieSenia pohybovej rovnice kontinua pomocou MKE:

1. formuléciu s maticou tuhosti,

2. formuléaciu s vektorom vratnej sily.

Formulacia s maticou tuhosti si vyzaduje prili§ velkii poé¢itacovii pamiit a pre velké a
Strukturélne zlozité modely je nepouzitelna. V takomto pripade pouzivame formulaciu
s vektorom vratnej sily, ktord mé nizke naroky na pocitacovii paméif ale extrémne
7 ’ /. v /v a4 u . v . 7 . ’ .
vysoké naroky na vypoctovy c¢as. Hlavna cast dizertacnej prace pojednava o algoritme,

ktory redukuje naroky na vypoctovy ¢as v MKE formulacii s vektorom vratnej sily.
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Uvod - sticasny stav problematiky

1 Uvod - saasny stav problematiky

1.1 Numerické modelovanie seizmického pohybu

Seizmicky pohyb je vibra¢ny mechanicky pohyb povrchu Zeme pocas zemetrasenia
sposobeny seizmickymi vinami. Seizmické viny st generované pri sireni trhliny na zlome.

Kedze k vzniku a $ireniu trhliny dochddza v hibkach 1 az 10 km pod povrchom
Zeme a porusena ¢ast zlomu moze byt rddovo 10° az 10° km?, priamy riadeny fyzikalny
experiment nie je mozny. Priame merania seizmického pohybu st obmedzené na povrch
Zeme a takmer celd informdcia o $ireni trhliny a Sireni seizmick§ch vin je zakédovana
v zdznamoch seizmometrov. ZloZitost procesu Sirenia trhliny na zlome a vnitornej
Struktiry Zeme neumoziuje pouzif na vypocet seizmického pohybu analytické metddy.
Preto je nastrojom na vypocet seizmického pohybu numerické modelovanie zlomového
procesu a nasledného sirenia seizmickych vin.

Na kvantitativny popis procesu Sirenia trhliny na zlome, §irenia seizmickych vin v
Zemi a seizmického pohybu zemského povrchu pouzivame ako model linearne elastické,
pripadne viskoelastické kontinuum.

Numerické metddy rieSenia mozno rozdelit do troch hlavnych skupin:

1. hrani¢né metody,
2. doménové metddy,

3. hybridné metody.

Hrani¢né metédy (napr. metéda diskrétnych vinovych ¢isel, Bouchon, 1981) st
pomerne presné, avSak aplikovatelné len na velmi jednoduché modely.

Medzi doménové metédy patria: metéda koneénych elementov (napr. Serén et al.,
1989; Bielak et al., 2003; Yoshimura et al., 2003), metéda koneénych diferencii (napr.
Moczo et al. 2004, 2007a, 2007b), metéda spektralnych elementov (napr. Komatitsch
a Tromp, 1999; Chaljub et al., 2007) alebo ADER-DG metéda (napr. Kédser a Dumbser,
2006; Dumbser a Kiser, 2006; Késer et al., 2007; de la Puente et al., 2007; Dumbser
et al., 2007). Doménové metédy st menej presné ako hraniéné metédy, ale st apliko-

vatelné aj na zlozité realistické modely.
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Uvod - sticasny stav problematiky

Hybridné metody su také kombinacie dvoch alebo viacerych metéd, v ktorych sa eli-
minuju nevyhody a stcasne vyuziju vyhody jednotlivych metéd. Priklady hybridnych
metéd mozno najst napr. v nasledujucich pracach: Alexeev a Mikhailenko (1980), Em-
merich (1989), Gaffet a Bouchon (1989), Emmerich (1992), Bouchon a Coutant (1994),
Robertsson (1996), Zahradnik a Moczo (1996), Moczo et al. (1997).

1.2 Metdda konecnych elementov

Metéda koneénych elementov (MKE) je variatnd numerickd metéda na rieSenie par-
cidlnych diferencidlnych rovnic. Za jej historicky zaciatok sa povazuje praca Courant
(1943). MKE mozno blizsie charakterizovat ako Ritzovu alebo Galerkinovu metédu, v
ktorej rieSenie rovnice na danej oblasti je aproximované funkciami, ktoré st po castiach
polynomialne. Jednotlivé podoblasti, na ktorych st funkcie polynémy, sa nazyvaju ele-
menty.

Elementy mozu mat rozny tvar a velkost, ¢o umoziiuje efektivnejsie pokryt vypoc-
tovl oblast. Rozny tvar elementov umoziiuje pokryt oblast s komplikovanou geomet-
riou. Rozna velkost elementov umoziuje pouzif mensie elementy na pokrytie tej ¢asti
oblasti, kde je potrebnd vyssia presnost vypoc¢tu. Vyssiu presnost vypoctu vSak mozno
dosiahnut aj zvySenim radu polynému, ktory predstavuje aproximované rieSenie na
danom elemente. V niektorych pripadoch, ked vSetky elementy maji rovnaka velkost
a tvar, dostaneme pomocou MKE a MKD rovnaku vyslednu ststavu linearnych algeb-
raickych rovnic.

V seizmoldgii pouzivame MKE na vypocet Sirenia trhliny a seizmickjch vin. Na
vypocet §irenia seizmickych vin aplikovali MKE napr. Lysmer a Drake (1971, 1972),
Smith (1974, 1975), Day (1977), Serén et al. (1989), Toshinawa a Ohmachi (1992), Bao
(1998), Bao et al. (1998), Aagaard et al. (2001), Bielak et al. (2003), Yoshimura et al.
(2003), Ma a Liu (2006).

Na skimanie Sirenia trhliny na seizmickom zlome pouzili MKE napr. Andrews
(1999), Oglesby (1999), Oglesby et al. (1998, 2000).

V nasledujticom texte budeme podrobnejsie analyzovat pripad Sirenia seizmickych

vin v dokonale elastickom prostredi.
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Pohybova rovnica kontinua

1.3 Pohybova rovnica kontinua

Sirenie vin v elastickom prostredi sa riadi pohybovou rovnicou kontinua. Najskor sa
budeme zaoberat Sirenim pozdlZnej rovinnej vlny v smere osi z. Analyzujeme teda 1D
problém pohybovej rovnice

PUzstt = Trzrx + fz . (131)

Rovnica (1.3.1) vyjadruje fakt, ze v kazdom bode elastického kontinua st v rovnovéhe
tri sily posobiace na jednotkovy objem kontinua: hustota zotrvacnej sily, hustota vrat-
nej sily a hustota externej sily.

1. hustota zotrvacnej sily je pu,,.;, kde p je hustota, u, je posunutie v z-ovom
smere a u,,; je druhd derivacia posunutia podla ¢asu v bode x.

2. hustota vratnej sily r, = 7,.,, je derivicia tenzora napitia podla z—ovej strad-
nice a vyjadruje reakciu kontinua na deformaciu. Tenzor napétia 7., je sila posobiaca
kolmo na jednotkova plochu v smere osi z. Pre elastické kontinuum je napitie dané

Hookovym zakonom

Tow = (/\ + 2:“/) Uz e (132)

kde A a p st Laméove elastické parametre prostredia.
3. hustota externej sily f, je sila, ktora pochadza od vonkajsich zdrojov a mdze tiez
reprezentovat seizmicky zdroj.

Rovnicu (1.3.1) riesime v oblasti 2 = Q2 U I’ = (0, L) kde 2 = (0, L) reprezen-
tuje vnatro a I" hranicu oblasti z = 0 a + = L. Podmienky rieSenia rovnice (1.3.1)

mozu byt okrajové (Dirichletove, Neumannove) a pociatocné.

Dirichletove podmienky predpisuji hodnoty posunutia na hranici:

uz (0,t) = dy, ugy (L, t) = dp, . (1.3.3)
Neumannove podmienky predpisuji napétia na hranici:

Tex (0,1) = 7o, Tew (Lyt) = 7o . (1.3.4)

Vztahy vyjadruji rovnovahu napétia medzi vottrom a hranicou. V nasledujicom texte

budeme uvazovat Neumannove okrajové podmienky.
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Uvod - sticasny stav problematiky

Pocéiato¢né podmienky predpisuji posunutia

uzy(x,0) = wo(z); V(z) € 2, t =0 (1.3.5)
a rychlosti

uz(z,0),, = vo(z);  V(x) € 2, t =0 (1.3.6)
v oblasti {2 v ¢ase t = 0.

Rovnica (1.3.1) je splnena prave vtedy, ak mé nulovy rezidual R, tj. ak plati
Rx = PUgstt — Tzxrx — fx = 0. (137)

Aby to tak bolo, musi byt R, ortogonalny k celému priestoru funkcii s bédzou w; €

{w1, we, ws, ..., Ws }, v ktorom hladdme riesenie, teda musi platit

/L(wi R;) dz = 0, (1.3.8)

kde 1 € {1,2,3, ..., 00}. Po dosadeni (1.3.7) do (1.3.8) dostaneme integralnu silnii

formu pohybovej rovnice (1.3.1)

L
/ (Wi PUgstt — Wi Togye — Wi fr) dz = 0. (1.3.9)
0

Standardnou tpravou takychto rovnic je prenesenie priestorovej derivacie zo zlozky

tenzora napiitia na bazové funkcie w; pomocou vztahu
Wi Texsz = (wz Tx:t);m — Wiyg Tea - (1310)
Pravi stranu rovnice (1.3.10) dosadime do (1.3.9) a dostaneme
L
/ [wipuxatt - (wiTxa:)aac + WiygTox — wzfac] dr = 0. (1311)
0
Integral (1.3.11) rozdelime,
L L
/ (Wi pUg it + WiygToe — Wife) dx — / [(WiTez)yz | dz = 0 (1.3.12)
0 0

a na druhu ¢ast rovnice aplikujeme divergenéni teorému:
L
/ [(WiTea)re | Az = [wiTea]t . (1.3.13)
0

18



Formulacia MKE s maticou tuhosti

Ak do pravej strany rovnice (1.3.13) dosadime Neumannove okrajové podmienky (1.3.4)
mozeme rovnicu (1.3.12) vyjadrit v tvare slabej formy v posunuti a napéti (disp-

lacement stress weak form):
L
/ (w’ipuamtt T Wiz Tar — wzfx) dz = [wz(L) TL — wl(O)To} . (1314)
0

Ak dosadime za tenzor napitia vztah (1.3.2), dostaneme tvar slabej formy v posu-

nuti (displacement weak form):

/L [Wip Ugspr + Wine (A + 20) Ugyy — wife | d = [wi(L) 7 — w;(0) 70 ] .

' (1.3.15)
Dostali sme vyjadrenie pohybovej rovnice v slabej forme. Tieto vztahy predstavuji
zékladné rovnice pre numerické riesenie 1D problému pomocou konec¢nych elementov.

V dalsom sa budeme zaoberat postupom vypoctu pre formulaciu (1.3.15).

1.4 Formulacia MKE s maticou tuhosti

Postup v pripade numerického riesenia pohybovej rovnice (1.3.15) metédou koneénych

elementov mdzeme rozdelit do $tyroch zakladnych krokov :

diskretizacia oblasti na podoblasti (elementy ) 2°¢,
diskretizacia priestorovej casti pohybovej rovnice na kazdom elemente,

vytvéaranie rovnice pre celi oblast,

Ll

rieSenie rovnice pre celi oblast.

1.4.1 Diskretizacia oblasti na podoblasti (elementy)

Diskretizacia oblasti alebo generovanie kone¢no-elementnej siete znamenéd, Ze ob-
last 2 = (0, L) rozdelime na podoblasti (elementy) 2° = (x;, zj41) uréené polo-
hami uzlovych bodov {z, x1, x2, ..., j, ..., x1}, kde e je ¢islo elementu. Inymi slovami,
elastické kontinuum rozdelime rovinami kolmymi na os x na roézne dlhé casti s ré6znymi
materidlovymi parametrami, tak ako je to znazornené na Obr.1.4.1.

Nésledne vyjadrime rovnicu (1.3.15) vSeobecne pre Iubovolny element e,
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Uvod - sticasny stav problematiky

ELEMENT

Ty Iy

Obr. 1.4.1. Diskretizdcia oblasti.

/xm[ Wi PUgsty + Wiy (A + 20) Uy — wify ] dov = [wi(L)Tj41 — wi(0)75 ],
N (1.4.1)
kde 741, 7; st napétia na hranici elementu.
Nech z je globalna sturadnica a ¢ lokalna stradnica. Na zobrazenie medzi nimi

pouzijeme linedrne bazové funkcie

b by _ (1 -9

: % e (1.4.2)

Pomocou bazovych funkcii transformujeme body ¢ z jednotkového intervalu (—1, +1)
na body x, ktoré lezia na na intervale (z;, x;11). Pre lepsiu prehladnost zapisu moézeme
uvazovat konkrétny element, napr. j = 1. Okraje intervalu potom buda v uzlovych

bodoch
x = [z1, 2] . (1.4.3)

Transforméciu vyjadrime ako skalarny sucin vektora bazovych funkcii (1.4.2) s vekto-

rom suradnic uzlovych bodov (1.4.3),
r = bTX = blilfl + bz.’L’g, (144)

pricom Jacobian transformacie je

1 1 h
J = Ty = b1,§ r| + bg,g To = —5.1'1 -+ 51’2 = 5, (145)

kde h = x5 — x1 je diZka elementu.
Na aproximaciu rieSenia pre element pouzijeme Lagrangeov interpola¢ny polyném

generovany rovnakymi bazovymi funkciami,
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Formulacia MKE s maticou tuhosti

Uy = bTux = bluxl + b2ux2 <146)

T - f s D
kde u, = [ug1, uze]” s z—ové Easovo zavislé hodnoty rieSenia vo vrcholoch (uzloch).
V takomto pripade ide o tzv. izoparametrickt reprezentaciu, tj. reprezentaciu poloho-
vého vektoa a vektora posunutia pomocou rovnakych bazovych funkcii. Mozeme teda

definovat vektor
x x1 w2 ||D
c = =7 T = Vb (1.4.7)
Uy Ugpl Ug2 b2
Derivéacie prvkov vektora ¢ podla lubovolnej priestorovej suradnice vyjadrime pomocou

derivacii bazovych funkcii

C,; = Vb,gc s Ce = Vb,f . (148)

1.4.2 Diskretizacia priestorovej casti pohybovej rovnice pre element

Ak priestor vahovych funkcii w; v rovnici (1.4.1) vyjadrenej pre element nahradime

zlozkami vektora b, dostaneme

/1 [ bb! pupe + (A + 24) bobl u, — bf, ] ae de = (b1(1)72 — bi(—1)7) ‘
- (b(1)72 — bo(=1)70),
1.4

Hodnoty u,,; , u, st nezavislé od &, mozeme ich teda vybrat pred integral,

1
/ (PbbT) T, d§ ug,u

1

1
. /_ [(A + 2p) b,b% |z dE u, (1.4.10)

1

1 —n
= /_ (bfy) x,e d§ +

1 +7_27

Postupne vypocitame integraly v rovnici (1.4.10), pricom materidlové parametre bu-

deme uvazovat konstantné. Ak vypocitame prvy integrél
1 1 biby biba| h h {21
/ (pbbT) ¢ dg = / p s Py dg - p_ g (1411)
-1 1\ | boby boby | 2 6112
dostaneme maticu hmotnosti

ph 21

M€ — :
6 112

(1.4.12)
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kde m = ph je hmotnost ¢asti kontinua medzi bodmi x; a x5, ktord je zndzornené

na Obr. 1.4.1 a mé jednotkovy prierez. Teraz rozpiseme druhy integral

! ! b1,z b1, b1,z b2y
[0+ 2bubl o ae = [ {ovez |0 g ae

1 -1 b?a:c blax b2>z b27x

(1.4.13)

Vzhladom na to, ze by,, = b1,e &, & ba,y = baye €, dostaneme pre vztah (1.4.13)

(A + 2u) z,e dE (1.4.14)

/1 blaf gax blaf 5733 b17€ 5723 b27§ 5736
-1 b27§ 571 b17£ 57:13 b27£ gmc b27£ gmv

Ak vypocitame integral (1.4.14), dostaneme maticu tuhosti

A+ 2p) |+1 -1

K = ,
h —1 41

(1.4.15)

kde k£ = % je koeficient tuhosti kontinua medzi bodmi x; a x5 s jednotkovym
prierezom, pozri Obr. 1.4.1. V rovnici (1.4.10) vystupuje sucin matice tuhosti K¢ s

vektorom posunutia u,

+k —k||uy —k(uge — ug
Keu, = o= (2 = waa) | (1.4.16)
—k +k Ug2 k(“x? - ul“l)
Ak tuhostou ¢asti kontinua k vynasobime zmenu jeho dlzky (uso — 1), dostaneme
silu v désledku deformacie. Teda vratnu silu, znazornenti na Obr.1.4.2; ktora sa snazi

vratit uvazovanu ¢ast kontinua spit do povodnej nedeformovanej podoby. Vektor, ktory

dostaneme, ak vynasobime K¢ s u,, sa nazyva lokalny vektor vratnej sily

+k —k||u, Ty
r° = Keu, = o= T (1.4.17)
—k’ —f—k) Ug2 Tz2

Lokalny vektor vratnej sily sa viaze na deforméaciu konkrétneho elementu a nezavisi od
deformécie susednych elementov. V trefom integrali rovnice (1.4.10) interpolujeme hus-
totu externych sil f, = by f(x1) + bof(z2) pomocou bézy by, by. Pre funkéné hodnoty

hustoty externych sil f(z1) a f(x2), ktoré pésobia v bodoch z; a x5, dostaneme

/1 (bf.) 5 dE = /1 biby f(x1) + bibyf(2) gdf (1.4.18)
-1 =1\ | babi f(x1) + bobaf(x2)
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Formulacia MKE s maticou tuhosti

nedeformované kontinuum defomované kontinuum

v rovhovaznej polohe
Tr T2

—>  <—

Ug1

>

4l T
Obr. 1.4.2. Lokdlny vektor vratnej sily.

a po vypocitani integralu dostaneme

2o @) A e (1.4.19)

O | f(a1) + 2f(x2) fo

Ked mame vsetky integraly vypoc¢itané, mézeme vyjadrit rovnicu (1.4.9) v semidiskrét-

nom tvare
Meux,tt + Keux = fe + 5 (1420)
+79
alebo
1 |2m® me ||uSy, +k¢ —k°||uS i —7€
- S Nt = . (1.4.21)
6 | me ome Ut —k® +k°||ul, o +75

Dostali sme stistavu obycajnych diferencialnych rovnic. Takto vyjadrené lokalne rovnice

pre kazdy element (2¢ spidjame do globalnej rovnice pre celi vypoctova oblast (2.

1.4.3 Vytvaranie rovnice pre cela oblast

Budeme uvazovat dva elementy 2¢ = (x1, 25) a 2° = (x4, x3) znazornené na Obr.

1.4.3, ktoré maju spolo¢ny uzol x5. Pre oba elementy vyjadrime rovnice

a a __ pa Tla b b _ b
M%u,, + Ku, =+ ; M’u,, + K'u, =7+

b
2

+78 +78
2 3

(1.4.22)
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T =" + Tl

I

L

Z3

Obr. 1.4.3. Spdjanie elementov.

Ak rovnice rozpiseme, dostaneme

1 |2m®* m* [|a +EC =k || uly
- + -
61 me 2me al, —k* k| | ugy
1 |2m® m® ||ab, N +kb —kb || ul,
61 mb 2mb at, —kb kb || ul,

a
21| |7
- )

a a

22 +Ty

b b
2| |72

- 9

b b
23 +73

(1.4.23)

(1.4.24)

kde a$; = u$, . Kvoli zostaveniu rovnice pre celt oblast, je vhodné pouzit nasledujici

maticovy zapis

-2m“ m* 0 0 ] -agl- -+k“ —k* 0
m® 2m* 0 0 ||aly —k* +k* 0
6 0 0 2mb mb||ab, ’ 0
0 0 mb 2ml||ab, 0

0 +kb —Kv||ud
0 —k‘b +k‘b b

0 u?

0 a

a
zl

a
2

b
x2

b

*(1.4.25)

Ak vyuzijeme fakt, ze napitie 7¢ je v spolo¢nom uzle v rovnovéhe s napitim 74, teda

+

+7¢ — 72 = 0, mdzeme ststavu zredukovat séitanim riadkov
Qg
2m® m*® 0 0 +k* —kE* 0 0
aa
— | m®* 2m® 2m® mb :2 + | =k +k* +kb —kb
a$
0 0 m 2|l 0 0 —k 4k
Qy3

24
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b
gQ + fa:2

b
x3

b
+73

(1.4.26)



Formulacia MKE s maticou tuhosti

Ak vyuzijeme fakt, Ze zrychlenia a posunutia v spolo¢nych uzloch si spojité, a%, =
aly, = gz a uly = uly = uyy , mdZeme prepisat skaldrny stcin stredného riadku

matice hmotnosti s vektorom zrychlenia
mea®;, + 2m%a%, 4+ 2mPal, + mPal, = m®al, + ag(2m 4+ 2mP) + mbal, (1.4.27)
a skalarny sucin stredného riadku matice tuhosti s vektorom posunutia
—kmuly kMl + Kby — KPub, = —Kuly A+ e (kT 4 KY) — KPul, . (1.4.28)

V maticovej rovnici to znamené s¢itanie prislusnych stipcov:

2m® mo 0 as, +k® —k® 0 ug, oo} -7
1
G| m 2(m® + mb) mP ||age |+ |k (k% + k) —K"||ug |+ |fo2| = | O
0 mP 2mP a§3 0 —kb +kb ugg ;’3 —1—7'3’,’
(1.4.29)

Dostali sme kone¢no-elementni semidiskrétnu rovnicu pre vypoétovia oblast (z, x3).
Ak analogickym sposobom popripdjame aj ostatné elementy a budeme uvazovat volné

okraje kontinua, teda 70 = 0 a 72 = 0, dostaneme rovnicu

pre celi vypoctovi oblast (2, kde M a K si globalna matica hmotnosti a globalna

matica tuhosti. f je zdrojovy clen.

1.4.4 RieSenie rovnice pre celi oblast

V dynamickych problémoch sa zvykne ¢asovy diferencidlny operator aproximovat napr.
diferenénym. Ak na aproximacie druhej ¢asovej derivacie pouzijeme centralnu diferenciu
druhého radu, rovnica (1.4.30) v ¢ase t = m At sa transformuje do rovnice

T]lm+1 — oum + Ium—l
M (4 = Ku + f . (1.4.31)

Rovnicu (1.4.31), tj. ststavu linedrnych algebraickych rovnic dalej riesime explicitnou

formou vypoctu
u™t = A (M'Ku™ + f) — u™ " + 2u™, (1.4.32)

kde nezname hodnoty riesenia ™! v éase t = (m+1) At poéitame zo zndmych hod-

m—1

not rieSenia m™ a m v predchadzajucich ¢asovych hladinach.
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1.4.5 Problém s operacnou pamatou pocitaca

Algoritmus s maticou hmotnosti a tuhosti predstavuje pre seizmologické vypocty v 2D

a 3D probléme velké paméitové naroky.

1. Pri vypoéte podla schémy (1.4.32) je treba uchovavat v pamiti inverzni maticu
hmotnosti M. Aby sme obisli tento problém, pouzivame namiesto M diagonalnu
maticu hmotnosti, tzv. lumped mass matrix M, ktorej inverzna matica je tiez dia-
gonalna. Vplyv M} na presnost a stabilitu rieSenia je vysvetlena napriklad v Strang a

Fix (1973).

2. Pri vypocte podla schémy (1.4.32) sa v kazdej ¢asovej hladine pocita globalny vektor
vratnej sily " = Ku" tak, Ze sa nasobi globalna matica tuhosti s vektorom posu-
nuti, ktory obsahuje zndme hodnoty posunutia z predchadzajiceho cyklu. Matica K
moze mat tak velké rozmery, Ze ju nie je mozné uchovat v opera¢nej paméti pocitaca.
V 1D probléme potrebujeme na vypocet jednej vratnej sily informaciu o posunutiach
v troch uzloch. Posunutie v tom uzle, v ktorom silu pocitame a v dvoch susednych
uzloch. To vedie na pracu s trojdiagonalnou maticou. V 2D probléme, ked pouzivame
Stvoruholnikov siet, potrebujeme informdciu o z-ovych a y-ovych zlozkach posunutia
z deviatich uzlov a matica tuhosti ma 2 x 9 = 18 diagonal. V 3D probléme casto
pouzivame siet poskladani zo Seststenovych elementov a na vypocet jednej zlozky sily
potrebujeme informéciu o posunutiach v 27 uzloch. V takomto pripade méa matica
tuhosti 3 x 27 = 81 diagonal. Praca s takouto maticou si v pripade Strukturalne a
geometricky zlozitych modelov vyzaduje 100 GB a viac operacnej pamiite.

Na vypocet vektora vratnej sily nie je vSak potrebné uchovavat v pamiti prvky
globalnej matice tuhosti. Je mozny alternativny spésob vypoctu vektora vratnej sily, v
ktorom v kazdej casovej hladine poc¢itame nanovo prvky lokalnych vektorov vratnej sily
a tie potom pospajame do globalneho vektora. Zodpovedajica formulacia a prislusny

algoritmus su vysvetlené v podkapitole 1.5.

1.4.6 Vypocet diagonalnej matice hmotnosti

Jeden zo standardnych postupov, ako ziskame z lokalnej matice hmotnosti
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Formulacia MKE s maticou tuhosti

L by bibe| B
M° :/ p | K (1.4.33)
o\ | boby boby

diagonalnu maticu, tzv. lumpped mass matrix, je vypocet integralu (1.4.33) Lobattovou

numerickou integraciou

1
[ @7 a¢ ~ 1) + s (1:434)
-1
Bazové funkcie maji nasledujtce vlastnosti:
. ! ? (1.4.35)
£:+1:>b1:0b2:1
Na vypocet (1.4.33) pouzijeme Lobattovu numericki integraciu
ph b1b1b1b2 ph ]_X].OX].—{_OXOOX:[ phlo
2 1 boby byby 2 \[1x00x0 1x01x1 2 101
(1.4.36)
Ziskali sme diagonalnu maticu hmotnosti
5 0
Mj; = , (1.4.37)
03

ktord vyjadruje fakt, Ze hmotnost elementu m = ph je ststredena v jeho uzloch. Ak
v rovnici (1.4.21) nahradime plnd maticu hmotnosti M¢ diagonalnou maticou M5

dostaneme rovnicu

e}

ue,, ke —ke | |ue e -
St SO RN (1.4.38)
US 1t —k® +EC || u, oo +75

o I3

|3

Rovnica (1.4.38) opisuje vynttené kmity dvoch rovnakych telies, nakreslenych na Obr.

1.4.4, s hmotnostami . Telesa st spojené nehmotnou pruzinou, ktord ma tuhost k°.
Vynucujtca sila, ktorad posobi na Tavé teleso, je rovna sile f& + 77, ktorda pdsobi na
jednotkovt plochu kontinua v uzle x;. Vynucujuca sila, ktora pdsobi na pravé teleso, je
rovna sile f¢, — 75, ktora posobi na jednotkovi plochu kontinua v uzle x,. Z takychto

lokalnych rovnic potom skladame globalnu rovnicu

L | | o R B S 0 ||um o -
0 ma;mb 0 Ao _|_ _ka <+ka _|_ kb) _k,b Uy + f:l?2 = 0 5 (14.39)
0 0 2la, 0 —kb kP b, b, +78
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k.a

-

Obr. 1.4.4. Aprozimdcia ¢asti kontinua s jednotkovou plochou medzi uzlami x1 a x2 nehmotnou pruZinou

so zavaziami na oboch koncoch.

kde globalna matica hmotnosti

=0 0 =0 0 00 O
e __ m? m?P — m? m?P
M, = |0 242 of =10 2ol +]02 0 (1.4.40)
mb mb
0 0 - 0 00 0 0 =
je tiez diagonalna, pricom kazdému uzlu je priradeny aritmeticky priemer ma;rmb hmot-

nosti susednych pruzin.

ma

m*+ m® m’

Obr. 1.4.5. Fyzikdlny model diskretizovaného elastického 1D prostredia s diagondlnou maticou hmotnosti.

1.5 Formulacia MKE s vektorom vratne;j sily

Sposob vypoctu prvkov vektora vratnej sily bez pouzitia matice tuhosti nazyvame
formulacia MKE s vektorom vratnej sily. Takato formulacia a implementéacia je zalozena
na postupe, ktory naznacil Ralph Archuleta (Archuleta, 1976), ktory sa odvolava na
pracu Frazier a Petersen (1974). Mo6zeme ju najst aj v pracach napr. Moczo et al.
(2007a), Galis (2007). Hlavné myslienka vypoétu spociva v tom, Ze najskor pocitame
prvky lokélneho vektora vratnej sily, ktoré potom skladdame do vektora vratnej sily pre

celil vypoctovi oblast. Postup je schematicky znézorneny na Obr. 1.5.1.
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Vstup
uIl b /UIZZQ; U/IS

v

Tz = [0]{0][0]

<

[Poéitame lokalne sily /1 ,rd, pre element q

1][r#2][0]

5

i =l

<

So

Poéitame lokalne sily 7% ,rl pre element b

<=

To= [rd |[ré +rk ][rd ]

v

Vystup
51— (Irdil|[nio][nZ2l]

Obr. 1.5.1. [lustracia alternativneho spésobu vypoctu vektora vratnej sily.

1.5.1 Lokalny vektor vratnej sily

Lokalny vektor vratnej sily sme v (1.4.17) definovali ako stéin lokalnej matice tuhosti

s vektorom posunutia
+k —k||u,
= e (1.5.1)
—k +l€ Uqg2
Dostali sme ho vypocitanim integralu
1
e o= {/ [(A+ 2u) b,,bl, |z, dE } u, (1.5.2)
-1
v rovnici (1.4.10). Vektor posunutia u, nezéavisi od £. Mozeme ho teda vlozit pod

integral

e = /l[b,m(x + 2p) blu, | 3 dE (1.5.3)

1

a rozpisat

ZL‘,& df

(1.5.4)

Tz1 /1 b17£ £7ZE ()‘ + 2:“’) blaf 572 up + blu§ 57:2 (/\ + 2:“’) b27£ gm: U2
-1 b27£ fm ()\ + 2,“/) b1a§ gwc up + b2a§ gam (/\ + 2;“) b27§ §7x U2
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1.5.2 Vypocet lokalneho vektora vratnej sily

Lahko pochopitelny a standardny algoritmus vypoctu lokdlneho vektora vratnej sily je

nasledovny: 1. Vypocitame derivéicie bazovych funkcii podla &

1—¢ 1 1+ ¢ 1

bg= —5—e= —5 . bue= —5—e= g (1.5.5)
2. Vypocitame Jacobidn transformécie (1.4.5)
= b +b = 7 + _ b (1.5.6)
Tye = 01,6 X1 1,6 T2 = 5 T 2902 =5 .9,
3. Vypocitame inverzny Jacobian
1 2
,= — = = 1.5.7
57 :E’g h ( )
4. Vypocitame derivacie bazovych funkcii podla x
b—bg—_l b—b§—1 (1.5.8)
Lz — V1,6 Gz — h ) 25z — U256 Gz — h -J.
5. Aproximujeme derivaciu posunutia u, podla x
Ugyy = blm Ug1 + b27z Ug2 = w (159)
6. Vypocitame napiitie
Tow = (A 4 20) Upyy - (1.5.10)
7. Vypocitame hustotu vratnej sily
hy = b ! 1 (A + 2u)
= z Tae = T Tox — — Uy ya
1 1, h h, H
—1 Ugy — Uy
= (A + 2p) % )
(1.5.11)
hy = b L P
2 = 02,x Tgx = h Tex = h ) Ugyz
+1 Ug2 — Uzl
= — (A 2u) ——— .
7 (A4 20) ——
8. Vypocitame prvky lokalneho vektora vratnej sily
1 1
-1 Upz — Uz | D
el = hi) z,e d§¢ = — AN+ 2u) —— | =d
Ta1 /_1(1)I5§ /_ih(JrM) " }25
Upy — Uy
= —1 (A + 2p) % ;
L T " (1.5.12)
Uz — Ug
Faz = / (h) w,e d& =/ [7(A+2u)—2 - ] 5 4
-1 —1

) Uz — Uyl

= +1(\ + 2u :
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V 2D a 3D probléme sa situacia komplikuje. Jacobian priestorovej transformacie, ako
uvidime neskor, byva vo vseobecnosti funkciou priestorovych stradnic. Integracia po-
trebnd na vypocet lokalneho vektora vratnej sily byva velmi komplikovana. Treba podi-
tat integraly zo zlozitych raciondlnych funkcii a preto pouzivame numerick integraciu.
KedZe prvky lokalneho vektora treba pocitat v kazdej ¢asovej hladine, celkovy vypocet

trva velmi dlho. Dlhy vypocétovy ¢as je cenou za nizke paméifové naroky.

1.5.3 Vektor vratnej sily

Skalarny stcin stredného riadku matice tuhosti s vektorom posunutia v rovnici (1.4.29)

mozeme upravit nasledovne:

a. . a a. . a b b b b a/,.a a b/ b b
— k%l + kS, + KPugy — Kuls = kM(uly — ugy) — K (ugs — un,) . (1.5.13)
Vzhladom k tomu, ze %, = k%(u%, — u?,) je vratna sila sposobené deforméciou pru-
ziny nad (r1, x9) vuzle x5 a rly = —kb(uly — ul,) je vratnd sila sposobend deformé-

ciou pruziny nad (zs, x3) v tom istom uzle z,, prava strana rovnice (1.5.13) znamen4,

Ze globalna vratna sila pdsobiaca v uzle x5 je suc¢tom lokalnych vratnych sil, teda

ez = Thy + 10y (1.5.14)
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2 Ciele dizertacnej prace

1.

32

Vytvorif novy algoritmus vypoctu lokdlneho vektora vratnej sily, ktory bude efek-
tivny z hladiska narokov na vypoctovy ¢as a pamif. Novy algoritmus by nemal
zvysit pamitové naroky Standardného algoritmu vypocétu vratnej sily, avSak mal

by podstatne znizit naroky na vypoctovy cas.

. Vykonat numerické testy na porovnanie rychlosti vypoctov so standardnym a no-

vym algoritmom.
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3 Vysledky dizertacnej prace

Za najdolezitejsi vysledok dizeracnej prace povazujeme vytvorenie nového spdsobu vy-
poctu lokalneho vektora vratnej sily. Uvedeny spdsob bol publikovany v pracach Ba-
lazovjech a Halada (2007), Moczo et al. (2007a). Princip spociva v pouziti novych

bazovych funkcii, ktoré umoziiuju definovat a vyuzit e-invarianty vo vypocte.

3.1 e-invarianty v 1D probléme

Pri vipocte lokalneho vektora vratnej sily pouzivame ako vstupné hodnoty polohy uzlov
a posunutia v uzloch. Posunutia a polohy uzlov vSak v sebe uchovavaju viac informéa-
cie, ako je potrebné na vypocet lokalneho vektora vratnej sily. Polohy uzlov uchovavaja
informéciu o tom, kde sa pruzina nachadza. Posunutia v uzloch zas uchovavaja infor-
maciu o tom, kam sa pruzina v dosledku deformécie posunie. Lokalne vratné sily sa
od tejto informacie nezavislé. Na vypocet lokalnych sil staci informécia o tom, aka
je pruzina dlha a ako zmeni svoj tvar. Okrem toho zo zakona akcie a reakcie vieme
ze sily, ktoré vznikli len v dosledku zmeny tvaru pruziny, su rovnako velké a opacne
orientované a preto ich nemusime pocitat kazda osobitne. Namiesto poloh uzlov, po-
sunuti a sil v uzloch definujeme nové parametre, 1D e-invarianty, ktoré eliminuju vo
vypocte lokdlneho vektora vratnej sily nadbyto¢ni informéaciu. Budeme rozlisovat tri
skupiny e-invariantov: e-invarianty priestorovej transformacie, e-invarianty posunuti a
e-invarianty lokalnych sil.

Uvazujme o pruzine nakreslenej na Obr. 3.1.1, ktorej polohu uréuji body z; a zs.

Priestorovii transformdciu (1.4.4) moZeme vyjadrif pomocou §tandardnej bazy b’

(1-¢ 1+

r = bTX = Tﬂfl + Tl'g (311)
alebo pomocou novej bazy ! b7 = [1,¢],
g = bmTxm) — 150 1 g (3.1.2)

kde x™) = [z W7 = [(z; + 33)/2, (v2 — 71)/2]7. Na vypocet vratnych sil,
ktoré posobia na konce pruziny, potrebujeme Jacobian transformécie J = z,¢. Mozeme

ho vyjadrif pomocou Standardnej bazy

'Prvky novej bazy st na intervale (—1, +1) navzajom ortogonalne funkcie.
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Viysledky dizertacnej prace

)_MD.J “®—1 nedeformovana pruzina

G \ 2
20
)—\M—J “@—1 deformovana pruzina
I T

‘_l \
Uz L—P Uz >
x(U) U’(I(')

Obr. 3.1.1. e-invarianty v 1D probléme.

1 1
Te=blix = -~ + Zxy (3.1.3)
2 2
alebo pomocou novej bazy
T, = b,(E””)Tx(m”) = 0z + 12, (3.1.4)

Koeficient 2(® = (x5 4+ 2,)/2 vo vypocte nepotrebujeme, pretoze plati 1,, = 0. Ko-
eficient (® nesie nadbytoént informéciu o tom, kde sa pruzina nachadza. Na vy-
pocet sily staci informécia o tom, akd je pruzina dlha, teda stadi pouzivat z() =
(2 — 71)/2, €0 je v tomto pripade Jacobian transformécie. e-invariant x(!) nesie len
nutni informaciu potrebni na vypocet a nezavisi od toho, kde sa pruzina nachadza.

Interpoléciu posunutia moézeme vyjadrif pouzitim standardnej bazy b’

(1 -9 (1+¢)

Uy = bTuw = Tuxl + TU$2 (315)

alebo pomocou novej bazy
u, = byl — 140 1 gV (3.1.6)
kde ul™ = [ul”, ul)T = [(uer + ws2)/2, (tiaz — ug1)/2]" . Na vpodet vratngch sil,

ktoré pdsobia na konce pruziny potrebujeme derivacie posunutia. Derivacie posunutia
mozeme vyjadrif pomocou Standardnej bazy

1

1
Ugyre = b?; éum u, = _§§7$ Ugr + 5573: Ug2 (317)

alebo pomocou novej bazy
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e-invarianty v 1D probléme

Ug sy = ba(fmv)Téam ugm) = Ou:(po) + fym uil) . (318)
Koeficient ug)) = (uz2 + ug1)/2 vo vypocte nepotrebujeme, pretoze plati 1,, = 0.
y ]

. 0 . v s s . v / v
Koeficient u” nesie nadbyto¢ni informéciu o tom, kam sa pruzina pohne. Na vypocet

. . (. .. . . . 1
sily sta¢i informécia o tom, ako pruZina zmeni svoju dlzku ug;) = (Upa — Uy1)/2. €-

i . 1 . , [ . , L (o
invariant ugc ) nesie len nutnt informaciu potrebni na vypocet a nezavisi od toho, kam
sa pruzina pohne. V dalSom kroku pouzijeme derivaciu posunutia na vypocet napitia

Tex = (A + 2p) Uy, Z napitia mdzeme pocitat sily na koncoch pruziny pouzitim

Standardnej bazy

ro= /_11 (Tm%1> d¢, ry = /_11 <Tm%> d¢ (3.1.9)

¢o spliia zakon akcie a reakcie r; = —rs. Efektivnejsie bude pocitat iba jednu silu ry a

druhej sile r; priradit jej zdpornt hodnotu. Ak vo vztahoch (3.1.9) namiesto derivacie

Standardnej bazy %(1 — &)y = —% a (1 — §),e = 3 pouzijeme derivéicie novej bazy

l,e = 0 a &, = 1, dostaneme nasledujice integraly:

1 1
/ el de, / S (3.1.10)

1 1

Ak novt bazu vyjadrime pomocou Standardnej bazy

1= by + by, £ = by — by (3.1.11)

a dosadime do vyrazu (3.1.10), dostaneme

1 1
b b b b
/ Txm%af dg = / sz% dg =nr + T2,
! ! (3.1.12)
1 b2 — b1 ! b2 & bl 3
/ Tex—f € df = / Txr; dg = T2 —T1.
-1 2 -1 2
V tomto pripade prvy e-invariant
1 !
r©® = (ry + 1r1)/2 = 5/ (7220) d€ = 0 (3.1.13)
~1

predstavuje priemernu lokalnu silu pésobiacu na pruzinu. Nulovy koeficient pri tenzore

napétia hovori, Ze tato sila je nulova a teda ju pocitat netreba. Druhy e-invariant

1
r = (ry —1)/2 = %/ (Taxl) d§ = 1y (3.1.14)
—1

predstavuje lokalnu silu potrebnt na deforméaciu pruziny.
Ked sme pouzili novit bazu na interpoléciu posunutia, ukézalo sa, aka informéciu
stac¢i na vypocet pouzit ako vstupné tudaje. Ked sme pouzili novii bazu ako vahu,

ukézalo sa, ¢o staci integrovat, aby sme ziskali lokalny vektor vratnej sily.
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Viysledky dizertacnej prace

3.1.1 Transformaéna matica e-invariantov

Transforméaciu do novej bazy

1 - 1+
1:+(2§)+(2§>=+b1+b2,
(3.1.15)
1-¢ @+
3 5 + 5 1+ 02
mozeme vyjadrit maticovou rovnicou
: 1 +1 +1 ||b
plim) = - e (3.1.16)
19 —1 +1 ||by
Transformaéniti maticu oznacime T':
+1 +1
T = . (3.1.17)
-1 41
Stipce matice T st vlastné vektory matice tuhosti
+k —k || +1 +1 +k —k || +1 +1
=2k , =0 , (3.1.18)
—k +k || —1 —1 —k +k ||+1 +1

kde vlastné ¢isla matice tuhosti st [2k, 0]. Vlastny vektor [+1, —1]7 vyjadruje fakt,
ze ak sa konce pruziny posuni o u; = +1 a us = —1, pruzina sa roztiahne a teda
sily, ktoré vznikni v dosledku deformacie pruziny, sa r; = +2k a ro = —2k. Na
druhej strane vlastny vektor [+1, +1]7 vyjadruje fakt, Ze ak sa konce pruziny posunt
ou; = +1 a uy = —+1, pruzina sa neroztiahne a teda sily, ktoré vzniknii v désledku
deformaécie pruziny, st r;, = 0 ar, = 0.

Riadky pripadne stipce matice T st navzajom ortogonélne vektory a majt rovnak

normu v/2. Matica T m4 teda vlastnost

1|41 =1 +1 +1 10
LpT — - _ 1, (3.1.19)
2041 41|l =141 01

kde I je jednotkova matica. Tato vlastnost umozni vyjadrit Standardni izoparamet-
rickl reprezentaciu (3.2.57) pomocou novej ortogonélnej bazy s vyuzitim vypoctovych

e-invatiantov. Postup je nasledovny:

1. Medzi vektor bazovych funkcii b a maticu uzlov a posunuti V vlozime jednotkova

maticu I
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e-invarianty v 1D probléme

x T X 10]|b
= e (3.1.20)
Uy Urp1l Uz 01 bg
2. Vyuzijeme vlastnost (3.1.19) a jednotkovii maticu rozpiseme podla I = %TTT:
T T X 1(+1 —1 +1 +1 ||b
e e (3.1.21)
Uy Uy Upo| 2| +1 +1 || =1 +1 [|b,

3. Transformac¢nt maticu T aplikujeme na vektor bazovych funkcii b a maticu uzlov
a posunuti V, (V%TTXTb), ¢im ziskame Standardnt izoparametrickil reprezentaciu

¢ vyjadrent ako st¢in matice e-invariantov V™) s vektorom novej bazy b

T 20 M1 512
Uy u® M 13 ' o
V nasledujicom postupe ukazeme, ako mozno vyjadrit vektor vratnej sily
1
= / [ba(A + 20) b, u, | e d€ (3.1.23)
~1

pomocou e-invariantov a novej bazy.
Pred integral a medzi skaldrny stcin vektora posunuti a vektora derivacii standard-

nej bazy aplikujene jednotkovii maticu I:

1
r¢ = I/ |:b,$<)\ + 2[},) b?;: I ux} T, df . (3124)
—1
Jednotkovii maticu rozpiseme podla (3.1.19):
1
r° = %TTT/ [bo(A + 2u) bl iT"Tu, | z,e dE . (3.1.25)
-1
Pretoze transformac¢nd matica T nezavisi od £, mozeme ju vsunit pod integral:
1
¢ = %TT/l[Tb,x(A + 2p) bl AT " Tu, | 2,¢ dS . (3.1.26)
Ak vyuzijeme pravidlo b’ %TT = (%Tb,m )T a aplikujeme transforma¢nii maticu,
1
T / [(Th,, )\ + 21) (ATb,, ) (Tu,) ] v de . (3.1.27)
-1

dostaneme vektor vratnej sily vyjadreny v novej baze pomocou e-invariantov,

1

r* = 3T / [ U (A + 20) BEIT 0l ] g de (3.1.28)
-1

kde integral vo vyraze (3.1.28) nazveme e-invariantnym vektorom vratnej sily

1
£ = [ B (e 2 BT i [ d. (3129

1

V nasledujiicom texte ukédzeme schému na vypocet lokadlneho vektora vratnej sily po-

mocou e-invariantov, ktort neskor zovseobecnime pre 2D a 3D problém.
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Viysledky dizertacnej prace

3.1.2 Vypocet lokalneho vektora vratnej sily s vyuzitim e-invariantov

1. Vypocitame e-invarianty:

h
x(l) = ($2 — $1)/2 = 5, Uf(gl) = (U:c2 - uxl)/Q' (3130)

2. Vypocitame derivacie novych bazovych funkcii podla &:
le=0, &e= 1. (3.1.31)
3. Jacobian transformécie je (1.4.5):

z,e= 20 = —. (3.1.32)

| S

4. Vypocitame inverzny Jacobian:

€= 1o = (3.1.33)

5. Derivacia bazovej funkcie podla z je inverzny Jacobian.

6. Vypocitame derivaciu posunutia u, podla x:

2
Uprp = U+ = Eu;). (3.1.34)
7. Vypocitame napétie:
Tow = (A4 20) gy - (3.1.35)
8. Vypocitame hustotu invariantnej vratnej sily:
h(O) = Owaa
(3.1.36)
h(l) = fwc Ty

9. Vypocitame prvky lokalneho e-invariantného vektora vratnej sily:

1
r0 = / (0) z,¢ d&,
- (3.1.37)

1
rt) = / (M) z,¢ dE .

1

10. Vypocitame prvky lokalneho vektora vratnej sily:

(3.1.38)
rs = +r©@ 4 p®
Vypoétova schéma pomocou e-invariantov predstavuje navod, ako vytvorit efektivny

algoritmus. Pri vytvarani algoritmu si vSimame, pri ktorych e-invariantoch sa vyskytuja

nuly. Prislusné e-invarianty z vypoc¢tu vynechame.
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Lokalny vektor vratnej sily v 2D probléme

3.1.3 Algoritmus

Vysledny algoritmus je jednoduchy:
Ug2 — Ug
rf:()\—|—2*,u)>|<—(2 D,
(w2 — 1) (3.1.39)
ry = —ri.
V rovnici (3.1.39) symbol * znamend operaciu nasobenia. Tento symbol pouZijeme v
tomto vyzname aj v dalsich rovniciach, ktoré budu $pecifikovat vypoctovy algoritmus.

Pouzitie symbolu je ”grafickou” pomdckou na urcenie poc¢tu aritmetickych operacii v

algoritme.

3.2 Lokalny vektor vratnej sily v 2D probléme

Budeme sa zaoberat dvojrozmernym problémom pohybovej rovnice kontinua

Ugstt = Taazse + Taeysy T Jo
pllatt vt/ (3.2.1)

PUystt = Tyxrx + Tyyy + fy .

V rovnici (3.2.1) je hustota zotrvacnej sily pty = [ puzyue , puy.u |7, kde p je hustota,
Uy & Uy sU x-0vé a y-ové zlozky posunutia. Hustota vratnej sily je dana divergenciou

tenzora napétia

Toxsz T Tryry

7= divy = : (3.2.2)

Tyerz T Tyyry

kde Hookov zakon v dvojrozmernom probléme ma tvar

T A+ 2u A 0 Uz
Tl = A A+2u 0 Uy,y : (3.2.3)
Tay 0 0 fo| [ Ugsy T Uy g

Hustota externej sily je dané vektorom f = [for fu, |

V nasledujicom texte budeme uvazovat elementy v tvare konvexnych $tvoruholnikov
urcenych polohami vrcholov (uzlami) (i), Yie)). (i = 1,2,3,4) je ¢islo uzla pre
konkrétny element e. Slabéa forma pohybovej rovnice (3.2.1) pre element e mé tvar

/ (wkpumatt +wk7:r Tex T+ wkay Tey — wkfz) a2 = f (wkT:pn) dr7
. Ie (3.2.4)

/ (wkpuy7tt +wk7x Tyx + Wiyy Tyy — wkfy) s = f (wkTyn) dF7
2

e
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Viysledky dizertacnej prace

kde wy € {wi, wy, w3, ..., We} s vahové funkcie. Na zobrazenie medzi globalnym
stradnicovym systémom (z, y) a lokdlnym stradnicovym systémom (£, ) pouZijeme

bilinedrne Stvoruholnikové bazové funkcie

b, ] (11— -]

b — ba _ 1 (1 + 5) (1 o 77) (325)
8 O I QS O )
b, (146 (L+n)

Pomocou bézovych funkeii transformujeme body (€, n) jednotkového $tvorca s vrcholmi
v bodoch
€ = [-1,+1, -1, +1)", n = [-1, -1, +1, +1)" (3.2.6)

na body (z, y) Stvoruholnikového elementu (2¢ s vrcholmi v bodoch

X = [$1, T2, T3, $4]T ) y = [?Jh Y2, Y3, y4]T (3~2~7)

tak, ako je to znazornené na Obr. 3.2.1

(-1,-1) (1-1)

Obr. 3.2.1. Bilinedrna transformadcia.

Transforméciu vyjadrime ako skalarny sicin vektora bazovych funkeii (3.2.5) s vek-

tormi stradnic vrcholov (1.4.3)

Tr = bTX = blxl + bgl‘Q + bg.%'g + b41‘4 s (328)
y = by = biys + bays + bsys + baya -
Na aproximaciu rieSenia pre element pouzijeme Lagrangeov interpola¢ny polyném ge-

nerovany rovnakymi bazovymi funkciami
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Lokalny vektor vratnej sily v 2D probléme

Uy = by = bitgy + batizy + baties + baties (3.2.9)

— Ty —
uy = b'uy, = biuy + batys + bauyz + batiya
kd _ T _ T /. ’ /v
e Wy = [Ugl, Uga, Ugs, Uga| & Wy = [Uy1, Uyo, Uys, Uya] ST —0VE a y—ové Easovo
zavislé hodnoty rieSenia vo vrcholoch (uzloch). Izoparametrickt reprezentaciu vyjad-

rime v maticovom tvare

x 1 To x3 T4 ||b1 xTb
b Th
c — Yy _ Yr Y2 Ys Ysa 2l _ y — Vb (3.2.10)
Uy Ugpl Uz Ug3s Uga b3 ugb
|y U1 Uy Uys Uy | _b4_ _ugb_

Ak priestor vdhovych funkcii w; v rovnici (3.2.4) aproximujeme zlozkami vektora b,

potom lavii stranu rovnice mozeme vyjadrit v tvare

1 1
/ / (bpuxatt +baa: Tex + bay Txy - bf:r:) Det'] df d777
-1 J-1

L (3.2.11)
/1 /1 (bpty,u +b.y 7y + by, 7y — bf,) DetJ d¢ dn,
kde lokalny vektor vratnej sily ma tvar
1,1
r, = / / (b, Tazw + by Toy) Detd d & dn,
et (3.2.12)

1 1
r, = / / (b,y 7ye + b,y 7yy) Det d&dn.
-1/

Vypoctom lokélneho vektora vratnej sily sa budeme blizsie zaoberat a preto ho vyjad-

rime v rozpisanom tvare:

bl;x Tez + blyy Ty

1 1 b?l’ ‘TZ'—"_b? xT
rz:// 2o Tae T 0w T | by de dn |

1 1 b?nx Tez + b17y Ty

b4ax Tex + b17y Ty

(3.2.13)

blmc Ty:c + blay Tyy

! L b?xTx+b7T
ry:// dr v TPV Detd dé dn

1 1 b3m Tyx + b17y Tyy

_b47x Tyx + blay 7-yy_
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Tenzor napétia je dany Hookovym zédkonom:

Toz = Qlg,p +AUy,y
Tey = M (uﬂwy +uy’9€) )
Tyy = QUy,y +AUgy
a = X+ 24

(3.2.14)

Vzhladom k tomu, Ze u, a u, nie st zavislé od priestorovych stiradnic, mézeme deri-

vécie posunutia (3.2.9) preniest na bazové funkcie:

Uz = b,

Ugyy = bT u,; = blay Uz + b27y Ug2 + b3>y Uz + b47y Ugy

Uy sz = b’

Uy yy = bj;y uy = blay Uy1 + b2,y U2 + b37y Uy3 + b4ay Uy -

vy Up = blaa: Ug1 + b27x Uz + b3>x Ugz + b4aac Ugq ,

e Uy = bl;x Uy + b2793 Uy2 + b37:E Uy3 + b47x Uyq

(3.2.15)

Pouzijeme refazové pravidlo a derivacie bazovych funkcii podla z, y vyjadrime pomo-

cou derivacii bazovych funkcii podla &, n:

b;m = baf §7$ + bm Mz b’y = b?f §7y + b”? My -

Rozpisanim vektora bazovych funkcii dostaneme

bie = b1ye §oa + b1y Mo
b = base &,z + basy Moz
b3se = b3 Eoz + b3y Mz
base = baye §oz + basy Mo

blay = b17§ §7y + blm My »

b27y - b?af gay + b2777 My 5

b37y = 6375 gay + b3717 Ny »

b47y = b47§ gay + b4m My »

kde derivacie &, n podla x, y

573{: Ny _ 1 ym _:Bm _ J,l
€7y My DetJ Y Ty

st prvkami inverznej matice Jacobidnu transforméacie (3.2.8)

x? Y
g = |Te Y

Ty Yy

(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.18)

(3.2.19)

Prvky Jacobidnu transformaécie, teda derivacie x,y podla &, n, vyjadrime pomocou

derivacii bazovych funkcii podla &, n:
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Lokalny vektor vratnej sily v 2D probléme

Ty = bEX = bl,g T + bz,g i) + bg,g T3 + b4,§ Ty ,

Ye=blky = bieyr + boeys + byeys + bae ya,

(3.2.20)
Ty = b%X = bi,y 1 + boyy T2 + b3,y w3 + bayy T4,
Yy = bhy = b,y + by ya + b3y Ys + bayy Vs -
Derivéacie bazovych funkcii podla lokdlnych stradnic st
b (=1) (1 —n) b1 (=1) (1 =&
ba, 1 [(+1) (1 — b, 1 [(=1)(1+
e [ 21 (G0 el L D09
D¢ (=1 @ +mn) b3 +) 1 =29)
| DL+ ) b DL+

V nasledujiicom texte sa budeme zaoberat vypoc¢tom lokdlneho vektora vratnej sily.

3.2.1 Vypocet lokalneho vektora vratnej sily

Zavedieme substiticiu

szl_ga 77m:1—777

(3.2.22)
gp =1+¢, M = I+
a vyjadrime derivéicie bazovych funkecii podla lokdlnych stradnic (3.2.21)
bl,g —TNm blm _gm
b 9 1 + m b ) 1 -
be=| *|= 1 L I S ) 7 a (3.2.23)
b37£ —Mp b3a7} +§m
| Dase |+ | D4 | +Ep |

Derivacie bazovych funkcii podla lokalnych stradnic (3.2.23) dosadime do (3.2.20):

Ty = i(_nmxl + NmT2 — MpT3 + 77p$4)7

Ve = 1(=m¥1 + Tmyz — Mpys + Mpya)
(3.2.24)
Tyy = i(_fmwl - §p$2 + fmx?) + €p$4),
Yy = i(_gml'l - €p$2 + €m$3 + 517-’”4) .
Pre prvky Jacobidnu dostaneme vyraz
Tie = (m(z2 — 11) + Mp(rs — 23)),
Y = i(nm(?h - yl) + 77p(fU4 - y3))7
(3.2.25)
Ty = %(fm(fs — x1) + &lrg — 72))
ym: i(fm(y?) - yl) + gp(y4 - y?))7
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Viysledky dizertacnej prace

kde priestorové diferencie oznacime nasledovne:
Ty — 1 = T21, Ty — T3 = T43,
Y2 — Y1 = Y21, Ys — Y3 = Ya3,
(3.2.26)
T3 — T1 = T31, Ty — T2 = T42,
Ys — Y1 = Y31, Ys — Y2 = Ya2 .

Vztahy (3.2.26) dosadime do (3.2.25) a dostaneme

Ty = ixﬁ - i(ﬁmle + 77;05543) )

1 1
Ye = 7Ye = 1(MmYor + Mpyas)

! ! (3.2.27)
Ty = iﬂin = i(fmfﬁm + &Ta2)

ym: iyn = i(fmy?)l + fpy42) .

Pomocou premennych ¢, y¢, x,, ¥, vyjadrime Jacobian

Z, s 1 T
I e I (3.2.28)

Ton Yo 4 Iy Yn

a determinant Jacobidnu

1
Det] = X, Yy — Yoe Toy = E(xfyn — YeTy) (3.2.29)

Ak vyjadrime derivacie lokalnych stradnic podla globélnych stiradnic pomocu ¢, ye, =), ¥y,

fo= Yn _ U
" DetJ 4DetJ’
e ]
Y Det] 4DetJ ’
Tg L

T Detd T 4Detd’

dostaneme pre derivacie bazovych funkeii podla globalnych stradnic

Yn —Ty —Ye Te¢
b X - b b) b b b b b == b ) b b b)
b Y€ 1 Detd U 1Detd by = Ob¢ pay T O perg
Yn —Ty —Ye Te¢
b X - b b) b 9 b b 9 == b ) b b b
22 = U6 Detd T dDetd 20 = U 4Dty T U ADetd (3.2.31)
b37x = b37§ Yn + b37 T ) b37 = b37§ % + b37 ¢ )
4DetJ " 4Det] Y 4DetJ " 4Det]
Yn — Ty —Ye Te
baw = bu, by, — by, = b, by, —
4’ Y€ 1 Detd T "V 1Detd by = Y6 T T % Doy



Lokalny vektor vratnej sily v 2D probléme

Derivacie bazovych funkcii podla lokélnych stradnic vyjadrime pomocou (3.2.23):

bre = ( Z’” y 5 ©,)/4Detd | by, = (%’“y5 - %n:cg)/élDetJ,
by = (7711”%7 + an)/wew by, = (_T"’”yé . %pxg)/wew
by = (%y,7 . 5—’”gcn)/wezs.l, b,y = (%yg + 5—"%1:5)/4Det.1

biw = (“2y, — €—1’@7)/41)@;1 biy = (—Pye + gpxg)/élDetJ.

4

Koeficient 1/4 presunieme za zatvorku:

bl?(l?

b3 5T npyn

b47x - npyn

(=Tt + Emn)/16Detd |
bye = (MmYy + &ay)/16Detd

= (- — &ny)/16Detd |

( £,1)/16Detd |

biy = (Mmys — &me)/16Detd

by = (Mpye + &mae)/16Detd

(
b2vy (
(
(—

b47y

Vyrazy v zatvorkach oznacime

bie = —Nm¥Yy + Eny s by = NmYe — SmTe
bar = MYy + §Ty bayy = —Nm¥Ye — EpTe
bse = —MpYy — EmTy bsy = MpYe + Eme
biz = Mpyy — &y by = —mpye + Epe

a pouzijeme ich na interpolaciu posunutia:

Ugyy =

Ugyy =

Wyry =

( b1atgr + bogUyy + b3pts + baptizg) /16 Detd
( biyUar + boyUzn + bsytigs + baytzs) /16 Detd
Uyyy = ( b1aty1 + bagtlys + bagtiys + bagtye) /16 Detd |
( bryuy1 + boyuys + bayuys + bayuys) /16 Detd .

Vyrazy v zatvorkach oznacime

Ugy =

blmuzl + b2zu332 + b3xux3 + b4rum4 )

= blyuzl + b2yux2 + b3yua:3 + b4yux4 )
= blxuyl + b2xuy2 + b3xuy3 + b4xuy4 )

= blyuyl + bgyuyg + bgyuyg, + b4yuy4

a pouzijeme ich na interpolaciu napéitia

NmYe — Epe)/16Detd

npyYe + Epe)/16Detd .

(3.2.32)

(3.2.33)

(3.2.34)

(3.2.35)

(3.2.36)
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Tow = (QUgy + Auy,)/16Detd
Toy = W (Ugy + Uys) /16Detd (3.2.37)
Tyy = (QUyy + Augy)/16Detd .
Integrand vo vztahu (3.2.13) (hustotu vratnej sily) oznacime
hxl — (blmc Tew T bl;y Txy)DetJ ) hyl — (blmc Tyx + blvy Tyy>D6tJ )

h:r2 = (b27x Tex T any T:ry)DetJ ’ hy2 = (b27x Tyx + b2ay Tyy)DetJ )

(3.2.38)
hx?) - (b3>1’ Trx + b?ny Txy)DetJ 9 hy3 = (b37x Tyx + b3>y Tyy>DetJ 3
hx4 = (b4,$ Tz + b4,y Txy)DGtJ s hy4 = (()4,;r Tyw + b4,y Tyy)DetJ
a vyjadrime pomocou b;, a b;,, kde i = (1,2, 3, 4):
b1 by
- D
har = ({5 ™ + 16D 6Deiy =/ Detd
an:
— D
her = ({gpeg™ + Topaa ™ Pt
bz bs
= (——— D
has = ([6Deza™ * 16Dy ™ P
. b4a: b4y
hat = (5peis ™ * Topers Pt
(3.2.39)
bix by
M = (D™ T 16Derg P -
o b?ac b2y
M2 = ({6pes™ T 16Detg P
b3a: b3
hws = (D™ T Toperg P -
o b4a: b4y
fwi = ({6pes ™ © T6perg P -
Determinant Jacobianu vykratime:
hor = (b1eTee + biyTey)/16,  hyy = (biaTye + b1y7yy) /16,
hm2 - (b2z7—rz + b2 Tx )/16 ) h 2 = (beTr + b2 T )/167
yTay y y y Tyy (3.2.40)
h:)c3 = (besz + bSyT:ch)/16 ) hyS = (b?’xTym + b3y7—yy)/167
) ( )

hac4 = (b4:c7—:cx + b4y7—ry /16 > hy4 = b4x7—yx + b4y7_yy /16 .

Aby sme nemuseli delit kazdé h,;, hy;, vydelime tenzor napétia. Teda staci vynasobit

prvky tenzora napétia vyrazom

1 .062
D; = = 0.0625 : (3.2.41)
16.16.DetJ Tely — Yely
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3.2.2 Algoritmus bez vyuzitia e-invariantov

Na vypocet lokdlneho vektora vratnej sily (3.2.12) sa Standardne pouziva numericka
integracia. Uvedieme algoritmus vypoctu lokalneho vektora vratnej sily vyjadreného v
standardnej baze pouzitim Gaussovej kvadratiry. Ku kazdému algoritmickému kroku
uvedieme pocty operacii delenia, nasobenia, s¢itania/od¢itania, pre ktoré pouzijeme

symboly =+, *, =+.

Algoritmus

Vynulujeme premenné pre prvky lokdlneho vektora vratnej sily

ry1 = 0 ry1 = 0
Ty = 0 Ty2a = 0
(3.2.42)
Tyrz3 = 0 Ty = 0
Tesa = 0 Tys = 0
Vypocitame diferencie priestorovych siradnic
To1 = T2 — 11 Ty3 = T4 — T3
Y1 = Y2 — WY1 Ya3 = Y4 — U3
(3.2.43)

T3 = T3 — 1 Tyo = Ty — X2

Y1 = Ys — W Yso = Ysa — Y2

Zaciatok integra¢ného cyklu

Vypocitame funkéné hodnoty x¢, e, x,, ¥, Vv integraénych bodoch pouzitim vztahu (3.2.27)

& =1+¢ mp =1+
Em = 1-¢ Mm = 1 —n

(3.2.44)
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73

Ye =

Yn

Podla (3.2.41) vypocitame

~— =1 % 2

Podla (3.2.34) vypoéitame

blm -
b2ac -
b3:1: -

b4x

~— — 0 *x— 8

NImYn

NmYe =

Epte =

Ye =

+

fma;n
NmYn
— Yy

NplYn —

— 10

Podla (3.2.36) vypocitame

= Nm * To1 + 7p * Ty43

Thm *

Y21 + Mp * Ya3

= &m * T31 + & * T

= & *

ys1 + &p * Yao

0.0625

3

= Nm * Ypn

nm*yE
gp *ZL‘&

Mp * Ye

— MmUYy
+ &y
- fmxr]

Epn

*yn—yg*ﬂfn

EmTy = Em * T¢
Ty = Em * Ty
MpYn = Tp * Yy
EmTe & * Ty
by = NmYe — Emie
by = —Nmye — Epe
bsy = MpYe + Eme
by = &re — MpYe

blx * Uy + anc * Ug2 + b3z * Uys + b4ac * Ugq

bly * Uy + bgy

* Ugo + bgy * Ugg + b4y

* Ugq

biz * Uyt + Doy * Uyo + b3z * Uys + bag * Uys

biy * uy1 + by

£ — 12

Podla (3.2.37) vypoditame
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* Uyg

(3.2.45)

(3.2.46)

(3.2.47)
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Lokalny vektor vratnej sily v 2D probléme

a=A+pu+p

Tow = (O % Ugy + A ¥ U x* D
( w) * D (3.2.50)
Ty = M * (Ugy + Uy) * Dy
Tyy = (% Uyy + X * uyy) * Dy
-~ =0 *x—8 4+ =5
Podla (3.2.40) vypocitame
hzl = blx * Tpr + bly * Tay hyl = blx * Tyx + bly * Tyy
h':c2 - b?x * Tpp + bly * Ty hy2 = b2x * Tyx + bly * Tyy (3251)
hag = bzy * Tup + biy * Tay hys = bsy * Typ + b1y * Tyy
hz4 = b4ﬂc * Tpr + bly * Tay hy4 = b4:v * Tyx + bly * Tyy
~+— 0 *x— 16 =+ — 8
Tzl = Ta1 + hag1 Ty1 = Tyl + Ry
T2 = Tg2 + Dao Ty2 = Ty2 + Ny
! oo (3.2.52)
Tg3 = T3 + h:p3 Ty3 = Ty3 + hy3
T4 = Tpa + ha:4 Tya = Tya + hy4

Koniec integrac¢ného cyklu

3.2.3 Vypocet lokalneho vektora vratnej sily s vyuzitim e-invariantov

V tomto paragrafe navrhneme novy sposob vypoctu lokalneho vektora vratnej sily,
ktory je zalozeny na pouZiti novej bazy. Nova baza umozni vyuzit e-invarianty mno-
ziny hodnot vyskytujucich sa vo vypocte. Prvky novej bazy st najjednoduchsie mozné
funkcie, ktoré generuju priestor bilinearnych polynémov a st na jednotkovom $tvorci
¢ € (—1,1) an € (—1,1) navzajom ortogondlne. e-invarianty zasa eliminuji nad-

byto¢nt informéaciu z vypoctu lokalneho vektora vratnej sily.
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Nova bazu

dostaneme z prvkov vektora starej bazy transforméaciou

IS

kde transformacén(i maticu oznac¢ime

1

n
+1 +1 +1 +1
-1 41 -1 +1
-1 -1 +1 +1
+1 -1 -1 +1
+1 41 41 41
141 -1 41
1 -1 +1 +1
41 -1 -1 +1

by
ba

(3.2.53)

(3.2.54)

(3.2.55)

Riadky matice T st navzajom ortogonalne vektory s rovnakou normou 2 a preto plati

T
IPTT = 1,

(3.2.56)

kde I je jednotkova matica. Vlastnost (3.2.56) umozni vyjadrit izoparametricka formu

Uy

T1 X2 X3 T4

Y Y2 Ys Ya

Uzl Ug2 Uz3 Ugsq

_uyl Uyg uyg Uy4_

pomocou novej bazy s vyuzitim e-invariantov takto:

c = Vb =VIb =V (}LTTT) b = (V}ITT) (Tb) — V(i"”)b(i””),

Vb

Prvky matice V") si e-invarianty priestorovych stradnic a posunuti.

Vektor ¢ = Vb)) mazeme vyjadrit v rozpisanom tvare:
] (20 20 @ a2 ][
gl [y g g yo|| e
w - 20 0 @ a2) 0
N N R TS

20

(3.2.57)

(3.2.58)

(3.2.59)



Lokalny vektor vratnej sily v 2D probléme

V nasledujiicom texte najskor podrobnejsie analyzujeme priestorovia transforméciu vy-

jadrenti pomocou novej bazy s vyuzitim e-invariantov,

= 2071 + MW 1+ 2@p 1+ 02
T = x x x ,
: ! 577 (3.2.60)

y = yO1 + yWg + yPn + yDen.

Na vypocet lokalneho vektora vratnej sily potrebujeme prvky Jacobianu priestorovej
transformécie. Vzhladom k tomu, ze [2(®, 2 2@ 202)] a [y© o0 42 (2] pie
st zavislé od priestorovych stradnic &, n, moézeme derivacie globalnych suradnic x, y
preniest na nové bazové funkcie. Derivacie globalnych stradnic podla lokélnych stiradnic

potom budi:

y7£ —_— y(o)o + y(l)]_ + y(2)0 + y(12)n’

(3.2.61)

Ty = 700 + W0 + @1 + 2(2¢

y7n = y(O)O + y(l)o + y(2)1 + y(lz)g )
Prvé e-invarianty st z-ova a y-ové stiradnica geometrického stredu @ = [2(0) 4©)]

v Stvoruholnikovom elemente, kde
L0 _ FT At T 4 T+ 1 SO = tp vt ys +ys (3.2.62)
4 4

Tento bod je obrazom bodu [, n] = [0, 0] v transformdcii priestorovych stradnic,

ktora je znazornené na Obr. 3.2.2. Bod o®) uréuje polohu elementu vo vipoctovej ob-

(z,,9,)

(-1,-1) (-1,1)

Obr. 3.2.2. Bilinedrna transformdcia a e-invarianty.

lasti nezavisle od velkosti, tvaru a natocenia elementu. Nulové koeficienty vo vztahoch

o1
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(3.2.61), ktoré sa vyskytuji pri e-invariantoch 2 a y(©  ukazuji, Ze vypocet lokal-
neho vektora vratnej sily nezavisi od polohy elementu. Je to nadbyto¢nd informaécia,
ktort pri tvorbe algoritmu z vypoc¢tu vynechame.

DalSie e-invarianty st z-ové a y-ové stradnice vektorov a¥) = [z, y] a o =

[2(2), )] Tieto vektory st obrazmi vektorov at) = [¢, 7] = [1,0] aa® = [¢, ] =

[0, 1]. Ich stradnice su

L) (=71 + 22 — 3 + T4) yO = (=y1 + Y2 — Yz + ya)

4 4 (3.2.63)
@ _ (mi—wtag+a) o (Cy =Yty + oy
x - Y - .
4 4
Vektor a) vedie z bodu a® = [2(9 4] do stredu strany uréenej uzlami [2,4]. Vek-

tor a® vedie z bodu «?) do stredu strany uecenej uzlami [3,4]. Tento fakt vyjadruji

nasledujice vztahy

L (x2 + x4) o) O = (y2 + va) 4O

2 ’ 2 ’ (3.2.64)
@ = BT e e - Bt o
> ’ 2 '

Tieto vektory st nezavislé od polohy elementu. Ich dizky

}a(l)‘ = /2Wz() 4 ¢y | }a@)‘ = 2@z + y@y@) (3.2.65)
a uhol
(1),,(1) (2)4,(2)
_ oy + vy
B = Arccos( a0 [a®] > (3.2.66)

st nezévislé od otocenia elementu okolo bodu o!?). Nulové koeficienty pri stradniciach
oz W 232 a y@ vo vyraze (3.2.61) ukazujii, na ktorych miestach ich mézeme vo
vypocCte vynechat.

Posledné e-invarianty su stradnice

.1'(12) — i (+33'1 — T9 — I3 + x4) , y(lz) — é_i (+y1 — y2 — y3 + y4) (3267)

vektora a'?. Tento vektor je obrazom nulového vektora na jednotkovom elemente.
Vedie z bodu a(® do stredu uhlopriecky 2,3 spajajtcej body [v2, y2] a [z3, y3] a

nezavisi od polohy elementu

20 = O = (ay +a) Yy =y O = S (e ) (3.2.68)
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Velkost vektora je

‘a(12)| = /2(122(2)  (12)y(12) | (3.2.69)

Téato hodnota je nezavisla od rotacie a moze byt pouzitéa ako miera toho, ako velmi sa
stvoruholnik 1isi od rovnobeznika. V pripade rovnobeznika st stredy oboch uhlopriecok
v bode a9 a tento vektor je nulovy. Tento fakt mé velky viznam pri tvorbe algoritmu,

pretoze ak je element rovnobeznik, determinant Jacobidanu je konstantny:

Ty X, 2D 4 2(12) @ 4 202
DetJ = Det |" ¢ 7" = Det ( ) 91 (3.2.70)

Yoe Ym (M + yn) (y® + y12¢)

Ak vyraz (3.2.70) vyjadrime v tvare

) 2@ L) 402) £(12) ()
DetJ = Det + &Det + nDet , (3.2.71)
yM y(2) y 412) y(12) )
Tahko vidiet, Ze pre vektor a*? = [z(12) y(12)] = [0, 0] je determinant Jacobianu
L) 2@
DetJ = Det (3.2.72)
yV 4

nezavisly od priestorovych stradnic a teda je konstantny.
Dalsia ¢ast izoparametrickej reprezentécie (3.2.59) je interpoldcia posunuti pomocou

novej bazy a e-invariantov:

(0) (1) (2) (12
: 7 N (3.2.73)

Uy = (0)1 + u § + uy)n + ug(,u)&n.

Lokalny vektor vratnej sily zavisi od derivacii posunutia podla globéalnych stradnic
x,y. Vzhladom k tomu, Ze [u§9>, ug(gl), u§;2), uﬁ,}”] a [uéo), uél), u?), ug(, 2)] nie st zavislé
od priestorovych stradnic z, y, mozeme derivacie posunuti u,, u, preniest na nové

bézové funkcie. Derivéacie posunutia podla globalnych stiradnic potom buda

(0) (2)

e = u0 + ule, + . + w8 (En),.

Upe = w0 + uEn + udn. + uhP(En) 3270
Uy = w0 + ug(cl)f,y + UEE2)T]7y (12)(577),y : -
Uy = w0 + ule, + uPn, + uf?(en),

kde derivacie &, n podla x, y st prvky inverzného Jacobianu
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J_l _ 571‘ Mz _ 1 ym —27,77 (3275)
éay Ty DetJ Y Ty

Prvé e-invarianty st z-ové a y-ové zlozka strednej hodnoty posunuti v uzloch [1, 2, 3, 4]

u® = Upl + Ugo j: Uzz + Ugg ’ uéo) _ U Uy 1‘ Uys T Uys (3.2.76)

Tieto e-invarianty vyjadruju celkové posunutie c¢asti pruzného kontinua aproximova-
ného stvoruholnikom 30 = [u;(to), ul(,o)]. Nulové koeficienty vo vztahoch (3.2.74), ktoré
sa vyskytuju pri e-invariantoch ul? a uéo) , ukazuju, ze vypocet lokalneho vektora vrat-
nej sily nezavisi od toho, kam sa ¢ast kontinua posunie. Je to nadbyto¢nd informaécia,
ktoru pri tvorbe algoritmu z vypoctu vynechdme. Vyznam ostatnych e-invariantov,
ako uvidime neskor, sa prejavi pri vypocte vektora vratnej sily pre Specialny pripad
elementu v tvare Stvorca.

Ak dosadime deformécie do vzfahu pre vypocet napéitia, mozeme pocitat prvky

lokélneho vektora vratnej sily

1,1
r, = / / (b, Tuz + by Toy) Det d€ dn,
et (3.2.77)

1,1
r, = /1 /1 (b,y Tye + b,y 7)) Detd d€ dn .

Vo vztahu (3.2.77) vyjadrime derivacie Standardnych bazovych funkcii podla z, y po-
mocou derivécii novych bazovych funkcii podla x, y
byac :(T—lb(inv))m _ (ZILTTb(zm}))aa: _ iTTb(fgv) :
‘ . ' (3.2.78)
byy :(T—lb(znv))w — (iTTb(”w))w — %TTb(,Z;v)
a dostaneme
1 ‘ ‘
r, = / / (AT 70y + STTH0Y) 7)) Detd dS dp,
I | | (3.2.79)
ry = /1 /1 (%TTb(vz;v) Tye T %TTb(j;v) Tyy) DetJ d§ dn .

Ak vo vyraze (3.2.79) vyberieme inverzni transformacént maticu pred integral, dosta-

neme:

1 pl
r, = %ITT/ / (b(,"zm’) Tew + b(,ZW) T:L"y) DetJ d¢ dn,
et (3.2.80)

NI

1 1
T / / (br) 10 + B 7)) Detd d€ dn .
-1J-1
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Dalej zlava vynasobime transforma¢nou maticou obe strany rovnice (3.2.80)

—1

(3.2.81)
= Ti TT/ / b(mv Tye + b(’ZW) Tyy) DetJ dg dn,
a dostaneme vztah pre e-invarianty lokalneho vektora vratnej sily
1,1
r{(pim;) = Tr, = / / (b(’lazw) Tew + b(;;w) Tacy) DetJ df d77;
(3.2.82)

r{) / / b 7 + B 7)) Detd dé dn.

Vztah (3.2.82) rozpiSeme:

1

(07pz + O7yy) DetJ d€ dn,
1
1

—

rO = 4ro e+ et =

rg(cl) = —Tp1+ T2 —Te3+T2a = (&o Tox + &y Tay) Detd d€ dn,
~1
1

rg(f) = Tl = T2+ T3+ T4 = (77796 Tow + T Tay) Detd d€ dn,

1

(€M) se Tow + (§0) 12 Tay] Detd d§ dn ,

1

12
P12 = Jr —rae —Tus ey =

—
N\\\\

12
r(12) — Fry1 —Ty2 —Ty3+rys =

(3.2.83)
1,1
7050) = 41yttt = / / (07 + 07yy) Detd d¢ dn,
-1J-1
1,1
T?(Jl) = Tyl Ty —Ty3trys = / / (&sz Tya + &y Tyy) Detd dE dn,
-1
1 pl
7“1(/2) = Tyl =Ty Ty Ty = / / (e Ty + Nsa Tyy) Detd dS dn,
1

/ (€N)sa Tyw + (EM)sa Tyy| Detd dE dn .

(3.2.84)

Prvy e-invariant [7’5;0), 7’3(/0)] vyjadruje sucet lokalnych vratnych sil posobiacich na ele-

ment. Nulové koeficienty, ktoré sa vyskytuju pri zlozkach tenzora napiétia, vyjadruja
fakt, ze tuto informéaciu vo vypocte nepotrebujeme. Vyznam ostatnych e-invariantov,
ako uvidime neskor, sa prejavi pri vypocte vektora vratnej sily pre Specidlny pripad

elementu v tvare stvorca.
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Priklad
Budeme uvazovat o Stvorcoch, ktoré maji rovnaki velkost a orientéciu ako referencny
element. V tomto pripade sa priestorova transforméacia medzi lokalnymi a globalnymi

suradnicami redukuje na posunutie

T =3 + 2 + 23 + 24) + £ =20 + ¢,

i (3.2.85)
(yi +v2 +ys +ya) + =099 +79

N

y =
v konecno-elementnej sieti. Inverzna transforméacia je potom posunutie v opa¢nom
smere:
5 = x(O) - T,
(3.2.86)
n =y —y.
Zo vztahov (3.2.85) a (3.2.86) vyplyva, ze Jacobian transformécie i Jacobian inverznej

transformécie je jednotkova matica

I7 x? ' T ' T 1 0
PR S L] I S (3.2.87)
Yse Ysn €7y My 01
a
Detd = 1. (3.2.88)

V takomto pripade pre derivacie novych bazovych funkcii b podla = a y dosta-

neme
0 0 0 0
; 'L 1 i ’ 0
B = : = , b= ol o (3.2.89)
777:!2 O 77711 1
(02 7] 8| €]

Tieto derivacie bazy pouZijeme na vypocet derivacii posunuti vo vztahu (3.2.74):

Ugry = ug(CO)O + ug)l + uf)o + ugz)n,
(0) (1) (2) (12)

Uy, = Uy 0 + uy’l + uy 0 + u ,

Y Y Y Y v (3.2.90)

Ugyy = uéO)O + uS)o + ug)l + uém)g,
uyy = u0 + w0 + uP1 + uy?e .

Prvé e-invarianty (3.2.62) sme analyzovali pri vipocte derivacii posunuti pre vSeobecny

stvoruholnik. Druhé e-invarianty
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1 _ —Uz1 + Ugz — Uzz + Ugy 1 _ —Uy1 + Uy2 — Uy3 + Uya
uy) = 1 , Uy = 1 (3.2.91)
prepiseme do tvaru
Ul +Uzr3 _ Uz2t+Uza Uy1+Uy3 _ Uy2+Uya
1 — 2 2 1 _ 2 2
uy’) = 5 ;o uy) = 5 : (3.2.92)

kde ““;’“”3 a u“;uy?’ je priemerna z-ovéa a y-ova zlozka posunutia medzi uzlami [1, 3].

Uzp2+Ugq a Uy2 +1,Ly4
2 2

je zasa priemerna z-ové a y-ova zlozka posunutia medzi uzlami [2, 4].
Ak vezmeme do uvahy, ze z-ovy a y-ovy rozmer elementu je h = 2, tak vidno, Ze
druhy e-invariant predstavuje aproximaciu u,,, a u,,, z-ovou diferenciou. Nulové ko-
eficienty, ktoré sa vyskytuji vo vztahoch (3.2.90) pri e-invariantoch utd a ugl) vyjad-

ruju fakt, Ze na aproximéciu derivécie posunutia podla y je diferencia podla x zbytocna

informacia. Tretie e-invarianty

u® = —Ugl — Uzpy + Uzz + Ugy D u® = —Uy1 — Uyz + Uyz + Uyg (3.2.93)
4 Y 4
prepiseme do tvaru
(2) Up3+Ugd _ Uzpl+Ugz2 (2) Uy3+Uys _ Uy1+Uy2
2 2 2 2
u = , u = ) 3.2.94

kde “s1ftz2 o “ylzuw je priemerné z-ova a y-ova zlozka posunutia medzi uzlami [1, 2].

Ug3+Uzd a Uy3+Uys

5 5 je priemernd x-ova a y-ova zlozka posunutia medzi uzlami [3, 4]. Ak

vezmeme do uvahy, ze x-ovy a y-ovy rozmer elementu je h = 2, vidno, Ze treti e-
invariant predstavuje aproximéciu u,,, a u,,, y-ovou diferenciou. Nulové koeficienty,

& a u§2) vyjadruju fakt,

ktoré sa vyskytujua vo vzfahoch (3.2.90) pri e-invariantoch, u
7e na aproximéciu derivacie posunutia podla x je diferencia podla y zbyto¢né informa-
cia. Ak nadbyto¢nt informaciu vynechdme, mozeme vyjadrit derivacie posunuti podla

globalnych stradnic z, y nasledovne:

e = )+l gy = o 4 @l
(1) (12) (2) (12) (3.2.95)
uy?x = uy + 77Uy ) uy7y = uy + fuy .

Pre e-invarianty lokalnych sil v pripade jednotkového Stvorca plati
r = [ 07, + 0ny) dedy, Y = [1 (07, + 07y,) dEdn,
) dedn, ) = [ [ (A, + 0my,) dEdn,
0 + 17,) d€dn, P = [1[1 (07, + 17,) dEdy,
)

d¢ dn, 7’3(/12) = f,llf,ll (nTyr + gTyy) d¢ dn,
(3.2.96)

i
) = fi1f711<17'm + 07y
i = L
i

ry = = fjlfj NTee + é-Try

a7



Viysledky dizertacnej prace

kde nulové koeficienty pri prvkoch tenzora napitia ukazujd, ¢o netreba integrovat.
Vo vyrazoch (3.2.96) analyticky vypocitame integraly z prvkov tenzora napiitia, ktoré

vyjadrime pomocou derivécii posunuti (3.2.95):

Taw = O+ 20) (6 ) x (0 + )
Tay = 11 (ux + 22 4 oY 4 nu§12)> : (3.2.97)
Ty = (A + 2p) (Uy + &y 12) + A < + nu(lz))

Integraly vyjadrime z prvkov tenzora napétia nasobenych derivaciami bazovych funkcii:

NTzx = ()\ + 2,u) <T]u§;1) + 772 (12> A\ <77uz(/2) + ngugm)) 7
May = K (77% + enul™® + nult) + u§,12)> ,
oy = 1 (602 + €8V + o) + o) |

Ery = A+ 20) (&u? + ) + A (eul? + gnul®)

(3.2.98)

Pri vypocte integralov vyuzijeme ortogonalitu bazovych funkcii a vypocitané integraly

pouzijeme na vypocet e-invariantov sil:

0 0
, A+ 2l + P (ug(f) + u(l))
rgzm;) _ ( :u’()) o Y 7 I‘Z(/”w) _ 2 Y (3299)
1 (uw + uy ) (A + 2u) ul(,z) + At
LA+ 3p) ub® | O+ 3w uy?

Vztahy (3.2.92) a (3.2.94) vyjadruju fakt, Ze e-invarianty posunutia WM u?, uz(,l), ul(f)

s aproximacie r—ovej a y—ovej zlozky derivacii posunuti diferenciami. Ak porov-
; (inv) (inv) , , s i v . .
name prvky vektorov ry a Iy s Hookovym zakonom, zistime, Ze e-invarianty

7’3(61), 7}(3), 7’3(,1), 7’3(/2) st zlozky tenzora napitia aproximované diferenciami:
oo e = (A + 20) u) +
Toy = 7"9(62) = U (u(l) + u§;)> )

Ty R r? = (A+2u)u§,) + b

(3.2.100)

Z e-invariantov dostaneme pouzitim inverznej transformacie prvky lokalneho vektora

vratnej sily
r, = T7e(™, r, = TTe{m™). (3.2.101)
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Lokalny vektor vratnej sily v 2D probléme

3.2.4 Transformacia do e-invariantov

Transforméciu do e-invariantov mozno zapisat ako sucin transformacnej matice a ma-

tice poldh uzlov a posunuti v uzloch

+1 +1 +1 +1 || 21 Y1 Us1 Uy z© y(O) u&o) uéo)

-1 +1 -1 +1 T Y2 Uy Uy @ y(l) u&l) u?(,l) (3.2.102)
=1 =1 +1 +1 || 3 Y3 Uzz Uya z® y® u§:2) Ug(,2) . -

+1 =1 =1 41 || 24 Ys Upz Uys z(12) 4 (12) ult? uéu)

Transformac¢néa matica T je zloZena z troch submatic T; a jednej submatice — T, kde

+1 41
(3.2.103)

H
I

-1 +1

je transformacna matica pre 1D problém. Transforméciu (3.2.102) teda mdzeme vyjad-

rit pomocou submatic v tvare

+1 +1 +1 +1 T1 % Ugpl Uyl 2@ 4O 20 4©)
_—1 +1_ _—1 —1—1_ | To Y2 || Va2 Uy || PADNENSY (1) 1)
-1 -1 +1 +1 T3 Y3 Uz3 Uyq z® y@ U:(vz) U§2) ’
+1 —1 || -1 +1 T4 Ya | | Uss Uy z(12) 4 (12) ult? ug(/u)
) o o o ] (3.2.104)
alebo
+T; +T; || X;2 U X0 gy
S I el . (3.2.105)
-T, +T4 X, Usy X(212) U(212)

Lavt stranu maticovej rovnice (3.2.105) roznasobime:

+T, +T, X2 Upg B T X2 + T1 X34 T1Ujp + T1Usy (3.2.106)
=T +T; || X34 Usy TX34 — T1X;2 T1Usy — T Uy

V pravej strane maticovej rovnice (3.2.106) sa zdvojene vyskytuji nasobenia submatic

T1X12 s T1X34 s T1U12 s T1U34 . (32107)

Najskor vynasobime tieto submatice, ¢o znamena 16 operacii . Vysledné matice po-
tom s¢itame/od¢itame podla (3.2.106) , ¢o znamena 16 operacii +. To znamen4, Ze na

transforméciu potrebujeme celkom 32 operacii . Ak by sme vykonali transformaciu
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nasobenim podla (3.2.102), potrebovali by sme 48 operacii +. V samotnom algoritme
okrem tohto zjednodusenia este redukujeme transformac¢nii maticu z rozmeru 4 x 4
na rozmer 3 X 4 vynechanim prvého riadku, ¢im eliminujeme z vypoctu e-invarianty

2@, y© 4O 4O 64 ktorjch lokalny vektor vratnej sily nezavisi.

3.2.5 Algoritmus s vyuzitim e-invariantov

Uvedieme algoritmus vypoctu lokalneho vektora vratnej sily vyjadreného v novej baze,
ktord umozni vo vypocte vyuzit e-invarianty. Ku kazdému algoritmickému kroku uve-
dieme pocty operacii delenia, nasobenia, s¢itania/od¢itania, pre ktoré pouzijeme sym-

boly =, *, =+.

Algoritmus

Vynulujeme premenné pre prvky e-invariantov lokdlneho vektora vratnej sily

r =0 rl(,l) =0

=0 P =0 (3.2.108)
7"9(512) =0 rg(,m) =0

Transformujeme polohy a posunutia v uzloch do e-invariantov (3.2.102)

To1 = T2 — In Uzl = Ug2 — Uzl
Y21 = Y2 — W Uy21 = Uyz — Uyl
(3.2.109)
Ty3 = Ty — T3 Ugay = Ugqs — Ug3
Y3 = Y4 — Y3 Uyaz = Uysa — Uy3
0 *x—0 £ — 8
M = 245 + 29 y D = yg3 + yn
2@ =z + 13— 1y — m y® =y +xy — 1y — 1y
212 = Ta3 — T21 9(12) = Ya3 — Y21
. . (3.2.110)
ua(c) = Ugq3z + Ugz21 Uz(/) = Uy4z + Uy21
2 _ _ _ (2 _ _ _
Uz = Ugs + Uyg3 Ug2 Uz Uy = Uys + Uys Uqy2 Uy1
(12) (12) _
Uz = = Ugqg3 — Ug21 Uy = Uyg3 — Uy21
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-~ =0 *x—0 = - 20

Zaciatok integracného cyklu

Vypocitame funkéné hodnoty ¢, ye, ), , v integraénych bodoch pouzitim vztahu (3.2.61)

xa£ — x(l) + ZL'(12) * T]

ye = yV + y1

(3.2.111)
x7n — x(2) + x(12) *5
y,n — y(z) + y(12) *g
=0 *x—4 £ — 4
Podla (3.2.41) vypocitame
0.0625
Dy = (3.2.112)
Te % Yy — Ye * Ty
~ =1 %2 £ -1
Vypocitame derivacie &, n podla z, y
ga: = Yy gy = Yy
Ne = —Tyy My = Ty¢ (32113)
ENe = Ym ¥ — Ty xE &Ny = & % Tpe =Yg #1)
=0 *x—=4 £ -4
Podla (3.2.74) vypocitame
Ugye = U:(El) * 6;(: + ’LL5;2) * N + U($12) * 577:(:
e = ug) o+ &+ oug e+ uf? o« En, (3.2.114)
Ugy = ug(cl) * & + ug) * 1y + ug(ﬁu) * Eny
Uy = u?(,l) * & + uéz) * 1y + uéu) * €Ny

Podla (3.2.37) vypocitame
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a=\N+pu+p

Tow = (Q % Ugy + A % Uyy) ¥ D
( w) * D (3.2.115)
Tay = J* (Ugy + Uye) * Dy
Tyy = (@ % Uy + X * uyy) * Dy
=0 *x—=8 £ +— 5
Vypocitame integrand vo vztahu (3.2.83)
1 1
hf(f):ga: *Ta:ac"‘f_gy * Try h;):£x *Tya:"_gy * Tyy
WY = Taw + My * Tay hy) = s Tye T Ty % Tyy (3.2.116)
1 1
WY = ek mw + gy ¢ Ty By = G % T + % Ty
= =0 *x—= 12 £ — 6
AU Tl(/l) _ Tg(/l) n h;l)
r§;2) = 7";2) + hg) 7"1(!2) = 7'?(/2) + hZ(JQ) (32117)
(2 _ 02, g0 ngu) _ 7’512) " hém)
~— 0 *x—0 £ — 6
Koniec integracného cyklu
Podla (3.2.101) transformujeme e-invarianty sil na lokalny vektor vratnej sily
Tgra3 = 7';(51) + 7"§:2) Tya3 = 7“3(;1) + TZ(JQ)
ra = i = s o = P = Ty
Tyo = T;(pl) - T:(p2) - T:(rl2) Ty2 = 7”1(/1) — 7"1(/2) — T3(/12) (3 9 118)
reg = i — i — {1 Ty3 = rg(,z) — r?(,l) — r?(,m) o
Tpea = 7“§:12) + T3 Tya = 7"3(/12) + Ty43
=0 *x—=0 £+ 14
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3.3 Lokalny vektor vratnej sily v 3D probléme

Budeme sa zaoberat trojrozmernym problémom pohybovej rovnice kontinua

PUgstt = Trxx + Tryyy + Tazsz + fm )

PUzstt = Tagse + Tzysy + Tozye + fz .

V rovnici (3.3.1) je hustota zotrvacnej sily pi, = [ pua,i , PUyste » PUzi |1, kde p je
hustota, ug, u, a u, s v x-ova , y-ovd a z-ova zlozka posunutia . Hustota vratnej

sily je dana divergenciou tenzora napétia

Texsz + sz;y + Tezyz
r = divT = Tyzra —+ Tyyry + Tyzsz (332)

Texsz T+ Tzyry + Tezyz

a Hookov zakon v trojrozmernom probléme ma tvar

0 0 U gy
Tyy A A+ 2p A 0 0 0 U gy
Tes A A A+ 2 0 0 0 U s
- a (3.3.3)
Tay 0 0 0 I 0 Of[wasy + Uy
Tyz 0 0 0 0 1 Of|Uyrz + Uy
Tez 0 0 0 0 0 LU,z + Uz
Hustota externej sily je danéa vektorom f = [fo fy, [T

V nasledujicom texte budeme uvazovat elementy v tvare konvexnych Seststenov ur-
¢enych polohami vrcholov (i), Yie), 2i(e))- (¢ = 1,2,3,4,5,6,7,8) je ¢islo uzla pre

konkrétny element e. Slabéa forma pohybovej rovnice (3.3.1) pre element e mé tvar
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/ p Uy wy df?
/ p Uy wy df?2

/ p i, wg df2

e

( TezWkyz + TryWk,y + Tuz W,z ) dfs?

Tan Wk dr' + fx'lUk dQ,

e

( Tyas Wk + TyyWky =+ TyzWk,z ) dfs?2

Tynwy, AN + fywy d82, (3.3.4)

ne

( TzaWk + TayWiy + TzzWkyz ) ds?

TanWi dI" + fzwk d.Q,

ne

kde wy € {wi, we, w3, ..., We} s vahové funkcie. Na zobrazenie medzi globalnym

stradnicovym systémom, (z, y) a lokdlnym stradnicovym systémom (&, n) pouZijeme

bilinedrne Stvoruholnikové bazové funkcie

by
)
bs
by

ool —

(1
(1
(1
(1
(1
(1
(1
(1

) (L= (1=

(=m0

)L+ (1= Q)

) (L) (1= Q) 535
)L (140

)= 1+ 0

) (L) 1+ 0)

) (L) (140

Pomocou bazovych funkcii transformujeme body (&, 1, ¢) jednotkovej kocky s vrcholmi

v bodoch
£ = [-1,+1,-1,+1, -1, +1, -1, +1]",
n = [-1,-1, 41, +1, =1, =1, +1, +1]", (3.3.6)
¢ = [-1,-1, -1, =1, +1, +1, +1, +1)7,

na body (z, y, z) Seststenového elementu (2¢ s vrcholmi v bodoch
x = [x1, Ty, T3, T4, Ts, Te, T, Tg ],
y = (U1, Y2, Y3, Y, Y5, Yo, Yr» Us ]T, (3.3.7)
z = |21, 2, 23, 24, 25, %, 27, 28|

64



Lokalny vektor vratnej sily v 3D probléme

Transforméciu vyjadrime ako skalarny suéin vektora bazovych funkeii (3.3.5) s vektormi

stradnic vrcholov (3.3.7)
r=">blx, y=>bly, z=>blz. (3.3.8)

Na aproximaciu rieSenia pre element pouzijeme Lagrangeov interpola¢ny polyném ge-

nerovany rovnakymi bazovymi funkciami

u, = b'u, , u, = b'u, , u, = b'u, (3.3.9)
kde

_ T

u, = [uzla Ugz2, Ug3, Uz, Ugs, Uz6, UzT, uz8] )
_ T

u, = [uyla Uy2, Uy3, Uya, Uys, Uys, Uy7, uyg] s (3310)
_ T

u, = [uzla Uz2, Uz3y Uzay Uzs, Uze, Uz, qu]

s x—ové, y—ové a z—ové Casovo zavislé hodnoty riesenia v uzloch.
Ak priestor vahovych funkcii w; v rovnici (3.3.4) aproximujeme zlozkami vektora

b, prvy integral na lavej strane rovnice vyjadruje lokdlny vektor vratnej sily
1 1 p1
re = / / / (Texbyz + Tuybyy + Tu:b,. ) Detd d€ dn d(,
= / / / (Tyebus + Tybyy + 7by. ) Detd de dy dC,  (3.3.11)

r{ = / / / ToeDow + Toybyy + 722, ) DetJ d€ dn d¢,

kde tenzor napitia je dany Hookovym zédkonom Vzhladom k tomu, Ze u,, u, a u, nie
st zavislé od priestorovych stradnic, méZzeme derivacie posunutia (3.3.9) preniest na

bazové funkcie

Uy ye = b,l;zux ) Ugyy = bfl;yum 5 Ugyy = bT ,Ugz

Uy,z = bj;xuy y Uy yy = bT yUy Uyyy = bT Uy, (3312)
% T

Uz = by;puz ) Uzyy = bT uz ) Uzyz = b7zuz

Pouzijeme retazové pravidlo a derivacie bazovych funkcii podla z, y, 2 vyjadrime po-

mocou derivacii bazovych funkeii podla &, 7, ¢,

bux = bu{ gaﬂc +bm Mz +b7C Cﬂv )
bay = ba{ 5ay +b777 Ty +b>C Cay ) (3313)

baz = ba§ gaz +bm 1,z +baC C)Z )
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kde derivacie &, n, ¢ podla x, v, z,

fa:}c Mz C?x 1 Y Z?C _y7C Zﬂ] y7C Z?é Y, Z5¢ y7£ Z,n _ym Z7§

gay Ty va = DetJ Ty By —Tyy 25¢ Ty 2o¢ =Ty 2y¢ Tyn Yse —Tye Zyn| >

572 M,z gvz xm Yo =Ty ym Ty Yye —The Yi¢ Xye yar] _xm Y,¢
(3.3.14)

st prvkami inverznej matice Jacobianu transformacie (3.3.8)
Log Loy Ls¢
J = ye v ysc| - (3.3.15)
“hE 2 2xC
Prvky Jacobidnu vyjadrime pomocou derivacii bazovych funkcii podla &, n, ¢,
Te=blx, z,=Dblx, z.=Dblx,
Ye= by, y,=Dbly, yc= by, (3.3.16)

2y = bj;gz ’ By = bj;nz ’ 2y = bj;cz )

kde derivacie bazovych funkecii podla lokalnych stradnic &, n, ¢ st

11— —¢+n) 11— ¢—¢+¢0)
+1(1 —n = ¢+ nQ) -1(1+&-¢—£0)
~1(1+n—¢—nd +1(1 - ¢ - ¢+
R U e ) IR R I
S -1 —n+¢—nQ Bl-11-¢+¢-&)
+1(1 = n+¢—nd) 11+ &+ ¢+ &0
—1(1+n+ ¢+ nd) +1(1 =&+ ¢ = &0
+1 (1 +n+ ¢+ nQ) +1(1+ &+ ¢+ &0
- z - - (3.3.17)
—1(1—¢&—n+&n)
11+ &—-n—£&n)
-1 (1 —=&+n—4E&n)
h(_;-ﬂﬂ+f+n+@)
Bl+1(1—¢—n+em)
+1(1+&—-n—£&n)
+1 (1 =& +n—¢&n)
+1(1+ &+ 0+ &n)
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3.3.1 Algoritmus bez vyuzitia e-invariantov

Uvedieme algoritmus vypoctu lokalneho vektora vratnej sily vyjadreného v standard-
nej baze pouzitim Gaussovej kvadratury. Ku kazdému algoritmickému kroku uvedieme
poCty operacii delenia, nésobenia, s¢itania/od¢itania, pre ktoré pouZijeme symboly

=, *k, *£.

Algoritmus

Vynulujeme premenné pre prvky lokdlneho vektora vratnej sily

ry1 = 0 ry1 = 0 r,y = 0
Ty = 0 Ty2a = 0 Ty = 0
Tyy3 = 0 Ty = 0 T,z = 0
Teqa = 0 Tys = 0 Ty = 0
(3.3.18)
Tys — 0 Tys = 0 T,; — 0
Trg — 0 Tye = 0 T — 0
Tyer = 0 Ty7 = 0 Tyr = 0
Trg — 0 Tyg = 0 r.,g — 0
Vypocitame diferencie priestorovych siradnic
T21 = T2 — T1 Y1 = Y2 — W1 21 = Z2 — 21
T43 = Tg — T3 Ya3 = Y4 — Y3 243 = 24 — %3
Tgs = Tg — Is Yes = Ys — Y5 265 — 26 — <5
Tgr = Tg — 7 Ysr = Ys — Yr R8T — k8 — &7
(3.3.19)
I31 = T3 — T1 Ysi = Ys — W1 231 = 23 — 21
Tag = Ta — T2 Y2 = Ya — Y2 242 = 24 — 22

Trs = Ty — s Ys = Y7 — Ys 215 = 27 — X5

Tgg — T8 — Tg Yse = Ys — Ys 286 = <8 — 26
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Ts1r = Ts — 1 Ys1 = Ys — U1 Z51 = 25 — <1
Tea = Tg — X2 Y2 = Ys — Y2 262 = Re — R2
(3.3.20)
T73 = Ty — XT3 Y3 = Y7 — Y3 Zr3 = k7 — 23
Tga = Tg — T4 Ysa = Ys — UYa 284 = 8§ — 24

Zaciatok integracného cyklu

Vypocitame funkéné hodnoty v integracnych bodoch pre funkcie b, = 8b;,c , by, =

8b bic = 8b;,¢, kde 7 je Cislo konkrétnej bazovej funkcie

s
ng =mnx*( §¢ =& x*(C &n = &%

=14+ &b =1+¢
Mm =1 =1 n =16 (3.3.21)

Gy =CH+C G =C+EC  ngp =n+ 18
Com = C—Cn G = C—&8C Mg, =1 — M8

by = M — Gy b3y = &n — G bsc = Em — gy

bie = Mp — Cpw by = & — G boc = & — Nem

bee = Nm + G by = &n + e bre = &n + e

bse = My + Cp,  bsy = § + G bse = &+ ng
-0 *x—3 £ — 22

Vypocitame funkéné hodnoty z¢ = 8z, , ye¢ = 8y,e , 2 = 8z , Ty = 8Ty , Yy =

8Ym 5 2y = 82y , T¢ = 8T, , Yo = 8Y,c , z = 8z, v integracnych bodoch po-

uzitim vztahu
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Te = bgg * T91 + b4§ * T4z + b@f * Tgs + bgg * Ig7

Ye = boe * Yo + bae * yaz + bee * Yos5 + bse * Yy

e = bgg * 291 + b4£ * Z43 + bﬁg * Z65 + bgg * Zgr
Ty = b377 * T3q —+ b477 * Tyo + b777 * X5 + b877 * Tge
Yy = bay * Ys1 + bay * Yso + by * Y5 + bsy * Yse (3.3.22)
Zp = bgn * 231 + b47] * 249 + b7,7 * zvs + bgn * 286

Te = b5( * T + b@( * Tgo + b7c * Ty + bgc * T4
Yo = bs¢ * ys1 + be¢ * Ye2 + brc * yrz + bge * Ysa

ZC = b5§ * 251 + bGC * 262 + b7< * 273 + bgc * 284

~— =0 *x+— 36 £ — 27

Vypoditame funkéné hodnoty D; = 1/DetJ v integracnych bodoch

dl = y77 * ZC — yc * Z77
d3 = Ye * 2y — Yp * Z

0.001953125

D, —
J Te % dy + xy *x dy + T * d3

~— 1 *—9 £ = 5

Vypocitame funkéné hodnoty derivdcii lokadlnych siradnic podfa globalnych siradnic, ktoré

st nasobené determinantom Jacobidnu v integra¢nych bodoch

o = dy Ne = da Gz = da
§y = Te * 2y — Ty *x 2¢ My = Tg x Ze — Te k2 Cy = Ty * Ye — Te * 2y

o = Ty * Yo — T K Yy M. = Te ok Ye — Tg x Yo G o= Te ok Yy — Ty K Y
(3.3.24)

~ =0 *— 12 =+ — 6

Vypoditame derivacie bazovych funkcii podla z, v, 2
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70

boe&s
bag€s
beea
bge&y

bae&y
bae§y
bee&y
bseSy

bae
bee
bse

* i
x &
* &
*

blx =
b23: -
b3x -

b4m -

b37777x
b4n77x
b7y
bsnﬁx

—bae&e
bae€a
b37777x
Dag€s
bs¢Ca
bee
b7y
bge&e

bsny
banmy
bryny
bsn 1y

== _625534

bae&y
b3n77y
bae&y
bscCy
becSy
brnty
bse&y

b377 * Ny

b4n * Ny

b7n * Ny

b877 * Tz

b3777]x
b4n Nz
baey
b477 Nz
brnle
bSnncc
bse€a
bsnm

bsyny
banny
bae&y
banmy
bryny
bsn1y
bse&y
bsyy

+ o+

= b377 S ny
- b4n * Ty
= by * 1y

= bgn >k T]y

+ o+ +

bs¢Ca
be¢Ca
br¢Ca
bs¢Ca

bs¢Cas
becCas
br¢Cas
bs¢Cas
bec&as
becCas
br¢Ca,s
bs¢Cas

bs¢cCy
becCy
br¢Cy
bscCy

bs¢ Gy
becCys
br¢Cy,
bscCy»
becSy,
becCy:
br¢Cy,
bs¢ Gy

b@g
b7<
bs¢

* (g
* (g
* (y
* (g

(3.3.25)

(3.3.26)



Lokalny vektor vratnej sily v 3D probléme

boel, = boe x &, bayn. = bz, xm.  bseC, = bse x (,
bae. = bag * & by, = bay * 1. becC = bee * C;
bﬁgfz = b6§ * &, b7n77z = b7,7 * 1 b7<§z = b7g * C,
bgel. = bge * & bgyn. = bey x ;. bge(. = bge * (.

blz = _62££z - bST]nZ - b5Cg27

ba, = bl — bayn. — becCs, (3.3.27)
bs. =  bgyn. — bael. — b7,
by, =  bal. + baym. — bsc(,
bs: =  bscCo — bryma — beels,
be: = beek: — bsyn. + becCs,
br. =  byn. — bgele + by,
bs: = sl + bgyma + bscCs,

~— 0 *x+— 3 £ — 51

Vypoditame derivacie posunuti podla z, y, 2

Ugy = Uzl * bl:c + Uy * b2x + U3 * b3w + Uzy * b4a7 + Uys * b5$ + Uy * bﬁx + U7 * b733 + Ugg * b8:c
Ugy = Ugl * bly + Uz * b?y + U3 * b3y + Uzy * b4y + Ugs * b5y + Uz * bGy + U7 * b?y + Ugs * b8y

Ugy = Ugl * blz + Uz * b22 + U3 * b3z + Uzgyg * b4z + Ugs * b52 + Ugp * bGZ + U7 * b?z + Ugg * b8z

Uyg = Uyl * bla: + Uy2 * b2x + Uy3 * b?)x + Uya * b4x + Uys * bS:E + Uy * bﬁx + Uy7 * b?x + Uysg * b8:t:
Uyy = Uy1 * D1y + Uys *bay + Uys* bgy + Uy ¥ bay + Uys xbsy + Uye* bey + Uy7 * bry + Uys *bsy

Uys = Uy1 ¥ D1, 4 Uya ¥ by 4 Uy3 ¥ b3, 4 Uya * by + Uys * b5, + Uy * be. + Uy7 ¥ b7, + Uyg * bg,

Uzy = Uzl * blx + Uzo * b2;c + Uz3 * b3$ + Uzq * b4a: + Uz * b5;v + U6 * b6z + Uy * b7x + U,g * b8x
Uzy = Uz * bly + Uz * b2y + Uz3 * b3y + Uzq * b4y + Uzs * b5y + Uyg * bGy + Uy * b?y + U8 * bSy

Uzz = Uzl * blz + U2 * b2z + U3 * b3z + Uzq * b4z + U, * b5,z + Uz * bﬁz + U7 * b7z + U8 * b8z

~ =0 *—= 72 £ — 63

Vypoditame napatia
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-~ — 0

* — 12

YDy
ADy
oy

T(E(E

vy

TZZ

YDy,
YD,
YD,
Dy
pLy

=
&
*

11

« (A 4+ p+p)

* A

* [

*

*

*

*

*

Vypocitame lokalny vektor vratnej sily

72

T
T
"3
T
T5a
T6x
T2

e
T8y

rfy
rgy
r§y
rjy
rgy
rgy
r$y

€
7“8y

T
T
T30
T
TS0
T6x
"7

e
T'se

rfy
rgy
r§y
riy
rgy
rgy
7“$y

€
T‘Sy

N
N
N
N
.
.
N
N

e e e

Tea * bl:c
Ty * b21
Toax * b3m
Tex * b4a:
Tyea * b5$
Toa * bﬁz
Trx * b7m

Tex * b8:c

Tay * blx
Ty * ng
Toy * D3z
Txy * b4x
Tay * be
Tey * Doz
Ty * b?x

Tay * ng

+ o+ o+ o+ o+ o+ o+

e e e S

(Uay + Uya)
(Uyz + Uzy)

(Ugz + Usy)

* bly
* bgy
* bgy
* b4y
* b5y
* bﬁy
* b7y

* bgy

* bly
* bgy
* bgy
* b4y
* b5y
* bﬁy
* b7y

* bgy

+ o+ o+ o+ o+ o+ o+

+ o+ o+ o+ o+

TCEZ
T.ZZ
T{EZ
TCCZ
TIZ

T.’EZ

Uyy + ADj * (Ugy + U.z)
Upy + ADy % (Ugz + Uyy)

X* blz
* bgz
* bgz
* b4z
* b5z
* b6z
* b7z

* sz

* blz
* b2z
* bgz
* b4z
* b5z
* bﬁz
* b7z

* bgz

(3.3.28)



Lokalny vektor vratnej sily v 3D probléme

sz = riz + Ty ¥ bll‘ + Tyz * bly + T % blz
T2ez = TSZ + Tuz ¥ Doy + Tyz * b2y + T % Do
ng - ng + Ty ¥ b3y + Tyz * b3y + Tu. * bs,
riz = TZZ + Tan * b4$ + Tyz * b4y + 7., % b4z
ng = ng + T ¥ b593 + Tyz * b5y + Tu % b5z
6, = T6y T Tuz * ber + Tyz * bﬁy + Tu. * g,
T’?z = r’;z + T * b7x + Tyz * b?y + T, % b7z
ng = ng + Te ¥ wa + Tyz * b8y + T ¥ sz
=0 *x—= 72 £ — 72

Koniec integracného cyklu

3.3.2 e-invarianty

Izoparametricktt formu (3.3.9) a (3.3.8) moZno vyjadrit pomocou standardnej bazy
(3.3.5) alebo pomocou novej bazy b(™) = [1, & n, n¢, ¢, ¢, n¢, n€¢]T . Transformécia
starej bazy do novej bazy je

b = Tb, (3.3.29)
kde
+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
-1 +1 -1 +1 -1 +1 —1 +1
-1 -1 41 41 -1 -1 +1 +1
T +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 (3.3.30)
-1 -1-1-1+1 +1 +1 +1
+1 -1 41 -1 —1 +1 -1 +1
+1 +1 -1 -1 -1 =1 +1 +1

je transformacna matica, pre ktoru plati

ITTT = 1. (3.3.31)

Izoparametrickt formu vypoctu vyjadrime v novej baze pomocou (3.3.29) a (3.3.31),
z =b’x = b'Ix = b" (T'T) x
, : (3.3.32)
= (b"T") (§Tx) = (Tb)" (Tx) = bIxm),
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Viysledky dizertacnej prace

kde

xm) — [ () 2@ 21D 4G L1 L08) 3:(123)] (3.3.33)

st koeficienty nezavislé od priestorovych siuradnic &, 7, (. Analogicky s (3.3.32) vyjad-

rime
Uy b(inv)Tu:(EinU) ’
y = bUWTylm) gy, = pln Ty (3.3.34)
— 'b(inv)TZ(inv)7 u, = b(z‘nv)Tuginv) .

Prvky Jacobianu priestorovej transformacie (3.3.16) mozeme vyjadrit v novej baze

Ty = b(znv znv) 7 T,, = b(’i:?w)TX(inv) ’ Ty = b(inv)TX(inv) 7
Yo = b ’zgv)Ty('mv) 7 Yy = b(’zgw)Ty(znv) ’ Yo = b(zm} zm}) ’ (3335)
Ze = b(z’gv)TZ(inv) 7 2y = b(’i;r]w)TZ(mv) ’ Zye = b(’zzw) Z(mv) ’

kde derivacie bazovych funkcii podla &, n, ¢ st

. r T
b = 0,1, 0,n. 0, ¢ 0. n¢| .

. r T
b = 0, 0,1, 0,0, ¢ &) (3.3.36)

' - T
b = [0, 0,0, 0,1, & n, ne|

pri¢om derivécie Standardnej bazy (3.3.17) st bilinearne polynémy. Ak rozpiseme prvky
Jacobidnu (3.3.35) vyjadrené v novej béze, ukaze sa, ktoré e-invarianty vo vypocte

lokélneho vektora vratnej sily nepotrebujeme:

z,e= 02 + 120 + 02@ + 9212 4 023 + (23 + 023 4 212
l”n — O:L'(O) + 01'(1) + 11'(2) + 51'(12) + 01)(3) + 01*(13) + Cl'(QS) + gcl’(lzg) ,
2,0 = 020 + 0z + 02® + 0202 + 126) + €209 4 2@ 4 (29

y7£ = Oy(o) + ]_y(l) + Oy(2) + ny(lQ) + 0y(3) + Cy(13) + 0y(23) + nCy(123)
Yo = 0@ + 0y + 1y + &y + 0y + 0y + () + £y
ye = 0y @ + 0y + 0y + 0y + 1y® + £y 4y 4 ey

ze = 020 + 120 + 022 + 020D 4 020 4 209 4 022 4 502
= 020 + 020 + 122 4 €202 1 020 4 0203 4 @3 4 ¢¢(02)

Zy = 020 + 020 + 02® + 0202 4 120) 4 03 4 @3 4 pe(123)
(3.3.37)
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Lokalny vektor vratnej sily v 3D probléme

Dalsou ¢astpu izoparametrickej reprezentécie je interpolacia posunuti pomocou novej
bazy a e-invariantov. Na vypocet lokalneho vektora vratnej sily potrebujeme derivacie

posunutia podla z, v, z,

Upyy = BEITUT™ = BEITu{™ oy, = T
e = DEIT W™y, = BTy, = BT (3.3.38)
Uzsx = b(far?w)TugmU) ) Uzyy = b(fgv)TUginv) ) Uzyz = b(al;w)T gmv) )

kde derivacie novych bazovych funkcii podla z, y, z st

b 0
oL .o
b3 M

~ b N &+ 1 &s

bl = = (3.3.39)
b Ca
b €€+ ECa
b Mo €+ 1 Ca
0P| [ ne €+ Ee (e, |

a derivéacie lokalnych stradnic &, n, ( podla globédlnych stradnic x, y, z st prvkami
inverznej matice Jacobidnu (3.3.14).

Ak deformacie (3.3.38) dosadime do vztahu pre vypocet napitia (3.3.3), mozeme
pocitat prvky lokdlneho vektora vratnej sily (3.3.11) podla nasledujicich vztahov:

1 1 gl
ré = / / / (Teabw + Tuyb,y + Tu2b,. ) Detd d€ dn d(,
1J1Ja

8 0

< o

1 1 gl
re = / / / (Tyabyz + Tyybyy + 7y2b,. ) Detd d¢ dn d¢,  (3.3.40)
—1J-1 /4

[y}

" / / / rubu + Tyby + 7uby ) Detd dé dn dC .

Vo vztahu (3.3.40) vyjadrime derivécie Standardnych bazovych funkcii podla z, y, 2

w

pomocou derivécii novych bazovych funkeii podla z, y, z analogicky s postupom v 2D
probléme:
b,:p — (r]:xflb(inv))’m _ (%TTb(”w));ac — éTTb("L;v) 7
b,, = (T_lb(i’“’)),y _ (%TTb(""“)),y _ %TTb(’Zw) ’ (3.3.41)
byz — (T_lb(im})),z _ (%TTb(mv))?Z _ éTTb(,Z;v) ]
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Dostaneme

1 1 1
ri:/ / / 7_:mgr]:\Tb(mv +T$y%TTb(,i;U + a:zéTTbmv )Det.] dé’ d?] dCa
—-1J-1J41

1 1 1
= [ [ AT o AT T ) Dt d dy o
1JaJ

1 1 1
ri = / / / (oo 2 TTB) 47, ATTH0) 47, 2T ) Detd d¢ dn d¢ .
-1J-1J-1

(3.3.42)

Inverznu transformacni maticu vyberieme pred integral,

kde

1T / / / Toab 0 475, B0 7, B0 ) Detd d¢ dn dC

OOI»—‘

e dd

/ / / Ty b 7, D) 7 B ) Detd d¢ dn d¢,  (3.3.43)

g / / / (szb(j;:W) _I_szb(’iynv) ‘I‘Tzzb(,igv) ) DetJ dg d77 dC ,
-1J-1J-1

)= / / / Too b0 47, b0 7 B ) Detd d¢ dn dC,
1) = / / / Ty b 7, D) 7 b)) Detd d¢ dn d( (3.3.44)
—1

1) / / / 7o) o B o b)) Detd d¢ dn dC
—-1J-1

st e-invarianty lokalnych vratnych sil. Ziskame ich transforméaciou

) = T Y = Teg Y = Tt (3.3.45)

Y

3.3.3 Algoritmus s vyuzitim e-invariantov

Uvedieme algoritmus vypoctu lokalneho vektora vratnej sily vyjadreného v novej baze,

ktoréd umozni vo vypocte vyuzit e-invarianty. Ku kazdému algoritmickému kroku uve-

dieme pocty operacii delenia, nasobenia, s¢itania/od¢itania, pre ktoré pouzijeme sym-

boly -+,

+.

Algoritmus

Vynulujeme premenné pre prvky lokdlneho vektora vratnej sily
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Lokalny vektor vratnej sily v 3D probléme

Transformujeme polohy uzlov do e-invariantov

To1 = T2 — 1

T12 = X1 + i)

T34 — I3 + T4

e’ = 0 ry’ =0 r:’ =0

r? =0 7"3(;2) =0 r? = 0

i = 0 7“392) =0 r? = 0

=0 =0 P =0 (3.3.46)
7"5;13) =0 7"3(,13) =0 r,(zl?’) =0

= 0 r?(f?’) =0 r = 0

P12 T?(,123): 0 a23)_

T43 = Ty — T3 Tes = Tg — Ls Tgy = Tg — X7

$56:JI5+1’6 $78:JI7+1’8

L4321 = Ta3 — T21 Tgr65 — T87r — Tgs
To143 = T21 + T43 Tessr = Tes + Tgr
X3412 = T34 — T12 Tr856 — L78 — Xs56
2 = Tgser + Toraz ® = Trgs + Taa10 7% = wgres + Tasnr
$(13) = Tes87 — T2143 56(23) = T7856 — T3412 fl’(m) = Tg7r65 — L4321
B8 = 355 + T3 — 19 — T
(3.3.47)
-~ =0 *x—0 =+ — 23
Y1 = Y2 — W1 Ya3 = Ys — Y3 Yes5 = Yo — Ys Ys7 = Ys — X7
Yi2 =Y1 + Y2 Y34 = Y3 + Ya Ys6 = Ys + Ys Yrgs = Y7 + Tg
Ya321 = Ya3 — Y21 Ysr65 = Ys7 — Ye5
Y2143 = Y21 + Va3 Yes87 = Ye5 + Ys7
(3.3.48)
Y3412 = Y34 — Y12 Yres6 = Y78 — Yse
y Y = yessr + Yora3 YD = ysss + Yzarz Yy = yeres + Yazar
y(13) = Y6587 — Y2143 y(23) = Y7856 — Y3412 y(123) = Ysr65 — Y4321

y® = yse + yrs — Y12 — Y
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=0 *—0 £ — 23

291 = 22 — <1 243 = 24 — <3 265 — 26 — <5 287 = 28 — 27
Z12 =21 + 22 Z34 = 23 + 24 Z56 = 25 + 26 Zrg = 27 + 28
24321 = 243 — 221 28765 — <287 — <65
22143 = 291 + Z43 26587 = Z65 T 287
(3.3.49)
23412 = 234 — 212 27856 = 278 — 256
1) _ 2) __ 12)  _
2 = zesgr + 22143 2@ = zrgse + 23412 21D = zgres + 24301
13) _ 23) __ 123) __
213 = 26587 — <2143 223 = 27856 — <3412 212 = 28765 — <4321
3) _
2O = 256 + 278 — 212 — 234

=0 *x—0 £ — 23

Transformujeme posunutia do e-invariantov

Ug21l = Ug2 — Uyl Ugza3 = Uga — Ug3 Ugzes = Uz — Ugs Ugg7 = Ugg8 — UgT

Ugp12 = Ugl + Uz Ugzs = Ug3z + Ugs Ugse = Ugs + Ugp Ugp7s = Ug7r + Ugs

Uga321 = Ugaz — Ug21 Ugz8765 = Ug87 — Uz6s

Up2143 = Uzl + Uga3 Uze587 = Uzps + Ugsy

Ug3q12 = Ug3a — Ugl2 Ug7856 = Ug78 — Ugh6
1) _ 2) _ 12) _

ud) = uggssr + Us21a3 u? = Uyrsss + Ussar uf1? = Uugr65 + Upazal
13) _ 23) __ 123) _

Uw( ) = Ugzes87 — Uz2143 ch ) = Ugz7856 — Ug3412 U'g: ) = Ugzg765 — Ugza321

3)
U = Upss + Uprs — Upiz — Ugsa

(3.3.50)

— 0 x— 0 =+ — 23
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Lokalny vektor vratnej sily v 3D probléme

Uy21 = Uy2 — Uyl Uyaz = Uya — Uy3 Uyes = Uyp
Uyl2 = Uyl + Uy Uy3g = Uyz + Uyq Uys6 = Uys
Uya321 = Uya3 — Uy21 Uyg765 = UygT
Uy2143 = Uy21 + Uyas3 Uy6587 =
Uy3412 = Uy34 — Uy12 Uy7856 = Uy78
1) _ 2) _
U(y) = Uyess7 + Uy2143 U(y) = Uy7856 T Uy3412
13) _ 23) _
U@S ) = Uye587 — Uy2143 u; ) = Uqy7856 — Uy3412
ud) = Uyse + Uyrs — Uz — U
Y y56 Y78 yl2 y34
=0 x—0 £ — 23
Uz21 = Uz2 — Uzl Uza3 = Uza — Uz3 Uze5 = Uz6
Uz12 = Uy1 + Uya Uy3q4 = Upz + Uyg Uzs6 = Uys
Uz4321 = Uz43 — Uz21 Uzg765 — U287
Uz2143 = Uz21 + Uz43 U,6587 = U265
Uz3412 = Uz34 — Uz12 Uz7856 — UzT8
1) _ 2) _
ud) = u,gs87 + Uso1a3 u? = U g5 + Uszaro
13) _ 23) __
Uz( )= U587 — Uz2143 ué ) = Uz7856 — Uz3412
3) _
uld) = Uys6 T Uzrg — Uz1z — Uz3g
=0 =0 £ — 23

Zaciatok integracného cyklu

Vypocitame funkéné hodnoty ¢

81’,5 y Ye = 8y7§ y € = 8275 y Ly

— Uys Uygr = Uyg — Uyt
+ Uyp Uy78 = Uy7 + Uyg
— Uy6s

Uyps + Uys?

— Uys6
12) _
Uy( ) = Uygr65 T Uya321
123) _
Ug(/ ) = Uyg765 — Uya321
(3.3.51)
— Uzs U7 = Uzg — Uz
+ U Uz7g = Uy7 + Usg
— Uzes
+ U.87
— Uzs6
12) _
uf1? = U,gres + Usazn
123) _
U,(z ) = Uz8765 — Uz4321
(3.3.52)
Sxm 9 yn

8y717 y Ap = 8z7'r] , ¢ = 8x7§ y Yo = 89@ y ¢ = 827C

v integracnych bodoch pouzitim vztahu

&n

§*xn

£¢

£ ¢

n¢

n* ¢
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l‘§:$(1)+77*
z, = 2@ + £ %
qux(?’)—i—g*

202 4 ¢ % 303 4 ¢ % 2029
513'(12) 4 C % .I'(23) + fg " x(123)

213 o 23 4 e x p(129)

ye =y + nx y1D + Cx y) 4o ox y02)
Yy = y@ + & x y1D + Cx y®) 4 £ x 4B
ye = Y@ + &=y 4wy 4 pg s y(12)

Zf e Z(l) + 77 k 2(12) + C k 2(13) + 77< % 2(123)
zg = 2@ + &% 20D 4 ¢ 5 ) g 5 L(12)
ZC — Z(?’) _|_ 5 sk 2(13) + 77 sk 2(23) + né’ * 2(123)

-~ — 0 *x— 30 £ — 27

Vypoditame funkéné hodnoty D; = 1/DetJ v integratnych bodoch

di = yp * 2c — Y * 2y

dQZyC*Zf_yf*ZC

d3 = Ye * 2y — Yn * 2

0.001953125

D; =

~ 1 *x—=9 £ - 5

$§*d1+$n*d2+$<*d3

(3.3.53)

Vypoditame funkéné hodnoty derivcii lokdlnych siradnic podla globalnych siradnic, ktoré

st nasobené determinantom Jacobidnu v integra¢nych bodoch

£z:d1 Ne =
Sy = Te * 2y — Ty *x 2¢ My =

§: = Ty kYo — Te K Yy Ny =

~ 0 x—= 12 £ — 6

Vypocitame funkéné hodnoty

80

do
l’g*ZC—JTC*Zg

Lo * Ye — Te * Y¢

Ca
Cy
Gz

do
xn*yg—xg*zn

Te * Yp — Ty * Ye
(3.3.54)



Lokalny vektor vratnej sily v 3D probléme

o =g, b =g
0 =, b =,
B = w €+ % &, b5Y = my k€ 4+ €,
o = ¢ b =G
WD = & x (+Ex G by = & x CH+Ex g,
Y = m x C+ G b7 =y % C+ G,
D2 = €0 me + G+ &+ % G B = £y G &y e
BV = ¢
0P =,
0P = €+ k&,
¥ = ¢
P = &ow C+Ex
b = mx (kG
D% = €C % me + mC * &+ € * G
+ =0 *— 27 £+ +— 15
Vypoditame derivacie posunuti podla z, y, z
Ugy =
ub b8+ ul? xbP 4+ ulP 0 a5 0P+l 0 ulY b4 0l

Ugy

ugcl) « bg(/l)+ ug) * b§2)+ u;12) * bz(/12) + u(w3) « bés)‘i‘ ug(tl?;) * bg(/13)+ uﬂ(v23) % b7523)—|— Ug(p123)

Uy, =

u;l) % bgl)+ uf) " bf)—i— u($12) % b£12) + U(xg) " ng)_i_ ug(vl3) *bglg)—l- U(z23) % b223)+ U(x123)

* Cy
(3.3.55)

. b§3123)

. 635123)

N 62123)
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Uyy =
dD bW @ @y (02,500 L)@, 09 09 ey e 029) 00
Uyy =

uD b0+ 1@ @4 D 4 pl1D 4 P By 09 1D 28 09 (29) 023)

uD b0+ 1@ 5@+ D 2 4 P By 09 (1928 09 (29)  023)

Uzye =

ug) *bg)—i— ugz) *bg)—l— u§12) *bg I uz *b(3)+ uz13 b 13)+ 3) b, 23)+ (123) *65;123)

Uy =
Ug«l) « b;l)_i_ ugZ) « b?(JZ)+ ugl2) « b3(112) b(3)+ * b 13)_'_ * b 23)+ (123) « 638123)
Uzy =

ugl) *bil)%— u,(f) *b,(f)—{— uglz) *b,(zm) i ug?,) *b§3)+ Z *b 13)+ *b 23)+ (123) *bgm’)
~ — 0 *x+— 63 £ — b4

Vypocitame napatia
YD = Dy o« (A + p+ p)
AND; = D ox A
puly = Ly * p

Tow = YD) % Uy + ADy x (uyy + us.)

Ty = YDy % uyy + ADj * (Ugy + uss) (3.3.56)
Too = YD % Uz + ADj * (Uge + uyy)

Toy = MDp * (Usy + Uye)

Tye = Dy % (Uy + Usy)

Toe = pDy % (Ups + Uzg)

~— =0 x—= 12 =+ — 11
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Lokalny vektor vratnej sily v 3D probléme

Vypocitame e-invarianty lokdlneho vektora vratne;j sily

T:(cl) = ngl) + Tpe X b;(tl) + Txy * bg(/l) + Tpr ¥ bgl)
T£2) - Ti(EQ) + Tex * ba(v2) + Ty * bEJQ) + Tgz * b,(ZQ)
i =8P b w00 4y 00 4w 0
7“3(03) = rf') + Tpp * bg’) + Tay * b?(f’) + Ty, ¥ bf')
T:(El3) - 7’5313) + Tpe X bcgzlg) + Ty * b15113) + Ty % b,(zlg)
T:(EQ?’) - ra(tt?3) + Tox * bgfzg) + Tay * b?(fg) + Tez * b2'23)
7"9(&123) _ 7ﬁ;123) ¥ o7, 6923) boTy 51(1123) ¥ o7, x bg123)
7’3(,1) = rl(,l) + Tyz * b+ Tyy * bg,l) + Ty * bt
7"1(,2) = 7’;,2) + Tyr * S Tyy * bf) + Ty % b2
Tz(,,m) = 7“?(,12) + Typ * b+ Tyy * b§,12) + Ty * b2
rl(j?’) = r@(f)') + Tys * b+ Tyy * bz(,g) + Ty * bty
7”1(/13) _ 1(113) boT b;l?’) v, * b§/13) TR bg13)
7“3(,23) = 3523) + Tye * b 4 Tyy * b?(f?’) + Ty % b
r§,123) _ r?5123) T Ty bg(C123) b7y 51(;123) boTy b2123)
7‘9) = rgl) + T % bg;l) + Tay * bl(,l) + T, % b,(zl)
TE'Q) - 7"2'2) + Tz * ba(cz) + Tzy * bg(f) + Tzz ¥ bg)
R e e R C . SR I R o
T£3) = r,(z3) + Top X b;(tg) + Tzy * bg(/g) + Top % 623)
a3 — 19 4 Toz * S Toy * b§,13) + T, % b
T
7“;923) _ 702123) ¥ o7, 6;123) v,k bg(J123) YT, bg123)

Koniec integrac¢ného cyklu

e-invarianty lokdlneho vektora vratnej sily transformujeme na vratnu silu

(1 13 2 (23 12 123

T26587 — T’;c) +7"a(c ) T27856 — Ta(ﬂ) + 1z ) T28765 = Ta(c )—f— Ts(n )
_ (D (13) _ .2 (23) _ ,.(12) (123)

T'z2143 = T2~ — Tz Tz3412 = T2~ — Tz Tz4321 = Tz - T

E3.3.57)
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.

.
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— 0

Tye587

T'y2143

— 0

726587

722143

X

X

0

=

7“3(,1) + 1y

rygl) -7

T'z87
T'za3
T34

Tz78

0 =+

(13)
(13)
y

Tyg7
T'ya3
Ty34

T'y78

0 =+

+ i

13
_ )
T287
7243
7234

7278

728765 1T T26587

T24321 + T22143
(3)

T'z3412 — Tz

3)

T27856 T T

= Tz12 — Tz21
= T34 — Tz43
= Tz56 — Tz65
= Txr8 — Tz87
— 23
Ty7856 =
Ty3412 =

Ty8765 T Ty6587

Ty4321 T Ty2143

T —
y3412 Y

(3)
Ty7856 + Ty
= Tyi2 — Ty21
= Ty34 — Ty43
= Tys56 — Ty65
= Ty7r8 — Ty87
— 23
27856 =
23412 =

T.8765 1 726587

724321 1+ 722143

_ .3
723412 Tz

(3)
T.7856 + T2

T'z65
T'z21
T'z12

T'z56

Tz2

Tx4

T'y65
Ty21
Ty12

T'y56

T,(zz) + 7“5,«23)

2 23
MOCY
265
Trz21
7212

7256

T'z6587 — T28765

T'z4321
(3)

—Tz3412 — Tz

3)

Tz

T'z2143 —

— T27856

Tz12 + Tz21
T334 1+ Tz43
Tz56 + Tu65

T'z78 + T'z87

(12) (123)
Ty8765 = Ty + T’y
(12) (123)
Tysz21 = Ty =~ — Ty
(3.3.58)
Ty6587 — Ty8765
Ty2143 — Ty4321
—r — r(3)
y3412 y
(3) _
Ty T'y7856
Ty12 + Ty21
Ty34 + Ty43
T'y56 + T'y65
Ty78 + Ty87
(12 123)
T28765 = Tz ) + Tg
(12) (123)
Tz4321 = Tz =~ — Tz
(3.3.59)

726587 — T28765

22143 — 724321

_ )
723412 Tz

3) _
Tz 727856



Pripad elementu v tvare kocky

T1 = Tz12 — T221 Tzo = Tz12 + 7201
T23 = T34 — T243 Tz4 = T34 + 7243
T25 = 7256 — 7265 T26 = T256 + T265
Ty = Ta78 — T287 T.8 = Tur8 + Te87

3.4 Pripad elementu v tvare kocky

Budeme uvazovat elementy v tvare kociek, ktoré maji rovnakt velkost a orientéciu
ako referencny element. V tomto pripade sa priestorova transforméacia medzi lokalnymi

a globalnymi stiradnicami redukuje na posunutie

T =3 + 3 + 23+ 24+ x5 + ;6 + 7 + 75) + & =20 + &,
y =1 + v +ys + v+ a5ty +yr +uys) + =y +n, 341
=Y o+ a Fas e+ +o2s) + (=20 + (G

v koneCnoelementnej sieti. Inverzna transformacia je potom posunutie v opac¢nom

smere:
5 = m(O) - T,
n =1y —y, (3.4.2)
¢ =20 — 2.

Zo vztahov (3.4.1) a (3.4.2) vyplyva, Ze Jacobidn transformécie, i Jacobian inverznej

transformécie je jednotkova matica

Ty Tyy Ty¢ 100
J = J_l = Yse Yy Yse = 010 (343)
26 Zyy 2y 001
a determinant Jacobidnu
DetJ = 1. (3.4.4)

nv)

V takomto pripade pre derivécie novjch bazovych funkeii b podla z, y a 2z dosta-

neme
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4 1T
B = [0, 1, 0, 7. 0, ¢, 0. n¢| -
A 1T
b,(;/m}) _ [0’ 0,1, & 0,0, ¢, & , (3.4.5)
b = 0,0, 0,0, 1, & . 58
Tieto derivacie bazy pouzijeme na vypocet derivacii posunuti
e = ul? + w8y + w8V + WP
oy = ul + WP + WP+ ufVec
P ug,) + u(x13)§ + U(123)77 + U:(E123)§77’
e = uf + a4 a4 e,
Uy = u® + ¢+ WP+ WPec (3.4.6)
3 13 23 123
e = u? + uy € 4wy 4wy ®en,
U = ut + w4 WP+ W
Uny = uf + ulPe + W0+ WP,
use = ud + ule + uPn + I Pen

Derivécie posunuti pouzijeme na vypocet napiti. Napétia dosadime do vztahu (3.3.44)

pre vypocet e-invariantov vratnej sily. Bazové funkcie a ich derivacie st na referené¢nom

elemente navzdjom ortogonalne. Je teda vhodné pocitat integraly vo vztahu (3.3.44)

analyticky. Dostaneme

(1)

Ty = )\(ug;l) + ul(,g) + U,(z3)) + 2V |
Dl ),

71;12) _ qu(x12) + )\(Ug(y;12) + ug23))/3’

2= () )

(3.4.7)

+ ul)/3

T:(rl?)) _ /,LU;(EL?)) + )\(U/Ecl3) + u§l23))/3’
NI GO R R
i = (A + 4,u)u3(,123)/9 ,
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Pripad elementu v tvare kocky

P = @l + u®,
r® — A 4 o +ug)) o
7"3(,12) = ,uug(,, 2 4 /\(uy + u(13))/3,

A = el + ).

R CO R (R Y 3
) = ™ 4+ A+ )73,
7’35123): (/\ + 4/~L)Uy123)/9a

it =+ ul)
i =+ u)
(12) (

T — ,u( 13) + U(23) + Ug ) _|_ u(12)>/3 ,
i Aw® 4?4 u®) 4 2

r§13) _ Muzl3) n )\( (12) ;(513))/3,
i =l @S+ Wf))3,

P123)_ ()\ + dg)ul 123)/9
7 e-invariantov dostaneme pouzitim inverznej transforméacie prvky lokalneho vektora
vratnej sily

r, = TTrg"“), r, = TTréim;)

. r, = TTelm), (3.4.8)

3.4.1 Algoritmus s vyuzitim e-invariantov

Uvedieme algoritmus vypoctu lokdlneho vektora vratnej sily vyjadreného pre pripad
elementu v tvare kociek. Ku kazdému algoritmickému kroku uvedieme pocty operacii

delenia, nasobenia, s¢itania/od¢itania, pre ktoré pouzijeme symboly =+, *, =+.

Algoritmus

Transformujeme posunutia do e-invariantov podla vztahov (3.3.50) —(3.3.52)

~— =0 *x—0 =+ — 69

Vypocitame e-invarianty lokalneho vektora vratnej sily
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88

* — b

* — 7

2 % U
0.3333 * 1
0.3333 * A
0.111T % (A + 4 * p)

liog = A x (ugcl) + ug(,z) + ugg,))

e = oy * (ud® + ul)

by = los * (w8 + uf®)

ly. = log * (uéu) + ui“”))

Uay — WD 4 19 4 )
+ — 7

) —

r

NON

7“2)

r

3) _
3

) _

r

3(61
§2
g(cl
2
él
§;2
7”9923):

+ — 6

ligg + my * Ugcl)

pox (uf? + uf)
¢!

= ﬂ*uz2)+la§z

% (ug) + ug(c?)))

pox ul® + Loy

Mo3 * (uzya: + U;23))

I % u;us)



Porovnanie vypoctovych algoritmov

(1) (2)

Ty = Tz 5
7“152) = lj93 + Mg * uéz)
= el

A= e 0 4l

i = mes * (Uzye + uz(,l?’))
7’1(/23) = U * uz(,z?’) + lyy
7"1(,123): L. u§123)

+~—0 %x+—6 £ —5
CORNC)
LR
r? = Moz * (Uzye + Ugu))
r&) = l123 + mg * ul?
i) = e ™ 4 Ly
r® = TS u® 4 lyz
PAB_ 029

e-invarianty lokdlneho vektora vratnej sily transformujeme na vratni silu podla vztahov
(3.3.57) — (3.3.59)
-0 *x—0 £ — 69

3.5 Porovnanie vypoctovych algoritmov

Vytvorili sme algoritmus pre 2D a 3D problém vypoctu lokalneho vektora vratnej
sily pomocou novej bazy s vyuzitim e-invariantov. Pri vypocte sme pouzili Gaussovi

numerickt integraciu. V 2D probléme stvorbodovii a v 3D probléme osembodovii.
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Viysledky dizertacnej prace

Pre porovnanie poctu aritmetickych operacii sme vytvorili alternativne 2D a 3D al-
goritmy pomocou standardnej bazy. Vysledné pocty aritmetickych operacii uvadzame

v Tab. 1 a 2.

typ algoritmu pocet deleni | pocet nasobeni | pocet s¢itani/odé¢itani
bez vyuzitia e-invariantov 4 232 216
s vyuzitim e-invariantov 4 168 178

Tabulka 3.5.1. Porovnanie poctov aritmetickijch operdcii v 2D algoritmoch.

typ algoritmu pocet deleni | pocet nasobeni | pocet s¢itani/od¢itani
bez vyuzitia e-invariantov 8 2016 2092
s vyuzitim e-invariantov 8 1728 1655

Tabulka 3.5.2. Porovnanie poétov aritmetickijch operdcii v 3D algoritmoch.

3D algoritmus s vyuzitim e-invariantov sme implementovali do MKE vypoctového prog-
ramu FESD2 a vykonali numerické testy pre porovnanie rychlosti s pévodnou verziou
programu. Jeden vypocet bol vykonany pre siet elementov v tvare Seststenov a bez
vyuzitia e-invariantov. Druhy vypocet bol vykonany pre rovnaku siet, avsak s vyuzi-
tim e-invariantov. Treti vypocet bol vykonany pre sief elementov v tvare kocky a s
vyuzitim e-invariantov. Vo vsetkych troch pripadoch mala siet 8 miliénov elementov.
Pouzili sme dvojprocesorovy pocitac s frekvenciou 2 x 2.5 GHz a operac¢nou pamitou

2 x 2 GB. Vypoctové casy pre 10 ¢asovych hladin st uvedené v Tab. 3.

vypocet bez vyuzitia e-invariantov | s vyuzitim e-invariantov | kocky s vyuzitim e-invariantov

vypoctovy cas 474 s 157 s 30 s

Tabulka 3.5.3. Porovnanie vypoctovijch casov.
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Zahrnutie realistického utlmu

3.6 Zahrnutie realistického utimu

Doteraz sme sa venovali iba elastickému kontinuu. Aproximovat material v Zemi elas-
tickym kontinuom moZeme iba v niekolkych aplikdciach. Pre mnohé délezité aplikicie je
vSak nutné zohladnit realisticky ttlm seizmickych vin. Z pozorovani titlmu seizmickyjch
vin v Zemi (napr. McDonal et al., 1958; Liu et al., 1976; Spencer, 1981; Murphy, 1982)
vyplyva, Ze Gtlm je takmer konstantny v celom frekvenénom intervale seizmickych vin,
t.j. pre vilny s periédami od 0.01 s az do 1 hodiny. Takéto spravanie méZzeme simulovat
pouzitim tzv. generalizovaného Maxwellovho telesa (GMB-EK) v definicii Emmerich a
Korn (1987). Velmi struc¢ne vysvetlime zékladné principy zahrnutia realistického ttlmu
do vypoctov zalozenych na metdde konec¢nych prvkov s vratnou silou. Podrobné vy-
svetlenie reolégie GMB-EK mozno najst v Moczo et al. (2007a) a podrobné vysvetlenie
implementécie do MKE algoritmu mozno najst v praci Galis (2007). GMB-EK je zlo-
zené z n paralelne zapojenych Maxwellovych telies a paralelne zapojeného Hookovho

telesa.

GMB - EK

MB 1

1
7T

MB 2

— MB | —

oznaduje
[-té Maxwellove teleso:

NW——--]

M, v

Obr. 3.6.1. Reologicky model genaralizovaného Mazwellovho telesa v definicis Emmerich a Korn (1987) —

GMB-EK. Pruzina predstavuje Hookove elastické teleso a tlmi¢ predstavuje Stokesove viskozne teleso.
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Vztah medzi napitim a deforméaciou v ¢asovej oblasti v elastickom kontinuu je ur-
¢eny Hookovym zdkonom. Vo viskoelastickom prostredi je uréeny konvoluénym integ-
ralom. Implementovat vypocet tohoto konvoluéného integralu do numerickej schémy
je velmi neefektivne. Preto Day a Minster (1984) navrhli transformovat konvoluény
integral na diferencialnu formu pomocou tzv. anelastickych funckii. My pouzijeme ane-
lastické funkcie nezavislé na materidlovych parametroch, ktoré zaviedli Kristek a Moczo
(2003). Pomocou materidlovo nezavislych anelastickych funkcii mézeme zapisat vztah

medzi napétim a deformaciou v 1D v tvare

T(t) = My - e(t) = > My Yi(u(t) (3.6.1)

kde My je elasticky modul pruznosti, £(t) je deformécia, Y; st anelastické koeficienty,
(; su materiadlovo nezavislé anelastické funkcie a index [ oznacuje [-t relaxac¢nu frek-

venciu. Anelastické funckie st rieSenim diferenciélnej rovnice

Cilt) + wi Gilt) = wielt), (3.6.2)

kde w; st relaxacné frekvencie.
2D alebo 3D viskoelastické kontinuum aproximujeme pomocou dvoch GMB-EK -
jedno pouzijeme pre modul pruznosti v Smyku, u, a druhé teleso pouzijeme pre obje-

movy modul pruznosti, . Vztah napiitia a deformécie v 3D potom mdZeme zapisat v

tvare
Tij = K Ekk 51’]’ + 2 1% (51']' — %gkk 5,J)
n . P (3.6.3)
_,_Zl (£ VG 0y + 20 Y (¢ — 5 ¢i™0y)]
a
CZU + wy CZ] = W] 5ij s (364)

kde indexy i, j a k sa vzfahuji na priestorové stradnice, t.j. i, j, k € {z,y, 2z} a
index [ sa vztahuje na relaxa¢né frekvencie, t.j. [ € {1, 2, ..., n}. Sumac¢ni konvenciu
neuvazujeme pre index [. k je elasticky objemovy modul pruznosti, p je elasticky
modul pruznosti v $Smyku, V" a Y/ su prislusné anelastické koeficienty. Prva cast

rovnice (3.6.3), t.j.
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Ty = Kk O + 2 (g — 5 Erk 0j) (3.6.5)

predstavuje Hookov elasticky zakon. Preto mézeme rovnicu (3.6.3) zapisat v tvare:

Inymi slovami, napitie sme rozdelili na elasticku cast 75 a anelasticki Cast Ti?. Dosa-

denim (3.6.6) do rovnice (3.3.11) dostaneme vyjadrenie pre vektor vratnej sily v tvare
no=rf ot Qe {oy ) (3.6.7)

Vektor vratnej sily sme rozdelili na elastickti ¢ast r? a anelastickt cast r.

Algoritmy uvedené v kapitolach 3.1.3, 3.2.5 a 3.3.3, zaloZené na e-invariantoch,
je mozné aplikovat na vypocet elastickej ¢asti vektora vratnej sily r¥. Pouzitim e-
invariantov je preto mozné vyrazne zvysit efektivnost vypoctov aj so zahrnutim realis-
tického utlmu.

Vzhladom na podobni Struktiaru elastickej ¢asti napatia, 72

;7 » a anelastickej Casti,

7_A

i+ v budtcnosti navrhneme algoritmy zalozené na e-invariantoch aj na vypocet ane-

lastickej ¢asti vektora vratnej sily r?.
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4 Zaver

Vysledky dizertacnej prace su prispevkom k vyvoju numerickych metdd rieSenia po-
hybovej rovnice kontinua. Cielom bolo vytvorif novy algoritmus vypoctu lokalneho
vektora vratnej sily v metéde koneénych elementov, ktory je efektivny z hladiska né-
rokov na vypoctovy ¢as a pamit.

Analyzovali sme dve formulacie MKE:

1. formuldciu s maticou tuhosti, ktord mé vysoké naroky na operacnt pamiit pocitaca,
2. formulaciu s vektorom vratnej sily, ktord ma niZzSie naroky na opera¢ni pamét

pocitaca za cenu zvySenia narokov na vypoctovy cas.

Zistili sme, ze formulaciu s vektorom vratnej sily je mozné zefektivnit, pri¢om sme si

stanovili nasledovné ciele:

1. Vytvorit novy algoritmus vypoctu lokélneho vektora vratnej sily, ktory bude efek-
tivny z hladiska narokov na vypoctovy c¢as a pamiit. Novy algoritmus by nemal
zvysit pamiitové naroky Standardného algoritmu vypoctu vratnej sily, avSak mal
by podstatne znizit naroky na vypoctovy cas.

2. Vykonat numerické testy na porovnanie rychlosti viypoc¢tov so standardnym a no-

vym algoritmom.
Vysledky dizerta¢nej prace mozeme zhrntt takto:

1. Vyvinuli sme novi metédu vypoctu vektora vratnej sily, ktord vyrazne redukuje
naroky na vypoc¢tovy ¢as pri zachovani narokov na opera¢ni pamét pocitaca. Mys-
lienka urychlenia vypoctu spociva v pouziti novych ortogonalnych bazovych funkcii,
ktoré umoziiuji vyuzit vo vypocte nové efektivne parametre, ktoré sme nazvali e-
invariantmi. Pouzitie e-invariantov eliminuje nadbytoc¢nt informaciu vo vypocte. e-
invarianty zaroven umoznuju Specifikovat vztah elementov k diferenciam pre Struk-
tarované siete.

2. Vytvorili sme dva algoritmy na vypocet lokalneho vektora vratnej sily pre 2D aj 3D
problém. V prvom algoritme pouzivame Standardné bazové funkcie, v druhom nové
bazové funkcie. Porovnali sme pocty aritmetickych operacii v obidvoch algoritmoch

v pripade vypoctu stvorbodovou Gaussovou integraciou.
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3. 3D algoritmus s vyuzitim e-invariantov sme implementovali do MKE vypocétového
programu FESD2 a vykonali numerické testy pre porovnanie rychlosti s pévodnou
verziou programu. Jeden vypocet bol vykonany pre sief elementov v tvare Sesfs-
tenov a bez vyuzitia e-invariantov. Druhy vypocet bol vykonany pre rovnaku siet,
avSak s vyuzitim e-invariantov. Treti vypocet bol vykonany pre siet elementov v
tvare kocky a s vyuzitim e-invariantov. Numerické vypocty potvrdili efektivnost

algoritmu, ktory vyuziva e-invarianty.

Novéa metdda je pouzitelnd aj pre elementy vysSieho rddu aproximécie a elementy inych
tvarov. Metédu mozno aplikovat aj v rieSeni inych typov parcidlnych diferencidlnych

rovnic s ¢asovou zavislostou.
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