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Predkladana dizertacnd praca je venovand rozpracovaniu metddy konecnych
prvkov (MKP) a novej hybridnej metdéde zaloZenej na kombinacii MKP a met6dy
kone¢nych diferencii (MKD) na efektivnu simulédciu zemetraseni a seizmického
pohybu.

V tvodnej Casti je vysvetlend Standardnd formuldcia MKP s globdlnou maticou
tuhosti. Tato formuldcia ma velké ndroky na opera¢nd pamit.

Cielmi dizertacnej prace bolo a) vypracovat MKP algoritmus zaloZeny na kon-
cepte vratnej sily, ktory md v porovnani so Standardnym algoritmom podstatne
mensie naroky na opera¢nu pamét; b) implementovat realisticky dtlm do MKP al-
goritmu zaloZeného na MKP schéme s vektorom vratnej sily; ¢) implementovat
dynamicky model seizmického zdroja do MKP algoritmu; d) navrhnit a implemen-
tovat’ algoritmus hybridnej MKD-MKP metddy na efektivnu simuldciu zemetraseni
a seizmického pohybu.

V dizertacnej praci je vysvetlena alternativna formuldcia MKP s vektorom vrat-
nej sily. Vysvetlend je implementécia realistického dtlmu zaloZeného na reoldgii
zovSeobecneného Maxwellovho telesa GMB-EK do algoritmu MKP. Presnost’ im-
plementdcie je demonStrovand numerickymi testami. Do algoritmu MKP bola im-
plementovand metdda TSN na simuldciu spontanneho Sirenia trhliny na seizmickom
zlome. Vlastnosti MKP implementdcie TSN st tieZ demonStrované pomocou nume-

rickych testov. Vylepseny algoritmus MKP (t.j., algoritmus zaloZeny na formulécii



MKP s vektorom vratnej sily, s realistickym utlmom a implementovanou TSN me-
tédou) bol pouzity v kombindcii s MKD v hybridnej MKD-MKP metéde. V hybrid-
nej metdde je najddlezitejSia komunikdcia medzi oboma metédami, ktora prebieha
v tzv. prechodovej zone. Testy s algoritmicky minimalnou prechodovou zénou uké-
zali, Ze takéto prechodova zona nie je vhodna pre praktické pouZitie. Preto bola
navrhnutd nové, tzv. hladkd prechodové zéna. Hybridnd MKD-MKP metéda bola
aplikovand na vypocet seizmického pohybu v dosledku dvoch hypotetickych ze-
metraseni v okoli mesta Grenoble vo Franctzsku. V rdmci dizertacnej prace bol
vytvoreny vypoctovy program FESDv2, na 3D simulédciu spontdnneho Sirenia trh-
liny na zlome a $irenia seizmickych vin, zaloZeny na MKP vo formulacii s vektorom
vratnej sily. Z vypoctového programu FDFE3D, zalozeného na navrhovanej hybrid-
nej MKD-MKP metdde boli v rdmci dizertacnej prace vypracované Casti zaloZené

na MKP a Casti na komunikdciu medzi MKD a MKP v prechodovej zéne.

Klicové slovda: metéda koneénych prvkov, metéda kone¢nych diferencit,
hybridnd MKD-MKP metéda, metéda napitia v rozdelenych
uzloch (TSN), spontdnne Sirenie trhliny, simuldcia seizmic-

kého pohybu a zemetraseni
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The PhD. thesis is devoted to the elaboration of the finite-element method (FEM)
and presents a new hybrid method for efficient simulation of earthquakes and seismic
motion. The hybrid method is based on a combination of the FEM and finite-
difference method (FDM).

The standard formulation of the FEM with the global stiffness matrix is described
in the introductory part. This formulation has a large memory (RAM) requirements.

The goals of the PhD thesis were: a) to develop a FEM algorithm based on
the concept of restoring-force vector, which has significantly lower memory requ-
irements compared to the standard formulation of FEM; b) to implement realistic
attenuation into the FEM algorithm with the restoring-force vector; c) to implement
the dynamic model of the earthquake source into the FEM algorithm; d) to develop
and implement an algorithm of a hybrid FDM-FEM method for efficient simulation
of earthquakes and seismic motion.

In the PhD. thesis we described the alternative formulation of FEM with the
restoring force. We explained the implementation of the realistic attenuation based
on rheology of the generalized Maxwell body (GMB-EK) into the FEM algorithm.
The accuracy of our implementation is demonstrated by numerical tests. We im-
plemented the traction-at-split-nodes method (TSN) for simulation of spontaneous
rupture propagation into the FEM algorithm. The numerical properties of our TSN

implementation are demonstrated by numerical tests. We used the improved FEM
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algorithm (that is, the FEM algorithm based on the concept of restoring-force vector
with realistic attenuation and TSN implementation) together with FDM to create a
new hybrid FDM-FEM method. In the hybrid method FDM and FEM communicate
with each other only in a transition zone. This communication is crucial for the hyb-
rid method. Numerical tests showed that algorithmically minimal transition zone
cannot be used for practical applications. Therefore we suggested a new, smooth
transition zone. The numerical tests showed that smooth transition zone behaves
well. We applied our hybrid FDM-FEM method to simulate the seismic motion in
the Grenoble basin in France due to two hypothetical earthquakes, which may occur
in the vicinity of Grenoble.

During the work on the PhD. thesis we developed the computational program
FESDv2 for 3D simulation of spontaneous rupture propagation and seismic wave
propagation based on the FEM formulation with the restoring-force vector. Com-
putational program FDFE3D based on our hybrid FDM-FEM method was partly
developed; namely the parts based on FEM and parts for communication between

FDM and FEM were developed within the PhD. thesis.

Key words: finite-element method, finite-difference method, hybrid FDM-
FEM method, traction-at-split-nodes method (TSN), spontaneous
rupture propagation, simulation of seismic motion and earthqu-

akes
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Predhovor

Pri tektonickych zemetraseniach dochddza Casto k velkym materidlnym Skoddm
a najmi k Iudskym obetiam. V dosledku viacerych faktorov, napriklad v dosledku
zvySovania hustoty obyvatel'stva, spdsobuji velké Skody a obete na Iudskych Zivo-
toch ¢im dalej tym mensSie zemetrasenia. Jednym z cielov seizmoldgie je predpove-
dat’' zemetrasenia, t.j., odpovedat na otdzku kde, kedy a k ako velkému zemetraseniu
ddjde, s presnostou postacujucou napriklad na evakuaciu postihnutej oblasti. Ide
o velmi ambiciézny ciel a v stiasnosti nie je jednoznacne zodpovedana ani otdzka,
¢i takd predpoved je teoreticky mozn4.

Seizmicky pohyb, t.j., pohyb povrchu Zeme pocas zemetrasenia, na danej lokalite
ovplyviiuju tri faktory - procesy v ohnisku zemetrasenia (t.j., spontdnne $irenie trh-
liny, po&as ktorého dochddza k vyZarovaniu seizmickych vin), §irenie seizmickych
vin od zdroja k lokalite a lokdlne geologické podmienky. K tzv. lokdlnym efek-
tom dochadza vtedy, ak je vplyv lokalnych geologickych podmienok dominantny.
Casto k nim dochddza napr. na povrchoch sedimentirnych bazénov alebo v do-
sledku topografickych Struktir. Vplyvom lokdlnych efektov tak mdze aj relativne
malé zemetrasenie spdsobit’ Skody, ktoré by inak spdsobilo ovela vicSie zemetra-
senie. Preto bez ohladu na to, & zemetrasenia predpovedat’ vieme alebo nie, je
velmi délezité vediet’ predpovedat’ seizmicky pohyb. Predpovedat’ seizmicky pohyb
znamend odpovedat na otazku, k akému seizmickému pohybu dojde na zadujmovej
lokalite v pripade zemetrasenia so zvolenymi parametrami (napr. poloha a orientdcia
zlomovej plochy a velkost’ zemetrasenia).
velmi komplikovany problém, pre ktory neexistuji analytické metédy. Analytické
metddy nie st pouzitelné ani v pripade dynamického modelu seizmického zdroja,
t.j., modelu so spontdnne sa Siriacou trhlinou na seizmickom zlome. Ak chceme
¢o najpresnejsie vypocitat seizmicky pohyb v realistickych modeloch, musime pou-
7it numerické met6dy. V seizmolGgii sa pouZiva vela roznych numerickych met6d.
Je to dané tym, Ze mnoZina problémov je velmi roznorodd z hladiska konfiguracie
vinového pola a zlozitosti prostredia, pri¢om Ziadna z numerickych metéd nie je

univerzalne najpresnejSia a najefektivnejsia pre vSetky mozné konfiguracie problé-
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mov. Okrem samostatnych metéd (metéda kone¢nych diferencii, metéda kone¢nych
prvkov a pod.), existuju aj tzv. hybridné metddy, ktoré vznikaji kombinédciou dvoch
alebo viacerych metdd tak, aby sa vyuzili vyhody jednotlivych metdd a potlacili ich
nevyhody.

Medzi najcastejSie pouzivané metddy patri metdda konec¢nych diferencii (MKD),
ktor4 je vel'mi efektivna a aj robustnd, t.j., aplikovatelna na zlozité modely. Md vSak
principidlne problémy so splnenim okrajovej podmienky na volnom povrchu ne-
prechadzajicom cez sietové body (napr. na nerovinnom volnom povrchu). Metéda
kone¢nych prvkov (MKP) je v porovnani s metédou kone¢nych diferencii menej
efektivna pre rovnaky model, av§ak nemd problémy so splnenim okrajovej pod-
mienky na nerovinnom volnom povrchu. Kombindciou MKP a MKD, pricom MKP
by boli pouZzité iba v ¢astiach vypoctového modelu, kde nie je mozné pouzit MKD,
by vznikla vel'mi efektivna metéda, ktord je aplikovateIn na také modely, ktoré nie je
mozné rieSit MKD a rieSenie MKP by bolo prili§ naro¢né.

Cielom predkladanej dizerta¢nej prace bolo a) vypracovat MKP algoritmus a vy-
poctovy program zaloZeny na koncepte vratnej sily, ktory ma v porovnani so Stan-
dardnym algoritmom MKP podstatne menSie naroky na opera¢nt pamit’; b) imple-
mentovat realisticky utlm do MKP algoritmu zaloZeného na MKP schéme s vekto-
rom vratnej sily; ¢) implementovat dynamicky model seizmického zdroja do MKP
algoritmu; d) navrhnit a implementovat’ algoritmus novej hybridnej MKD-MKP

metddy na efektivnu simulaciu zemetraseni a seizmického pohybu.
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Uvod
Uvod

Seizmicky pohyb je pohyb povrchu Zeme na danej lokalite pofas zemetrasenia.
Ak chceme urcit’ seizmicky pohyb pocas moznych buducich zemetraseni, mu-
sime do tvah/vypoctov, ¢o najpresnejSie zahrnit procesy v ohnisku zemetrasenia
(t.j., spontanne $irenie trhliny, pocas ktorého dochddza k vyzarovaniu seizmickych
vin), §irenie seizmickych vin od zdroja k lokalite a lokdlne geologické podmienky.

Spontdnne Sirenie trhliny na seizmickom zlome je proces, ktory nie je (v stcas-
nosti) rieSitelny analyticky ani pre najjednoduchsie konfiguracie. Rovnako ani prob-
1ém $irenia seizmickych vin v 3D nehomogénnych $truktdirach. Analytické me-
tédy st pouZzitelné iba pri tych najjednoduchsich konfigurdcidch prostredia. Preto,
ak chceme zohladnit' vSetky tri faktory, ktoré ovplyviiujd vysledny seizmicky pohyb
na lokalite, jedinou moZnostou je pouzitie numerickych metéd.

V sucasnosti sa v seizmoldgii pouziva viacero rdoznych numerickych metod
(napr. metdda konecnych diferencii, metdéda konecnych prvkov, metdda spektrél-
nych prvkov, ADER-DG metdda, “discrete particle scheme”, metéda konecnych
objemov, metéda hrani¢nych integralov, metdda diskrétnych vinovych ¢isel, li¢ova
metdda). Jednotlivé metddy sa navzdjom liSia presnostou, efektivnostou a v ne-
poslednom rade aj robustnostou, t.j., aplikovatelnostou na zloZité modely. Ziadna
z doteraz pouZivanych metdd nie je univerzdlne najpresnejSia a najefektivnejSia
pre vSetky moZné konfigurdcie prostredia a vinového pola. Preto sa Casto dve
alebo viac metéd kombinuje tak, aby sa vyuZili vyhody jednotlivych metéd a potla-
¢ili ich nevyhody. Tak vznikaji tzv. hybridné metddy.

Dizertacnd praca je venovand metéde konec¢nych prvkov a hybridnej MKD-MKP
metdde simulécie zemetraseni a seizmického pohybu, zaloZenej na kombinécii me-
tédy kone¢nych diferencii (MKD) a metédy konecnych prvkov (MKP). Kapitola 1
obsahuje stru¢ny prehl'ad numerického modelovania v seizmoldgii a si¢asnych nu-
merickych metdd pouzivanych v seizmoldgii. Vysvetlend je Standardnd formulécia
metddy konecnych prvkov s globdlnou maticou tuhosti. V Kapitole 2 si formulo-
vané ciele dizertacnej prace. Kapitola 3 je venovand vysledkom dizertacnej prace.

V podkapitole 3.1 je prezentovand alternativna formuldcia MKP s vektorom vrat-
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nej sily, algoritmus a vypoctovy program FESDv2 na 3D simuldciu zemetraseni
a seizmického pohybu v jazyku FORTRAN 90/95. Alternativna formuldcia MKP
s vektorom vratnej sily ma znacne redukované naroky na operac¢nui pamit poci-
taCa. V podkapitole 3.2 je prezentované zahrnutie realistického utlmu zaloZeného
na reoldgii zovSeobecneného Maxwellovho telesa GMB-EK vo formuldcii MKP
s vektorom vratnej sily i v Standardnej formuldcii s globdlnou maticou tuhosti.
Prezentované st aj numerické testy zahrnutia realistického utlmu vo vypoctovom
programe FESDv2. Podkapitola 3.3 je venovand modelovaniu spontanneho Sire-
nia trhliny na zlome metddou napiti v rozdelenych uzloch (TSN). Prezentovand
je implementéacia metdédy TSN do algoritmu MKP s vektorom vratnej sily ako aj
numerické testy. Podkapitola 3.4 je venovana hybridnej MKD-MKP metdde si-
muldcie zemetraseni a seizmického pohybu. TaZiskom podkapitoly je MKD-MKP
prechodova zéna. Prezentovana je algoritmicky minimdalna prechodova zéna i nami
navrhnutd hladkd prechodovd zona. Vyrazne lepSie vlastnosti hladkej prechodove;j
z6ny su demonsStrované podrobnymi numerickymi testami spravania MKD-MKP
prechodovej zony. V podkapitole je prezentovand aj ukdzka aplikdcie nasej hybrid-
nej MKD-MKP metédy na simuldciu dvoch hypotetickych zemetraseni v blizkosti
mesta Grenoble vo Francuzsku. V rdmci dizertacnej prace bol vyvinuty vypoc-
tovy program FESDv2 a dalSie pomocné programy potrebné na pripravu vstupov
a na spracovanie vysledkov vypoctov realizovanych programom FESDv2. Na z4-
klade algoritmu MKD-MKP hybridnej metédy bol vyvinuty vypoctovy program
FDFE3D (v rdmci dizertacnej prace boli naprogramované Casti zaloZzené na MKP

a Casti na komunikaciu medzi MKD a MKP).
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1 Metéda konecnych prvkov v seizmolégii - siicasny

stav problematiky

1.1 Numerické modelovanie v seizmologii

Vyznam numerického modelovania vo vede rastie. Je to dosledok viacerych aspek-
tov. Dolezité problémy su Casto prili§ komplikované a preto nie je mozné na ich rie-
Senie pouzit’ analytické metédy. Druhym faktom je nemoZnost’ priamo pozorovat
nejaky fyzikdlny jav, alebo priamo merat’ nejakd fyzikdlnu veli¢inu. Dolezitym
aspektom je aj vyrazny rozvoj vypoctovej techniky.

K zemetraseniam dochddza v hibkach niekolko kilometrov aZ niekolko sto kilo-
metrov. Jednou z najdoleZitejSich veli¢in z hladiska vzniku zemetrasenia je napitie.
V sicasnosti vSak neexistuje technoldgia, ktord by umoznovala zmerat napitie
na Tubovolnom seizmickom zlome. Podobne neexistuji ani metédy a technol6-
gie na meranie, pripadne urenie dal§ich ddlezitych fyzikdlnych veli¢in na zlome,
napr. koeficientov trenia alebo teploty. Preto je numerické modelovanie jednou
z hlavnych metéd pouzivanych pri skimani fyzikalnych procesov na seizmickom
zlome.

Inym ddleZitym problémom v seizmoldgii je Sirenie seizmickych vin a seizmicky
pohyb. KedZe seizmicky pohyb na danej lokalite je ovplyvneny tromi faktormi (se-
izmickym zdrojom, prostredim medzi seizmickym zdrojom a lokalitou a lokdlnymi
geologickymi podmienkami na lokalite) a v mnohych pripadoch je vplyv lokalnych
podmienok dominantny, je nutné pri vypocte seizmického pohybu na danej lokalite
adekvdtne zohl'adnit aj lokdlne podmienky. PretoZe v praxi ide ¢asto o komplikované

3D nehomogénne Struktury, nie je mozné pouZit’ analytické metddy.
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1.2 Stcasné metédy numerického modelovania

V sucasnosti sa na vypocet seizmického pohybu a na simuldciu spontdnneho Sirenia
trhliny na seizmickom zlome pouZivajui r6zne numerické metddy. Je to dané tym,
Ze rdzne numerické metédy majd rozne vlastnosti a zatial’ Ziadna z doteraz pouZi-
vanych metdd nie je univerzdlne najpresnejsia a najefektivnejSia pre vSetky mozné
kombin4cie seizmického zdroja a konfiguracie prostredia.

Numerické metédy mdzeme rozdelit na hrani¢né, doménové a hybridné. Hra-
ni¢né metody (napr., metdda diskrétnych vlnovych Cisel, Bouchon, 1981) su vo vse-
obecnosti velmi presné, av§ak aplikovatelné len na velmi jednoduché modely. Medzi
doménové metddy patria napriklad metdéda konecnych prvkov (napr., [Seron et al.,
1989; Bielak et al., 2003} Yoshimura et al., |2003), metéda kone¢nych diferencii
(napr., Moczo et al., 2004b, 2007alb), metéda spektrdlnych prvkov (napr., Koma-
titsch a Tromp, (1999; Chaljub et al., 2007) a ADER-DG metéda (napr., Kaser
a Dumbser, 2006; Dumbser a Kiser, [2006; (Kiser et al., 2007; |De la Puente et al.|
2007; Dumbser et al., 2007). Vo vSeobecnosti sti doménové metddy menej presné
ako hrani¢né metddy, avsak su robustnejSie, teda prakticky aplikovatelné aj na zlo-
zité, inymi slovami realistické, modely. Kombindciou dvoch alebo viacerych met6d
tak, aby sa eliminovali nevyhody a vyuzili vyhody jednotlivych metdd, vznikaji
tzv. hybridné metddy. Niekedy moze byt vhodné pouZit’ jednu metddu na vyrieSenie
priestorovej zavislosti a ini metddu na vyrieSenie Casovej zavislosti (napr., Alexeev
a Mikhailenko), [1980). V inych pripadoch mo6Ze byt vhodné pouZzit rdzne metddy
v roznych Castiach vypoctovej oblasti (napr., Ohtsuki a Harumai, [1983; [Shtivelman,
1984, [1985; Van den Berg, [1984; [Kummer et al., |1987; |Stead a Helmberger, [1988;
Kawase, [1988; |Gaffet a Bouchon, (1989; [Emmerich, [1989] 1992} [Fih, [1992; Fih
et al., (1993; Rovelli et al., 1994; Bouchon a Coutant, 1994} Robertsson, |1996;
/ahradnik a Moczo, [1996; Moczo et al.,|{1997; Lecomte, 2004} Ma et al., 2004).

Met6da koneénych prvkov je velmi robustnd numerickd metéda. V MKP nie su
problémy so splnenim okrajovej podmienky na nerovinnom volnom povrchu, je ap-
likovatelnd na neStruktirované siete a umoziiuje kombinovat’ prvky rézneho tvaru
arddu aproximécie. Kombinécia prvkov rdzneho tvaru a rddu aproximdacie umoZziiuje

efektivnejSie pokryt’ vypoctovu oblast. V miestach, kde je vyzadovana vyssia pres-
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nost’, je mozné pouzit mensie prvky alebo prvky vysSieho radu, rézny tvar prvkov
umoziiuje presnejSie pokryt vypoctovi oblast’ zlozitého tvaru. Prave kvoli svojej
flexibilite je MKP najcastejSie pouzivanou metddou v technickych aplikéciach.

V seizmoldégii je MKP povaZovana za jednu z alternativnych numerickych met6d
na vypocet spontdnneho iirenia trhliny a seizmickych vin. MKP na rieSenie problé-
mov §irenia seizmickych vin aplikovali napr. [Lysmer a Drake| (1971, 1972); Smith!
(1974} 11975); Day| (1977); |Seron et al.| (1989); Toshinawa a Ohmachi| (1992)); Bao
(1998); Bao et al.|(1998));|Aagaard et al. (2001); Bielak et al.| (2003); Yoshimura et al.
(2003); Ma a Liu| (2006)). MKP na skiimanie spontdnneho $irenia trhliny na seizmic-
kom zlome pouzili napr. |Archuleta (1976); |Day (1977); Andrews| (1999); Oglesby
(1999)); Oglesby et al.| (1998, 2000). MKP je pouzitd aj v sicasnosti v najkomplex-
nejSom paralelnom vypoctovom néstroji Hercules (Tu at al., 2006), ktory umoziuje
paralelizaciu od vytvorenia modelu az po spracovanie vysledkov.

Vo vseobecnosti je MKP v porovnani napr. s metédou konecnych diferencii
pre rovnaky model menej efektivna. AvSak metéda konecnych diferencii mé prin-
cipidlne problémy so splnenim okrajovej podmienky na volnom povrchu nepre-
chddzajicom cez sietové body (napr. na nerovinnom volnom povrchu). Preto boli
jednou z aplikdcii MKP v seizmoldgii aj hybridné metédy zalozené na MKP (Moczo
et al., [1997; Ma et al., 2004).

Moczo et al.|(1997) navrhli dvojkrokovid hybridnd metédu pre 2D P-SV problém.
Této metdda je zaloZend na kombin4cii troch metdd - metddy diskrétnych vinovych
¢isel, metddy konecnych diferencii a metédy konecnych prvkov. V prvom kroku je
metdda diskrétnych vinovych ¢isel pouZitd na vypocet vinového pola v 1D prostredi,
t.j., bez topografie a bez nehomogénnej pripovrchove;j Struktiry. Metdda diskrétnych
vlnovych ¢&isel je velmi efektivna a presnd pre jednoduché, 1D nehomogénne mo-
dely. V druhom kroku je na vypocet vinového pola v nehomogénnej pripovrchovej
Struktiire a pozdiZ nerovinného volného povrchu pouzity hybridny MKD-MKP algo-
ritmus zaloZeny na kombinécii MKD 2. radu vo formulécii v posunuti na konvencne;j
sieti a MKP s prvkami tvaru Stvorca (presnost’ 2. rddu) a trojuholnika (presnost’ 1.
rddu). MKP je pouzitd iba v tych Castiach vypoctového modelu, kde nie je mozné

pouzit MKD (napr. v okoli nerovinného volného povrchu).
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Ma et al.|(2004) navrhli 2D hybridni metédu pre P-SV problém zaloZent na kom-
bindcii MKD 4. rddu vo formulécii v rychlosti posunutia a napiti na striedavo
usporiadanej sieti a MKP s prvkami tvaru Stvorca (presnost’ 2. rddu) a trojuhol-
nika (presnost’ 1. rddu). Aj v tomto pripade bola MKP pouzitd iba v tych Castiach

vypoctového modelu, kde nebolo mozné pouzit MKD.
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1.3 Standardna formulicia metédy koneénych prvkov (MKP)

pre pohybovii rovnicu elastického kontinua

Pri rieSeni daného problému, definovaného diferencidlnou rovnicou a po¢iatoénymi
a okrajovymi podmienkami, metédou konecnych prvkov mozno v mnohych pri-
padoch pouzit alternativne pristupy. Je to dané tym, Ze metéda kone¢nych prvkov
v jej sucasnej podobe vznikla spojenim viacerych metdd, ktoré sa vyvijali nezavislo
(Zienkiewicz a Taylor, 1989). Jednu vetvu predstavuje intuitivny pristup. Najma
v komunite inZinierov bolo bezné, Ze zloZzit4 oblast’ (model stciastky alebo Struk-
tary) bola zloZzena z malych Casti, prvkov, ktorych spravanie bolo zname (napr.
existovalo analytické rieSenie). Podla Zienkiewicza a Taylora (Zienkiewicz a Tay-
lor, 1989) prave z tejto analdgie vznikol aj ndzov “koneény prvok”, ktory ako prvy
pravdepodobne pouzil Clough (1974). Druht vetvu predstavuju pristupy zaloZené
na testovacich funkciéch, t.j. metédy vaZenych priemerov a variacné metddy. Tretiu
vetvu predstavuji metédy konecnych diferencii a z nich odvodené tzv. variacné
kone¢né diferencie (Varga, 1974). AZ zdokonalovanie jednotlivych metéd viedlo
k jednotnému pohladu a matematickému opisu metdd a k sicasnej podobe metédy
kone¢nych prvkov.

V pripade aplikdcie metddy konecnych prvkov (MKP) na rieSenie elastodyna-
mickych problémov by sme teda mohli pouzit fyzikdlne intuitivny pristup zaloZeny
na tzv. principe virtudlnych prac (napr. Zienkiewicz a Taylor, |1989), mohli by
sme minimalizovat’ funkciondl kinetickej a potencidlnej energie (napr. |[Zienkiewicz
a Taylor, |1989), alebo by sme mohli pouzit’ Galerkinovu metédu vaZenych rezidui
(napr.|[Hughes|, 2000). Podrobne sa budeme venovat’ Galerkinovej metdde vazenych

rezidui.

1.3.1 Slaba forma pohybovej rovnice elastického kontinua

Silna (diferencialna) forma pohybovej rovnice kontinua

Pohybova rovnica pre neohrani¢ené kontinuum ma4 tvar

pl; = 04,5 +fi (1.3.1)
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kde p je hustota kontinua, u; zloZky vektora posunutia, f; zlozky hustoty pdsobia-
cej sily a o;; su zlozky tenzora napitia. Tenzor napitia je pre izotropné elastické

kontinuum ur¢eny Hookovym zdkonom, ktory mdéZeme zapisat’ v tvare
Oi5 = A Uk k (Si]’ + W (Ui,j + Ujy; ) ; k € {1, 2, 3} , (1.3.2)

kde A a p st Laméove elastické koeficienty a

je Kroneckerov delta symbol.
V rovniciach (I.3.1) a (1.3.2) sme pouzili sumacni konvenciu pre opakujtice
sa indexy a indexy za Ciarkou oznacujd derivéciu podla priestorovej stradnice,

napriklad
3

(9015
Oijyj = Z a—xj (134)
7=1

Toto znaenie budeme nadalej pouZivat. Ak nebude uvedené inak, indexy i a j

budi indexmi priestorovych sdradnic, a preto
i,j € {1,2,3}. (1.3.5)

RieSme pohybovi rovnicu (T.3.1)) s Hookovym zdkonom (1.3.2) v oblasti 2 =
2 U I', kde {2 je vniitro oblasti a I" jej hranicou (Obr. [I.3.1). Hranicu I" mdZeme
rozdelit’ na dve Casti [p a Iy tak, aby boli splnené podmienky I' = Ip U Iy
aIp N Iy = 0.V bodoch na ploche I, budeme predpokladat’ predpisany vektor

posunutia, t.j. Dirichletovu okrajovi podmienku,
u; = ¢g; na Ip. (1.3.6)

V bodoch na ploche Iy budeme predpokladat’ predpisany vektor napitia, t.j. Ne-

umannovu okrajovi podmienku,
Oi5 N; = hz na FN, (137)

kde n; je zlozka vonkajSej normdly k hranici /5.
Pohybova rovnica (I.3.1), Hookov zakon (1.3.2)) a okrajové podmienky (1.3.6)
a ((1.3.7) tvoria tzv. silnd (diferencidlnu) formu pohybovej rovnice elastického izot-

répneho kontinua pre oblast’ (2.

8
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Obr. 1.3.1: Oblast {2 tvori vnitro oblasti {2 a hranica I". Na ¢asti I} hranice I’
je predpisand Dirichletova okrajovd podmienka a na Casti Iy Neumannova okrajova

podmienka. 77 je vonkaj$i normélovy vektor k hranci 5.

Slaba (integralna) forma pohybovej rovnice

V odvodenti slabej formy pohybovej rovnice budeme sledovat’ postup opisany v mno-
hych knihdch o metdéde konecnych prvkov, napriklad [Hughes| (2000), Belytschko
et al. (2000), Zienkiewicz a Taylor] (1989), Ottosen a Petersson| (1992)), Reddy
(2006).

Uvazujme vahovu funkciu w. Funkcia w je Tubovolnd funkcia, pre ktord plati

/ (w,;)? d2 < oo (1.3.8)
(9}

w = 0 na Ip. (1.3.9)

Funkcii w je teda nekoneéne mnoho. Platnost’ pohybovej rovnice (I.3.1]) a okrajo-
vych podmienok a (1.3.7) nezmenime, ak ich vyndsobime vdhovou funkciou

w a integrujeme v oblasti (2, resp. na hranici [':

04 )
/ w(u; — g;)dl’ = 0, (1.3.11)
Ip
IN

Rovnica (1.3.11)) je automaticky splnend kvoli podmienke (1.3.9). S¢itanim rovnic
(1.3.10) a (1.3.12) dostaneme

2 ) Iy
(1.3.13)

Upravme druhy ¢len na l'avej strane. Plati
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(w Uij)aj = w,j Uij + w Uijaj . (1314)

Integraciou rovnice (I.3.14) v oblasti {2 dostaneme
/ (UJ Uij)u' df? = /w,j 045 ds? + / W Oij,5 dsg? . (1315)

0 0 0

Vyuzitim Gaussovej vety prevedieme integrél na lavej strane na plo$ny integral

/Q(U) Uij)?j df? = LMO’U n; dl" = /F'UJO'Z']' n; dFN, (1316)
N

kde sme vyuzili vlastnost’ (1.3.9) vahovych funkcii w. PouZzitim vztahov (I.3.15))
a (1.3.16) vyjadrime druhy ¢len l'avej strany rovnice (1.3.13)

/waij,j df? = /w O35 Ny dl" — / W,; 045 d . (1317)
2 I 2

V rovnici (I.3.10) musi mat rieSenie, t.j., funkcia u;, integrovatelné druhé derivacie
podla priestorovych siiradnic a vdhové funkcie w musia byt'integrovatelné. Upravou
sme presunuli ndroky z rieSenia, ktoré musi mat’integrovatelné prvé derivécie podla
priestorovych sdradnic, na vdhové funkcie, ktoré musia mat integrovatelné prvé

derivicie podla priestorovych sﬁradnl’cﬂ Dosadenim vyrazu (1.3.17) do rovnice
(I.3.13)) dostaneme

0 2 In

Této rovnica spolu s okrajovou podmienkou (1.3.6)) sa nazyva slaba forma pohybo-
vej rovnice. ”Slab4” kvoli zniZzenym narokom na vlastnosti rieSenia u; v porovnani
so silnou formou pohybovej rovnice (1.3.1)). Rovnica (I.3.18) musi byt splnend
pre vSetky pripustné funkcie w, inymi slovami, rovnica (1.3.18) je ststavou neko-

necne mnoho rovnic pre kazda zloZku posunutia ;.
Ekvivalencia slabej a silnej formy pohybovej rovnice

Predpokladajme, Ze u5" je rieSenim silnej formy pohybovej rovnice kontinua (T.3.1))

s okrajovymi podmienkami (1.3.6) a (1.3.7). KedZe slabi formu pohybovej rovnice,

SF

i

rovnicu (1.3.18), sme odvodili zo silnej formy pohybovej rovnice, je zrejmé, Ze u

je rieSenim aj slabej formy (1.3.18).

! Poziadavky na integrovatelnost vdhovych funckif, vztah (T-3.8), zohl'adiiovali uZ tito tGpravu.
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Predpokladajme teraz, Ze u!'"" je rieSenim slabej formy. Po dosaden{ riesenia

u™" do rovnice (I.3.18) a po pouziti vztahu (T.3.17)) dostaneme

N

Iy
Aby sme ukazali, Ze rieSenie slabej formy u)""" je rieSenim aj silnej formy, musime

dokézat, Ze rovnica (1.3.19) je splnena vtedy, a len vtedy, ak
piF — oy —fi = 0 v 2 (1.3.20)

a sucasne

Oij Ny — hl = 0 na FN . (1321)

Pretoze u'"" je rieSenim slabej formy, rovnice (I.3.18) a (I.3.19) su splnené

pre vSetky pripustné funkcie w, teda aj pre

w = ¢- (PUF/F — Oijyrj — fi) (1.3.22)

kde ¢ > 0 voblasti 2 a ¢ = 0 na hranici I". Dosadenim (1.3.22) do (1.3.19)

dostaneme
/ ¢ - (pi — oy — fi)PdR2 = 0. (1.3.23)
(9]

Této rovnica je splnend len vtedy, ak je splnend rovnica (1.3.20). Analogicky mé-

zeme zvolit’ vahové funkcie v tvare
w = Y- (o0, — hy), (1.3.24)

kde ¢» = 0 voblasti 2 a¢) > 0 na hranici Iy . Dosadenim (1.3.24)) do (1.3.19)

dostaneme

Y- (oym; — k)*dl = 0. (1.3.25)
Iy

Této rovnica je splnend len vtedy, ak je splnend rovnica (I.3.21).

1.3.2 Bubnov-Galerkinova metéda vazenych rezidui

Riesenie slabej formy (1.3.18)) mozeme uvazovat' v tvare nekone¢ného radu

u; = Z Qg Sk (1.3.26)
k=1

11
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kde ;) su koeficienty rozvoja u; do radu tvarovych funkcii sj. Tvarové funkcie
musia v oblasti {2 umoZnit splnit’ okrajovi podmienku (1.3.6).

Pripomertime, Ze rieSenie slabej formy (1.3.18)) je presnym rieSenim vtedy, ak je
rovnica (I.3.18)) splnena pre vSetky pripustné funkcie w, ktorych je nekonecne
mnoho. UvaZzujme konecnd mnoZinu n vdhovych funkcii. Pre niektoré Specifické
problémy je teoreticky mozné pouZit’ inii mnoZinu vdhovych funkcii pre jednotlivé
zloZky. ﬂalej sa vSak budeme venovat'iba pripadu, ked pre vSetky zloZky pouZijeme

rovnakd mnoZinu vahovych funkcii:
wp € {wy, wo, ..., Wy} (1.3.27)
Analogicky mdéZeme uvazovat konecnd mnoZinu n tvarovych funkcii,
sk € {s1,89,...,8n}. (1.3.28)

Ak nebude uvedené inak, index k budeme pouZivat pre oznaCenie vdhovych

alebo tvarovych funkcii, a preto
ke {1,2,...,n}. (1.3.29)

Volba mnoziny vdhovych funkcii wy, je Tubovolnd, vyznamne vSak ovplyviiuje
vlastnosti a presnost’ ziskanej metddy, pretoZe rieSenim slabej formy, t.j., rovnice
(I.3.18)), pre kone¢nd mnozinu vdhovych funkcii wy, alebo tvarovych funkcii sy,
moZeme vo vSeobecnosti néjst’ iba priblizné rieSenie. Podl'a volby vdhovych funkcif

modZeme metddy rozdelit na:

e Bodové kolokacné met6dy
wyp = Ok, kde 0, = 1prex; = x4 ad; = 0 inde,
e Doménové kolokacné metody
wr, = 1v 2, aw, = 0 inde,
e Bubnov-Galerkinove metddy
wy = Sk, t.j., vahové a tvarové funkcie su totozné,
e Petrov-Galerkinove metody
wg # Sk, tj., vdhové a tvarové funkcie sd rdzne, pricom vsak nejde o bodové

alebo doménové kolokacné metddy.

12
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Dalej sa budeme venovat’ iba Bubnov-Galerkinovmu pristupu. Pripomenime, Ze va-
hové funkcie, a teda aj tvarové funkcie, si nulové na Dirichletovej hranici Ip,.

RieSenie v tvare rozvoja do tvarovych funkcii (1.3.28), t.j.,

je na Dirichletovej hranici I rovné nule (kedZe vdhové a tvarové funkcie sd
totozné, tvarové funkcie, s;, spliiaju podmienky pre vahové funkcie, wy) a teda

nespliia Dirichletovu okrajovii podmienku (T.3.6). RieSenie budeme preto hl'adat’

vV tvare
kde
i na Ip
G = {g b (1.3.32)
0 mimo Ip.

Dosadenim rieSenia (1.3.31) do slabej formy (1.3.18) a pouZzitim w; = s; dosta-
neme sustavu obycajnych diferencidlnych rovnic pre koeficienty a;:
/ s (péasi+ g — f) d9+/ Skyj 045 AI2 — / sy hy dI” = 0
02 ©Q Iy

k.l e {1,2,...,n}.
(1.3.33)

Sustava 3n diferencidlnych rovnic (1.3.33)) sa nazyva Galerkinova alebo diskretizo-
vand forma slabej formy pohybovej rovnice kontinua (1.3.18)). Galerkinova forma
pohybovej rovnice v sebe uz zahfiia Dirichletove okrajové podmienky na hranici
Ip. Pre tplnost dodajme, Ze tenzor napitia je ureny Hookovym zdkonom (1.3.2).

Ked7e Galerkinova forma pohybovej rovnice uZ nerozliSuje tvarové a vdhové

funkcie, dalej budeme pouZivat iba termin tvarové funkcia.

1.3.3 Tvarové funkcie

Od volby tvarovych funkcii zavisi napr. presnost, vypocétova efektivnost’ alebo ro-
bustnost’ vyslednej metddy. Tvarové funkcie musia, okrem splnenia podmienok
(L.3.8) a (I.3.9), byt linedrne nezavislé a musia umoznit’ aproximovat presné riese-

nie s volitelnou presnostou.
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Globalne definované tvarové funkcie

Ak definujeme mnoZinu tvarovych funkcii pre celd oblast’ {2, hovorime o globélne
definovanych tvarovych funkciéch.

Ako tvarové funkcie mdzeme pouZit’ napriklad trigonometrické funkcie, inymi
slovami, rieSenie mdZeme aproximovat’ Fourierovym radom. V takom pripade su
koeficienty «y; Fourierovymi koeficientami. Takd mnoZina tvarovych funkcii je
linedrne nezévisla a pouzitim dostato¢ného poctu ¢lenov v rade dosiahneme Tubo-
volne presni aproximdciu presného rieSenia.

Ako tvarové funkcie mdzeme pouzit'aj Lagrangeove polynémy. Zakladnou vlast-
nostou interpoldcie pomocou Lagrangeovych polynémov je, Ze v kazdom z interpo-
la¢nych bodov je prave jeden polyndm z mnoZiny rovny jednej a ostatné su rovné
nule. Inymi slovami, interpola¢nd funkcia f(x) prechddza bodovymi hodnotami

interpolovanej funkcie f; v interpolacnych bodoch z;, teda

flxr) = fr- (1.3.34)

Désledkom tejto vlastnosti je, ako vidno z rovnice (1.3.31)), Ze aproximované rieSenie
u; v interpolacnom bode vniitri oblasti {2 je rovné prislusnému koeficientu rozvoja,
tj.

W (Tk, Y, 2K) = Qg (1.3.35)
kde (xg, yx, zx) je poloha k—tého interpolaéného bodu. Koeficienty o maju teda
vyznam diskrétnych posunuti v interpola¢nych bodoch. Tuto vlastnost’ Lagrange-
ovych polyndémov vyuZijeme aj pri vypocte konkrétnych Lagrangeovych polyné-
mov, ktoré pouZijeme ako tvarové funkcie.

Uvazujme N" (index n nie je exponent) uzlov, t.j. interpolaénych bodov, v oblasti

(2. Uvazujme tvarové funkcie v tvare Lagrangeovych polynémov. Potom musi platit’
Sk(l’l, Y, Zl) = 5kl- (1336)

Tento zdpis predstavuje ststavu N algebraickych rovnic pre kazdua tvarovi fun-
kciu. Pocet tvarovych funkcii musi byt rovnaky ako pocet uzlov, t.j.,, n = N",
aby bola mnoZina tvarovych funkcii tplna. Aby bol systém rovnic jednoznacne rie-
Sitelny, musime pouZit’ tvarové funkcie, t.j. Lagrangeove polynémy, s N volnymi

parametrami.
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V seizmol6gii moéZzeme, kvoli dostatoénému vzorkovaniu komplikovanych ro-
zhrani alebo topografie volného povrchu, uvazovat modely s radovo 106 — 10%
uzlami. V pripade pouZzitia globdlnych tvarovych funkcii by to znamenalo pouZzitie
polynémov obrovského rdadu. RieSenie 10° — 10® sdstav s 10° — 10® rovnicami
je z praktického hladiska prili§ komplikované, najmi, ak si uvedomime, Ze tvarové
funkcie by sme museli pocitat’ vzdy, ked’ sa zmeni geometricky tvar oblasti {2, alebo

sa zmeni poloha uzlov.
Lokalne definované tvarové funkcie

Tvarové funkcie mdZeme definovat aj tak, Ze oblast’ {2 rozdelime na N¢ podoblasti
£2¢, tzv. prvky. Prvky m6Zu mat’ vo vSeobecnosti rdzny tvar a kazdy prvok moze
mat definovany rézny pocet a polohu uzlov. Prvky sa nesmu prekryvat’ a oblast’ {2
musia pokryvat'celq, t.j. bez "medzier” a ’dier” medzi prvkami. Musime zabezpecit,
aby rieSenie bolo na hraniciach medzi susediacimi prvkami spojité. Priklady overenia
spojitosti posunutia na hranici medzi prvkami rézneho typu a rddu aproximécie budd
uvedené v Casti Diskretizdcia vypoctovej oblasti — konstrukcia siete v odstavci[l.3.8]

Pre uplnost’ dodajme, Ze existuji aj metddy odvodené z metddy konecnych
prvkov, ktoré nevyzaduju spojitost’ posunutia na hraniciach prvkov. Prikladom su
tzv. diskontinuitné Galerkinové metédy. Metddu tohoto typu v seizmoldgii apliko-
vali napr. Kaser a Dumbser (2006)) a Dumbser a Késer (2006)).

Na jeden prvok moZeme aplikovat postup ako na celd oblast’ {2. Uvazujme prvok
s n" (index n nie je exponent) uzlami a tvarové funkcie v tvare Lagrangeovych
polynémov. Pripomenime, Ze poloha uzlov definuje geometricky tvar prvku, Ze pocCet
tvarovych funkcii musi byt rovnaky ako pocet uzlov, t.j., n = n'", a Ze tvarové
funkcie musia mat' n" volnych parametrov. Preto je mozné povedat, Ze geometricky
tvar prvku urcuje rad tvarovych funkcii, a naopak, Ze rad tvarovych funkcii urcuje
geometricky tvar prvku. Ilustrujme to pomocou prikladov. Kvoli jednoduchosti
budeme uvazovat 2D problém. UvaZzujme, Ze rieSenie potrebujeme aproximovat

linedrnou funkciou. V 2D probléme moZzno linedrnu funkciu zapisat' v tvare
sp(zyy) = agx + by + ¢ . (1.3.37)

Pre jednu tvarovi funkciu s, méame 3 volné parametre, t.j., a, b, a c,. Aby bol

systém ((1.3.36) jednoznacne riesitelny, musime uvazovat'tri uzly a teda aj tri tvarové
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8 11
3 3 3
4 7 4 9 4

Obr. 1.3.2: Priklady tvaru prvkov a rozloZenia uzlov pre 2D problém: a - linedrny
trojuholnik, b - kvadraticky trojuholnik, ¢ - kubicky trojuholnik, d - bilinedrny $tvo-
ruholnik, e - kvadraticky Stvoruholnik, f - kubicky Stvoruholnik. n™ oznacuje pocet

uzlov v prvku.

funkcie. Je zrejmé, Ze prvok bude mat tvar trojuholnika s uzlami umiestnenymi
v rohoch (Obr.[1.3.2p).

Analogicky mdZeme postupovat’ aj ked’ potrebujeme vysSie rady aproximaécie.
Cielom je mat uzly usporiadané ¢o najrovnomernejsie. Pre kvadratické tvarové

funkcie,
se(z,y) = a2 + b y* Fazy +der + ey + fi, (1.3.38)

dostaneme prvok tvaru trojuholnika so Siestimi uzlami, z toho tri v rohoch a tri
v stredoch stran, pozri Obr.[1.3.2b. Pre kubické tvarové funkcie s desiatimi paramet-
rami dostaneme trojuholnik s desiatimi uzlami, z toho tri v rohoch, Sest' na stranidch
a jeden v tazisku (Obr. [[.3.2F).

Analogicky postupujeme aj v 3D probléme, pricom dostaneme napriklad 4-

uzlovy linearny Stvorsten (linedrny znamena, Ze tvarové funkcie su linedrne), pozri
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d 1 ) e 1 9 2 fy 9 0 2
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Obr. 1.3.3: Priklady tvaru prvkov a rozloZenia uzlov pre 3D problém: a - linedrny
Stvorsten, b - kvadraticky Stvorsten, ¢ - kubicky Stvorsten, d - trilinedrny Sest’sten,

e - kvadraticky Sest'sten, f - kubicky Seststen. n'* oznacuje pocet uzlov v prvku.

Obr. [[.3.3h, 10-uzlovy kvadraticky Stvorsten, pozri Obr. [I.3.3p, alebo 20-uzlovy
kubicky $tvorsten (Obr.[1.3.3k).

Predpokladajme, Ze pre rieSenie problému je vhodné pouZit prvok tvaru Stvoru-
holnika so Styrmi uzlami v rohoch. Budeme potrebovat Styri tvarové funkcie, pri¢com
kazda musi mat’ Styri volné parametre. Linearna funkcia v 2D, rovnica (1.3.37)), m4
tri volné parametre a kvadratickd funkcia, rovnica (1.3.38), ma az Sest’ volnych

parametrov. Preto pouZijeme tzv. bilinedrnu funkciu
sp(zyy) = gz + bpy + crxy + di, (1.3.39)

pre ktord je systém (1.3.36) jednoznacne rieitelny. Nazov bilinedrna funkcia vy-
plyva z vlastnosti funckie. Pre konStantné = alebo y dostaneme linedrnu funckiu.
Inymi slovami, bilinedrna funkcia je v lubovolnom reze v smere osi x aj y linedrna.
Prvok s bilinedrnymi tvarovymi funkciami nazyvame (bi)linearny Stvoruholnik, po-

zri Obr [I.3.2d. Analogicky v 3D pouZijeme trilinedrnu funkciu

sp(zyy,2) = agx +bpy+cpzt+dizy +epyz+ frrz+ g (1.3.40)
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a dostaneme (tri)linedrny Seststen, pozri Obr. [I.3.3d. Pouzitie vyssich netplnych
polynémov v 2D vedie k Stvoruholnikom vys$Sieho rddu napriklad s 8 alebo 12
uzlami, pozri Obr.[1.3.2f a Obr. [1.3.2f. PouZitie vyssich netdplnych polynémov v 3D
vedie k Seststenom vysSieho radu napriklad s 20 alebo 32 uzlami, pozri Obr. [[.3.3p
a Obr. [L.3.3F.

Je zrejmé, Ze s lokdlne definovanymi tvarovymi funkciami sa pracuje jednoduch-
Sie v porovnani s globdlne definovanymi tvarovymi funkciami. Sd ovela niZSieho
radu, nakol’ko ich rad je uréeny po¢tom uzlov v prvku n™, ktorych je podstatne menej
ako uzlov N" v celej oblasti (2. Stale vSak plati, Ze tvarové funkcie musime pocitat’
vzdy, ak sa zmeni tvar oblasti {2, resp. rozloZenie uzlov v oblasti (2. Nevyhodou
ostdva velké mnozZstvo tvarovych funkcii. Kazdy prvok ma svoju vlastni mnoZinu
n™ tvarovych funkcii, to znamend, Ze v oblasti {2 je spolu N¢ x n" tvarovych
funkcii. Pre dostato¢ne velké N™ alebo N€ plati N ~ N¢.(Pozn.: v praktickych
aplikdcidch méZeme vzdy uvazovat, Ze N a N st dostato¢ne velké.) Je zrejmé,
Ze v pripade lokdlne definovanych tvarovych funkcii pracujeme dokonca s n™ krat
vacsim poctom tvarovych funkcii ako v pripade globdlne definovanych tvarovych
funkcii. Pocet tvarovych funkcii, s ktorymi pracujeme, je mozné zniZit' pouzitim

tzv. lokdlnych sdradnic.
Lokalne definované tvarové funkcie v lokalnych siradniciach

Lokélne definované tvarové funkcie zavisia iba na priestorovom rozloZeni uzlov
v prvku, pre ktory su definované. Mimo tento prvok su lokédlne definované tvarové
funkcie nedefinované. Preto vznikla myslienka transformovat prvky do tzv. lokal-
nych suradnic, v ktorych budd mat prvky rovnakého typu rovnaky tvar, rovnakud
polohu uzlov a teda aj rovnaké tvarové funkcie. Prvok v lokdlnych sdradniciach sa
nazyva zdkladny/vzorovy prvok (z angl. master element). Symbolmi z, y a z bu-
deme oznacovat globdlne siradnice. Symbolmi £, 1 a ¢ budeme oznacovat lokdlne
stradnice.

Pre prehladnost’ a ndzornost’ uvazujme najskor 2D problém. Uvazujme zékladny
prvok v lokdlnych stradniciach v tvare $tvorca, pozri Obr.[[.3.4a. Uzly uvaZovaného

zéakladného prvku sui v bodoch
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le ®2

[-1-1 [+1-1]
[%,, Y] ¥
r T :y
4
[-1+1] n [+1+1]

44 ®3 (X Vil [%5: Y51

Obr. 1.3.4: Transformacia z lokalnych stradnic do globalnych sidradnic v 2D probléme:

a - zdkladny prvok v lokdlnych sdradniciach, b - prvok v globdlnych stradniciach.

& e {-1, 1, 1,-1},
m € {-1,-1, 1, 1}, (1.3.41)
kE € {1,2,3, 4} .
Pre tvarové funkcie v lokdlnych stradniciach plati analogicky systém rovnic ako
systém rovnic (1.3.36)):
k(& m) = Onr - (1.3.42)

Tvarové funkcie budeme hl'adat’ v tvare
se&mn) = ar &+ ben+ aén+ dy. (1.3.43)

VyrieSenim sustavy (1.3.42)) pre tvarové funkcie v tvare (1.3.43)) dostaneme tvarové

funkcie v tvare

siém) = 31 =90 -n),
s2(6,m) = (L +8 (1 —n), (1.3.44)
ss(&m) = 1 (L+ A +m),
sa(€m) = (1= +mn).

Na zékladnom prvku mdzeme jednoducho vykonat opericie s tvarovymi fun-
kciami v tvare (1.3.44)). Ako neskdr ukdzZeme, pre praktické vyuzitie musime vediet’
transformovat’ (zobrazit, mapovat) zakladny prvok na prvok v globalnych sdradni-
ciach. UvaZzujme prvok v globalnych sdradniciach - Stvoruholnik s uzlami v rohoch,
pozri Obr. [I.3.4p. Polohy uzlov oznaéme xj, a yj. Transformdciu z lokdlnych su-

radnic do globdlnych sdradnic mdéZeme zapisat’ pomocou tvarovych funkcii

r = xzp s,(€, M), (1.3.45)

Yy = Yk Sk(€7 77) :
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Ak pre prvok v globélnych suradniciach transformacia (1.3.43) existuje a je jedno-
znacnd, potom modzeme pre dany prvok pouZit lokdlne definované tvarové funkcie
v lokdlnych suradniciach ako aj transformdciu samotnd. Aby bola transformécia
(I.3.43) jednoznacna, staci, aby mal prvok v globdlnych sdradniciach tvar konvex-
ného Stvoruholnika a ¢islovanie uzlov v zdkladnom prvku a v prvku v globalnych
sdradniciach bolo rovnaké. Uvazujme priklad na Obr. [I.3.5] Na Obr. [I.3.5a je za-
kladny prvok - Stvorec - v lokdlnych stradniciach. Uzly su ¢islované proti smeru
hodinovych ruciciek. Na Obr. [[.3.5p je znazorneny konvexny $tvoruholnik v glo-
balnych suradniciach. Uzly su ¢islované proti smeru hodinovych ruciciek, teda
rovnako ako uzly zdkladného prvku. Bodkovanymi ¢iarami je zndzorneny vysledok
transformdcie zdkladného prvku. Z obrdzku je zrejmé, Ze kazdy bod zdkladného

prvku sa zobrazi do jedného bodu prvku v globalnych sdradniciach. Transforma-

1_:Q\ . : : : : : : : : @ G_b
n 1| : : : v/
05| 4
0 2 -
054 0 -
-1 :‘®‘_2_
6 1 G—d
Y Y-
4 4 4 =
24 24
0+ 0+
-2 -2

Obr. 1.3.5: Ukédzka 2D transformécie z lokalnych suradnic do globalnych suradnic:
a zakladny prvok v lokdlnych sdradniciach, b transformécia na prvok v tvare kon-
vexného Stvoruholnika (jednozna¢né transformécia), ¢ transformdcia na prvok so zlym
¢islovanim uzlov (nejednoznacnd transformécia), d transformécia na prvok v tvare

konkdvneho Stvoruholnika (nejednoznacnd transformécia).
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cia je teda jednozna¢nd. Pre prvok na Obr. [I.3.5b mdZeme pouzit’ tvarové funkcie
v lokélnych stiradniciach. Prvok na Obr.[I.3.5k ma rovnaki polohu uzlov ako prvok
na Obr.[1.3.5p, rozdielne je vak ich ¢islovanie, ¢im dostaneme iny tvar prvku. Z ob-
rdzka je zrejmé, Ze transformdcia zdkladného prvku na prvok c nie je jednoznac¢na.
Iny priklad prvku, kedy nemdzeme pouZzit'tvarové funkcie v lokédlnych suradniciach,
je na Obr. [I.3.5d. V tomto pripade je ¢islovanie uzlov v poriadku, aviak transfor-
madcia zdkladného prvku na prvok je nejednoznacnd. Je to sposobené geometrickym
tvarom prvku. Aby bola transformécia (I.3.43) jednozna¢nd, prvok musi mat tvar
konvexného Stvoruholnika, t.j. vSetky vnitorné uhly musia byt ostré.

Lubovolny prvok, na ktory je mozné transforméaciou (1.3.43) jednoznaéne trans-
formovat zdkladny prvok tvaru §tvorca s uzlami vo vrcholoch, Obr. [1.3.5h, budeme
oznacovat QUAD4 (QUAD je z anglického quadrilateral - Stvoruholnik a 4 znaci po-
et uzlov). Pre prvok QUAD4 budeme pouzivat bilinedrne tvarové funkcie (1.3.44).

Analogicky mdZeme postupovat’ aj v 3D probléme. Uvazujme zdkladny prvok
v lokdlnych suradniciach v tvare kocky, pozri Obr. [[.3.6p. Uzly uvazovaného za-
kladného prvku si v bodoch

& € {-1, 1, 1,-1,-1, 1, 1, -1},

e € {_17 _17 17 17 _17 _17 17 1} )

(1.3.46)
Ck € {_17 _17 _17 _]-7 17 ]-a 17 ]-} )
ke {1,2,...,8}.
[1-1-1] [+1-1-1]
a L 5 b
[-1+1-1 /1 [+1+1-1
4 : 3
T X
|
I
& l
nye /gs_ ______ .
S ENERE [+1-1+1]
8 7
[-L+1+1 [+1+1+1

Obr. 1.3.6: Transformécia z lokdlnych siradnic do globalnych stiradnic v 3D probléme:

a - zdkladny prvok v lokdlnych stradniciach, b - prvok v globdlnych sdradniciach.
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Pre tvarové funkcie v lokdlnych sdradniciach plati analogicky systém rovnic ako

systém (1.3.42), t.j.,
k(&1 My G) = Ons (1.3.47)

a tvarové funkcie budeme hl'adat’ v tvare

se(6,m,0) = arE+bpn+ e+ dén+enC+ fr ¢+ gr (1.3.48)

Vyrie$enim sdstavy dostaneme tvarové funkcie v tvare

516,10 =31 -90 -1 -0,
5206,1,¢) = 1+ A =1 -0,
5360 = 1+ A+ 1 -0,
546,10 = (1= A +n) (1 -0, (1.349)
5561, 0) = 51 =81 —n) 1+,
s6(6,m¢) = 1+ A -1+,
st(€m,¢) = 51+ A +n) 1+,
ss(6,m,¢) = 1= A +n) 1+

Uvazujme prvok v globdlnych sdradniciach - Seststen s uzlami v rohoch, pozri
Obr. [1.3.6b. Transformdciu z lokalnych sdradnic do globalnych siradnic méZeme

zapisat pomocou tvarovych funkcii

T = Tk Sk(ga m, C) 5
Z = Zi Sk(ga n, C) .

Rovnako ako v 2D, aj v 3D mdzeme tvarové funkcie v lokalnych siradniciach pouzit’
len vtedy, ak transformécia zdkladného prvku na prvok v globdlnych suradniciach
existuje a je jednoznacna. Analogicky k 2D plati aj v 3D probléme, Ze prvok musi
mat tvar konvexného Sest’stena a uzly musia byt v zdkladnom aj globalnom prvku
¢islované rovnako.

Lubovolny prvok, na ktory je mozné transformaciou (1.3.50) jednoznacne trans-
formovat zakladny prvok tvaru kocky s uzlami vo vrcholoch, Obr. [[.3.6p, budeme
oznacovat HEX8 (HEX je z anglického hexahedron - Sest’sten a 8 znaci poc€et uzlov).

Pre prvok HEX8 budeme pouZivat’ trilinedrne tvarové funkcie (1.3.49).
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Pri pouziti lokdlne definovanych tvarovych funkcii v lokalnych sdradniciach pra-
cujeme iba s relativne malym poctom tvarovych funkcif (ich skuto¢ny pocet zavisi
iba od toho, kol’ko réznych typov prvkov kombinujeme v sieti a od toho, kolko maji
tieto prvky uzlov). Tvarové funkcie navyse nie je potrebné pocitat’ znovu pre novi
tlohu/problém, lebo su vypocitané/definované pre zvoleny zdkladny prvok. Trans-
formécia z globdlnych stradnic na zdkladny prvok existuje, ak md prvok vhodny
tvar. Transformécia zo zakladného prvku do globalnych suradnic je jednoduché a d4
sa vyjadrit pomocou tvarovych funkcii. Praca s lokdlne definovanymi tvarovymi
funkciami v lokélnych stradniciach je velmi jednoduchd a preto si velmi Casto
vyuZzivané aj v praxi.

Pripomenime, Ze v pripade pouzitia lokédlne definovanych tvarovych funkcii je
nutné zabezpecit spojitost rieSenia na hraniciach medzi susediacimi prvkami; pozri

¢ast Diskretizacia vypoctovej oblasti — konstrukcia siete v odstavci[1.3.8]

1.3.4 Maticova forma diskretizovanej slabej formy pohybovej rovnice pre

jeden prvok

Dalej budeme pouZivat lokdlne definované tvarové funkcie v lokdlnych stradni-
ciach. Galerkinovu formu pohybovej rovnice, sistavu rovnic (1.3.33)), preto zapi-

Seme pre jeden prvok (2¢:

/skpsldetJdeﬂ—l—/ sk,jaijdetJdQ—/ Sk fi det J df?

m

—i—/ sk g; det J df2 —/ s hi det JdI" = 0

kil e {1,2,...,n"}.
(1.3.51)
KedZe integrujeme v zdkladnom prvku (2, J je Jacobidn transforméacie (1.3.50),

t.j., transformécie zo zdkladného prvku na prvok v globédlnych sdradniciach,

.Z',g l‘,n iL‘,g
J - y7£ y”7 y)C . (1.3.52)

Zy¢ 2y Ry

Hranica [} je teda obrazom hranice I s predpisanym vektorom napitia A{.
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[+1+1 [+1+]
3 3

1 2 ATy, 1 2

| © N x [ Qm |1 i © % x [ Qm |1
y I : = |
b Y 7

I =T{ Uy,
he =h narml
h*=H* nal'y,

>
3
n (11
3

R =™ nar,

Obr. 1.3.7: K vysvetleniu transformécie okrajovych podmienok z prvku {2¢ na za-
kladny prvok (2.

Pripomenime, Ze na hranici Iy oblasti {2 predpokladdme predpisany vektor na-
pitia h; a na hranici I}, predpokladdme predpisany vektor posunutia g;. UvaZujme
prvok (2¢ s predpisanym vektorom napitia h{ na hranici ;5. Pri integracii (I.3.5T])
formdlne transformujeme prvok (2¢ na zdkladny prvok (2 a hranicu I transfor-
mujeme na hranicu Iy". Vektor napitia h{ i tvar hranice [} zdvisia od polohy
prvku v oblasti (2.

Uvazujme prvok (2¢ leziaci vo vnitri oblasti {2, pozri Obr. [[.3.7p. Na celej
hranici Iy prvku (2° musime uvazovat'vektor napétia h{ = h{¢, kde h}° vyjadruje
silové posobenie okolitych prvkov. KedZe I;¢ je celou hranicou prvku 2, je zrejmé,
ze po transformdcii na zékladny prvok bude Iy" celou hranicou prvku (2.

Uvazujme prvok (2¢ leziaci ¢astou na hranici Iy, pozri Obr. . Cast hranice
prvku (2¢ leZiacu na Iy oznac¢ime I, a zvySok hranice, leZiaci vnutri oblasti (2,
oznac¢ime Iy, . Nahranici [y}, teda predpokladdme h{ = h;,t,., predpisany vektor
napitia, a na hranici /7, predpokladdme h{ = h{°,tedasilové posobenie okolitych
prvkov. Po transformdcii na zdkladny prvok sa hranica I, transformuje na Iy7,
t.J., spojnicu uzlov 1 a 2. Hranica [y, sa transformuje na I3, t.j., spojnicu uzlov
2-3-4-1.

Uvazujme prvok (2¢ leziaci ¢astou na hranici I}, pozri Obr. m: Cast’hranice

prvku (2¢ leziacu na I nemusime Specidlne uvazovat, lebo na tejto hranici nie je
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predpisané napitie, ale vektor posunutia g;. Na hranici leZiacej vniitri oblasti {2, 17,
budeme predpokladat’ vektor napitia kvoli silovému pdsobeniu okolitych prvkov,
tj., h{ = h{°. Po transformdcii na zdkladny prvok sa hranica Iy transformuje
na Iy", t.J., spojnicu uzlov 4-1-2-3.

Suastavu rovnic (1.3.51) mo6zeme zapisat’ v prehladnejSom maticovom tvare.
Najprv upravime jednotlivé ¢leny rovnice. KedZe funkcie §; si nenulové iba na hra-

nici Ip, je zrejmé, Ze

/ sp gidet JdR2 = 0. (1.3.53)
Definujme vektor tvarovych funkcif s,
51
S2
s = . . (1.3.54)
Spn

Lokalny vektor posobiacej sily

Pomocou vektora tvarovych funkcii s mo6Zzeme zapisat’ ¢len posobiacej sily, t.j.,

sabor tretich ¢lenov sdstavy rovnic (I.3.5T)), v tvare

f, = / s f; det J df2 . (1.3.55)
Vektor f¢,
f,
f¢ = £, | (1.3.56)
f,

je lokéln vektor pdsobiacej sily. Zlozka f;;, predstavuje ¢-td zloZku sily pdsobiace;j
v k-tom uzle v ddsledku silového pdsobenia f; na prvok. Vektory f; majd n™ prvkov,

vektor ¢ méd 3n™ prvkov.
Lokalny vektor okrajovej podmienky

Pomocou vektora tvarovych funkcii s zapiSeme aj okrajovy ¢len, t.j., subor piatych

Clenov sustavy rovnic (1.3.51),

% Hovorime o lokdlnom vektore pdsobiacej sily, lebo je vyjadreny pre jeden prvok £2¢; nejde teda o siivislost

s lokdlnymi sdradnicami.
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bc; = / s h det JdI". (1.3.57)
nm
Vektor bc®,
bc,
bc® = | be, |, (1.3.58)
bc,

je lokédlny vektor okrajovej podmienky. Zlozka bc;; predstavuje i-td zloZku sily
posobiacej v k-tom uzle v dosledku napitia h{ pdsobiaceho na hranici 1,7 prvku.

Vektory bec; maji n™ prvkov, vektor bc® ma 3n™ prvkov.

Lokalna matica hmotnosti

Zotrvaény Clen, t.j., sibor prvych ¢lenov sustavy rovnic (1.3.57), mozeme zapisat’
v maticovom tvare,

/ sg ps det Jd2a; — Meq, (1.3.59)

kde MF° je lokdlna matica hmotnosti a u je lokdlny vektor diskrétnych posunuti.

Lokéalna matica hmotnosti M¢ ma tvar

M 0 0
M= [0 M 0] , (1.3.60)
0 0 M
kde pre matice M plati
M = pss! detJdf. (1.3.61)

_Qm
Matice M maji n" x n" prvkov, lokdlna matica hmotnosti, M®, ma 3n"™ x 3n"

prvkov. Lokélny vektor diskrétnych posunuti u m4 tvar

uX
u = uy | (1.3.62)
Uy
kde _ _ _ .
Ui1 Qi1
U; (6%
w=| =171 (1.3.63)
Uipn Qjpn
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Zlozka vektora u;, t.., u;, je 1-td zlozka posunutia v k-tom uzle prvku. Vektory
u; maji n” prvkov a lokdlny vektor diskrétnych posunuti, u, ma 3n™ prvkov.

Vo vektorovom tvare mdzeme zapisat aj aproximdciu rieSenia (1.3.31)),
i, = stw + G . (1.3.64)
Analogicky mdZeme zapisat’ aj transformdciu suradnic (1.3.50),
r; = s'x;, (1.3.65)

kde x; su vektory obsahujice polohy uzlov prvku v globédlnych sdradniciach,

Ti1

x = " 1. (1.3.66)

Lokalna matica tuhosti

Hookov zédkon ((1.3.2) zapiSeme v maticovom tvare
o = De, (1.3.67)

kde o a e su vektory napitia a deformdcie vo Voigtovom znaceni a D je matica

pruznosti. V 3D moZno definovat’ vektor napitia o,

011 Ozx
022 Uyy
033 Ozz
o = = , (1.3.68)
012 Oxy
023 Oyz
013 Ozz
a vektor deformacie €,
€11 Exx Uy s
€22 Eyy Uyyy
€33 Ezz Uzsz
e = = = . (1.3.69)
2 €12 2 5xy Uge sy + Uy sz
2 €23 2 5yz Uy, z + Uz,y
2 €13 2 Ezz Uy ,z + Uz
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Matica pruznosti D mé v 3D tvar

A+20 A A 0 0 0
A A+2u A 0 0 0
A A A+24 0 0 0
D = (1.3.70)
0 0 0 u 0 0
0 0 0 0 u 0
0 0 0 0 0 pu

Dosadenim pribliZzného rieSenia (1.3.64) do vektora deformacie (1.3.69) dostaneme

~ T ~

Uz S,z Uz + Guyz

~ T ~

Uy yy S,y Uy + Gysy

~ T ~

Uz,yz S,, U, + 9zyz

e = = . (1.3.71)

uwuy + uymc S7y u:E + S?z uy + g:Bay + gyam
Uy sz + Uzyy S,, Uy + S,y Wz + Gysz + 9z5y
~ ~ T T ~ ~
Uy sz + Uz, S,, Ug + S,y Uz + Jzyz + 9zyz

Pre derivdcie tvarovych funkcii podla globdlnych siradnic plati

Sz = S &z + Sy M + 8¢ G
Sy = S &y + Sy + S Gy s (1.3.72)
S;: = S &z + Sy + 8¢ (s
Inverzny Jacobian transformdcie (I.3.50) ma4 tvar
£z &y oz
I = e ny me| - (1.3.73)
Ca Gy oz
Zo vztahov (1.3.72)) a (1.3.73) je zrejmé, Ze derivécie lokdlnych sdiradnic podla glo-

balnych sdradnic vyjadrime pomocou inverzného Jacobidna transformécie stradnic.
Integrovani funkciu v ¢lene vratnej (elastickej) sily, t.j., v druhom ¢lene Tavej

strany rovnice (1.3.51]), mdzeme pre ¢ = x zapisat'v tvare
=
Skyj Oij Skyx Oxx + Sksyy Oxy + Skyz Oxz - (1374)

Dosadenim vektora deformdacie (1.3.71) do Hookovho zakona a potom
dosadenim do dostaneme
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=

St 017 5 [0+ 201) sie ST+ sk 8T+ pse sT ] w,
+ [)\ Sk S,j; + M Skyy S;‘Z;C :| u, (1375)
+ (A Sk SE 4 posp s u.
Vyndsobenim ((1.3.75)) det J, integrovanim cez (2™ a pouZzitim vektorového zdpisu

Pre Sj,q, Skyy @ Sk,, dostaneme

/ Skyj Oij det J df?2 Zi)B

= : [N+ 2u)sosl, +usys) +pus.s! ] detId2u,
+ /n[)\s,zsg—{—us,ys,ﬁ}detJdQuy
+ / Assl+ps,.sl]detIJdu, .
: (1.3.76)
Vyraz (1.3.76]) mdéZeme zapisat’ aj v maticovom tvare
/ Sty 0i; det Jd2 =2 Ky u, + Kipu, + Kizu, | (1.3.77)
kde
K, = / [N+ 2u)sosh, +usys) +pus.sl ] detId2,
K, = / [Asosh +usysl]detId2, (1.3.78)
Ki; = / [(Asosl +ps,. sl ] detIde.
Analogicky pre ¢ = y a ¢ = z dostaneme
/ Spyj 07 det T A2 =Y Koy u, + Koy u, + Kos u. (1.3.79)

Ky = / [(As,y sk +psy,sh | detJd,
K,y = / [sesh +(X+2u) s,y sl +ps.sl]det Jd2, (1.3.80)

Ko = / [As,ys,z+us,zs }detJdQ ,

/ Shyy 0y det T dQ =5 Ky u, + Ko u, + Kgs u, (1.3.81)
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Ky = / [As,.sh+ps,sl]detIde,
Ksy = /m As.sh+usysl]detIde, (1382
Ks; = / [T s?; +(A + 2u) s,. s | det Jd2.

Pomocou vztahov (1.3.77), (1.3.79) a (1.3.81) mdéZeme sibor druhych ¢lenov si-

stavy rovnic (1.3.5T)) zapisat’ v maticovom tvare,

K Ko Ky Ux

/ Sk,j 05 det J A2 — | KL, Ky Kos u = K°‘u, (1.3.83)
Ki; Ki; Kas U,

kde matica K¢ je lokdlna matica tuhosti. Pri ipravach sme vyuZili vlastnost matice

K

ij

K21 = K,{Q )
Ky = K7, (1.3.84)

Matice K;; maji n" x n™ prvkov, lokdlna matica tuhosti K¢ ma 3n™ x 3n"

prvkov.

Maticova forma diskretizovanej slabej formy pohybovej rovnice pre jeden

prvok

Pomocou lokélneho vektora posobiacej sily ¢, rovnica (1.3.55)), lokdlneho vektora

okrajovej podmienky bc®, rovnica (1.3.57), lokalnej matice hmotnosti M€, rovnica
(I.3.59), lokalnej matice tuhosti K¢, rovnica (1.3.83)), a rovnice (I.3.53) zapiSeme

sastavu rovnic (1.3.51)) v maticovom tvare

Mfia + K°u = f° + bc". (1.3.85)

1.3.5 Maticova forma diskretizovanej slabej formy pohybovej rovnice pre

celi vypoctovi oblast’

Za predpokladu, Ze by sme poznali okrajové podmienky v sdstave rovnic (1.3.83)),

tj., ¢len bc®, mohli by sme ststavu vyriesit’ postupne pre vSetky prvky v oblasti
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(2. AvSak prave okrajové podmienky nepozndme, lebo zdvisia od rieSenia v okoli-
tych prvkoch. Preto musime hladat rieSenie vo vSetkych prvkoch naraz. Vytvorime
tzv. globdlny systém rovnic. Pri vytvarani globdlneho systému rovnic vyuZijeme
dva fakty. Prvym je to, Ze v uzloch, ktoré patria viac ako jednému prvku, je celkovd
sila si¢tom silovych prispevkov z prvkov, ktoré dany uzol zdielaji. Druhym je to,
Ze z poziadavky spojitosti posunutia na hraniciach prvkov vyplyva, Ze posunutie
v uzloch na hraniciach medzi prvkami je pre vSetky prvky zdielajice dani hranicu

rovnaké.
Lokalne a globalne ¢islovanie

Pri vypocte lokalnych veli¢in, napr. lokdlnej matice hmotnosti, pouzivame tzv. lo-
kalne cislovanie uzlov. V tomto ¢islovani ma kazdy uzol prvku pridelené jedno-
znacné ¢islo od 1 do n™. Toto Cislovanie teda nie je jednoznacné pre celu siet’ uzlov
a nie je teda vhodné pre pracu s globdlnymi veli¢inami. Uzly aj prvky preto ozna-
¢ime globalnym cislovanim. V globalnom ¢islovani mé kazdy uzol v sieti pridelené
jedno ¢islood 1 do N™. Podobne kazdy prvok mé pridelené jedno Cislood 1 do N¢.
Globadlne ¢islovanie je preto jednoznacné pre celd siet prvkov/uzlov. Na Obr.[1.3.§]je
1D priklad lokdlneho aj globédlneho &islovania v sieti. Globalne ¢islovanie prvkov je

znazornené ¢islami vo Stvorcekoch, globdlne ¢islovanie uzlov v kriZkoch. Lokalne

¢islovanie uzlov je zndzornené samostatnymi ¢islami.

Globalna matica hmotnosti, globalna matica tuhosti a globalny vektor

posobiacej sily

Kvoli jednoduchosti a ndzornosti uvazujme 1D siet’ prvkov a uzlov z Obr. [I.3.§]

Globdlna matica hmotnosti bude mat rozmer 4 x 4, lebo v sieti st 4 uzly a rieSenie

5

(Globalne) Cislovanie prvkov
1 Lokalne Cislovanie uzlov

@ Globalne Cislovanie uzlov

Obr. 1.3.8: Cislovanie prvkov a lokélne a globdlne ¢islovanie uzlov - 1D priklad.
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ma iba jednu zlozku, t.j., rieSenie je skaldrna veli¢ina. Lokdlne matice hmotnosti
budd mat rozmer 2 x 2, kedZe v jednom prvku sd dva uzly. Prvym, formélnym,
krokom je priradenie hodndt z lokdlnych veli¢in na spravne pozicie v globalnych
veli¢inach. Na Obr. [I.3.9 je tento krok znazorneny graficky pre maticu hmotnosti.
Kazdy stipec a riadok lokélnej matice hmotnosti sivisi s jednym uzlom. Lokélne
¢islo uzla je zndzornené ¢islom, globdlne &islo je zndzornené Eislom v krizku.
Pozicia v lokdlnej matici hmotnosti, napr. v matici M!, je dand lokdlnym ¢islovanim
uzlov. Pozicia v globdlnej matici hmotnosti je dand globdlnym &islovanim uzlov.
Matica M je matica M! doplnend o nulové riadky a stipce tak, aby rozmery
a pozicia riadkov a stipcov zodpovedali globalnej matici hmotnosti.

Podobne mdZzeme lokdlne vektory diskrétnych posunuti, napr. u!, doplnit o nu-
lové riadky tak, aby sme dostali rozmer globdlneho vektora diskrétnych posunuti.

PretoZe v sieti mame Styri uzly, globdlny vektor diskrétnych posunuti bude mat Styri

a
1 orl 2 12 3 =3
Moo M oeee M oo M oeee M oo M oeea
(@) HE % @1 o % @1 o %
1
@2 o @2 ~® @2 ~®
@ @ @
b
ul ~1 u2 ﬁZ 113 ~3
sp-f  we-H -G
1 1 1
@200 7 ® @20 ~ ©® @20 ~ ®
@ @ @
C
1 2 3
Moo Moeea M oo M oeee M ee M oeoa
& 12 % o1 12 % - 12 %
1
@2 ~® @2 ~® @2 ~®
@ @ @
@ Globalne ¢islo uzla |:| Hodnota lokalnej veliginy |:| =0
1  Lokalne &islo uzla Nenulova hodnota |:| = |:| + D

uz pred pridanim lokalnej veli¢iny

Obr. 1.3.9: K vysvetleniu vytvdrania globdlnych veli¢in. Symbolické znazornenie

krokov vytvorenia globélnej matice hmotnosti.
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riadky. Prvky lokdlneho vektora diskrétnych posunuti st usporiadané podla lokal-
neho ¢islovania uzlov a prvky globdlneho vektora diskrétnych posunuti st usporia-
dané podTla globélneho &islovania. Tento krok je graficky zndzorneny na Obr.[1.3.9p.
PretoZe vyZadujeme, aby rieSenie, t.j., posunutie, bolo spojité na hraniciach medzi
prvkami, znamena to, Ze hodnoty na rovnakych riadkoch vo vektoroch u!, u? a u?
musia byt rovnaké.

Celkové sily v uzloch st suctom sil z jednotlivych prvkov. Pre globalny vektor

zotrvacnej sily f! preto mdZeme pisat
' = Mla' + M2u® + MPa? . (1.3.86)

PretoZe matice M!, M? a M3 st nenulové iba na pozicidch oznadenych Sedou
farbou na Obr. [1.3.9 a pretoZe posunutie je v uzloch spojité, mézeme vektory ul,

1% a 6? nahradit globdlnym vektorom diskrétnych posunuti m:
fl = M'.i + M2 + M. = M., (1.3.87)
kde M je globédlna matica hmotnosti
M = M + M? + M?. (1.3.88)

V praxi nie je potrebné vytvérat matice M¢ a tie potom séitavat, ale moZzeme priamo
pouzit’ schému na Obr. [I.3.9c ako schému na priame vytvaranie globdlnej matice
hmotnosti. Hodnoty z lokdlnych matic hmotnosti budeme pripocitavat na spravne
pozicie globalnej matice hmotnosti.

Podobny postup moZeme aplikovat aj na maticu tuhosti a vektor pdsobiacej sily,

pricom dostaneme globdlnu maticu tuhosti K a globalny vektor posobiace;j sily t.
Globalny vektor okrajovej podmienky

V podstate rovnakym spdsobom, akym vytvarame globdlnu maticu hmotnosti, postu-
pujeme aj v pripade lokdlneho vektora okrajovej podmienky bc®. V tomto pripade
navySe vyuZijeme fakt, Ze napitie je spojité. Napriklad sila v uzle 2 v dosledku
silového posobenia prvku 2 na prvok 1 bude mat’ rovnakd velkost ale opaény smer
ako sila v uzle 2 v dosledku silového posobenia prvku 1 na prvok 2. Tieto sily sa

navzdjom eliminuju. Takto sa eliminuju vSetky sily na vnutornych hraniciach medzi
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prvkami a v globdlnom vektore okrajovej podmienky be ostand iba sily v dosledku
silového pdsobenia vektora napétia h; na hranici I .

V 2D alebo 3D pripade postupujeme pri vytvarani globdlnych matic a vektorov
analogicky. NavySe v8ak musime zohladnit' to, Ze v 2D s jednym uzlom stvisia
2 stlpce a 2 riadky, kazdy z nich viak len s jednou zloZkou riesenia. Analogicky,
v 3D stvisia s jednym uzlom 3 riadky a 3 stipce. Prvky lokdlnych matic a vektorov
preto nebudeme séitavat’ do globdlnych matic a vektorov iba podla prislusnosti

k uzlu, ale aj podla prislusnosti k tej istej zloZke rieSenia.

Maticova forma diskretizovanej slabej formy pohybovej rovnice pre cela

vypoctovi oblast’ £2

Z lokalnych systémov (1.3.85) pre jednotlivé prvky sme zostavili globdlny systém
rovnic

Mii + Ku = f + be. (1.3.89)

Sustava rovnic (1.3.89) predstavuje Standardnd formuldciu metédy konecnych prv-
kov, tzv. formuléciu s globdlnou maticou tuhosti. Vlastnosti tejto formuldcie z hla-

diska presnosti a vypoctove;j efektivnosti st uvedené v kapitole [[.3.9

1.3.6 Excitacia vinového pol’a - kinematicky seizmicky zdroj

Ak chceme numericky simulovat’ seizmicky pohyb na zdujmovej lokalite, musime
v numerickom modeli vybudit'seizmické viny. V skuto¢nosti dochddza k vyziareniu
seizmickych vin po¢as vzniku a $irenia trhliny na seizmickom zlome. Tento proces
ovplyviluje mnoho faktorov. V sucasnosti sa znacna Cast’ seizmologov zameriava
prave na pochopenie a opis fyzikdlnych procesov, ku ktorym dochddza pri vzniku
a Sirenf trhliny na seizmickom zlome.

Ak nas zaujima vlnové pole v dostatocnej vzdialenosti od hypocentreﬂ je moZné
miesto realistického, ale komplikovaného, dynamického modelu pouzit tzv. bodovy
kinematicky model seizmického zdroja. Ak sme relativne blizko k zdroju, musime
uvazovat kone&ny rozmer porusenej asti zlomu. Sirenie trhliny méZeme modelovat

fyzikédlne nekauzalne pomocou kinematického modelu alebo dynamicky.

3 Dostato&n4 vzdialenost’ v tomto zmysle je takd vzdialenost, ked velkost’ porusenej ¢asti zlomu je mald

vzhladom na uvaZované vlnové dlzky a v porovnani so vzdialenostou, v ktorej vinové pole pozorujeme.
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Princip bodového kinematického zdroja je vysvetleny v mnohych seizmologic-
kych knihach, napr. |Aki a Richards (1980, 2002), Kostrov a Das| (1988)), |Gubbins
(1990), Kennett| (2001)), Pujol| (2003). Tu vysvetlime iba zdklady potrebné pre zahr-
nutie bodového kinematického zdroja do algoritmov MKP. PouZijeme najmi vyklad
v pracach |Moczo| (1998)) a Moczo et al. (2007b).

Posunutie v bode & a ¢ase ¢ v dosledku trhliny Siriacej sa na ploche X' je mozné

pomocou reprezentacného teorému zapisat’ v tvare

Un (T, 1) = / Mypg * Grprg A5, (1.3.90)
P

kde * oznacuje konvolu¢ny integrél. Pre tenzor hustoty momentu m,,, plati

Mpq = Cpqm(g) Dur(g, t) ns(g) ) (1.3.91)

kde 5 je poloha na zlomovej ploche X', c,,-s je tenzor elastickych koeficientov,
Dii (€, ) je vektor sklzu a 7 je normalovy vektor. Gnpsq je derivdcia Greenovho
tenzora. Konvoldcia my, * Gy,,, fyzikdlne predstavuje posunutie v bode Z v do-
sledku silového posobenia dvojice sil s ramenom v smere ¢ a silami pdsobiacimi
v smere p v bode E na zlomovej ploche Y.

Ak uvazujeme bodovi aproximéciu, potom modzeme vztah (1.3.90) zapisat
v tvare

un(Z,t) = My, * Grpog » (1.3.92)
kde tenzor momentu M, je
M,, = /mpq d¥ (1.3.93)
b

a fyzikdlne predstavuje moment vyslednej dvojice sil (p, q).
Ak uvaZujeme iba sklz v rovine zlomovej plochy, pozri Obr. [.3.10] potom

pre izotrépne kontinuum plati
n-v=20; Di = Du- v (1.3.94)
a tenzor momentu moZeme zapisat' v tvare

M,, = / pwDu(n, v, +ngu,)dy. (1.3.95)
>
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(north) north

) / (x)
O |
(east) Dy
g n Du strike
: o A direction
dip
direction foot wall

Obr. 1.3.10: Definicia parametrov urcujtcich orienticiu zlomovej plochy a smeru
sklzu: @g strike, ¢ dip, A rake, 77 normalovy vektor k zlomovej ploche, Du = Du -
v. Sklz D je uvazovany ako relativny pohyb bloku, do ktorého smeruje normalovy

vektor 77 vzhladom k bloku, z ktorého smeruje normélovy vektor 7.

Normaélovy vektor na zlomovu plochu, 77, ako aj vektor smeru sklzu, 7/, si na uva-
Zovanej zlomovej ploche konStantné. Ak uvazujeme homogénne prostredie v mieste
zlomovej plochy alebo priemerntd hodnotu modulu pruznosti v Smyku, 1, méZeme

tenzor momentu prepisat’ v tvare
M,y = p(nyv, +nguvp) / Du dX . (1.3.96)
z

Integral mdZeme aproximovat:

/Du dx = m(t)/ d¥ = Du(t) A = Du s(t) A, (1.3.97)
X b
kde L
) = 2O 0 Bu — tim Dugr) (1.3.98)
Du t—o0

Po dosadeni vyjadrenia do tenzora momentu (1.3.96)) a po preusporiadani

¢lenov dostaneme jednoduchy tvar
M,, = My (ny,v, +ngv,) s(t), (1.3.99)

kde
My = A Du (1.3.100)

je skalarny seizmicky moment. ZlozKy vektorov 7 a ¥ mdZeme vyjadrit’ pomo-

cou uhlov ur€ujicich orientdciu zlomovej plochy a orienticiu smeru sklzu, pozri

Obr. [1L.3.10k
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Vy = cos A cos @g + cos O sin A sin Pg ,
v, = cos A sin $g — cos § sin A cos Py, (1.3.101)
v, = — sin \ sin ¢,
a
n, = — sin § sin Pg
n, = sin 0 cos Pg , (1.3.102)
n, = — cos 0.

Z rovnic (1.3.99) — (1.3.102) potom dostaneme

M, (t)= My ( sin 6 cos A cos 205+ % sin 2§ sin A sin  20Pg ) s(t) ,
M,.(t)= — My (cos 6 cos A sin &g — cos2) sin A cos Pg) s(t),
M..(t)= — My (cos 0 cos A cos @s + cos2d sin A sin  Dg ) s(t),
M, (t)= — My ( sin 6 cos A\ sin 2dg+ sin 2§ sin A sin® &g ) s(t),
M,,(t)= My (sin § cos A sin 20g — sin 2§ sin A cos® Pg ) s(t),
M.,.(t)= My sin 20 sin A s(t) .
(1.3.103)
Tenzor momentu je symetricky, t.j.,
My, = My, My, = M., , Muy = M,, . (1.3.104)

Ak chceme implementovat’ bodovy zdroj do numerickej schémy, musime simu-
lovat'systém dvojic sil (p, ¢) s momentmi M,,, podlarovnice (I.3.103)) posobiacich
v jednom sietovom bode. Frankel (1993) navrhol a pouzil postup, ako implemento-
vat’ takéto dvojice sil pomocou ¢lena objemove;j sily v pohybovej rovnici kontinua
do algoritmu metddy konecnych diferencii vo formulacii v posunuti na konvencnej
sieti. Analogicky moZno postupovat’ aj v metdde konecnych prvkov. Implementa-
ciu v 2D algoritme je moZzné ndjst napr. v Bystricky| (1995)), implementaciu v 3D
algoritme je moZné ndjst napr. v |Galis| (2002) alebo v Moczo et al.| (2007b)).

Uvazujme, Ze zdroj je umiestneny v uzle Sy, pozri Obr. Nech h je
vzdialenost’ dvoch susednych uzlov. Bodovy kinematicky zdroj moZe byt simulo-
vany pomocou tychto uzlovych sil (t.j., diskrétnych aproximécii objemovych sil

posobiacich v uzloch):
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I

s!
—e : P
s, So S?
2
y Sy 52

Obr. 1.3.11: Uzly MKP siete pouZité pri simulacii bodového kinematického zdroja

umiestneného v uzle Sy.

F,(Sht) = —F,(S3t) = %Mm(t),
FSLo) = —FB(S20) = 5o M) (1.3.105)
FA(S51) = =B850 = 5o Mult)
B8 1) = —E(SL0) = oo My() |
F (SLt) = —F,(S21) = %Myy(t), (1.3.106)
F(S).1) = —F(Sht) = %Myz(t),
F,(SLt) = —F (S%t) = %Mm(t),
FSL1) = —F(S40) = oo M) (1.3.107)
F(SLt) = —F.(S%t) = %Mzz(t),

kde F; (S}, t); i,j € {x,y,2}, k € {1,2} oznauje silu pdsobiacu v smere

osi i v uzle Sj"“'.

1.3.7 Dirichletove okrajové podmienky a neodrazajice hranice

Pripomenime, Ze rieSenie sme hladali v tvare (1.3.3T)). Désledkom nulovych tvaro-
vych funkcii na hranici I a vlastnosti (I.3.32) funkcie §; je, Ze posunutie v uzle
mimo Dirichletovej hranice [}, je dané ako linedrna kombinécia tvarovych funkcii
a posunutie v uzloch na Dirichletovej hranici I, je rovné funkcii g;, t.j., je priamo
predpisané. Preto posunutia v uzloch na Dirichletovej hranici neaktualizujeme rie-

Senim sustavy (1.3.89), ale priamo ich predpiSeme podla poZiadaviek. NemdZeme
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Tabulka 1.3.1: Priklady koeficientov neodrazajicich hranic (¢ je rychlost seizmickych
P- alebo S-vin, At je Gasovy krok a h je velkost sietového kroku pri hranici).

Ao | A | A Ao A Ar | Ao | A | A
Clayton
aEnquist | g 0 0o |1-5t ] & 0 0 0 0
(2977)
Reynolds cAt cAt cAt cAt
(1078) 0 0 0 | 1- 11+ 1 o 0 |1

v8ak vynechat prislusné riadky z vektorov diskrétnych posunuti, nakol’ko posunutie
v uzloch na Dirichletovej hranici mé vplyv na deformaciu prvku.

Pri vypocte seizmického pohybu musime zabezpecit, aby seizmicky pohyb v z4-
ujmovej oblasti nebol ovplyvneny odrazmi od hranic modelu/siete. PouZit’ dosta-
to¢ne velku siet je prakticky nemozné, lebo takdto siet’ by musela byt prili§ velka
z hl'adiska ndrokov na poZzadovani pamit’a ¢as. Preto sa v praxi pouZivaji hrani¢né
podmienky minimalizujice mnoZstvo energie odrazenej spit’ do modelu, tzv. neod-
rdZajuce hranice.

Existuje mnoZstvo pristupov, ako aproximovat’ neodrdzajice hranice. Ani jeden
viak nie je dostato¢ne univerzélny pre pouzitie v [ubovolnom modeli/sieti. VicSina
pristupov vyuziva ¢asovo premennu Dirichletovu okrajovi podmienku zévisla od vl-
nového pol'a vnitri modelu. Stru¢ne sa budeme venovat jednej skupine aproximacii
neodraZajucich hranic. UvaZujme uzol s globdlnym ¢islom K na neodrédzajucej hra-
nici. Potom ¢-ta zloZka vektora posunutia v tomto uzle, g;x , bude uréend vztahom

(napr. Moczo, 1998)):

Bik = A ufitt + Ag ufit!
+ Apuly 4+ Anuf, + Apul, (1.3.108)

m—1 m—1 m—1
=+ A20 miK + A21 Illl-K1 + A22 MiK2 s

kde K; je globdlne ¢islo prvého uzla “pred” hranicou a K je globdlne ¢islo druhého
uzla “pred” hranicou. Koeficienty A si rozne pre rdzne typy neodrdZajtcich hranic.
Vyhodou takéhoto zdpisu je moznost relativne I'ahko implementovat’ do programu
rozne typy neodrdzajucich hranic. Priklady koeficientov neodrdZajucich hranic su
v Tab.[I.3.1] Ak st vsetky koeficienty rovné nule, neodraZajica hranica sa sprava

ako pevna hranica.
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1.3.8 Algoritmus Standardnej formulacie metédy kone¢nych prvkov

Diskretizacia v ¢ase — ¢asova integracia

Sustava (1.3.89) je sustavou obycajnych diferencidlnych rovnic v ¢ase. Na jej rieSe-
nie méZeme pouZit napriklad metédu kone¢nych diferencii. Druhu ¢asovu derivaciu
posunutia aproximujeme centrovanym diferenénym vzorcom druhého radu presnosti
a dostaneme

o) = u(t — At) — 2u(t) + u(t + At)
(1) = - ,

(1.3.109)

kde At je ¢asovy krok. Dosadenim vyrazu (1.3.109) do (1.3.89) dostaneme expli-

citnd schému

nm = (AP M7 + be™ ]+ [2 - (A MK ] u™ — umY,

(1.3.110)
kde index m predstavuje Casovu hladinu; ¢asovéa hladina m zodpoveda asu t" =
t + m At. Podla schémy (1.3.110) vieme zo zndmych hodnoét veli¢in v ¢asovych
hladindich m am — 1,tj.,v&aset + mAt at + (m — 1)At, vypolitat hodnotu
posunutia v ¢asovej hladine m + 1,tj.,v&ase t + (m + 1) At. Aby sme schému
mohli pouZit, potrebujeme pociatocné podmienky - posunutie v ¢asovych hladinidch
m = 0am = —1,tj,vcéaset = 0 at = —At. Pre numerické simulacie
Sirenia seizmickych vin predpokladdme, e kontinuum je v &ase pred vznikom

zemetrasenia v pokoji. Preto mdZeme uvazovat’ pociatocné podmienky v tvare

u - =0,

nt=0.

(1.3.111)

Schéma (1.3.110) je podmienecne stabilnd. Podmienka stability schémy (1.3.110)
pre prvok QUADA4 tvaru Stvorca s hranou h v 2D a pre prvok HEXS tvaru kocky

s hranou h v 3D je (napr. Serdn et al., |1989)
h

Oémaz

At <

: (1.3.112)

kde a4, je maximalna rychlost P-vinv prostredi.
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Diskretizacia vypoctovej oblasti — konStrukcia siete

Siet’ a tvar prvkov volime tak, aby ¢o najlepSie vyhovovali charakteru problému,
ktory budeme riesit. Vypoctova oblast’ musi byt pokrytd prvkami bez prekryvov
a dier. Tvar prvkov musi, v rdmci zvolenej irovne presnosti, kopirovat tvar volného
povrchu a/alebo vnutornych rozhrani ﬂ

Pripomeiime, Ze z vlastnosti Lagrangeovych polynémov, ktoré pouzivame ako tva-
rové funkcie, vyplyva, ze pocet uzlov v prvku suvisi so stupfiom aproximacie
pre tento prvok.

V najjednoduchSsom pripade pokryjeme vypoctovu oblast’ prvkami rovnakého
tvaru a velkosti (napriklad kockami s hranou /). Niekedy mo6Ze byt vyhodnejSie,
ak zostavime siet’ z prvkov réznych tvarov a velkosti.

Vo vyslednej sieti musi byt splnend podmienka spojitosti posunuti na vSetkych
kontaktoch prvkov. Po€as procesu vytvérania globdlneho systému rovnic pre oblast’
2 vyzadujeme spojitost posunuti iba v uzloch. V 1D je tto podmienka vzdy totozna
s podmienkou spojitosti posunuti na celom kontakte dvoch prvkov, avSak v 2D a 3D
je kontakt dvoch prvkov casto Ciara (usecka) alebo plocha. V takych pripadoch
musime overit, Ze posunutie bude spojité na vSetkych kontaktoch prvkov v sieti,
najmd na kontaktoch prvkov r6zneho tvaru alebo rddu aproximaécie.

Kvdli jednoduchosti a prehladnosti uvazujme 2D priklady. Na Obr. su
dva linedrne trojuholnikové prvky. Proces vytvarania globdlneho systému zabezpeci,
7e posunutia v uzloch zdielanych prvkami 1 a 2 budi rovnaké pre oba prvky.
UvaZujme iba jednu zloZku rieSenia. RieSenie v oboch prvkoch ma tvar rovin 7,
a ry. PrieseCnik rovin na hranici medzi uzlami 2 a 3 je usecka. PretoZe tsecka je
jednoznacne definovand dvomi bodmi, je rieSenie na tomto kontakte spojité.

Uvazujme teraz priklad na Obr. [[.3.12b. Prvok 2 je bilinedrny Stvoruholnik
(QUAD4). Riesenie v prvku 1 je rovina 7;. RieSenie v prvku 2 je bilinedrna
funkcia b, . Pripomeiime, Ze bilinedrna funkcia ma na hraniciach prvku tvar dsecky.
Rovnako ako v predo§lom priklade, posunutia v uzloch zdielanych prvkami 1 a 2
budu rovnaké pre oba prvky a budu teda jednoznac¢ne urcovat priesecnik funkcii ¢

a by, t.j. Usecku.

* Plochu v oblasti {2, na ktorej sa materidlové parametre menia skokom, nespojito, nazyvame vnitornym

rozhranim.
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Obr. 1.3.12: K spojitosti posunutia na kontakte dvoch prvkov - 2D priklady: a kontakt
dvoch linedrnych trojuholnikov — posunutie je spojité, b kontakt linedrneho trojuholnika
a bilinedrneho Stvoruholnika (QUAD4) — posunutie je spojité , ¢ kontakt linedrneho
a kvadratického trojuholnika — posunutie je nespojité. (Cisla v krizkoch predstavuji

globdlne ¢isla uzlov, ¢isla v Stvoréekoch predstavuja globdlne ¢isla prvkov.)

Na Obr. vidime kontakt linedrneho trojuholnika s kvadratickym trojuhol-
nikom. RieSenie v prvku 1 je rovina r;. RieSenie v prvku 2 je kvadraticka funkcia
k5. RieSenie na kontakte prvkov medzi uzlami 2 a 3 je zo strany prvku 1 tsecka
a zo strany prvku 2 parabola. Je preto zrejmé, Ze na tomto kontakte je rieSenie
nespojité. Takyto kontakt prvkov je nepripustny.

Analogicky m6Zeme postupovat aj s inymi kontaktmi prvkov v 2D a v 3D.

Dosledkom pribliznosti diskrétneho modelu je sietova disperzia, t.j., zavislost
fizovej a grupovej rychlosti $irenia vin od frekvencie. Sietovi disperziu v 2D sieti
tvorenej prvkami tvaru obdiZnika skimali Belytschko a Mullen| (1978) a Marfurt
(1984).

Pristup navrhnuty Marfurtom pouZili Bystricky et al. (1999) pre vySetrenie sie-
tovej disperzie v 3D sieti tvorenej deformovanymi prvkami, pozri Obr. [1.3.13]
Parameter 0 urcuje deformdciu kocky; 6 = 0° zodpovedd kocke s hranou h.

Na Obr. st disperzné krivky pre P a S-vlny s pomerom rychlosti a/3 =
1.74 v pravidelnej sieti ( = 0°) av deformovanejsieti (6 = 30°). Analyza sieto-
vej disperzie bola urobend pre maximalny mozny ¢asovy krok At, tj., At - a/h =
1. Réznym smerom $irenia vin cez prvok zodpovedaji rozne disperzné krivky.
Na Obr. [I.3.14]st len hrani¢né krivky, vietky ostatné disperzné krivky by leZali me-
dzi nimi. Vzorkovaci pomer, A\/h, vyjadruje pocet vzoriek na jednu vinovd dizku.

P TS VA Y

Za predpokladu konstantnej vinovej dizky A plati: &fm vicsi vzorkovaci pomer,
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Obr. 1.3.13: Tvar prvkov pouzitych pri analyze sietovej disperzie, Bystricky et al.
(1999).

Disperzné krivky

pre P-viny pre S-viny
1.10 1.10
o=0 S=0°
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0.85 0.85]
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Obr. 1.3.14: Disperzné krivky pre pravidelnd (6 = 0°) a deformovand (§ = 30°)
siet' prvkov. Porovndvand je predpisand rychlost P- a S- vin, v a 3, s rychlostou v sieti,
Qgrid @ Bgria- Ukdzané su len hrani¢né krivky zo siboru kriviek pre vetky moZné
smery Sirenia. (Bystricky et al., [1999)

.....

krok h pouZijeme, tym vicsi je rozdiel medzi skuto¢nou a sietovou rychlostou.
Disperzné krivky tiez indikuju, Ze rozdiel je vacsi pre viac deformované prvky
(rastice 0). Zvolit podmienky pre vzorkovanie znamend zvolit' kompromis medzi
sietovou disperziou a efektivnostou vypoctu. Pri uréeni priestorového vzorkovania

treba zvazit aj vzdialenost, do akej sa budu viny Sirit. Efekt sietovej disperzie je
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kumulativny, t.j., ¢im je vicSia drdha Sirenia, tym je efekt sietovej disperzie vyraz-
nejsi. Bezné simulécie nie si monofrekven¢né, inymi slovami v diskrétnom modeli
sa §fria viny s réznymi vlnovymi dizkami. Podmienky na vzorkovanie musime od-
vodit’ pre najhorsie vzorkovand, t.j., najkrat$iu, vinovi dizku \,.;,, ktorej §irenie
chceme dostato¢ne presne simulovat’. Pre typicky interval vzdialenosti pri simulécii
seizmického pohybu pri zemetraseni méZeme za rozumny kompromis povaZovat
interval

h € Mnin/12, Apin/8) - (1.3.113)
Ststredena matica hmotnosti (Lumped mass matrix)

Zo schémy (1.3.T10) vyplyva, Ze na vypocitanie posunutia v ¢asovej hladine m +
1 potrebujeme vypod&itat maticu M™!, t.j., inverznd maticu ku globélnej matici
hmotnosti M. Matica M je riedka matica. Napriklad v 3D sieti prvkov HEX8
obsahuje matica M 3N™ x 3N prvkov. Z toho nenulovych je len pribliZzne 27 x
3N™. Inverzna matica riedkej matice vSak uz nie je riedka. Na uloZenie inverznej
globalnej matice hmotnosti uZ aj pre relativne mald siet's 10 uzlami, t.j., N* =
108, by sme potrebovali aZ 36 TB operacnej pamite (odhad narokov na opera¢ni
pamit je podrobnejsie diskutovany v kapitole[1.3.9). Situdcia je ovela jednoduchsia,
ak je globdlna matica hmotnosti diagondlna. V takom pripade ndm na uloZenie
globalnej matice hmotnosti staci iba N" Cisiel, ak uvdZime, Ze hmotnost’ uzla bude
rovnakd pre vSetky smery, t.j., v smere z, y a pripadne z. KedZe inverznou maticou
diagondlnej matice je diagondlna matica, nie si ani problémy s vypoctom a uloZenim
inverznej matice hmotnosti. Preto sa Casto globdlna matica hmotnosti aproximuje
diagondlnou, tzv. stistredenou maticou hmotnosti (z angl. lumped mass matrix).
Ststredent maticu hmotnosti M ziskame z matice M takto:

M; = > M,
J

(1.3.114)

Inymi slovami, nenulové st iba diagondlne prvky ststrednej matice hmotnosti, ktoré

st dané suctom vsetkych prvkov v prisluSnom riadku globdlnej matice hmotnosti.
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Vypoctova schéma
1. KonStrukcia siete
2. Inicializcia
e Vypocet lokdlnych matic hmotnosti M€ pre vSetky prvky v sieti, podla
(L.3.60) a (1.3.61)
e Vypocet lokdlnych matic tuhosti K¢ pre vSetky prvky v sieti, podla (1.3.78))

e Vytvorenie globdlnej matice hmotnosti M z lokdlnych matic hmotnosti M*

e Aproximovanie globélnej matice hmotnosti M sustredenou maticou hmot-
nosti M, podla (T.3.114)

e Vytvorenie globdlnej matice tuhosti K z lokdlnych matic tuhosti K°

e Inicializdcia pociatoénych podmienok, podla (T.3.11T)

e Inicializdcia posunuti na Dirichletovej hranici

em =1

3. Casovi slucka

e Vypocet lokdlneho vektora poOsobiacej sily f¢ pre vSetky prvky, podla
(1.3.55) a (1.3.56)

e Vypocet lokdlneho vektora okrajovej podmienky bc® pre vSetky prvky,
poda (1.3.57) a (1.3.58)

e Vytvorenie globdlneho vektora pdsobiace;j sily f

e Vytvorenie globdlneho vektora okrajovej podmienky bec

e Aktualizdcia posunuti vo vnitornych uzloch, podla (1.3.110)

e Aktualizacia posunuti v uzloch na Dirichletovej hranici, napr. podla (1.3.108])
em =m +1

e Nadvrat na zaciatok ¢asovej sluc¢ky
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1.3.9 Vypoctova efektivnost’Standardnej formulacie

Z hladiska vypoctovej efektivnosti je najva¢sim problémom formulécie s globdlnou
maticou tuhosti, t.j., Standardnej formuldcie MKP, prave prica s globdlnou maticou
tuhosti. Globédlna matica tuhostima 3N" x 3N™ prvkov. V praktickych aplikdcidch
mdZzeme uvazovat siete obsahujtice rddovo 10° — 108 uzlov. Uvazujme napriklad
mald siet' z 10 prvkov. Na uloZenie celej matice tuhosti v jednoduche; presnostiE]
by sme potrebovali 36 TB operacne;j pam'aiteﬂ Jeden prvok globdlnej matice tuhosti
vyjadruje elastickd vizbu medzi dvoma uzlami, prislichajicimi k riadku a stipcu
daného prvku matice tuhosti. PretoZe akdkol'vek interakcia medzi uzlami je moZna
iba v ramci prvku, je zrejmé, Ze lubovolny uzol bude mat’ vizby iba na uzly v najb-
lizSom okoli. Presny pocet uzlov zdvisi od typu prvkov a tvaru siete. V pripade
rovnomernej siete HEX8 prvkov bude mat’ Tubovolny anitorn)ﬂ uzol vizbu na 26
okolitych uzlov. V jednom riadku globdlnej matice tuhosti bude preto 3 x 27 nenu-
lovych prvkov, kde sme zohl'adnili 3 rozmery a aj interakciu uzla so sebou samym.
Uzly na okraji siete budi mat’ vizbu na menej uzlov, to vSak pri odhade mdZeme,
vzhladom na podstatne mensi pocet uzlov na okrajoch siete voc¢i uzlom vnutri siete,
zanedbat. Celkovo tak globdlna matica tuhosti bude mat priblizne 3 x 27 x 3N"
nenulovych prvkov, ¢o je ovela menej, ako rozmer celej matice. Preto na uloZenie
globdlnej matice tuhosti méZeme vyuZit' r6zne algoritmy na pracu s riedkymi mati-
cami. Odhadnut pamétové ndroky takychto algoritmov vo vSeobecnosti je zloZité,
nakolko existuje viacero algoritmov, pricom efektivnost niektorych zavisi od &is-
lovania prvkov a uzlov v sieti. Minimédlne pamitové niroky pre 10° uzlov budid
972 MB, pri¢om do odhadu sme zarétali iba nenulové prvky globalnej matice tu-
hosti. Algoritmy na pracu s riedkymi maticami vyzaduji pomocné polia, pricom
pamitové naroky na ulozenie tychto poli sa liSia v zavislosti od konkrétneho algo-

ritmu. Za istych okolnosti v§ak mdzu byt pamétové naroky pomocnych poli vicsie

5 Jednoducha presnost (z angl. single precision) znamend, Ze na uloZenie jedného &isla v opera¢nej pamiiti
sa pouziju 4 B, tj., bajty.

6 Bezné PC v dnesnej dobe ma 1-2 GB opera¢nej pamiite, stredne velké vypoctové systémy, & klastre maju
k dispozicii rddovo 10-ky GB operacnej pamiite. NajlepSie v§ak pamitové ndroky ilustruje fakt, Ze v siasnosti

najvicsi superpoditad na svete, BlueGene/L, podlajwww.top500.org|(2006), md instalovanych 32 TB operacnej

pamiite.
7'V tomto pripade mame na mysli uzol, ktory nelei na okraji siete.
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neZ ndroky na uloZenie nenulovych prvkov matice tuhosti. Vzdy vSak budd naroky
podstatne menSie ako pamédtové ndroky na uloZenie celej globdlnej matice tuhosti.
Pamitové naroky matice tuhosti (aj pri vyuZiti jej riedkosti) sd stile prili§ velké
pre mnohé realistické modely.

Vyhodou formuldcie s globdlnou maticou tuhosti je, Ze lokdlne matice tuhosti z4-
visia len od elastickych parametrov prostredia a tvarovych funkcii. Tvarové funkcie
su konStantné v Case. Ak sa materidlové parametre nemenia s ¢asom, tak aj matica
tuhosti je nezdvisld od Casu. Staci ju teda vypocitat’iba raz pre zvolenu konfiguraciu
prvkov a elastickych parametrov. V inom pripade by sme museli matice tuhosti

pocitat’ pre kazda ¢asovi hladinu.
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2 Ciele dizertac¢nej prace

1. Vypracovat MKP algoritmus zaloZeny na koncepte vratnej sily.

2. Implementovat realisticky utlm do MKP algoritmu zaloZeného na MKP schéme
s vektorom vratnej sily.

3. Implementovat dynamicky model seizmického zdroja do MKP algoritmu.

4. Navrhnut a implementovat’ algoritmus hybridnej MKD-MKP metédy na efek-

tivnu simuléciu seizmického pohybu.
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3 Vysledky dizertacnej prace

3.1 Alternativna formulacia MKP s vektorom vratnej sily

V kapitole [T.3] bola vysvetlend Standardnd formuldcia MKP, t.j., formuldcia MKP
s globdlnou maticou tuhosti. Nevyhodou $tandardnej formuldcie MKP s prili§ velké
pamitové ndroky, kvoli ktorym nie je mozné pouzit’ tuto formuldciu na rieSenie
mnohych dolezitych problémov. Formuldcia MKP s vektorom vratnej sily znacne
redukuje pamitové ndroky. Nasa formuldcia a implementacia je zaloZend na postupe,
ktory naznacil Ralph Archuleta (Archuleta, 1976, a osobna komunikdcia), ktory sa

odvolava na pracu Frazier a Petersen|(1974)).

3.1.1 Lokalny vektor vratnej sily

Formulaciu MKP s vektorom vratnej sily odvodime priamo z Galerkinovej formy

pohybovej rovnice pre jeden prvok (1.3.5T)),

/skpsldet.]dﬂdil—l-/ sk,jaijdet.]dﬂ—/ s fi det J df?2

m

+/ s gi det J df2 —/ s, hi det JdI" = 0;
m I;Vm

k.l e {1,2,...,n"}.

(3.1.1)
Pri dprave prvého, treticho a piateho ¢lena lavej strany postupujeme rovnako
ako v pripade Standardnej formulacie, pricom dostaneme lokdlnu maticu hmot-
nosti M*, lokdlny vektor pdsobiacej sily f¢ a lokdlny vektor okrajovej podmienky
bce. Clen s Dirichletovou okrajovou podmienkou, t.j., §tvrty &len Tavej strany, je
kvoli vlastnostiam funkcie g; rovny nule.

Upravme druhy ¢len lavej strany rovnice (3.1.1), t.j.,

/ Skyj Oij det J df?2 . (312)
Pre ¢ = x mdZeme integrél prepisat’ v tvare
/ Sk,; 0i; det J df2 ‘=z [Skyz Ozz + Skoy Ouy + Skyz Ozz| det J dS2.
om om
(3.1.3)

51



Vysledky dizertacnej prdce

Pomocou vektora tvarovych funkcii s potom modZeme definovat’ lokdlny vektor

x-zloZiek vratnej sily

r, = — / (8,5 Ogz + S,y Opy + S,, 05,) det T df2. (3.1.4)
Analogicky postupujeme aj pre ¢ = y, pricom dostaneme
/ Skyj 03 det AR =Y [ (5500 0wy + Sty Oyy + Skz 0ye] det T A2
h . (3.1.5)
a
r, = — / (S, Ozy + Sy Oyy + 8, 0y,) det T df2. (3.1.6)
Pre ¢ = z dostaneme
/ Sk 037 det T d2 =3 [Sksz Oz + Sk Oys + Spy» 052 det J df2
o o (3.1.7)
a
r, = — / (Sz Ops + S,y 0y + S, 0,,) det J dS2. (3.1.8)
Vektor r¢,
r;
= |r, |, (3.1.9)
r,

je lokalny vektor vratnej sily. Zlozka vektora, t.]., r{, , predstavuje i-tu zlozku sily
pOsobiacej v uzle k v dosledku elastickych sil posobiacich v prvku. Tieto elastické
sily s iba reakciou na aktudlnu deformdciu prvku a pdsobia tak, aby sa prvok dostal
spat’ do stavu rovnovahy. Z toho aj ndzov vratna sila.

Zlozky tenzora napitia o;; vypocitame z Hookovho zidkona, napriklad vzorca

(1.3.67). Pre 3D problém tak dostaneme

Oz = ()‘ + 21““) S,g u; + A S’g uy + A S’Z Uz
O'yy = )\ S,Z u, + ()\ + 2,“) S,Z‘ uy + )\ S,Z u, )
0., = A s u, + A sy iy + (A +2p) sl u,,
Ozy = H ( 875 u; -+ Saf uy ) )

Oxz = M ( S’Z u; + S’£ u, ) )

Oy = 1 (sfu, + s/ u)

(3.1.10)
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3.1.2 Maticova forma diskretizovanej slabej formy pohybovej rovnice
pre jeden prvok

Pomocou lokdlnej matice hmotnosti M€, lokdlneho vektora pdsobiacej sily f¢,
lokdlneho vektora okrajovej podmienky bc® a lokdlneho vektora vratnej sily r®
mozZeme zapisat' Galerkinovu formu pohybovej rovnice, t.j., diskretizovanu slabu

formu pohybovej rovnice, v maticovom tvare:

M = r° + f¢ + bct. (3.1.11)
3.1.3 Maticova forma diskretizovanej slabej formy pohybovej rovnice
pre celi vypoctovii oblast’

Rovnako ako v Standardnej formulacii MKP aj teraz vytvorime z lokédlnych systémov

pre vSetky prvky jeden globdlny systém
Mia = r + £ + be, (3.1.12)

kde r je globdlny vektor vratnej sily.
Diferencidlnu rovnicu (3.1.12)) rieSime metédou kone¢nych diferencii. Dosade-
nim aproximadcie (1.3.109) za druhi ¢asovi derivaciu vektora posunutia dostaneme

explicitnd schému pre aktualizovanie posunutia v ¢asovej hladine m + 1

™ = (AN M7 [r7 4+ 7 4+ b | 4+ 2w - m D (3.113)

3.1.4 Stabilita a sietova disperzia

Porovnanim rovnic (1.3.83) a (3.1.11)) zistime, Ze

r* = — K. u (3.1.14)

inymi slovami, Ze vektor vratnej sily je pocitany aj vo formuldcii MKP s global-
nou maticou tuhosti. Na zdklade tohoto porovnania moéZeme povedat, Ze formulacia
MKRP s vektorom vratnej sily sa od Standardnej formuldcie MKP lisi iba v spdsobe
vypoctu vratnej sily. Preto stabilita a sietova disperzia formuldcie MKP s vratnou si-
lou zostavaji nezmenené v porovnani so Standardnou formulaciou MKP s globdlnou

maticou tuhosti.
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3.1.5 Vypocet vektora vratnej sily - redukovana integracia

Pripomenime, Ze na vypocet lokdlneho vektora vratnej sily, vztahy (3.1.4), (3.1.6)
a (3.1.8)), a lokélnej matice hmotnosti, vztah (1.3.61)), pouzivame vo vSeobecnosti
numerickd kvadratiru ['| Na vypocet mdZeme pouzit’ akiikol'vek kvadratiru, avSak
kvadratira by mala byt dostatocne presnd a, najmé, v pripade pouZzitia formuldcie
MKEP s vratnou silou, aj vypoctovo efektivna. Pre numerickd integraciu polyno-
midlnych funkcif je, ako je vSeobecne zndme, Gaussova kvadratira najpresnejSou
kvadratirou pre zvoleny pocet integracnych bodov. Inymi slovami, pre zvolenu
presnost’ je Gaussova kvadratira vypoétovo najefektivnejsiou, nakolko pouziva
najmenej integraénych bodov. Preto je prave Gaussova kvadratira v MKP velmi
¢asto pouzivana.

Pozadovany rdd presnosti mdéZeme urcit’ zo vztahov na vypocet vektora vrat-
nej sily a zloZiek tenzora napitia. Kvoli jednoduchosti uvazujme, Ze prvok bude
vyjadreny priamo v lokdlnych stradniciach. V takom pripade nemusime uvazovat’
transformaciu z lokdlnych do globélnych suradnic. Pozadovany rad presnosti je
ureny tou kombindciou derivdcii tvarovych funkcii, ktoré vyZzaduji najvyssi rad
presnosti integricie. Aplikdcia numerickej kvadratiry rovnakého alebo vysSieho
rddu, ako je poZzadovany, vedie k presnej integracii (presnd tu znamend, Ze chyba
bude spdsobena iba diskrétnou reprezenticiou Cisel v pocitaci).

V pripade deformovanych prvkov uz treba uvaZovat’ aj transformdciu sdradnic.
Vo vSeobecnosti plati, Ze ¢im viac deformovany prvok uvazujeme a pouZijeme vyssie
uvedeny odhad radu presnosti numerickej kvadratiry zaloZeny na nedeformovanom
prvku, tym vicSia chyba pri integracii vznikne.

Avsak existuju také problémy, pre ktoré aplikdacia dostatocne presnej kvadratiry
nevedie k sprdvnym vysledkom (napr. Belytschko et al.,[2000). V niektorych pripa-
doch sa prvok s dostato¢ne presnou kvadratirou sprava prili§ tuho, v dosledku ¢oho
sa zablokuje. Vysledky v takom pripade m6Zu mat amplitidu aZ o rdd mensSiu ako
spravne rieSenie. Aplikdcia kvadratdry s niz§im rddom presnosti, tzv. redukovana
integricia, moze v takychto pripadoch viest’k lepSiemu spravaniu prvku, dosledkom

¢oho moZzu byt presnejsie vysledky. Redukovana integricia vedie niekedy k vzniku

'Niekedy sa pojem kvadratiira pouZiva iba pre oznacenie 2D numerickej integraénej schémy. V 3D sa potom

pouZiva oznacenie kubatira. My budeme pojmom kvadrattira oznacovat’ 1D, 2D aj 3D numerické schémy.
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oscilécii (faloSné médy s nulovou energiou, hour-glass modes, spurious zero-energy
modes, zero-energy modes). Ak rieSenie ziskané pomocou redukovanej integracie
nie je porusené oscildciami, je mozné ho povazovat za korektné rieSenie (napr.
Z1ienkiewicz a Taylor, |1989; Ottosen a Petersson, |1992).

Standardne sa prvok HEX8 pouZiva s 8-bodovou (t.j., dva body v jednom smere)
Gaussovou kvadratirou (8GK). Této kvadratira je presnd pre kubické polynémy
a pre nedeformovany prvok HEXS predstavuje presnu kvadratiru. Na zdklade nu-
merickych testov, ktoré ukazali, Ze Gaussova kvadratura, resp. presnd integracia,
nevedie k sprdvnym vysledkom vo vypoctoch s dynamickym seizmickym zdro-
jom (pozri kapitolu [3.3.4)), sme sa rozhodli pouZit’ redukovani integraciu. Prvou
testovanou redukovanou kvadratirou bola 1-bodova Gaussova kvadratira (1GK),
ktorej jediny integratny bod je presne v strede prvku. Tato kvadratira je presnd
pre linearne funkcie. Pretoze v numerickych testoch (pozri nizsie) sa ukéazalo, ze vy-
sledky ziskané s touto kvadratdrou su prili§ ovplyvnené oscilaciami, vyskusali sme
aj druhu redukovanu kvadratdru. 8-bodové Lobattova kvadratira (8LK) vyuZiva 8
integraénych bodov v rohoch prvku, teda v uzloch. Je presna pre linedrne funkcie.
Této kvadratira mala vo vykonanych numerickych testoch velmi dobré vlastnosti.

Zmenou integracnej schémy sa mdze zmenit aj stabilita vyslednej MKP schémy.
Analyza stability prvku s redukovanou integraciou je uvedend v praci|Hughes (2000),
ktor4 sa dalej odvoldva na pracu [Flanagan a Belytschko (1981). V 2D je podmienka
stability pre nedeformovany prvok QUAD4

1

At < , (3.1.15)

1
1 1|2
s |7 + 7]

kde h, je priestorovy krok v smere osi  a h, priestorovy krok v smere osi y.

Pre prvok tvaru Stvorca, t.j., ak h, = h, = h, dostaneme

1 A

\/5 Xmax .

Analogicky pre 3D je podmienka stability pre nedeformovany prvok HEX8

1
At < , (3.1.17)

1 1 1(2
AUax 12 + 12 + 12
h2 h h?2

At

IN

(3.1.16)

kde h. je priestorovy krok v smere osi z. Pre prvok tvaru kocky, t.j., ak h, =

hy = h, = h, dostaneme
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1 h

\/g Omaz .

Porovnanim podmienok pre stabilitu s redukovanou integraciou, t.j. vztahov

(3.1.16) a (3.1.18)), s podmienkou pre presnu integraciu, (I.3.112), zistime, Ze Casovy

krok pre schému s redukovanou integriciou je mensi ako pre presnud integraciu.

At

IN

(3.1.18)

Numerické testy

Cielom prvej série numerickych testov bolo porovnat’ numerické spravanie MKP
schém s redukovanymi kvadratirami (1GK a 8LK) a MKP schémy s pouzitim
Gaussovej (presnej) integracie (8GK) s analytickym rieSenim. UvaZovali sme mo-
del neohrani¢eného homogénneho elastického prostredia s hustotou 2700 kg.m =3,
rychlostou P-vin 5196 km.s~* a rychlostou S-vin 3000 km.s~!. V teste boli pou-
7ité iba prvky HEXS8 tvaru kocky s hranou 250 m. Vypocétovy model mal velkost’
35 x 35 x 35 km? (tj., 140 x 140 x 140 prvkov). Bodovy kinematicky dis-
loka¢ny zdroj bol umiestneny v strede modelu. Parametre bodového zdroja boli
b = 0°, 0 = 90°, A = 0° a seizmicky moment M, = 10'® N.m. Ako &a-
sové funkcia bol zvoleny Gaborov signdl v tvare

f(t) = cos(w - (t = Ts) + ) - exp {— {wl } , (3.1.19)

kdew = 0457 Hz, ¥ = 7n/2, v = 1.5 a Ts = 3s.Vovypoltoch s 8GK
bol pouzity casovy krok 0.048 s a pre vypocty s redukovanou kvadratirou, t.j., 1GK
a 8LK, ¢asovy krok 0.024 s.

y, / x #lyg #2 #3
#4 ' #5 . #6

#7 8y #9

:
#10y #11 #12

#15¢, #16 ¢ #17vy.

#l8y . #9y | ___#20y

#21yg" 2w #23

#aw” 4259 #26y/ 2N
2h

Obr. 3.1.1: Poloha prijimacov pre test s bodovym kinematickym dislokacnym zdrojom

(h je velkost jedného prvku).
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#1

1#2

1#3

#4 1#5 146
#7 #8 1#9
#10 #11 1 #12
#13 1
1 Analytické jHe

rieSenie

MKP s 8GK

MKP s 8LK
#15 1#16 1#17
#18 #19 #20

#21

1#22

1#23

#24

1#25

1#26

Obr. 3.1.2: Casovy zdznam U-zlozky posunutia v prijimacoch podla Obr.[3.1.1
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VInové pole bolo zaznamendvané v prijimacoch v blizkosti zdroja,
pozri Obr. [3.1.1] Druh4 skupina prijimacov bola rozloZend v tej istej konfiguracii,
ale vo vzdialenosti 10-krat vicsej. Casovy vyvoj U-zlozky posunutia je na Obr. m
Porovnané su iba vysledky ziskané MKP schémou s 8GK a 8LK s analytickym rie-
Senim (Aki a Richards| [1980). RieSenie ziskané pomocou 1GK nevykreslujeme,
nakolko bolo prili§ porusené oscilaciami. Preto MKP schému s 1GK povaZzujeme
za nepouZzitelnd. Z porovnania rieSeni na Obr. vidime, Ze zhoda medzi pri-
bliznymi rieSeniami a analytickym rieSenim je velmi dobra vo vécSine prijimacov.
Vynimkou st prijimace #11 a #16 v rovine zdroja. Vidiet, Ze rieSenie s 8LK md
priebeh podobny s referen¢nym rieSenim, ale ma vacsie amplitidy. RieSenie s 8GK
je takmer nulové a dokonca mé opa¢né znamienko. Aby sme overili, ako sa vyvija
chyba v prijimaci #11 a #16, pridali sme do testu profil prijimacov zacinajici
v prijimaci #16 a smerujici od zdroja. Na Obr. je vykresleny ¢asovy vyvoj
U-zloZky posunutia na tomto profile prijimacov. Vidime, Ze chyba méa skuto¢ne lo-
kalny charakter a vo vzdialenosti 5 prvkov ju uz nie je mozné pozorovat. Dodajme,
Ze pozorované rozdiely medzi analytickym a numerickymi rieSeniami st ovplyv-
nené aj velmi malou vzdialenostou medzi zdrojom a prijima¢mi. V referenénom
analytickom rieSeni je zdroj skuto¢ne bodovy, zatial' ¢o v numerickych rieSeniach
je zdroj simulovany pomocou sil posobiacich v Siestich uzloch. Takyto zdroj nema
vo vzdialenosti prijimacov charakter bodového zdroja. Tento efekt je vidiet najmé

na Obr. [3.1.3] kde vidime, Ze zo vzdialenostou klesa chyba pre 8LK aj pre 8GK.

. 1 Analytické rieSenie
4 2 MKP s 8GK

3 MKP s 8LK

0.00

0 1 2 3 4 5 [s] 6

Obr. 3.1.3: Casovy zdznam U-zlozky posunutia na profile prijimagov od prijimaca #16.
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7\¢

EAN
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Obr. 3.1.4: K vysvetleniu vzniku falo§nych médov s nulovou energiou. Vlavo: nede-
formovany prvok, $ipky v uzloch naznacuji posunutia uzlov. Vpravo: deformovany

tvar prvku. V bodoch na hrubom kriZi vniitri prvkov sa neprejavi zmena deformacie.

Pre tplnost’ eSte vysvetlime ddvod, preco 8LK vedie k pouZitelnym vysledkom,
kym 1GK vedie k vysledkom silne porusenym oscildciami, pri¢om obe maju rovnaky
rad presnosti. Pri¢inou rozdielneho spravania 1GK a 8LK je najmi iné rozloZenie
integracnych bodov. 8LK potrebuje 8 integraénych bodov, ktoré st umiestnené v ro-
hoch prvku, t.j., v uzloch. Pretoze stav deformécie prvku je jednoznacne uréeny
posunutiami v uzloch, neexistuje taky stav deformaécie, ktory by 8LK ’necitila’.
Avsak 1GK pouziva iba jeden integracny bod v strede prvku. Celé pole deforma-
cie v prvku je preto pri pouZziti 1GK reprezentované stavom deformdcie v strede
prvku. Ak je prvok deformovany tak, Ze sa nezmeni deformécia v strede prvku,
t.j., v integranom bode, vratnd sila nebude vobec posobit’ proti takejto deformécii
prvku a takyto méd deformdcie sa v sieti §iri bez akéhokolvek odporu. Preto sa
takéto oscildcie nazyvaju falo§né médy s nulovou energiou. Na Obr.[3.1.4]je priklad
deformdcie prvku, ktord sa neprejavi zmenou deformdcie v strede prvku.

Cielom druhej série testov bolo porovnat’ numerické spravanie 8LK a 8GK
pre pripad s dynamicky sa Siriacou trhlinou na zlome. Tieto testy st uvedené a ana-
lyzované v kapitole [3.3.4] Tieto testy nas viedli k zdveru, Ze 8GK, resp. presnd
integracia, nie je vhodna na pouzitie s dynamickym zdrojom. Redukovana 8§LK
vSak viedla k rieSeniam v dobrej zhode s referen¢nym rieSenim.

Vysvetlime dovod, preco v pripade kinematického zdroja boli rieSenia s 8GK
vo vzdialenych prijimacoch v dobrej zhode s referenénym rieSenim a v pripade
s dynamicky sa Siriacou trhlinou boli rieSenia s 8GK nespravne. KedZe je kine-
maticky zdroj dopredu predpisany, dalSiu ¢asovi hladinu v zdroji predpisujeme

’spravne” bez ohladu na chybu v blizkosti zdroja v predoslej hladine. V dynamic-
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kom modelovani Sirenia trhliny chyba v danej ¢asovej hladine ovplyviiuje dalSie

hladiny, kedZe trhlina interaguje s vlnovym polom. Preto sa chyba v okoli zlomu

prejavi na Sireni trhliny a teda aj na vyZiarenom vlnovom poli. Chyba preto nie je

v pripade dynamického modelu lokalizovana v okoli zdroja.

3.1.6 Vypoctova schéma

1. KonStrukcia siete

2. Inicializacia

e Vypocet lokalnych matic hmotnosti M€ pre vSetky prvky v sieti, podla

(1.3.60) a (L.3.61)

e Vytvorenie globdlnej matice hmotnosti M z lokdlnych matic hmotnosti M*®

e Aproximovanie globédlnej matice hmotnosti M sustredenou maticou hmot-
nosti M, podla (T.3.114)

e Inicializacia pociato¢nych podmienok, podla (1.3.1TT])

e Inicializacia posunuti na Dirichletovej hranici

em = 1

3. Casova slucka
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e Vypocet derivicii posunuti podla priestorovych stradnic, podla (1.3.71))

a (1.3.72)
Vypocet zloZiek tenzora napitia, podla (3.1.10)

Vypocet lokdlneho vektora vratnej sily r¢, podla (3.1.53), (3.1.7), (3.1.9)
a (3.1.10)

Vytvorenie globdlneho vektora vratnej sily r

Vypocet lokdlneho vektora pdsobiacej sily f¢ pre vSetky prvky, podla
(1.3.55) a (1.3.56)

e Vypocet lokdlneho vektora okrajovej podmienky bc® pre vSetky prvky,

podla (1.3.37) a (1.3.38)

e Vytvorenie globdlneho vektora pdsobiace;j sily £

e Vytvorenie globdlneho vektora okrajovej podmienky bc

e Aktualizdcia posunuti vo vnitornych uzloch, podla (I.3.110)

e Aktualizdcia posunuti v uzloch na Dirichletovej hranici, napr. podla (I.3.1T08)
em =m+1

e Navrat na zaciatok ¢asovej slucky
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3.1.7 Vypoctova efektivnost’formuliacie MKP s vektorom vratnej sily

Globalny vektor vratnej sily r obsahuje 3/N" prvkov/hodndt. Je to teda 81 krét
menej ako pocet nenulovych prvkov v globalnej matici tuhosti. Na uchovanie glo-
balneho vektora vratnej sily pre siet’ 10° uzlov potrebujeme iba 12 MB operacne;j
pamite. Pripomenime, Ze na uloZenie celej globdlnej matice tuhosti pre taku istd
siet’ by sme potrebovali 36 TB operacnej pamite a v pripade vyuZitia algoritmov
pre pracu s riedkymi maticami by sme potrebovali minimalne 972 MB, t.j., tak-
mer 1 GB, operacnej pamite. Z tohoto porovnania je zrejmé, ze formuldcia MKP
s vratnou silou znacne redukuje pamitové niroky.

Zaroven vSak musime povedat, Ze matica tuhosti bola, v pripade uvazovania
materidlovych parametrov nezavislych od ¢asu, konStantnd, a stacilo ju vypocitat
raz pocas inicializacie vypoctu. Vektor vratnej sily zavisi od napitia, ktoré je, sa-
mozrejme, zavislé od Casu. Preto treba vektor vratnej sily pocitat’ pre kazdi ¢asovi
hladinu, ako je to aj zrejmé z vypoctovej schémy. Zjednodusene mozno povedat’,
Ze koncept vratnej sily znaCne redukuje pamétové naroky, avSak zvySuje naroky
na vypoctovy cas.

V pripade uvazovania ¢asovo zdvislych materidlovych parametrov je aj maticu
tuhosti nutné pocitat’ pre kazdud ¢asovi hladinu. Matica tuhosti tak v takomto pripade

strati vyhodu niZ$ich vypoctovych narokov.

3.1.8 Vypoctovy program FESD2

Na zdklade vysSie uvedeného algoritmu MKP s vektorom vratnej sily bol vypra-
covany vypoctovy program FESD?2 v jazyku Fortran 90/95. Vypoctovy program je
mozné aplikovat na siete prvkov zloZené z prvkov typu HEXS, t.j., vo vSeobecnosti,
deformovanych Sest’stenov s uzlami v rohoch. Na excitdciu vinového pola je mozné
pouzit' bodovy disloka¢ny kinematicky zdroj, lubovolne polarizovand dopadajticu
rovinnu vlnu alebo dva sp6soby simuldcie expldzie - pomocou formalizmu bodo-
vého dislokacného zdroja, t.j., pomocou pdsobenia bodovych sil v uzloch alebo
pomocou objemovej sily v tvare, ako navrhol |Seron et al.| (1989). Hranice vy-
poctovej oblasti mo6Zu byt volné povrchy, neodrdZajice hranice, roviny symetrie

alebo pevné hranice. V programe je implementovanych sedem typov neodraZaju-
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cich hranic: |Peng a Toksoz| (1994, 1995), Emerman a Stephen| (1983), Reynolds
(1978), Higdon| (1991), (Clayton a Enquist| (1977) a Kristek| (2001), ktory sa od-
volava na Liu a Archuletal (2000). Program podporuje dve rdézne parametrizacie
prostredia. Pre modely s parametrami meniacimi sa skokom na vnitornych roz-
hraniach je vhodné, ak je prostredie v jednom prvku homogénne. Pre prostredia
SO spojite sa meniacimi parametrami je vhodnejSia parametrizdcia pomocou hodnot
parametrov v uzloch. Program podporuje Gaussovu osem-bodovu kvadrattru a re-
dukovanu osem-bodovi Lobattovu kvadratiru. Vinové pole je moZzné registrovat
v prijimacoch umiestnenych v fubovolnom bode vniitri vypo¢tového modelu, t.j.,
aj na volnom povrchu. Druhou moZnostou registracie vinového pola st tzv. snaps-
hoty. Snapshoty je moZzné uchovédvat’ na rovinnych rezoch vypoctovou oblastou.
Pre uplnost’ dodajme, Ze v snapshote si uloZené iba hodnoty posunutia v uzloch
leZiacich na zvolenom reze.

Okrem vypoctového programu FESD2 boli vytvorené aj podporné programy:
program Mesh na vytvorenie siete, program MeshTest na kontrolu siete, program
SnapSurf na pripravu rezov pre ukladanie snapshotov, program Graph na spracova-
nie zaznamenanych seizmogramov a program SnapView na spracovanie snapshotov

na BMP obrézky.
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3.2 Zahrnutie realistického atlmu v MKP

3.2.1 Viskoelastické kontinuum

PretoZe existuju rozne typy materidlov, ktoré sa spravaji rozne pri aplikdcii rovna-
kého napitia v rovnakych podmienkach, potrebujeme na tplny opis pohybu vse-
obecného kontinua okrem (vSeobecne platnej) pohybovej rovnice eSte aj vztah medzi
napitim a deformdciou. Reakcia daného materidlu sa vo vSeobecnosti moze 1iSit’ aj
v zévislosti od velkosti pdsobiaceho napitia, doby pésobenia napitia, ¢i podmienok
v akych napitie posobi (napr. tlak, teplota). Na opis rozneho spravania sa rdznych
typov materidlov sa pouzivaju tzv. reologické modely. V tejto kapitole pouZijeme

najmé podrobné pojednanie o viskoelasticite v monografii Moczo et al. (2007b).
NajjednoduchsSie reologické modely

Hookove elastické teleso. Hookove elastické teleso reprezentuje spravanie doko-
nale elastického kontinua. M6Zeme si ho predstavit' ako pruZinku, pozri Obr. [3.2.1]

Napiitie je priamo timerné deformécii,
o(t) = M -e(t), (3.2.1)

kde M predstavuje elasticky modul. Pri aplikécii napétia je deformécia okamzita
a uplne vratnd. Inymi slovami méZeme povedat, Ze Hookovo teleso nemd Ziadnu
pamit, nakolko jeho momentdlny stav zavisi iba od prave posobiaceho napitia. Pri-
klad ¢asového vyvoja deformécie pri posobeni konstantného napitia je zndzorneny
na Obr.

Ozna¢me Fourierovu transforméciu symbolom F a inverznu Fourierovu trans-

forméciu symbolom F~!:

Fla)) = /_ o) expliwt) dt | (32.2)
FUX (W)} = % _Oo X () expliwt) dw . (3.2.3)

Aplikaciou Fourierovej transforméacie narovnicu (3.2.1]) dostaneme zavislost napétia

od deformécie vo frekvencnej oblasti

ow) = M- e(w). (3.2.4)
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Hookove teleso
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Obr. 3.2.1: Hookove teleso (pruzina).
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Obr. 3.2.2: Vztah napitia a deformdcie pre Hookove teleso (vpravo), casova zavislost’
deformdcie (vlavo hore), ak aplikujeme konStantné napitie v Case to a odstranime

ho v Case t; (vlavo dole).

Stokesove teleso
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Obr. 3.2.4: Vztah napitia a rychlosti deformécie pre Stokesove teleso (vpravo), Ca-
sové zévislost’ deformécie (vlavo hore), ak aplikujeme konstantné napitie v Case tg

a odstrdnime ho v Case t1 (vlavo dole).
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Stokesove viskozne teleso. Stokesove viskézne teleso (niekedy nazyvané aj Newto-
nove teleso) reprezentuje spravanie viskéznej kvapaliny. MdZeme si ho predstavit

ako tlmi¢, pozri Obr. [3.2.3] Napiitie je imerné rychlosti deformécie,
o) =n-£(@), (3.2.5)

kde 7 je viskozita. Pri aplikacii napitia je deformécia postupnd, t.j. nepozorujeme
Ziadnu okamzitd deforméciu, a po odstrdneni napitia je dplne nevratnd. Inymi slo-
vami, Stokesove teleso md absoldtnu pamit. Jeho sucasny stav zavisi od aplikova-
ného napitia na teleso v minulosti. Priklad ¢asového vyvoja deformadcie pri posobeni
konstantného napitia je zndzorneny na Obr.[3.2.4]

Aplikdciou Fourierovej transformdcie na rovnicu (3.2.5) dostaneme zavislost

napitia od deformdcie vo frekvencnej oblasti pre Stokesove teleso
ow) = iwn - e (w). (3.2.6)

Zlozené reologické modely

Hookove aj Stokesove teleso predstavuju extrémne spravanie materidlov. Je zrejmé,
Ze reédlne materidly sa nespravaju ani dokonale elasticky, ani ako dokonala visk6zna
kvapalina. ZlozitejSie modely, ktoré lepSie opisuju spravanie redlnych materidlov,
je mozné vytvorit' rtdznym zapojenim Hookovych a Stokesovych telies. Kedze ide
o kombindciu sprdvania elastického prostredia a viskdznej kvapaliny, hovorime
vo vSeobecnosti o viskoelastickych reologickych modeloch, resp. o viskoelastickom
kontinuu.

Napr. sériovym zapojenim Hookovho a Stokesovho telesa vznikne tzv. Ma-
xwellove teleso, paralelnym zapojenim Hookovho a Stokesovho telesa vznikne
tzv. Kelvin-Voigtove teleso. PodrobnejSie sa Maxwellovym ani Kelvin-Voigtovym
telesom nebudeme zaoberat’. Podrobny opis vlastnosti je mozZné ndjst’ napr. v mono-
grafii Moczo et al.| (2007b). Zakladnu analyzu reologickych vlastnosti vnutra Zeme
ako aj reologickych modelov, ktorymi sa aproximuju, je mozné ndjst' napr. v Ranalli
(1995).

Pre napitie a deforméciu v linearnych zloZzenych reologickych modeloch pla-
tia jednoduché pravidld, pozri Tab. 3.2.1] Je vyhodné uvedomit si tieto pravidld

vo frekvencnej i ¢asovej oblasti.
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Tabulka 3.2.1: Tabulka pravidiel pre spdjanie HB a SB. Prevzaté a upravené z préice
Moczo et al.| (2007b)).

Teleso Vzt’ah napétia a defor macie

Casova oblast’

Hookove teleso (pruzina) o(t) = M-g(t), M -modul pruznosti

Stokesove teleso (tImi¢) o(t) = n &(t), n -viskozita

Frekvenéna oblast’

Hookove teleso (pruzina) o(w) = M- e(w), M -modul pruznosti
Stokesove teleso (timig) o(w) = iwn-e(w), n -viskozita
Zapojenie o £
Sériové Rovnaké Xitgju sa
Paralelné Sitgjl sa Rovnaké

Zenerove teleso. Zenerove teleso je zlozené z dvoch Hookovychtelies, H17 a HT5,
a jedného Stokesovho telesa, ST'. Existuju dve ekvivalentné definicie Zenerovho
telesa, zndzornené na Obr. [3.2.5] Paralelnym zapojenim Hookovho telesa a Maxwel-
lovho telesa dostaneme Zenerove teleso v definicii HT-p-MT. Sériovym zapojenim
Hookovho telesa a Kelvin-Voigtovho telesa dostaneme Zenerove teleso v definicii
HT-s-KVT. Budeme pouzivat zapojenie HT-p-MT, pre ktoré je zrejmé fyzikdlna
interpretacia modulov pruznosti. Ako neskor ukdzeme, modul pruznosti Hookovho
telesa H'I} zodpoveda relaxovanému modulu pruznosti Zenerovho telesa, Mg, a su-
¢et modulov pruznosti zodpovedd nerelaxovanému modulu pruznosti My, . KedZe

plati

My = Mgr + 0M , (3.2.7)
modul pruznosti druhého Hookovho telesa, HT5, zodpoveda oM, t.j., defektu
modulu pruznosti. Napitia na jednotlivych telesich su:

ogr, (W) = Mg exn (W),

opr, (W) = 0M ey, (W), (3.2.8)

ost (w) = iwn esr (W) .
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Maxwellove teleso MT
MM —T
mil
M n
Kelvin-Voigtove teleso KVT
M O, &
-
il
n
Zenerove teleso ZT
HT —p — MT
AYAVAAY o e
] My, =
M, Nst
HT —s — KVT
0, &
M HT, I
M HT,
Nsr

Obr. 3.2.5: Reologické modely viskoelastického kontinua. HT oznacuje Hookove

teleso, p oznacuje paralelné a s sériové zapojenie. Prevzaté z prace Moczo et al.
(2007Db).

Z rovnic (3.2.8) je zrejmé, Ze deformécie na jednotlivych telesich si

cur, () = LD,
enr, (W) = UH(;T—;P (3.2.9)
cor (o) = 20

Pomocou Tab. [3.2.1|ndjdeme vztah medzi napitim a deforméciou v Zenerovom

telese. Pre napitie na telesich HT5 a ST" zapojenych sériovo plati

o' (w) = opn,(w) = osr(w) (3.2.10)
a pre deformaciu
, o' (w o' (w 1 1 ,
€ (w) = 6HTQ(W) + EST(W) == (55\/[) + i(f)n) = |:(5_M + m] (T(u)).

(3.2.11)
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Z rovnice (1.3.10) vyplyva pre napitie o’(w)

, iwn IM ,
= | /——— . 3.2.12
(@) [5M n iwn] =) G212
Celkové napitie o(w) Zenerovho telesa je potom
iwn oM
ow) = aum () + 0'@) = M+ 2] (o) = Mw)ele)
(3.2.13)
kedZe deformadcia je v oboch vetvach rovnaka,
e = ey, = €. (3.2.14)
Upravme vyjadrenie pre M (w):
1 I . n MR + (5M
con M iw
M) = Mg + "2 — My oM Mg (3.2.15)
oM + iwn 1+ w1
oM
Pomocou relaxa¢ného casu deformécie 7. a napitia 7, t.j.,
o n Mg+ oM  n My
SM Mg 5M Mp, (32.16)
L
ag 6M Y
mdzeme vyraz (3.2.15)) zapisat' v tvare
1+ iwT,
M = Mrp—m. 3.2.17
() "1y lwT, ( )

Ked pozndme vyjadrenie M (w), mézeme ukdzat fyzikalny vyznam modulov pruz-
nosti Hookovych telies. Pripomenime, Ze nerelaxovany modul pruZnosti je modulom
pruznosti pri okamZitej reakcii deformécie na pdsobiace napitie pre w — 00 are-
laxovany modul pruZnosti je modulom pruznosti pre w — 0. Z rovnic (3.2.16)

a (3.2.17) vyplyva

lim M(w) = Mg,
w—0 (3.2.18)
Okamzitd deformdcia Zenerovho telesa je ur¢end nerelaxovanym modulom pruz-
nosti My . Z definicie (3.2.18)) je zrejmé, Ze nerelaxovany modul je si¢tom modulov
pruznosti oboch Hookovych telies. Inymi slovami teda mdZeme povedat, Ze okam-

zitou odozvou deformdcie na posobiace napitie sa Zenerove teleso sprava rovnako
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ako dve paralelne zapojené Hookove telesa H'T} a HT5. To preto, Ze okamZité de-
formacia timi¢a ST je nulova. Ak vSak napitie pdsobi dlhSie, zacne rast’deformacia
tlmic¢a. Tym bude postupne odstrafiovat’ napitie z Hookovho telesa H75. V limit-
nom pripade tlmi€ odstrani napétie z telesa ['T5 tplne, inymi slovami, relaxdciou sa
odstrani napédtie na H'T5. Modul pruznosti a teda aj napitie v relaxovanom Zenero-
vom telese je ur€ené iba relaxovanym modulom pruznosti Mg. Z definicie (3.2.18)
je zrejmé, Ze relaxovany modul pruznosti zodpoveda modulu pruznosti Hookovho
telesa HT].

Vztah medzi napitim a deformdciou vo viskoelastickych reologickych modeloch
v Casovej oblasti je zlozitejsi. Dovodom je pritomnost timica, t.j. Stokesovho telesa.
Napitie na tlmici je linedrne zavislé od rychlosti deformécie, nie od deformécie

samotnej. VSeobecne pre viskoelastické prostredie plati, Ze

o(t) = /_t Wt — 1) e(r) dr, (3.2.19)

kde v(t) je relaxacnd funkcia napitia, t.j., reakcia napitia na Heavisideov jednot-
kovy schod v deformécii. Napitie v Case ¢ je urCené celou histériou deforméacie

az po Cas t. Integral v (3.2.19) je konvolu¢ny integrdl a mdZeme ho zapisat' v tvare
o(t) = P(t) * &(t) . (3.2.20)

Z vlastnosti konvolucie vyplyva, Ze
o(t) = Y(t) x £(t) = P(t) * e(t) = M(t) * (1), (3.2.21)

kde M (t) je reakciou napitia na Diracovu ¢ -funckiu pre deforméciu. Aplikdciou

Fourierovej transformdcie na rovnicu (3.2.21)) dostaneme
o(w) = Mw) - e(w), (3.2.22)

kde
M(w) = F{M(t)} = f{w)} . (3.2.23)

Aplikéciou inverznej Fourierovej transformdcie na rovnicu (3.2.23)) dostaneme

O(t) = M) = FH{Mw)}. (3.2.24)
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Z vlastnosti Fourierovej transformécie vyplyva, Ze

e(t) = F {M} : (3.2.25)

1w

Pomocou rovnice (3.2.25) dostaneme

w(t):j:_l{MR{_g‘f‘. i in H

1— T,w 1— T,w

i D)D)

Deriviciou t(t) z rovnice (3.2.26) dostaneme t)(t), t.j., Gasovo zdvisly modul

(3.2.26)

pruznosti M (t), ktory potrebujeme v konvolué¢nom integrali pre vztah medzi napi-
tim a deforméciou vo viskoelastickom kontinuu, rovnica (3.2.19). Inymi slovami,
pri tomto postupe vyuZijeme relativne jednoduché vztahy pre zloZené reologické
modely z Tab. [3.2.1] vo frekvencnej oblasti, ndjdeme frekvencne zavisly komplexny
modul pruznosti M (w) a pomocou inverznej Fourierovej transformécie a ¢asovej

derivacie potom ndjdeme ¢asovo zavisly modul pruznosti M ().

Utlm v reologickych modeloch. Faktor kvality prostredia Q(w) je definovany

ako pomer redlnej a imaginarnej zlozky frekvencne zdvislého modulu pruznosti
M(w),

Re M (w)
Im M(w)

Prevratend hodnota faktora kvality, t.j., 1/Q(w), je mierou vnitorného trenia vo vis-

Qw) = (3.2.27)

koelastickom prostredi. Preto prostredie s nizZSou hodnotou faktora kvality ()(w) ma
vicsie vnudtorné trenie a teda aj vaCsi ttlm.

Pozorovania skuto&ného tdtlmu seizmickych vin v Zemi, napr. McDonal et al.
(1958); Liu et al.| (1976); [Spencer (1981); Murphy| (1982), ukazujd, Ze pre viny
s periédami od 0.01 s do 1 hodiny, t.j., vo frekvenénom rozsahu seizmickych vin,
je utlm v Zemi takmer konStantny.

Na Obr.[3.2.6]je znazorneny ttlm, resp. vnitorné trenie, v Maxwellovom, Kelvin-
Voigtovom a Zenerovom telese. Vykreslend je zdvislost' Gtlmu na bezrozmernej
frekvencii w’. Pre Maxwellove teleso sme ako referen¢nu frekvenciu pouZili rela-
xacnu frekvenciu napitia w, = 1/7,,kde 7, je relaxacny Cas napitia. Pre Kelvin-
Voigtove teleso sme pouzili relaxaéni frekvenciu deformdcie w. = 1/7., kde 7.

je relaxacny Cas deformdcie. Pre Zenerove teleso sme ako referencnd frekvenciu

70



Zahrnutie realistického vitlmu v MKP

Maxwellove teleso

1
Qw") 3
10* =3 i:i

] Q) w
10° <

3 )

7 O =—
1071*% a,
10*ZE o —r_M

ot n
1073 T \HHH‘ T TTTTIT T T TTTIT T \HHH‘

1072 107! 10° 10 o'

1 Kelvin-Voigtove teleso
Q@) =
101 ; i:a)

Q@)
10° - L w

3 w'=—
0 @,

3 » 1 M

—2 - -
10 é & Tg 77
1073 T \HHH‘ T TTTTIT T T TTTIT T \HHH‘
1072 107! 10° 10t o'
1 Zenerove teleso
Q(w") % 1 _ K-1 o
. ¥ 2
10 E 1 _K-1 Q@) \/R 1+ (@)
. Q@)|,., 2K =2
10 E \Z @,
10717; . = 1
7 "o VK
2]
3 My
1073A T \HHH‘ T TTTTIIT T T TTTIT T \HHH‘ MR
1072 10 10° 10 o'

Obr. 3.2.6: Utlm v najjednoduchsich reologickych modeloch viskoelastického konti-

nua. Zobrazené su

zvolili frekvenciu,

zdvislosti 1/Q(w’), kde w’ je bezrozmernd frekvencia.

pre ktortd je 1/Q(w) maximélne, tj., v = w,/VK,kde w, je

relaxacnd frekvencia napitia a K je pomer nerelaxovaného a relaxovaného modulu

pruznosti, t.j., K

= My/Mpg. Z Obr. je zrejmé, Ze Ziadny z uvaZovanych

reologickych modelov nema ttlm, ktory by bolo mozné povazovat’ za dostatocne

presnud aproximdciu redlneho ttlmu pozorovaného v Zemi. Maxwellove aj Kelvin-

Voigtove teleso maji monoténny priebeh titlmu s rasticou frekvenciou. Utlm v Ze-

nerovom telese dosahuje maximum pre frekvenciu w = w, /v K, pricom pokles
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utlmu je v logaritmickej Skale frekvencie w’ symetricky. NavySe pre maximdlnu
hodnotu dtlmu plati
1 K -1

[ = — 3.2.28
QN |y~ K (5:2:28)

Inymi slovami, jednoducho mdZeme kontrolovat’ velkost’ dtlmu Zenerovho telesa.
Tieto vlastnosti Zenerovho telesa indikuji, Ze vhodnym zapojenim niekolkych
vhodne zvolenych Zenerovych telies mdZeme dostat’ reologické teleso, ktoré by do-
statocne presne aproximovalo pozorovany takmer konsStantny ttlm v Zemi. Na z4-
klade takejto tvahy navrhli Liu et al.| (1976) na dosiahnutie realistického ttlmu

pre simuldcie $irenia seizmickych vln pouZit tzv. zov§eobecnené Zenerove teleso.
Generalizované Maxwellove (GMB-EK) a generalizované Zenerove teleso

Generalizované Maxwellove teleso (GMB-EK). Na ziklade tvaru relaxacnej fun-
kcie definovali Emmerich a Korn| (1987) tzv. generalizované Maxwellove teleso.
Generalizované Maxwellove teleso tak, ako ho definovali Emmerich a Korn|(1987)
je n Maxwellovych telies zapojenych paralelne s Hookovym elementom, pozri
Obr. V reologickej literatire je vSak pojmom zovSeobecnené Maxwellove
teleso oznacené reologické teleso zloZené iba z n Maxwellovych telies zapojenych
paralelne, t.j., bez aditivnheho Hookovho elementu. Kvodli jednoznacnosti pouZijeme
pre zovSeobecnené Maxwellove teleso, ktoré definovali Emmerich a Korn| (1987),
skratku GMB-EK, ktorua zaviedli Moczo et al.| (2004b)) a Moczo a Kristek| (2005)).
Jedno Maxwellove teleso tvoria sériovo zapojené Hookove a Stokesove teleso,
pozri Obr. [3.2.5 hore. Pomocou vztahov z Tab. [3.2.1| ndjdeme frekvencne zavisly

modul pruznosti v tvare

inl
M = — 3.2.29
W) w +iw ( )
kde
M,
w = — . (3.2.30)
m

Frekven¢ne z4visly modul pruznosti pre GMB-EK ziskame pomocou vztahov
z Tab.[3.2.1]a frekvencne zavislého modulu pruZnosti pre jedno Maxwellove teleso,

vztah (3.2.29)). Dostaneme

Mw) = My + ) My (3.2.31)
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GMB - EK

MB 1

l_
l_

11

MB 2

—| MB n |—

— MB | —

oznaduje
[-té Maxwellove teleso:

—\VWW—— ]

M, U

Obr. 3.2.7: Generalizované Maxwellove teleso v definicii [Emmerich a Korn| (1987) -
GMB-EK.

Relaxovany a nerelaxovany modul pruzZnosti su:

MR = lim M(w) = ]\4'1_17

w—0

My = lim M(w) = Mg+ Y M, = Mg + 6M .

w—00
=1

(3.2.32)

Z rovnice (3.2.32)) pre My vyplyva, ze M; = 0M,. Vo vSeobecnosti mozno uva-

zovat’
n

M, = a; SM; Zal - 1. (3.2.33)

=1
M (w) potom mozno zapisat' v tvare
M(w) = Mg + oMy —2

=1

_ 3.2.34
w; + iw ( )

Aplikaciou inverznej Fourierovej transformacie dostaneme relaxacnu funkciu v tvare

)

1w

Yt) = FI { Mp + 6M Y aje™'| H(t). (3239
=1

Substiticiou Mr = My — 6M vrovnici 3.234) avyuzitimvytahul = '

mdZzeme M (w) prepisat’ v tvare
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aw
M = My — oM 3.2.36
() v 521 w; + 1w ( )
Podobne ) (t), t.j., rovnicu (3.2.33), prepiSeme v tvare
Y(t) = My — 6M > a (1 — e ") H(t). (3.2.37)
=1

Generalizované Zenerove teleso. Pre aproximéciu realistického dtlmu seizmickych
vin uvazovali Carcione et al. (1988a,b), na zdklade prace |Liu et al.| (1976), zovse-
obecnené Zenerove teleso, t.j., n Zenerovych telies zapojenych paralelne, pozri
Obr. [3.2.8] Frekvencne zavisly modul pruznosti pre zovSeobecnené Zenerove teleso
ndjdeme relativne l'ahko. PouZijeme frekvencne zdvisly modul pruznosti pre jedno
Zenerove teleso v tvare (3.2.17) a vztahy z Tab. 3.2.1] pre napitie pri paralelne

zapojenych reologickych modeloch a dostaneme

n

1+ iwTy
Mw) = Y Mpg——— 3.2.38
(@) ; T o (3238)

kde relaxacné Casy 7.; a 7,; majui tvar

Tel = l@

OMy My - (3.2.39)
Tol — l

S M,

Nerelaxovany modul pruznosti [—tého telesa je dany sictom relaxovaného modulu

pruznosti a defektu modulu pruznosti [—tého telesa, t.j.,
My, = Mp + 0M; . (3.2.40)

Ak nebude uvedené inak, indexy [ sa budd vztahovat’ na pocet reologickych telies
a bude teda

I =A{1,...,n} . (3.2.41)
Zo vztahov (3.2.38), (3.2.39) a (3.2.40) vypocitame relaxovany a nerelaxovany

modul pruznosti

Mp = lim M(w) = Y Mg,
=1

My = lim M) =Y Mp—= =Y My = Mg + Y 6M; .
=1 =1 =1

Tol
(3.2.42)
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GZB
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oznaduje
[-té Zenerove teleso:

H-p-M

Mg I

oM

Obr. 3.2.8: Generalizované Zenerove teleso.

Analogicky so vztahom (3.2.26)) vypocitame aj relaxa¢nid funkciu napétia pre gene-

ralizované Zenerove teleso

b(t) = {li: M [1 - (1 - %) exp (—%)} } Ht).  (3.243)

Ekvivalencia generalizovaného Maxwellovho telesa GMB-EK a generalizovaného
Zenerovho telesa. Ako sme uz spomenuli, Emmerich a Korn| (1987) na zdklade
vhodnej relaxacnej funkcie definovali a pouZili reologické teleso, ktoré nazvali
generalizované Maxwellove teleso. V reologickej literatire sa tymto pojmom ozna-
cuje iné reologické teleso, zlozené iba z Maxwellovych telies. Preto zrejme vznikli
v seizmoldgii dva prudy. Jeden prid poZival na aproximdciu realistického dtlmu
generalizované Maxwellove teleso GMB-EK a druhy prid pouZival generalizované
Zenerove teleso. AZ Moczo a Kristek (2005) ukézali, Ze obe tieto reologické telesa
maju rovnaké reologické vlastnosti a su teda reologicky ekvivalentné.

Porovnanim vztahov pre frekvencne zdvisly modul pruznosti a relaxa¢nu fun-
kciu pre generalizované Zenerove teleso, vztahy (3.2.38) a (3.2.43), so vztahmi
pre generalizované Maxwellove teleso GMB-EK, vztahy (3.2.34) a (3.2.33), zis-
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time, Ze vztahy pre teleso GMB-EK st jednoduchSie a pouZzivaju iba jeden druh

relaxacnej frekvencie. Preto budeme dalej pouZivat reologické teleso GMB-EK.

Utlm generalizovaného Maxwellovho telesa GMB-EK a generalizovaného Ze-
nerovho telesa. Utlm v generalizovanom Maxwellovom telese GMB-EK ur&ime
zo vztahov (3.2.27) a (3.2.36). Pre vniitorné trenie dostaneme
a; W W
oM
Z Wz + w2
= : (3.2.44)

MU—cSMZ a Wi
=

Q(w)

w} + w?

Utlm je znazorneny na Obr. Vykreslend je zavislost vnitorného trenia, t.j., za-
vislost’ 1/Q(w), od bezrozmernej frekvencie w’ pre pripad generalizovaného telesa
zloZeného z troch Zenerovych telies, resp. troch Maxwellovych a Hookovho telesa.
Na definiciu bezrozmernej frekvencie bola pouzitd relaxand frekvencia druhého
telesa, t.j. wo. Boli pouZité bezrozmerné relaxacné frekvencie ) = 0.1, wj = 1
aw} = 10.Moduly pruznosti M, IM a a; boli zvolené tak, aby priebeh 1/Q(w’)
¢o najlepsie fitoval hodnotu 0.1 na intervale w’ € (0.1, 10). Z obrdzku je zrejmé,
Ze pomocou generalizovaného Zenerovho/generalizovaného Maxwellovho telesa
GMB-EK, je mo7né aproximovat’ realisticky ttlm seizmickych vin.

Utim generalizovaného Maxwellovho telesa GMB-EK /
generalizovaného Zenerovho telesa

_1
®) 3
e 3 oo | 3,0 | aeo
10* E B £2+ /2+1+w/2+w;2+w/2
10° = Q@) sl re® | ae®  ae”
E v O o? 1+o? oo’
10’12/—“\\
7 @ a; @y
107 o A= %=
; 2 2 2
1073 ] T \HHH‘ T TTTTITT T \\HH‘ T T TTTIm
107 10 10° 10" '

Obr. 3.2.9: Zavislost’ utlmu v zovSeobecnenom Maxwellovom telese GMB-EK a zo-

vieobecnenom Zenerovom telese od bezrozmernej frekvencie w’.
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Prevod konvolu¢ného integralu na diferencialnu formu - anelastické funkcie

Porovnanim vztahov napitia a deformacie vo frekvencnej oblasti pre elastické kon-
tinuum, vztah (3.2.4), a pre viskoelastické kontinuum, napr. vztah (3.2.12), zistime,
7e sd velmi podobné. Pre viskoelastické kontinuum sta¢i nahradit’ redlny modul
pruznosti M komplexnym frekvenéne zavislym modulom pruznosti M (w). Pretoze
vSak metdda konecnych prvkov pracuje v ¢asovej oblasti, musime pouZit’ aj vztah
medzi napidtim a deforméciou v Casovej oblasti. V Casovej oblasti je vztah medzi
napitim a deforméciou uréeny konvoluénym integrdlom, pozri vztah (3.2.21)). Im-
plementovat’ vypocet konvolu¢ného integralu v takejto forme do numerickych schém
v Casovej oblasti by bolo velmi neefektivne. Preto je potrebné previest' konvolu¢ny
integral na diferencidlnu formu, implementovatelni do numerickych schém.

Ako prvi transformovali konvolu¢ny integrél na diferencidlnu formu pomocou
tzv. anelastickych funkcii|Day a Minster (1984). Neskor ich postup pouZili aj Emme-
rich a Korn|(1987)),/Carcione et al.|(1988a,b), Emmerich|(1992)), Fih!(1992)), Moczo
a Bard| (1993)) a dalsi. Moczo et al.| (1997) aplikovali podobny postup v hybridnej
metdde, ktord bola kombindciou metédy konecnych diferencii, metédy konecnych
prvkov a metddy diskrétnych vlinovych Cisel, na vypocet P-SV seizmického pohybu
v nehomogénnych viskoelastickych topografickych sStruktirach.

PretoZe implementécia realistického ttlmu zna¢ne zvySuje ndroky metdd na ope-
racnd pamit, zaviedol Day|(1998) tzv. riedke priestorové vzorkovanie anelastickych
funkcii v metéde konecnych diferencii, ktoré neskor |Graves a Day| (2003) vylepsili
pre prostredia s velkym ttlmom. Kristek a Moczo|(2003)) zaviedli anelastické funkcie
nezdvislé od materidlovych parametrov a navrhli riedke vzorkovanie anelastickych
funkcii, ktoré je aplikovatelné aj v prostredi s materidlovymi rozhraniami.

Budeme sledovat prehl'adny vyklad v praci Moczo et al.|(2007b).

Casovou derivaciou relaxa¢nej funkcie v, vztah (3.2.37), dostaneme

M(t) = (1)

— M et g
g ;‘” e (®) (3.2.45)

+ [MU — oM i a (1 — e 6(t).

=1
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Dosadenim (3.2.43]) do (3.2.21)) dostaneme

t n
o(t) = —/ oM Z aw e D H(t — 1) - e(r) dr
- I=1

t
+/ My - 0(t —7)-e(r) dr (3.2.46)

t n
—/ OM > (1 — e 25t —7) - e () dr.
oo =1
Po upravéich dostaneme
n t
o(t) = My - £(t) — 6M Y ajw) / e(r) - et dr . (3.2.47)
=1 oo
Kristek a Moczo| (2003) definovali anelastické funkcie v tvare

t
i (t) = w / e(r) - e dr (3.2.48)

o0

Casovou derivéaciou defini¢ného vztahu anelastickych funckii, (3.2.48), dostaneme

t
Cl(t) = W %/ 5(7‘) . e_wl(t—'/') d7—

[e.e]

t
= w {—wl / e(r) - e dr 4 £(2) (3.2.49)

[e.o]

= w [=G) + )]
Anelastické funkcie su teda rieSenim diferencidlnej rovnice
Cilt) + wi Ci(t) = wye(t). (3.2.50)
Dosadenim anelastickych funkcii (3.2.48) do vztahu dostaneme
() = My - £(t) = 3 My Vi i) 325D
=1
kde sme pouZili anelastické koeficienty Y7,

Y, = a 25 (3.2.52)

Vztahy (3.2.50) a (3.2.51)) predstavuji vztah napitia a deformdcie vo viskoelastic-

kom prostredi v ¢asovej oblasti.
Pomocou anelastickych koeficientov Y; mdZeme upravit’ aj vyjadrenie ttlmu

v zov§eobecnenom Maxwellovom telese GMB-EK, vztah (3.2.44),

78



Zahrnutie realistického vitlmu v MKP

wl w
]
1 w? 4 w?
o = = . (3.2.53)
w
1 - Y(———
Z w? —|— w2
=1
Vztah (3.2.53) mdZeme upravit' na tvar
-1 —ww+ W QN (W)
= Y. 3.2.54

=1
Rovnicu (3.2.54) pouZijeme na uréenie anelastickych koeficientov Y;. Rovnica vSak
nie je jednoznacne riesitelnd, nakolko z jednej rovnice potrebujeme urcit’ n nezna-
mych. Ak pozndme ()(w) na frekvenciach @, ; k& = 1,...,2n — 1, mdZeme
na urcenie anelastickych koeficientov Y; pouZzit napr. metédu najmensich Stvorcov.
Emmerich a Korn| (1987) uvaZovali relaxa¢né frekvencie, ktoré pokryvali zvoleny
frekvencny interval rovnomerne v logaritmickej Skale. Ukdzali, Ze na dostato¢ne
presnt aproximéciu priblizne konstantného ()(w) na frekven¢nom intervale s rado-
vym rozsahom 2-3 rddy sta¢i uvazovat 3 relaxacné frekvencie, t.j. n = 3. Potom aj
frekvencie @, je vhodné zvolit tak, aby rovnomerne pokryvali zvoleny frekvencny
interval, a aby platilo ®; = w; a &2,_1 = w,. Podrobne je volba frekvenéného
intervalu ako aj volba frekvencii @, diskutovand v praci Graves a Day| (2003).
Pre tplnost’ dodajme, Ze vztah (3.2.54) je mozné pouzit na aproximdciu lubovol-
ného priebehu )(w), teda nie len takmer konstantného Q(w).
Aby sme mohli pouzit' vztah (3.2.51) v praxi, potrebujeme vypoditat’ nerela-
xovany modul pruznosti My . V praxi pozndme z geofyzikdlnych experimentov

rychlost’ seizmickych vin na frekvencii w, . Pre fazovd rychlost plati

c(w) = Re{ M () } . (3.2.55)

p

Modul pruznosti vyjadrime pomocou anelastickych koeficientov. Z rovnic (3.2.36))

a (3.2.52) dostaneme

(3.2.56)

M(w) = My [1 - Z Ym

=1

Dosadenim M (w) v tvare (3.2.56) do vztahu (3.2.55)) a po tprave dostaneme vztah
pre vypocet My (Moczo et al., [1997)
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(3.2.57)

kde
R =/62+6

~ 1 Wy Jwy
=1- Y—— = Y—= .
©1 ; T+ (wp/w)? €2 = 3 T+ (w/w)?

=1

(3.2.58)

Zo vztahov (3.2.57) a (3.2.58) tak mdZeme vypoclitat’ nerelaxovany modul pruz-

nosti My z anelastickych koeficientov Y; a rychlosti na referen¢nej frekvencii w; .

3.2.2 Vztah napitia a deformacie v 3D viskoelastickom kontinuu

Kvdli jednoduchosti a ndzornosti boli vztahy pre viskoelastické kontinuum v pred-
chadzajucich kapitolach prezentované iba pre 1D viskoelastické prostredie. 2D alebo
3D viskoelastické kontinuum modZeme opisat’pomocou dvoch generalizovanych Ma-
xwellovych telies GMB-EK. Jedno teleso pouZijeme pre ¢asovo zdvisly objemovy
modul pruznosti «(t), resp. komplexny frekvencne zdvisly objemovy modul pruz-
nosti x(w). Druhé teleso pouZijeme pre ¢asovo zdvisly modul pruznosti v Smyku
w(t), resp. komplexny frekvenéne zavisly modul pruznosti v Smyku p(w).

Analogicky s 1D mdZeme vztah napitia a deformdcie zapisat' v tvare
Oij = R Ekk (Sij + 2 1% (Eij — %Ekk 51])
n o G4 (3.2.59)
—I_ZI (R YO o + 20 Y (¢ — 5 (fFoy)]

(P +wcd =wey. (3.2.60)

Pripomenime, Ze indexy 7, j a k sa vztahuju na priestorové sdradnice, a preto
i,7,k € {1,2,3}. Index [ sa vztahuje na relaxaéné frekvencie, a preto [ €
{1, 2, ..., n}. Sumaéni konvenciu uvazujeme iba pre priestorové indexy, teda nie
pre index /.

K je nerelaxovany objemovy modul pruznosti a x je nerelaxovany modul pruz-
nosti v Smyku. Y;* a V" su prislu$né anelastické koeficienty. Z merani je mozné
urdit hodnoty faktora kvality P a S-vin, tj. Q.(w) a Qs(w). Z rovnice (3.2.54)
pre hodnoty Q,(w) a Qs3(w) vypocitame hodnoty anelastickych koeficientov Y,*

a Ylﬁ . Anelastické koeficienty Y;* a Y} vypocitame zo vztahov
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o= (0fye = 4P) [ (e =480 5 1= 1.n (26D

=10, (3.2.62)

4
a = Rt sH 7 B = \/E (3.2.63)
V' » p

su nerelaxované (t.j., vypocCitané z nerelaxovanych modulov pruZnosti) rychlosti
seizmickych P a S-vin.
Vztah napitia a deformécie, vztah (3.2.59), méZeme prepisat’ na tvar vhodnejsi
pre implementaciu do algoritmov metddy konecnych prvkov:
n
E Al
o = o — Y o' (3.2.64)
1=1
Inymi slovami, napitie sme rozdelili na elastickd Sast o'

i uréend Hookovym zdko-
nom , a anelastické Casti o7}, pre ktoré plati:

ol Y*Y-Y- 0 0 0 e

oo Y-Yty- 0 0 0 i

ol Y-Y-Y+t 0 0 0 7
= : (3.2.65)

oa) 0 0 0 wY 0 0 2¢ ;%

g 0 0 0 0 upy* o 2¢}*

oAl 0 0 0 0 0 py! 2¢ =

kde

V5 = kY +3puY a Y~ = gY" =2V, (3.2.66)

Na rieSenie rovnice (3.2.60) pouZijeme postup navrhnuty v praciKristek a Moczo
(2003)). PretoZe zlozky tenzora napétia pozname v Casovej hladine m, aj anelastické
funkcie musime vypoditat' pre ¢asovi hladinu m. Preto aj rovnica (3.2.60) musi byt

vyjadrend pre Casovud hladinu m
lij(m) + W Clij(m) = w gi5(m) . (3.2.67)

Ak Casovi derivdciu aproximujeme centrdlnym diferenénym vzorcom a ¢,’(m)

aproximujeme aritmetickym priemerom
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ij 1 ij 1
.. — = -+ + =
dmy = S 3) 5 (itm+5) (3.2.68)
dostaneme rekurentny vzorec pre ¢’ (m + 1):
’ 2w At € (m) + (2 — wA) ([ (m — 3
i 1 1) = 2edtestm) + @ - wdleim = 5) 55 69)

2 + wlAt
Dosadenim vyjadrenia (3.2.69) do (3.2.68)) dostaneme potrebnii hodnotu ¢ ;j (m).

3.2.3 Zahrnutie utlmu vo formulacii MKP s vektorom vratnej sily

Pripomenime, Ze lokdlny vektor vratnej sily r® pre prvok e sa skladd z vektorov

r,, r, a r, definovanych vztahmi (3.1.4), (3.1.6) a (3.1.8). V pripade uvazo-

vania viskoelastického kontinua musime zloZky tenzora napitia vypocitat’ podla

vztahu (3.2.64). Pre vektory r,, r, a r, tak dostaneme

rp=r1f =) 'y i€ {zy 2}, (3.2.70)
=1
kde
r? = —/ (so02 + s,yaf; + 5.0 )detJ d2,
Q]VI
E _ E E E
I‘y —_— /(;A/[( S):I,‘ me + S,y O-yy + S)Z Uyz ) det J dQ 9 (3.2'71)
rf = —/ (s,xafz + s,yafz + s,zazEz)detJ ds
M
a
(s

woal s 0t 45 o) det I d2,

Al __
ST

o TT Ty Tz

rAl = _/ (50 0hl + s, ol + s ot )detd A0, (3272)
oM

ril = _/ (s 02l + s, aﬁzl + s, 08! ) detJ df2.
oM

Elastickd Cast tenzora napitia, 05 , je ur¢end Hookovym zdkonom, napr. (1.3.67)).
© 2 M. e o Al P N 5 c 14
Anelastické Casti tenzora napitia, o7; ", sd ur¢ené vztahom (3.2.65). Anelastické

funkcie aktualizujeme pre ¢asovi hladinu m pomocou vzorcov (3.2.68) a (3.2.69).

Zvysok postupu je totoZny s postupom pre elastické kontinuum.
Vo vseobecnosti na vypocet vektora vratnej sily pouZivame numerickud integra-

ciu. Numerické integraéné schémy vyzaduji funk¢éné hodnoty integrovanej funkcie
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v integracnych bodoch. Preto aj anelastické funkcie musime mat’ definované vo vSet-
kych integra¢nych bodoch. Pripomeiime, Ze na aktualizéciu anelastickych funkcii
na ¢asovu hladinu m potrebujeme poznat’ anelastické funkcie v casovej hladine
m — % Preto musia byt anelastické funkcie uloZzené v operacnej pamiiti. Pocet in-
tegracnych bodov zdvisi od radu presnosti integracie ako aj od zvolenej integracnej
schémy. Standardné integraéné schémy pre prvok HEX8 pouZivaji 8 integraénych
bodov. Lahko mdzeme odhadnit’ ndroky na opera¢nt pamit v désledku uloZenia
anelastickych funkcii. Uvazujme 8 integracnych bodov, 6 zloZiek anelastickych
funkcii a 4 relaxacné frekvencie. Potom pocet hodnét, ktoré musime uloZit' v ope-
racnej pamiti je 8 X 6 x 4 x N¢ = 192N°, kde N°¢ je celkovy pocet prvkov
v sieti. Pripomenime, Ze globélny vektor vratnej sily md iba 3/N™ hodnot, kde N" je
celkovy pocet uzlov v sieti. Celkovy pocet uzlov v sieti N" a celkovy pocet prvkov
v sieti N¢ mdzeme povazovat pre dostatocne velké modely za rovnaké. Z porov-
nania nirokov vektora vratnej sily a anelastickych funkcii na operanud pamit je
zrejmé, Ze vypoclty pre viskoelastické prostredie by v takejto implementacii neboli
mozné pre mnoho ddlezZitych konfigurécii.

Znizit obrovské naroky na operacnd pamit’ je mozné implementaciou tzv. ried-
keho priestorového vzorkovania anelastickych funkcii, ktory navrhol Day| (1998),
a neskor ho zdokonalili |Graves a Day| (2003) a |Kristek a Moczo| (2003). Algoritmy
prezentované v uvedenych pracach su vSak navrhnuté pre pravidelné siete (typické
napr. pre metédu koneénych diferencif), a preto nie sd aplikovatelné na metédu ko-
necnych prvkov, ktord sa vac¢Sinou pouziva na neStruktirovanych sietach. Aby sme
znizili ndroky na operaénd pamit’ aj v neStruktirovanych sietach, navrhli sme ane-
lastické funkcie definované v strede prvku, t.j., v jednom bode na prvok. Inymi
slovami, na vypocet anelastickych funkcii podla vztahu (3.2.69) uvaZzujeme kon-
Stantnd deformdciu v prvku, pricom jej hodnota je rovna deformécii v strede prvku.
Takymto sposobom sa ndm podarilo zredukovat naroky na operacnd pamit na jednu
osminu, t.J., na uloZenie anelastickych funkcii potrebujeme 24 N¢ hodn6t. Pre upl-
nost’dodajme, Ze pri odhadoch ndrokov na operacnd pamit sme neuvazovali naroky

spojené s ulozenim hodnot anelastickych koeficientov Y} a Y}".
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3.2.4 Zahrnutie utlmu v standardnej formulacii MKP s globalnou maticou

tuhosti

Budeme vychddzat z rovnice (3.2.70), t.j.,
n
E Al :
rp =1 =) s ie {xy 2} (3.2.73)
1=1
Elastickd ¢ast lokdlneho vektora vratnej sily, r¥ v rovnici (3.2.73)), méZeme na z4-

klade vztahov (3.2.71) a (3.1.14) a faktu, Ze elastickd Cast’ tenzora napétia 05 je

urcend Hookovym zdkonom, vyjadrit pomocou lokédlnej matice tuhosti K¢,

r
r = —K°u° (3.2.74)

r

vy el el
|

Dosadenim vyjadrenia do vztahu (3.2.73) dostaneme
r, = -K°u - ) 1l (3.2.75)
=1
Takto upraveny vztah dosadime do MKP schémy s vratnou silou pre jeden prvok,

t.j. do rovnice (3.1.11)), a dostaneme
Mi® + K u® — r§ = bc® + ¢, (3.2.76)

kde

=
-
s h

N
Il
—

'—g
b

Il
=

~
<h

(3.2.77)

T
A

NE
N'-‘:>

r
o~
Il
-
L

je lokdlny vektor anelastického ¢lena.
Analogickym sp6sobom ako v elastickom pripade vytvorime z lokalnych systé-

mov rovnic globalny systém

Mi + Ku — ry = be + £, (3.2.78)

kde r4 je globdlny vektor anelastického ¢lena. Analogicky s elastickym pripadom

ndjdeme aj rekurentny vzorec pre aktualizaciu posunuti:
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u™t = A M (= Ku™ 4 v} + be™ + ) + 2u™ — u™ 'l (3.2.79)

Z rovnice vidime, Ze globdlny vektor anelastického ¢lena r’} je zdvisly
od Casu a preto musi byt vypocitany pre kazdd ¢asovi hladinu. Pre tplnost’dodajme,

Ze anelastické funckie st aktualizované pomocou vzorcov (3.2.68)) a (3.2.69).

Ako uZ bolo spomenuté, kvoli implementicii realistického ttlmu sme zaviedli
novu globalnu veli¢inu, globdlny vektor anelastického ¢lena, 14, ktory obsahuje
3N™ hodndt. Vo vSeobecnosti na vypocet lokdlnych vektorov anelastického ¢lena
pouzivame numericku integra¢nu schému, preto musia byt anelastické funkcie defi-
nované vo vSetkych integracnych bodoch. Pre prvok HEXS8 to, rovnako ako v pripade
implementécie realistického dtlmu do MKP formuldcie s vratnou silou, znamena
zvySené ndroky na operacnu pamét. Pripomefime, Ze na uloZenie anelastickych fun-
kcii vo v8etkych integraCnych bodoch by sme potrebovali 192N¢ hodndt. Samotna
globdlna matica tuhosti obsahuje priblizne 243 N™ nenulovych hodnét. MéZeme teda
povedat, Ze elastickd Cast, t.j. globdlna matica tuhosti, a anelasticka cast, t.j. glo-
bélny vektor anelastického ¢lena a anelastické funkcie, maji porovnatelné naroky
na opera¢nd pamét. Z tohoto relativneho pohladu nie je nutné v tomto pripade apli-
kovat $pecidlny postup na redukciu ndrokov na operacnui pamit’. Zaroven vSak treba
opit’ zdoraznit, Ze naroky na operacnd pamit samotnej globdlnej matice tuhosti
st obrovské. Aj v pripade formuldcie MKP s globdlnou maticou tuhosti je mozné
aplikovat’ riedke vzorkovanie anelastickych funkcii navrhnuté pre MKP formulaciu
s vektorom vratnej sily a zniZit tak celkové naroky na operacnd pamat.

Pre uplnost’ dodajme, Ze implementdciu realistického utlmu do Standardného
MKP algoritmu s globalnou maticou tuhosti navrhli uzMoczo et al.| (1997). Ich im-
plementdcia bola zaloZend na anelastickych funkcidch zavislych od materidlovych
parametrov. Ddsledkom pouZitia materidlovo zavislych anelastickych funkcii st
modifikované matice tuhosti. Pre kazdi relaxacnud frekvenciu potrebujeme pouZit’
jednu modifikovand maticu tuhosti. Rozmer a pocet nenulovych prvkov modifiko-
vanej matice tuhosti si rovnaké ako pre globdlnu maticu tuhosti, a teda aj naroky
modifikovanej matice tuhosti na opera¢ni pamit su totozné s narokmi globalnej
matice tuhosti. Je teda zrejmé, Ze pri aproximovani viskoelastického kontinua pomo-

cou troch relaxaénych frekvencii vzrasti ndroky na opera¢nii pamit’ Stvorndsobne
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v porovnani s elastickym pripadom. Nami navrhovand implementicia zaloZend
na materidlovo nezdvislych anelastickych funkcidch vedie k aditivnym ndrokom
na opera¢nd pamit’ porovnatelnym s nirokmi globélnej matice tuhosti. Podobne,
ako pri porovnani vypoctovej efektivnosti vektora vratnej sily a globdlnej matice
tuhosti, aj teraz st ndroky na vypoctovy cas vysSie. Pouzitie anelastickych funkcii
definovanych v strede prvku vSak vedie aj k zniZeniu vypoctovych nédrokov, na-
kolko anelastické napiitia nie je potrebné pocitat’ vo vetkych integraénych bodoch,

ale iba v jednom.

3.2.5 Numerické testy zahrnutia realistického atlmu

Realisticky utlm sme implementovali do vypoctového programu FESD2. Spravnost’
implementécie bola overend pomocou numerickych testov. Numerické testy boli
vykonané pre konfigurdciu homogénnej vrstvy na homogénnom polpriestore, po-
zri Obr. [3.2.10] Uvazovali sme vrstvu hribky 325 m. Rychlostny kontrast vrstvy
vzhl'adom k polpriestoru je 1 : 4, to znamen4, e rychlosti seizmickych vin v polp-
riestore st Styrikrat vidsie ako rychlosti seizmickych vin vo vrstve. UvaZovany
vypoctovy model mal 13 km x 13 km x 13 km abol pokryty 8 miliénmi prvkov

typu HEXS tvaru kocky so stranou & = 65 m. VInové pole bolo generované bodo-

X y
2080 m
z \ 4
o =1364ms™ Q. =10
£ B £
ﬁ B =780ms Q=5 §
p =2000kg.m™
o =5468ms™ Q. =100
* [ =3126ms™ Q=50
p =2500kg.m™

Obr. 3.2.10: Konfigurdcia numerického testu na overenie implementacie realistického
utlmu vo vypoctovom programe FESD2; naznacend je poloha zdroja (hviezdicka)

a poloha prijimaca (trojuholnik). (Obrazok je len schematicky.)
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Zahrnutie realistického vitlmu v MKP

vym disloka¢nym kinematickym zdrojom ( s parametrami ®s = 45°, § = 45°,
A = 90° a My, = 10"Nm) umiestnenym v hibke 520 m. PouZili sme asovi
funkciu zdroja v tvare Gaborovho signélu (3.1.19).

Uvazované parametre ¢asovej funkcie: f, = 0.225 Hz, v = 1.5, 0 = 7/2
a Ty, = 3 s. Vo vypoctoch boli pouzité 4 relaxacné frekvencie, t.j., uvazované
generalizované Maxwellové telesd (GMB-EK) boli zloZzené zo 4 Maxwellovych
telies a jedného Hookovho telesa (pruziny).

Nase rieSenia sme porovnali s referenénym rieSenim, ktoré bolo ziskané progra-
mom AXITRA (Coutant, |1989) zalozenom na metdde diskrétnych vinovych cisel -
DWN (Bouchon, [1981)). Na Obr. st porovnané rieSenia v prijimaci na vol-
nom povrchu (pozri Obr. [3.2.10). Porovnanie MKP rieSenia ziskaného pouZitim
8-bodovej Gaussovej kvadratiry (8GK) a MKP rieSenia ziskaného pouZitim re-
dukovanej 8-bodovej Lobattovej kvadratiry (8LK) s referenénym DWN rieSenim

ukazuje velmi dobrd zhodu.

0.02 _
] U
0.01 J
0.00 J

-0.01 -

0.02 —
1V
0.01
0.00

-0.01 -

T T T T T T T T T T T T ’
0.02 -
1l W

0.01 -

0.00 N

-0.01

—— DWN MKP 8GK  ---- MKP 8LK

I 1
0 2 4 6 8 10 12 [s]

Obr. 3.2.11: Porovnanie MKP rieSeni ziskanych pouzitim 8GK a redukovanej 8LK

integrécie s referencnym DWN rieSenim (Bouchon! [1981; Coutant, |1989).
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3.3 Modelovanie Sirenia trhliny na seizmoaktivnom zlome

Ako sme uz spomenuli v odstavci [[.3.6] tzv. bodovy kinematicky model seizmic-
kého zdroja mdZeme uvazovat' v pripadoch, ked’ rozmery poruSenej Casti zlomu
mozeme zanedbat’ vzhladom na vzdialenost, v ktorej chceme seizmicky pohyb sle-
dovat. AvSak uz aj pri stredne silnom zemetraseni dochddza k poruSeniu plochy
rddovo niekol’ko kilometrov krat niekol’ko kilometrov. Takito plochu nie je mozné
zanedbat’ ani vo vzdialenosti niekol’kych desiatok kilometrov. Jednou z moZnosti,
ako uvazovat kone¢nu zlomovu plochu, je tzv. kone¢ny kinematicky zdroj. Spra-
vidla je zloZeny z niekolkych desiatok az stoviek kinematickych bodovych zdrojov,
ktoré rovnomerne pokryvaji zlomovu plochu. Pripomenime, Ze jeden kinematicky
bodovy zdroj je definovany orientdciou zlomovej plochy, uhlami strike ¢ a dip 4,
orientdciou vektora sklzu na zlomovej ploche, uhlom rake A, pozri Obr. |1.3.10]
a Casovou funkciou zdroja, s(t), vztah (1.3.98)). Pretoze parametre kazdého bo-
dového kinematického zdroja su ur¢ené dopredu, ani konecny kinematicky zdroj
neinteraguje s vlnovym polom vyZiarenym pocas Sirenia trhliny a je preto nekau-
zalny. Problém s nefyzikdlnym/nekauzdlnym Sirenim trhliny nemaju tzv. dynamické
modely, ktoré si zaloZzené na spontdnnom Sireni trhliny na zlome, priCom sa vyhod-
nocuje skuto¢ny stav napdtia na zlome. Tym je zabezpecena aj interakcia s vyZiare-
nym vlnovym polom. Preto dynamické modely vzdy vedd k fyzikdlne kauzalnym
vysledkom $irenia trhliny.

Existuje viacero metdd, ktoré umoziuju zahrnit’ dynamicky model seizmického
zdroja do numerickych metdd. Metédu napiti v rozdelenych uzloch (TSN - z angl.
Traction at Split Nodes) nezavisle na sebe navrhli Andrews (Andrews, |1973}/1976a,
1999) a Day (Day, |1977, |1982; Day et al., 2005). Madariaga et al.| (1998) na-
vrhol thick-fault-zone metddu. Neskor Andrews| (1999) navrhol stress-glut metddu.
Daliie pristupy mozZno ndjst v pracach [onescu a Campillo| (1999), Nielsen et al.
(2000), Nielsen a Carlson| (2000), Cruz-Atienza a Virieux (2004). Stru¢ny prehlad
metdd je mozné ndjst’' vIMoczo et al.| (2007a). Viacero metdd je Specificky navrhnu-
tych pre konec¢no-diferen¢né schémy na striedavo-usporiadanych alebo Ciastocne

striedavo-usporiadanych sietach.
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Aj v MKP existuje viacero implementacii dynamickych modelov. Jeden z prvych
modelov implementovali |Archuletal (1976) a |Archuleta a Frazier| (1978). Pouzili
MKP vo formulécii s vratnou silou. KedZe ich model mal predpisani rychlost’ Si-
renia trhliny, neS§lo o model so spontdnnym S$irenim trhliny. AvSak vyvoj napitia
po vzniku trhliny v danom bode uZ nebol predpisany a zdvisel od vyvoja napi-
tia v okoli. |Day (1977) implementoval svoju verziu TSN do Standardného MKP
algoritmu. Andrews| (1999) implementoval svoju verziu TSN do MKD algoritmu,
ktory mal priestorové diferencovanie ekvivalentné s MKP. Andrewsov program
vSak podporoval iba homogénne prostredie a siet’ zloZenu z prvkov tvaru kocky,
pripadne kvdadra. |(Oglesby| (1999) implementoval algoritmus na spontdnne $irenie
trhliny do programov Dyna2D (Whirley et. al, 1992) a Dyna3D (Whirley a Engel-
mann,|1993). Vzhladom na povahu programov Dyna2D/3D implementoval Oglesby
dynamicky model na zdklade uvah o elastickych a silach trenia. Ako sa neskor uka-
zalo, i8lo o Andrewsovu verziu TSN. Implementéaciu dynamického modelu v metéde
spektrdlnych prvkov, ktord je pribuznd s metédou konecnych prvkov, mozno najst
v préci Festal (2004).

Day et al. (2005) a Dalguer a Day| (2006, [2007) podrobne porovnali metddu hra-
ni¢nych integrilnych rovnic, TSN metédu implementovanu v kone¢no-diferencne;j
schéme na Ciastocne striedavo-usporiadanej sieti, TSN metddu v kone¢no-diferen-
¢nej schéme na striedavo-usporiadane;j sieti, stress-glut metddu, thick-fault metédu
a ukazali, Ze pre konfiguraciu, ktoru pouZili pre numerické testy, je TSN najpresne;j-
Sia.

V tejto kapitole vysvetlime zakladné principy dynamického modelu seizmického
zdroja, vysvetlime TSN metodu a ukdZeme, ako implementovat’ TSN metddu do al-

goritmov MKP. Tieto Casti su spracované na zdklade prace Moczo et al. (2007b).

3.3.1 Jednoduchy dynamicky model seizmického zdroja

K tektonickym zemetraseniam dochddza na kontakte dvoch litosférickych dosiek.
Kontakt litosférickych dosiek je niekedy skuto¢ne takmer kontakt dvoch neporuse-
nych blokov, inokedy je to zéna kone¢nej hriibky (niekol’ko desiatok centimetrov
a7 metrov) vyplnend poru$enou horninou. Vzhladom na vlnové dizky registrova-

nych seizmickych vin a vzhladom k dizke a Sirke porusenej asti zlomovej plochy
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fault

Sy

+

Obr. 3.3.1: Zlomova plocha a normalovy vektor 7.

(rddovo niekol’ko kilometrov) je moZzné hribku zlomovej zény zanedbat. Zlomovid
z6nu mdZzeme uvazovat ako zlomovi plochu.

Litosférické dosky si vo vzdjomnom neustdlom pohybe. Na niektorych Cas-
tiach kontaktu trenie brdni vzajomnému posunu dosiek pozdiZ kontaktnej plochy.
V takychto miestach potom narastd deformécia a napitie. Ked napétie v niektorom
bode prekro¢i medzu pevnosti kontaktu, vznikne trhlina, inymi slovami, dva body,
ktoré spolu susedili, odskocia a vznikne nenulovy sklz, t.j., diskontinuita v posunuti
na zlomovej ploche. Pohyb bodov spdsobi nérast napétia v okolitych bodoch. Tento
ndrast napitia mdze sposobit), Ze aj v tychto bodoch bude prekro¢end medza pevnosti
kontaktu a dojde k spontdnnemu S$ireniu trhliny na zlome. Rychlost’ §irenia trhliny,
priebeh sklzu v danom bode a velkost plochy, na ktord sa trhlina rozsiri, zdvisia
od konkrétnych podmienok na zlome a v jeho okoli.

Zlomovu z6nu mdéZeme aproximovat zlomovou plochou, inymi slovami, kon-
taktom dvoch polpriestorov + a —, pozri Obr. [3.3.1] Uvazujme normdlovy vektor

orientovany tak, Ze smeruje z polpriestoru — do polpriestoru +. Sklz D potom

modzZeme definovat ako relativny pohyb polpriestoru 4 voci polpriestoru —, t.j.,
Diu(%,t) = ut(Z,t) —a (L, 1) . (3.3.1)

Vektor @ *(Z, t) je vektor posunutia v bode Z na zlomovej ploche, ak sa blizime
k zlomovej ploche z polpriestoru + proti smeru normalového vektora 77 a vektor
@~ (&, t) je vektor posunutia v bode ¥ na zlomovej ploche, ak sa blizime k zlomovej

ploche z polpriestoru — v smere normélového vektora 7, t.j.,

(T t) = lim (7, 1),
Cachl (3.3.2)
i~ (%,t) = lim 4(Z, 1)
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Analogicky mdzeme definovat aj rychlost’ sklzu D (diskontinuitu v rychlosti

posunutia), t.j.,

Do(Z t) = 05(Z,t) — 7 (7, 1), (3.3.3)
kde
UH(E ) = lim U(Z, 1),
ToT (3.3.4)
T(Z,t) = lim U, 1) .

T—Z —
Jedinu interakciu medzi polpriestormi sprostredkuje vektor napitia T (%, 1, t). Vek-

tor napitia mdzeme rozdelit na dve Casti,

T(z, i, t) = T°(Z, @) + AT(Z, 7, 1), (3.3.5)
kde T°(Z, 77) je pociatotné napitie a AT(Z, i, t) napitova varidcia. PoSiatocné
napitie fo(f , 1) predstavuje tektonické napitie na zlome v okamihu, ked v prvom
bode na zlome vznikne trhlina. Vzhladom k tomu, Ze tektonicky vyvoj je velmi po-
maly (odohrdva sa v ¢asovych Skélach niekolko desiatok az stoviek rokov), méZeme
pocas procesu Sirenia trhliny, ktory trvad niekolko sekiind az desiatok sekind, za-
nedbat’ zmeny pociato¢ného napétia, a mézeme ho povaZovat za konStantné v Case.
Aj tektonické pohyby st velmi pomalé (maximélne rddovo niekolko cm/rok). Preto
moZeme pocas Sirenia trhliny zanedbat’ aj pohyb vyvolany pociatoénym napitim,
inymi slovami, budeme uvaZovat, Ze pociatocné napitie nespdsobuje pohyb. Po-
¢iatocné napitie T’O(f, 1) teda mdZeme povazovat za napitie rovnovazneho stavu.
Odchylky od rovnovazneho stavu mdzu byt spdosobené seizmickymi vlnami vy-
Ziarenymi z inej Casti zlomovej plochy alebo z iného zlomu. Napitova varidcia

AT(Z, i, t) vyjadruje odchylky od rovnovéazneho stavu.
Zakon(-y) trenia

Velkost celkového napitia T'(Z, i, t) v danom bode na zlome je vZdy uréend aktul-
nou pevnostou kontaktu (ekvivalentne budeme hovorit'aj o pevnosti zlomu) S(Z, t)
v danom bode. Dalej budeme uvaZovat iba tangencidlnu trhlinu, t.j., vektor sklzu
bude lezat’ v rovine zlomu. Inymi slovami, nebudeme uvaZovat otvdranie trhliny,

ani prienik materidlov z jedného polpriestoru do druhého, teda

D, = 0, (3.3.6)
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kde Dw, je normdlova zloZzka rychlosti sklzu, t.j. zlozka kolm4 k zlomovej ploche.
KedZe jedinou interakciou medzi polpriestormi je trenie, je pevnost zlomu uréend

trenim. Pre pevnost’ zlomu plati
Sz, t) = pl(Z,t) o™(Z, 1), (3.3.7)

kde
o"(Z,t) = max (0,

(2 1) ) (3.3.8)
je velkost tlaku na zlom a i/ (7, t) je koeficient trenia uréeny zdkonom trenia.

Coulombov zdkon trenia. Najjednoduch$im zdkonom trenia je Coulombov zdkon
trenia. Uvazujme dva body na zlomovej ploche, jeden z polpriestoru + a druhy
z polpriestoru —. Predpokladajme, Ze sa vzhladom k sebe nepohybujd, t.j., Di = 0
a Dv = 0. Tieto body ostanu spojené dovtedy, kym napitie medzi nimi nedosiahne
medzu pevnosti kontaktu oY urdeni statickym koeficientom trenia p° a tlakom
na zlom o",

o¥(Z,t) = p(%) o™(Z, 1) . (3.3.9)

Ak napitie na zlome dosiahne medzu pevnosti ¢¥, body sa za¢ni vzhladom k sebe
pohybovat. Koeficient trenia klesne okamZite zo statickej hodnoty 1 na dynamickd
hodnotu ;P . Z rovnice (3:3.7) vyplyva, ze okamZite klesne aj pevnost kontaktu,

a teda trenie na zlome, na hodnotu
oP(zt) = pP(T) o™(Z, 1) . (3.3.10)

Staticky aj dynamicky koeficient trenia si parametre materidlu. Zavislost napitia

na sklze pre konstantné normdlové napitie o™ je na Obr.[3.3.2]

O'y

0 Velkost sklzu

Obr. 3.3.2: Coulombov zdkon trenia.
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Zatial¢o v skutoCnosti je na vytvorenie trhliny potrebnd energia, pri Coulombo-
vom zdkone trenia sa na vytvorenie trhliny nespotrebuje Ziadna energia. Dosledkom
tejto nefyzikdlnej vlastnosti Coulombovho zdkona trenia je vznik singularity v na-
piti na hrane trhliny (crack tipﬂ Takato singularita je samozrejme nefyzikdlna,
a preto Coulombov zédkon trenia nie je vhodny pre dynamicky model seizmického

zdroja.

Linear slip-weakening (LSW) zdkon trenia. Singularita v napiti na hrane trhliny
nevznikne, ak uvazujeme, Ze pevnost zlomu za hranou trhliny klesd postupne. Tym
vznikne tzv. konecnd zona poklesu napitia, v ktorej pevnost’ (trenie) klesa z maxi-
malnej hodnoty na hrane trhliny na dynamickud hodnotu. Ako prvy navrhol koncept
konec¢nej zony poklesu napétia (cohesive zone) pre normdlovu trhlinu k zlomove;j
ploche Barenblatt (1959). Ida| (1972) a|Palmer a Rice (1973) aplikovali koncept ko-
necnej zony poklesu napitia (breakdown zone) na tangencidlnu trhlinu k zlomove;j
ploche. Mnohé laboratérne experimenty (Okubo a Dieterich, [1981] |1984; |Ohnaka
a Yamamoto, 1984 Ohnaka et al., 1986, [1987a.b) potvrdzuji, Ze pevnost kon-
taktu neklesne okamzZite po dosiahnuti medze pevnosti, ale skutocne postupne klesa
s rasticim sklzom. Skuto¢né spravanie viaceri autori aproximovali jednoduchym
linearnym poklesom napitia, tzv. LSW zdkonom trenia (napr. Andrews), 1976a,bj
Rice, 1980, 1983} Rudnicki, [1980).

LSW zdkon trenia je teda rozSirenim Coulombovho zdkona trenia. Potom, ako

v danom bode vznikne trhlina, pevnost’ (trenie) neklesne na dynamickd droven

2Pre jednoduchost uvazujme 2D problém. Nech sa trhlina §iri zIava do prava. Prvy bod zprava, v ktorom je

nenulovy sklz sa nazyva hrana trhliny. V 2D je hrana trhliny bod, v 3D krivka.

O-V

Og Ef

0 d. Draha skizu |

Obr. 3.3.3: LSW zikon trenia. Sedd plocha indikuje velkost energia Ef potrebnej

na vytvorenie trhliny v danom bode.
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okamzite, ale zacne klesat’ linedrne z hodnoty ¢° na dynamickd hodnotu oP.

Dynamickd droveti dosiahne az vtedy, ked sklz dosiahne hodnotu d,.. Ked’ pevnost’
dosiahne dynamickd droveri, dalej uZ ostane konStantnd. Zakon trenia moZeme

zapisat'v tvare

of(z,t) = o%(%) — - : o,
(1) (@) de (3.3.11)
ol(z,t) = oP(7) ;oL > de

kde [ je dizka drdhy sklzu
t
- / | DE ()| . (33.12)
0

KedZe uvazujeme konstantné normdlové napitie ¢, méZzeme LSW zdkon trenia

zapisat’ aj v tvare

) = uS(3) — ;

w (2, t) = p (7 - c

(@) ) de(T) (3.3.13)
W (7 t) = pP(2) ;L > d,

Zavislost napitia na sklze pre LSW zdkon trenia je na Obr. [3.3.3]

Fyzikdlne konzistentny zdkon trenia zdvisly na sklze. LSW zdkon trenia odstratuje
najvacsi problém Coulombovho zékona trenia - singularitu v napéti na hrane trhliny.
Avsak ako ukézal Idal (1973), diferencidlne zrychlenie (zrychlenie sklzu) na hrane
trhliny, inymi slovami v ¢ase vzniku trhliny, je nekone¢né. To je samozrejme tieZ ne-
fyzikalne.|Ida|(1973)) navrhol funkciu pre zavislost’ pevnosti na sklze, ktord neviedla
k nekone¢nému diferencidlnemu zrychleniu. Vysledky ziskané s touto funkciou vSak
neboli v zhode s experimentmi.

Ohnaka et al. (1987al) a (Ohnaka a Yamashital (1989) navrhli na zdklade labo-
ratérnych experimentov analytickd funkciu, ktord aproximovala pozorovany vyvoj

pevnosti s narastajicim sklzom. Takto ziskany zdkon trenia méZeme zapisat’ v tvare

ol = (6%, — oP) {1 + aln (1 + é)} exp (— di) + 0P, (33.14)

kde «a(%) a B(Z) su parametre zdkona trenia. Kvoli vécSej prehladnosti sme ne-
uvadzali explicitnd zdvislost na polohe a ¢ase pre ostatné veli¢iny. Za predpokladu

konStantného normalového napitia o™, moéZeme zdkon trenia zapisat’ aj v tvare
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O—V .....

0 d. Draha skizu |

Obr. 3.3.4: Fyzikdlne konzistentny zdkon trenia navrhnuty Ohnakom a Yamashitom
(Ohnaka a Yamashita, [1989).

() e () e () o
W= 1= —pu l+ah(l+—=||exp|(—= ] +p" . (33.15)
o 6 dc

Zavislost’ napitia o/ od drdhy sklzu [ je na Obr. Takyto priebeh sklzu ne-
spOsobuje ani singularitu v napiti ani nekone¢né diferencidlne zrychlenie na hrane
trhliny.

Pre tento zékon trenia nie je priamo definovand hodnota napitia, pri ktorej vznikne
trhlina, nakolko sklz, a teda aj draha sklzu [, narastd uz od zaciatku. Ako je zrejmé
z obrazka, priebeh napitia mdéZeme rozdelit’ do dvoch faz. V prvej faze, tzv. slip-
hardening faze, napitie narastd so sklzom. Ked napitie dosiahne maximum, dosiahne
medzu pevnosti 0¥, za¢ina druhd faza, tzv. slip-weakening faza, pocas ktorej napitie
exponencidlne klesd s narastajicim sklzom. Pre tplnost’ dodajme, Ze medza pevnosti
oV nie je explicitne definovand a zavisi iba od volby parametrov «, (3 a d.. Hodnota

dynamického trenia o je explicitne predpisana.

Zdkon trenia zdvisly od rychlosti sklzu a stavovej veliciny - R&S zdkon trenia.
Aj ked pomocou zdkonov trenia zdvislych od sklzu je mozné simulovat’ rozne
komplikovany/realisticky priebeh napitia so sklzom, vZdy je tento priebeh dopredu
predpisany len na zdklade vyvoja sklzu. Na zdklade r6znych laboratérnych experi-
mentov, pri ktorych bola pozorovana zavislost pevnosti od rychlosti sklzu, navrhli
napr. Dieterich! (1979, |1986); Ruina) (1980 [1983)); Okubo a Dieterich|(1984); Okubo
(1989); Beeler et al.| (1994)) r6zne formy zadkonov trenia zavislych od rychlosti sklzu
a stavovej veliCiny. V pripade tychto zdkonov trenia je aktudlna pevnost’ kontaktu
len dosledkom vyvoja rychlosti sklzu a stavovej veli¢iny. Stru¢ne opiSeme iba R&S

zakon trenia, ako ho sformuloval |Dieterich|(1986).
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Koeficient trenia pre R&S zdkon trenia moZzno zapisat' v tvare

v /)
' bl '
Doy TUM L

w' = p — aln (3.3.16)

kde a(Z), b(Z) a L(¥) st parametre zdkona trenia a 0,.(%) a v,.(Z) su referenéné
hodnoty. Vyvoj stavovej veli¢iny ¥(Z, t) je uréeny rovnicou

v . @ | D)
dt L '

(3.3.17)
Pre R&S zdkony trenia nie je explicitne definovand ani medza pevnosti ani dy-
namické trenie. Obe sd zdvislé od volby parametrov a(Z), b(Z) a L(¥) a najmi

od vyvoja stavovej veliiny ¥ (Z, t).

Time-weakening (TW) zdkon trenia. TW zdkon trenia pouZili napr. Bizzarri et el.
(2001) a Andrews| (2004). Charakteristické pre TW zdkon trenia je predpisany

postupny (linedrny) pokles napitia s Casom. Zakon mdZeme zapisat’ v tvare:

; t <t <t + 1,
1. (3.3.18)

w = uP o t, + T, < t,

T R (RN

kde ¢, je Cas vzniku trhliny v danom bode, 7. je doba, za ktord napitie klesne
zo statickej urovne na dynamicku troveii a ¢ je ¢as. Vyvoj napitia v ¢ase je zobrazeny
na Obr. [3.3.5]

Podla sposobu vypoctu ¢asu vzniku trhliny ¢, dostaneme dve verzie TW zdkona
trenia. Ak je Cas ¢, urceny ako Cas, kedy napitie na zlome prvy krat dosiahne medzu

pevnosti o, ide o spontdnne $irenie trhliny. Cas vzniku trhliny v§ak mdZeme aj

O'y

t t +T. Cast

T

Obr. 3.3.5: TW zdkon trenia. Vyvoj napitia je predpisany az od Casu vzniku trhliny,
t,. Ciarkovanou &arou je naznadeny mozny vyvoj napiitia, ak je as ¢, uréeny ako as

dosiahnutia medze pevnosti v danom bode.
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dopredu predpisat. V takom pripade ide o niitené $irenie trhliny. Aj ked’ je Sirenie
trhliny predpisanou rychlostou v rozpore so zdkladnym principom dynamickych
modelov seizmického zdroja (pretoZe trhlina sa $iri bez ohl'adu na to, ¢i v danom
mieste vznikli podmienky na vznik trhliny alebo nie), ide o ddleZity zdkon z hl'adiska
testovania a najmé z hladiska inicializdcie spontdnneho Sirenia trhliny.

Pre uplnost’ dodajme, Ze pre 7. = 0 je TW zdkon trenia ekvivalentny s Cou-

lombovym zdkonom trenia.

Realisticky zdakon trenia. Laboratérne experimenty su samozrejme zjednodusené
v porovnani s redlnou situdciou na seizmickom zlome. VSeobecny zdkon trenia

moZeme zapisat' v tvare (Bizzarri a Coccol 20035))
of = p/(Di, DG, W, .., ¥, T, H, A, h, g, Ce) ol (0", py) . (3.3.19)

Takyto vieobecny z4pis vyjadruje, Ze koeficient trenia ;/ na zlome z4visi aj od vek-
tora sklzu D aj vektora rychlosti sklzu Dv. Stavové veli¢iny ¥, ..., ¥y umoZiuji
uvazovat’ predchadzajici vyvoj na zlome (napr. Ruinal [1983)). Teplota 1" umoziiuje
uvazovat’ duktilitu, natavenie a plastické spridvanie materidlu, pripadne vyparova-
nie, ktoré zdvisi aj od vlhkosti H (Dieterich a Conrad, [1984). Charakteristickd
di7ka povrchu kontaktu na zlomovej ploche \. umoZiiuje uvazovat drsnost a/alebo
topografiu povrchu zlomovej plochy (Ohnaka a Shen, |1999; |Ohnaka, [2003)) a v ko-
necnom dosledku aj mechanicku lubrikdciu kontaktu (Brodsky a Kanamori, 2001).
Ako sme uZ spomenuli, v skutocnosti je zlomova plocha skor zlomovou zénou.
Uvazovat miesto zlomovej zony plochu je mozné vzhladom na diskrétnu siet, avSak
hribka zlomovej z6ny bude mat’ velky vplyv na napitie na zlome. Vplyv kone¢nej
hriibky zlomovej zény, ktord vypliia tzv. gouge (tektonicky il), mbéZeme vyjadrit’
pomocou parametra g (napr. Marone et al., [1990; Marone a Kilgorel 1993} Mair
a Marone, 1999; Mair at al., 2002). Na procesy na zlome ma samozrejme vplyv
aj pevnost materidlu i a jeho chemické zloZenie C . Efektivne normalové napitie
o¢ss Je ur€ené z normdlového napitia na zlome a z tlaku kvapaliny v péroch py
(napr. |Andrews, 2002; Bizzarri a Coccol 2004} 2006alb), ktory znizuje celkovy tlak
na zlomovi plochu, a tym zniZuje aj velkost trenia na zlome.

Aj ked je zrejmé, Ze vSetky vysSie spomenuté parametre maju, resp. mali by

mat, vplyv na vznik a $irenie trhliny, ich presny vplyv a vzdjomny vztah je zatial
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predmetom velmi intenzivneho vyskumu a nie je v sic¢asnosti zndmy. Zakon trenia

v tvare (3.3.19) nie je preto na praktické pouzitie vhodny.

3.3.2 Metoda napitia v rozdelenych uzloch - TSN

Metédu napitia v rozdelenych uzloch, TSN (z angl. Traction at Split Nodes), ne-
zavislo navrhli a pouzili |Andrews (1973, [1976a,bl [1999) a Day (1977, [1982). Ich
verzie su mierne odliSné. Verzia, ktord navrhol Day, ma vo vSeobecnosti lepSie
vlastnosti, preto teraz vysvetlime iba tuto verziu.

V metéde TSN je zlomova plocha reprezentovand sietovou plochou pokrytou
tzv. rozdelenymi uzlami. Rozdeleny uzol md dve Casti, Cast p.n.™, ktord patri
polpriesoru H* a &ast’ p.n.~, ktora patri polpriestoru H ~, pozri Obr. [3.3.6]

Casti p.n.* a p.n.~ rozdeleného uzla maju rozne *polpriestorové’ veli¢iny (napr.
hmotnost, posunutie, rychlost posunutia, pdsobiace sily, materidlové parametre),
ale zdiel'aju rovnaké *zlomové’ veli¢iny (napr. sklz, rychlost’ sklzu, zékon trenia,
parametre zadkonu trenia).

Casti p.n.T a p.n.~ rozdeleného uzla sa vzhladom k sebe mdZu pohybovat,
t.J., m&ze vzniknut' diskontinuita v posunuti - sklz. Diskontinuitu v posunuti me-
dzi dvoma ¢astami p.n.™ a p.n.” rozdeleného uzla moéZeme povazovat za sklz
len za predpokladu

|Di| < h, (3.3.20)

teda ak je velkost sklzu ovela menSia ako velkost prvku. Inymi slovami, ak v do-
sledku vzdjomného pohybu Casti rozdeleného uzla nemusime uvazovat' zmenu kon-
figuracie siete prvkov. Uvazujme normalovy vektor 77 smerujuci z polpriestoru H ~

do polpriestoru H*, pozri Obr. [3.3.6]

Obr. 3.3.6: Polpriestory H~ a H*, &asti p.n.” a p.n.™ rozdeleného uzla a normélovy

vektor 7i.
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Cast’ p.n.~ rozdeleného uzla ma hmotnost M/~ a pdsobi naii sila F~, ktoré je
iba dosledkom deformadcie v polpriestore H ~—, pripadne désledkom sily posobiace;j

v polpriestore H . Zrychlenie Casti rozdeleného uzla p.n.~ je

F-
a = —. 3.3.21
a = ( )
Analogicky zrychlenie asti rozdeleného uzla p.n.* je
F+
2+
PretoZe na zrychlenie Casti rozdeleného uzla maju vplyv iba sily pdsobiace v polp-

riestoroch, vztahy (3.3.21) a (3.3.22) opisuji pohyb ¢asti uzlov, ako keby boli

na volnom povrchu polpriestorov.

Jedind interakcia medzi polpriestormi je sprostredkovand vektorom celkového
napitia. KedZe ide o viizbu medzi dvomi polpriestormi, hovorime o napiti vizby
(constraint traction) 7°(77) . Pomocou napitia viizby T (i7) mbZeme simulovat rozne
stavy na zlome, t.j., stav bez trhliny alebo stav s trhlinou. Vektor fc(ﬁ) vyjadruje
silové pdsobenie polpriestoru H na polpriestor H~. Oznatme A velkost’ plochy
kontaktu, ktord prislicha jednému rozdelenému uzlu. Potom mdZeme silu vizby

(constraint force) posobiacu v Casti p.n.~ rozdeleného uzla zapisat' v tvare

—

Fom = F¢ = A . T(i) . (3.3.23)
Zrychlenie Casti p.n.” rozdeleného uzla s uvdZenim vizby bude potom

1 /- B 1 /- .
i = — (F- Fc") - (F— A TC>. 3.3.24
“ M- ( + M- + ( )

Analogicky, sila vizby v Casti p.n.™ rozdeleného uzla je
Fot = —F = — A . T(f) (3.3.25)
a zrychlenie

gt — % (ﬁ+ n ﬁc’+> - % <ﬁ+ A f) . (3.3.26)

Pripomeinime, Ze pociatocné napitie zodpovedad rovnovdZnemu stavu a pohyb je

iba dosledkom napitovej varidcie. K zrychleniu v Castiach rozdeleného uzla teda
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prispieva iba napitova variicia AT = T — T° a zrychlenie mo6Zeme zapisat
v tvare
— 1 =1 =
) (3.3.27)

- — {Fi(t) FA- [Tc(t) . TOH .
Aproximdciou Casovej derivacie centrdlnym diferenénym vzorcom 2. rddu dosta-

neme vztah pre vypocet rychlosti posunutia casti rozdeleného uzla v tvare

(e ) o (o)
) (3.3.28)
t — —»C —,
+ m{pi(t):FA. [T(t)—TOH .

Dosadenim rychlosti posunutia v tvare (3.3.28)) do rovnice (3.3.3) dostaneme

vyjadrenie pre rychlost’ sklzu v tvare

At At
Dy — | = Dv - —
v(t—i—2> v(t 2)

M-F*H(t) — MYF-(1 (3329
+AtB{ A.()_ <)—[fc(t)+f°]},

(M- + M)
kde
M-+ M*
B =A W (3.3.30)

Ako sme uZ povedali, pomocou napitia vidzby T° mozeme simulovat rozne
stavy na zlome. Teraz ndjdeme testovacie/porovndvacie napdtie (trial traction),
Te = Tet , ktoré zaruci, Ze rychlost’ sklzu bude nulova. Inymi slovami, ak v danom
rozdelenom uzle eSte nevznikla trhlina, aplikdciou napitia T zaru¢ime, 7e kontakt
sa aj nadalej bude spravat’ ako spojité prostredie. Ak v danom rozdelenom uzle
trhlina uz vznikla, potom aplikécia napitia Tet sposobi, ze sklz prestane v danom
rozdelenom uzle rast, t.j., Ze v danom bode prestane proces sklzu.

Napitie je definované v Case t, zatial ¢o rychlost’ sklzu je definovand v Case
t+ % . Podmienku, Ze testovacie napitie zaru¢i nulovu rychlost’ sklzu teda m6Zeme

formulovat’ dvomi spdsobmi. Alebo ju definujeme v tom istom case, v Case ¢,
Te(t) = T(t) = Do) =0, (3.3.31)
alebo je Cas pre rychlost’ sklzu o At posunuty:

100



Modelovanie Sirenia trhliny na seizmoaktivnom zlome

Te(t) = Tt) = D@ (t + %) = 0. (3.3.32)

PretoZe napitie ur¢ené z podmienok (3.3.31) alebo (3.3.32) je aplikované v schéme

diskrétnej v Case, predpisané napitie posobi od Casu ¢ — % do Casu ¢t + %. Preto

pri pouziti podmienky (3.3.31) mdZe nastat’ tzv. spitny sklz. Pri spidtnom sklze

trenie nebrani pohybu, ale naopak, podporuje/vyvoldva ho, a tak je poruseny zdkon

zachovania energie. Je teda zrejmé, Ze spitny sklz je nefyzikdlny. Vzniku spédtného

sklzu nedochddza pri pouziti podmienky (3.3.32) (Day} 2005, osobna komunikacia).
Z rovnice (3.3.29) a podmienky (3.3.32) dostaneme testovacie napitie v tvare

Tet(t) =
1 ; dt & =
—M MDy (t — — ) + M F*(t) — M*F-(t) (3333
o, At 2

A~ (M- + MY

Napitie Tet uplne kompenzuje momentdlne namdhanie kontaktu v désledku de-
formécie polpriestorov + a —, aj v dosledku vzdjomného pohybu Casti rozdeleného
uzla. Velkost’ napitia Tet je teda rovnakd ako velkost’ namdhania kontaktu. Ak je
namdhanie kontaktu mensSie alebo rovnaké ako momentélna pevnost zlomu S ur-
¢end zdkonom trenia, potom skuto¢né napitie v danom bode na zlome bude rovné

testovaciemu napitiu, v dosledku ¢oho nevznikne v danom bode trhlina, t.j.,
Ta@)| < S@) = To() = T |

At
DU<t+7> = 0.

(3.3.34)

Ak je namahanie kontaktu vicSie ako pevnost zlomu, kontakt nevydrzi zataz a roz-
trhne sa. Na kontakte/zlome bude posobit’ iba napitie trenia, ktoré vSak nevykom-
penzuje celd zataz kontaktu. ZvySok namdhania sposobi vzdjomny pohyb casti

rozdeleného uzla, t.j.,

]fct(t)) > S(t) = Te(t) = T/(1)

po(i+ &) 4o,

Prave kvoli tomu, Ze napitie 7 je nutné porovnavat's pevnostou zlomu, vznikol

(3.3.35)

ndzov testovacie/porovndvacie napitie. Tento ndzov je vSak zjavne zavadzajuci.
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Ako sme uz uviedli v rovnici (3.3.6), na zlome predpokladdme iba tangencidlny
pohyb, preto normélova zlozka napitia 7, zo vztahu (3.3.33), bude urdend testo-
vacim napitim,

TH(t) = Tt , (3.3.36)

n

ktorého dosledkom bude normélovd zlozka diferencialnej rychlosti nulova, pozri
vztah (33:29). Dosadenim tangencidlnej zlozky napitia 7/ do rovnice (3.3.29)

moZeme tangencidlnu zlozku rychlosti sklzu vyjadrit' v tvare
= At . Fct = f
Dy (t+ 5 ) =AtB [Tsh(t) ~ ] . (3.3.37)

Velkost’ tangencidlnej zlozky napitia T/ bude urdend pevnostou zlomu S, t.j.

zakonom trenia, a smer vektora T7 bude urceny vektorom 'f,
Th(f) = S(t) - T(t), (3.3.38)

Vektor 7 je jednotkovy vektor a je uréeny z podmienky, Ze trenie pdsobi proti
pohybu.

Rychlost’ sklzu Dv,;, vyjadruje relativny pohyb polpriestoru H* vzhladom
na polpriestor [~ . Napitie ifh v8ak, vzhladom na definovand orientdciu nor-
malového vektora 77 (pozri Obr. [3.3.6), vyjadruje silové pdsobenie polpriestoru H*
na polpriestor /~. Podmienku, Ze trecie napitie pdsobi proti pohybu, tak m6Zeme

zapisat' v tvare

T4 (t D (t
wll) _ Dialt) (3.3.39)
S | DUam(t) |
Rychlost sklzu je definovand pre ¢as ¢ — 4! a ¢ + £¢, preto D, (t) mdzeme
aproximovat’ vztahom
1 At At
Dig(t) = = | Dig, (t — =) + Dy, (t+ =) | . (3.3.40)
2 2 2
Dosadenim vztahu (3.3.37) do (3.3.40) a potom do (3.3.39) dostaneme
. At _’f . —
| DU ()] + S(t) > B | T,(t)=S(t) 7, (3.3.41)
kde
1 At -
¥ =3 [Dﬁsh (t - 7) + dtBTSC,tZ(t)] . (3.3.42)
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Z rovnice (3.3.47) vyplyva, Ze vektor fs’; (t) md smer vektora ¥ a teda, Ze

|

T = = (3.3.43)

=1

Vztah (3.3.35) tak mdZeme zapisat v tvare

n

]fct(t)) > S(t) = Te(t) = Tet)
Te,(t) = S(t) T(t), (3.3.44)
D (t + %) £ 0,

kde vektor 7" je vypocitany podla vztahov (3:3.42) a (3.3.43).

Podl'a Daya (Day, 2005, osobnd komunikdcia) tento pristup, t.j. uréenie testova-

cieho napitia tak, aby Dv (t + At/2) = 0 auréenie smeru napitia trenia zo smeru
D (t), mdze niekedy viest’k vzniku velkych oscildcii v smere rychlosti sklzu. Podla
Daya je moZzné tymto oscildcidm predist, ak je smer napitia trenia uréeny zo smeru

Dv (t + At/2), tj., ak podmienku (3.3.39) nahradime podmienkou

At
piia (1 + %)

—

T, (1) 2
HACA | (3.3.45)
5 ‘ D, <t 4 —A;) '

Dosadenim vztahu (3.3.37) do (3.3.45)) dostaneme

S+ | Tty = Tho) || Thet) = S Tae) (3.3.46)

Z rovnice (3.3.46) je zrejmé, 7e napiitie T/, m4 rovnaky smer ako testovacie napitie
Pt
TS ateda B
ct
A Tsh

= = (3.3.47)
T3,

Modifikovand verzia sa sprava vzdy korektne (Day, [2005, osobnd komunik4cia).
Pre tplnost dodajme, Ze podmienkou pouZitia metddy TSN je predpoklad malych
posunuti, t.j.,

h > |Dig| , (3.3.48)

kde A je sietovy krok. Inymi slovami, narastajici sklz nesmie zmenit konfiguraciu
dvojic rozdelenych uzlov. Dal§imi nutnymi podmienkami pre pouZitie metédy TSN
je, aby metdda, do ktorej bude TSN implementovand, bola explicitnd v Case, a aby

sila aplikovand v jednom uzle urychlila pocas jednej ¢asovej hladiny iba jeden uzol.
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3.3.3 Implementacia TSN metédy

Ako sme uZ spomenuli, metdédu TSN navrhli a implementovali na sebe nezavislo
Andrews| (1973, 1999) a Day (1977, |1982). Andrews implementoval svoju formu-
laciu TSN do metédy konecnych diferencii, s priestorovym diferencovanim ek-
vivalentnym s metédou konecnych prvkov. Day implementoval svoju formuldciu
TSN do algoritmu metédy kone¢nych diferencii na Ciastocne striedavo usporiadane;j
sieti. Festa (2004) implementoval metédu TSN do metddy spektrdlnych prvkov.
Na implementédciu TSN pouZil Neumannovu okrajovi podmienku s predpisanym
vektorom napitia na hranici spektralneho prvku. Aj ked je metéda spektralnych
prvkov velmi blizka MKP, takyto pristup by v pripade MKP znamenal porusenie
jednej zo zdkladnych podmienok pre aplikdciu metddy. Sila aplikovand v jednom
bode na hranici prvku by pocas jedného ¢asového kroku urychlila nie jeden uzol,
ako pozaduje TSN, ale dva uzly, ktoré leZia na danej hranici.

Dalej vysvetlime nasu implementéciu TSN do algoritmu MKP s vratnou silou.
MKP schéma (3.1.13)) je explicitnd, ¢im je splnend jedna z podmienok pre imple-
mentaciu TSN. Druhou podmienkou je, aby sila pésobiaca v jednom uzle urychlila
pocas jednej Casovej hladiny iba tento uzol. Pre schému (3.1.13) tito podmienka
znamend, Ze globdlna matica hmotnosti M musi byt'diagondlna. Ak globalna matica
hmotnosti nie je diagondlna, je nutné pouZit tzv. sustredend maticu hmotnosti M,
vztah (1.3.114).

Zlomova plocha je vo vypoctovom modeli pokrytad rozdelenymi uzlami, zvySok
vypoctovej oblasti je pokryty obyCajnymi uzlami. Pripomeiime, Ze rozdeleny uzol
md dve asti, p.n.T a p.n.”. Cast p.n.T patri iba polpriestoru HT a &ast’ p.n.”
patri iba polpriestoru H—. Casti jedného rozdeleného uzla maji rovnaki polohu
a zdielaji spolo¢né veli¢iny pre trenie/kontakt (napr. sklz, rychlost’ sklzu, trenie,
koeficienty trenia), ale maju kazdy svoje vlastné veli¢iny pre polpriestor (napr.
hmotnost,, posunutie, rychlost posunutia, materidlové parametre). Toto kladie dalSie
podmienky na proces skladania lokdlnych systémov rovnic do globdlneho. Pocas
procesu vytvarania globdlnych veli¢in (globdlna matica hmotnosti, globalny vektor
vratne]j sily) z lokdlnych veli¢in (lokdlna matica hmotnosti a lokdlny vektor vratnej

sily) musime zabezpecit, aby vratnd sila v uzle p.n.* bola iba v désledku deformacie
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v polpriestore H™ a naopak, aby vratnd sila v uzle p.n.” bola iba v dosledku
deformdcie v polpriestore H~ . Analogicky musime zabezpecit, aby hmotnost'v uzle
p.n." bola iba dosledkom rozloZenia hustoty v polpriestore H a hmotnost uzla
p.n.” iba dosledkom rozloZenia hustoty v polpriestore [~ . Inymi slovami, ak by
sme neuvazovali Ziadnu interakciu medzi ¢astami rozdeleného uzla p.n.™ a p.n.”,
tak by sa povrchy polpriestorov spravali ako volné povrchy.

Ako sme uZz naznacili v predchadzajticej kapitole, prvym krokom TSN algoritmu
je vypocet testovacieho napiitia 7 podl'a vztahu (3:333). Sily F *(m) a F —(m)
(m predstavuje Casovi hladinuv ase t = m - At) st priamo zlozkami globdlneho
vektora vratnej sily v Castiach rozdeleného uzla.

Vektor testovacieho napitia T modzeme rozloZit na normalovd a tangencidlnu
zlozku pomocou tychto vztahov:

Te (m) = [f” (m) - ﬁ} m,
B g - (3.3.49)
T3, (m) = T (m) = T7" (m) .

Draha sklzu [, definovana rovnicou (3.3.12)), moZe byt aproximovand vztahom

I(m) = l(m — 1) + At | Dv (m — 1)| . (3.3.50)

1
2
Dréha sklzu [ je pouzitd na vypocet pevnosti zlomu S(m), ak je pouzity LSW zdkon
trenia, rovnica (3.3.11)), resp. (3.3.13)), alebo fyzikélne konzistentny Ohnakov zakon
trenia zavisly od sklzu, rovnica (3.3.14), resp. (3.3.13).

Na zédklade vyhodnotenia okrajovych podmienok na kontakte vypocitame napitie

viizby podla vztahov (3.3.34), (3.3.44) a (3.3.47). Rychlost sklzu na zlome v stave
s trhlinou vypocitame zo vztahu (3.3.37).

KedZe pouzivame schému vo formuldcii s posunutim, musi byt’ vysledkom im-
plementacie TSN do MKP algoritmu posunutie v ¢astiach rozdeleného uzla. Pohyb
taziska oboch ¢asti rozdeleného uzla vypocitame podla

Ft(m) + F~(m)
M+ + M-

Toent (M 4+ 3) = Toeme (m — 1) + At (3.3.51)

Rychlost’sklzu, t.j., diferencidlna rychlost medzi Castami rozdeleného uzla, je potom
rozlozena medzi Casti rozdeleného uzla na zaklade ich hmotnosti:
+

vT (m‘i_%) = Ucent (m—i_%) :FAtm

D (m + 3) . (3.3.52)
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Posunutie v Castiach rozdeleného uzla je potom

@T(m+1) =aF(m—1) + AtTT (m+ 1) . (3.3.53)

3.3.4 Numerické testy

Numerické testy s 8GK a redukovanou 8LK

Ako sme uz v kapitole [3.1.5 uviedli, numerické testy s dynamickym zdrojom nas
viedli k zdveru, Ze 8-bodova Gaussova kvadratira, resp. presnd integricia, nevedd
k spravnym vysledkom. V tejto Casti strucne charakterizujeme vykonané numerické
testy s 8LK a 8GK pre spontdnne sa Siriacu trhlinu na zlome. Vysledky numerickych
testov s kinematickym bodovym zdrojom s redukovanou 1GK ukdzali, Ze tato
kvadratira nie je kvoli velkym oscildcidam v praxi pouziteInd. Preto sme ju v tychto
testoch uZ neuvazovali.

Pre spontdnne Sirenie trhliny na zlome neexistuje analytické rieSenie. Preto sme
ako referen¢né rieSenie zvolili rieSenie Andreu Bizzarriho z INGV v Bologni v Ta-
liansku (Bizzarri, 2004), ktory pouziva vypoctovy program Joe Andrewsa. Program
Joe Andrewsa pouZivaju viaceri seizmoldgovia na svete a je preto mozné pred-
pokladat, Ze vysledky ziskané s tymto programom mdZeme pouZit ako referenc¢né
rieSenie.

V teste sme uvazovali zlom umiestneny v homogénnom neohrani¢enom elastic-
kom prostredi s hustotou 2700 kg.m 2, rychlostou P-vin 5196 km.s~! arychlostou
S-vin 3000 km.s~*. Boli pouzité prvky HEXS8 tvaru kocky s hranou 50 m. Z hla-
diska sietovej disperzie bol vypocet presny do priblizne 5 Hz. Z dovodu lepsieho
rozliSenia Casu vzniku trhliny v danom bode bol vo vypocte pouZzity ¢asovy krok
dvakrat mensi ako ten, ktory vyplyva z podmienky stability (3.1.18). Navyse kvoli
nepreskimanému vplyvu velkosti ¢asového kroku na rieSenie sme zvolili ¢asovy
krok rovnaky vo vSetkych troch vypoctoch a to At = 0.002775 s. Pociatocné
tangencidlne napitie na zlome bolo 20 M Pa a normdlové —30 M Pa (pouZzivame
konvenciu, Ze zdporné znamienko oznacuje tlak). PouZity bol LSW zdkon trenia
s parametrami: 1° = 0.93333, u” = 0.33333 ad. = 0.1 m. Vznik trhliny bol
inicializovany v kruhovej oblasti s polomerom 400m zvySenim tangencidlneho na-

pétia na hodnotu 27.999 M Pa, tj. o 10% nad medzu pevnosti. Pre porovnanie
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—— ReferenénérieSenie --- MKPs8GK  w MKPs8LK
MPa — m/s
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Obr. 3.3.7: Casové histérie tangencidlneho napitia (vlavo) a tangencidlnej zlozky
rychlosti sklzu (vpravo). RieSenie ziskané MKP s 8LK sa zhoduje s referenénym

rieSenim.

rieSeni boli zvolené snapshoty rychlosti sklzu v rovine zlomu a ¢asovy priebeh na-

pétia a rychlosti sklzu v niekolkych prijimacoch na ploche zlomu. Na Obr. 3.3.7]

8-bodovd Gaussova kvadratira

- o

0.13875s 0.27750 s 0.41625s 0.55500 s

8-bodovd Lobattova kvadratira

0.13875s 0.27750 s 0.41625s 0.565500 s

Referencné rieSenie (Andrea Bizzarri, INGV, Bologna, Taliansko)

Obr. 3.3.8: Vyvoj U-zlozky rychlosti sklzu na ploche zlomu pri pouZziti 8GK a 8LK
a v referen¢nom rieSeni. Farby predstavuji velkost rychlosti sklzu. Ind farebnd $kdla
pri referenénom rieseni je dosledkom odli¥ného spracovania vysledkov. Cervené kri-
ziky indikujd polohu prijimaca, v ktorom boli zaznamendvané napitie a rychlost’ sklzu
zobrazené na Obr. @
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vidiet' porovnanie Casovych historii napitia a rychlosti sklzu v jednom zvolenom
bode na ploche zlomu. Priblizna poloha bodu je indikovand kriZikom na Obr. [3.3.§]

Z porovnania rieSeni na Obr. [3.3.7]je zrejmé, Ze pri pouZiti 8GK je ndrast napitia
v sledovanom bode pomalsi, coho dosledkom je neskorSi vznik trhliny. RieSenie
ziskané s 8LK je vo velmi dobrej zhode s referenénym rieSenim. Na Obr. je
vidiet’ ¢asovy vyvoj trhliny pri pouZziti 8GK a 8LK. V pripade referencného riesSenia
je k dispozicii iba stav trhliny na konci vypoctu. Uz od zaciatku si relativne velké
rozdiely v rieSeniach 8GK a 8LK. RieSenie 8GK je zjavne viac rozkmitané. Spo-
Ciatku sa samotny tvar trhliny velmi neli§i. V ¢ase ¢ = 0.27750 s vidiet pri pouziti
8LK vznik tzv. bifurkdcie, ktord sa dalej zvicSuje. V pripade pouZzitia 8GK vSak
vznik bifurkécie nepozorujeme.

Vykonané numerické testy nds viedli k zdveru, Ze pre problémy s dynamickym
seizmickym zdrojom nie je moZzné pouZit’ presnd integraciu, t.j., 8GK, nakolko
vysledky sa nezhodovali s referenénym rieSenim. PouZitim redukovanej 8LK sme
dostali rieSenia vo velmi dobrej zhode s referenénym rieSenim. Pre problémy s dy-
namickym zdrojom nie je problémom ani mensi Casovy krok pre schémy s re-
dukovanou integraciou v porovnani so schémami s presnou integraciou, nakolko
kvoli lepSiemu casovému rozliSeniu ¢asu vzniku trhliny sa beZne pouzivaju ¢asové
kroky vyrazne mensie ako maximélny ¢asovy krok, ktory je mozné pouzit’ podla

podmienky stability.
Porovnanie relativnej rychlosti konvergencie

Ako uz bolo skor uvedené, pre problém spontdnneho Sirenia trhliny neexistuje
analytické rieSenie. Preto je velmi d6leZité porovnat’ aspori rozne numerické rieSenia
navzdjom pre rovnaku konfigurdciu. Steve Day a kolegovia (Day et al., 2005;
Dalguer a Day, 2006, 2007) postupne porovnali pre ti istd konfigurdciu numerické
spravanie metddy hrani¢nych integrdlov, implementdcie Dayovej formuldcie TSN
do konecno-diferencnej schémy na Ciastocne striedavo usporiadanej sieti (DFM),
"thick-fault’ metody Raula Madariagu (Madariaga et al.||1998)), *stress-glut’ metody
Joe Andrewsa (Andrews), [1999) a implementacie 1. a 2. rddu Dayovej formulacie

TSN do konec¢no-diferencnej schémy na striedavo usporiadane;j sieti.
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Obr. 3.3.9: Geometricka konfiguracia Testu ¢. 3 v rdimci SCEC Benchmark iniciativy
(Harris et al.l [2004). Zlom je umiestneny v homogénnom neohrani¢enom elastickom
kontinuu. Trhlina sa moZze §irit’ iba v oblasti 30 km x 15 km. Mimo tejto oblasti je
pevnost kontaktu nekonecnd. Spontinne Sirenie trhliny je inicializované vo Stvorcovej

inicializacnej z6ne (Seda plocha) v strede zlomovej plochy.

Praca Daya a kolegov je prvou (a zatial jedinou) pracou, kedy boli rézne metédy
pouzivané na rieSenie spontdnneho Sirenia trhliny na zlome systematicky porovnané
pre tu istd konfiguraciu. Preto sme sa rozhodli porovnat numerické spravanie nasej
implementdcie TSN do algoritmu MKP podl'a postupu uvedeného v pracach Daya
a kolegov. Dalsi text tejto Casti vychddza z prace Moczo et al. (2007b). Pre tiplnost
dodajme, Ze v tejto préci st publikované aj porovnania troch réznych implementacii
TSN do konec¢no-diferencnej schémy na striedavo usporiadane;j sieti. Od implemen-
tacie Dalguer a Day|(2007), ako aj navzdjom, sa liSia raidom aproximécie.

Day a kolegovia zvolili ako zdklad pre ich testy Test ¢. 3 v rdmci SCEC Bench-
mark iniciativy (Harris et al., 2004). Rovinny zlom je umiesteny v homogénnom
neohrani¢enom elastickom kontinuu. Geometricka konfiguracia zlomovej plochy je
na Obr. [3.3.9] Pri testoch bol pouzity LSW zikon trenia. Materidlové parametre
a parametre zdkona trenia si uvedené v Tab. [3.3.1] Spontdnne Sirenie trhliny bolo
inicializované v $tvorcovej inicializaénej z6ne, kde bolo pociatoéné napitie o 0.4%
vicSie ako medza pevnosti, coho dosledkom je okamzity sklz v inicializacnej zone.
Sklz bol povoleny len v oblasti 30 km x 15 km. Mimo tejto oblasti bola medza
pevnosti kontaktu nekonec¢nd, takze nikdy nemohlo ddjst’ k poruseniu kontaktu.

Numerické vypoéty pre rozne velkosti prvku h a pre rozne Casové kroky At
st sumarizované v Tab. Cielom testov bolo sledovat vplyv velkosti prvku

na presnost’ rieSenia. Ako referencné rieSenie bolo pouZité rieSenie DFMO0.05 Day
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Tabulka 3.3.1: Materidlové parametre a parametre zdkona trenia pre konfigurdciu

na Obr. 3.3.9}

P-wave velocity: 6000 m/s Within fault area of 30 km x 15 km
S-wave velocity: 3464 m/s Outside
Density: 2670 kg/m? Outside
Nucleation nucleation fault area

Parameters zone zone
Initial shear traction T [MPd 81.6 70.0 70.0
Initial normal traction T. [MPq 120.0 120.0 120.0
Static coefficient of friction Hs 0.677 0.677 infinite
Dynamic coefficient of friction g 0.525 0.525 0.525
Static yielding stress Ts  [MPd 81.24 81.24 infinite
Dynamic yielding stress Ta [MPa] 63.0 63.0 63.0
Dynamic stress drop To—Ts  [MPd 18.6 7.0 7.0
Strength excess Ta—Ta  [MPd -0.36 11.24 infinite
Critical slip distance D. [m] 0.40 0.40 0.40

Tabulka 3.3.2: Velkosti priestorového kroku h a asového kroku At pouZzitych pri nu-

merickych simuldcidch. Priemerné a maximalne hodnoty RMS misfitu ¢asu Sirenia

trhliny pre konfigurdciu na Obr. 3.3.9}

Gridspacinghm] | 50 | 75 | 100 | 150 | 250 | 300
Timestep At | 0.0033 | 0.005 | 0.0066 | 0.099 | 016 | 0.2
Ruemey | 034 | 062 | 084 | 124 | 210 | 255
rmary . | 085 | 164 | 220 | 340 | 522 | 581

et al.|(2005)) (DFM oznacuje pouziti metddu a 0.05 indikuje, Ze bol pouzity sietovy
krok 50 m).

Pre kazda simuldciu bol vypocitany RMS misfit medzi ¢asom Sirenia trhliny
v naSom rieSeni a referen¢nom rieSeni (DFMO0.05) pre vSetky body na zlomovej plo-
che. Z bodovych hodndt RMS misfitu Casu Sirenia trhliny bola vypocitand priemernd
hodnota na celej zlomovej ploche a maximdlna hodnota. Obe veli¢iny st uvedené

v Tab. Casy $irenia trhliny pre vietky vypoéty st zobrazené na Obr. [3.3.10
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| —— MKP rieSenie —— Referenéné rieSenie — DFMO0.05 (Day et al., 2005) |

Obr. 3.3.10: Grafické zndzornenie asov §irenia trhliny na zlomovej ploche. Ciernou

farbou st znazornené MKP rieSenia a Cervenou farbou referenéné rieSenie.

Hodnoty priemerného RMS misfitu ¢asu $irenia trhliny pre vypocty s réznym pries-
torovym krokom su graficky porovnané na Obr. s dal§imi vysSie spomina-
nymi metédami. PretoZe aj referencné rieSenie je len priblizné rieSenie, nie je mozné
pozerat' na Obr. [3.3.T1] ako na absoldtne porovnanie presnosti metdd. Je vSak prav-
depodobné, Ze rieSenie DFMO0.05 je relativne presné. Preto z Obr. [3.3.11 m6Zeme
porovndvat’ rychlost’ konvergencie jednotlivych metéd. Na Obr. 3.3.T1] je okrem
zavislosti od priestorového kroku zndzornend aj zavislost od vzorkovania tzv. bre-
akdown zény. Sirka breakdown zény sa meni v z4vislosti od ¢asu $irenia trhliny,
ale aj v zdvislosti od smeru $irenia. Vzorkovanie breakdown zény v Obr. [3.3.11]je
definované ako medidn poctu sietovych krokov v kohéznej zone v smere osi .

Z porovnania na Obr. 3.3.T1] je zrejmé, Ze jednozna¢ne najhorSou metédou
pre zvolend konfigurdciu je ’thick-fault” metéda v implementacii 2. aj 4. radu.

Aj ’stress-glut’ metéda ma este prili§ velké hodnoty RMS misfitu na to, aby islo

111



Vysledky dizertacnej prdce

o prejav faktu, Ze aj referencné rieSenie je len priblizné. Tento fakt sa vSak uz
moZe prejavit pri ostatnych metddach. Preto ich budeme porovnévat iba na zaklade
rychlosti konvergencie. NajrychlejSie konverguji DFM a BIM, ktoré majid velmi
podobni rychlost’ konvergencie. Druhu najrychlejSiu konvergenciu z uvazovanych
metdd m4 nasa implementicia TSN do MKP algoritmu a SGSN. Potom nasleduje
SG FD 2.-4. rdd, SG FD 2. rad a najpomalSie konverguje SG FD 4. rad. Pre dplnost’
dodajme, ze vSetky krivky su hladké, okrem dvoch - DFM a SGSN. Na oboch je
moZzné pozorovat mierny pokles pre priestorové vzorkovanie h = 100 m. Na prvy
pohlad posobi prekvapivo aj fakt, Ze metédy s vy$§im rddom implementécie kon-
verguju pomalSie. To je zrejmé z porovnania SG FD 2. rad, SG FD 2.-4. rdd, SG FD
4.rad a SGSN (SGSN je implementécia 1. a 2. radu). NavySe sa zd4, Ze rad presnosti
schémy pouzitej na Sirenie vin do okolia nemd velky vplyv na vysledni rychlost
konvergencie, nakolko rychlost' konvergencie SGSN a nasej MKP implementécie je
rovnakd, zatial co SGSN je implementdcia v kone¢no-diferen¢nej schéme 4. radu,
a pouzitd MKP schéma je 2. radu.

Tieto zistenia nds viedli k zdveru, Ze pravdepodobnym vysvetlenim zvlastneho
spravania metod v tomto teste je fyzikdlne nekorektne definovany samotny test. Ako
sme uZz spomenuli, spontdnne Sirenie trhliny bolo inicializované v Stvorcovej plo-
che v strede zlomovej plochy. Predpokladdme, Ze uZ aj samotny tvar inicializa¢nej
z6ny - Stvorec - mdze pre niektoré metédy znamenat’ problém. AvSak dolezitejsi je
priebeh pociato¢ného napitia. V inicializanej zéne je pociatoéné napétie mierne
vicSie ako medza pevnosti kontaktu a mimo inicializa¢nej z6ny mé hodnotu medzi
medzou pevnosti a dynamickym trenfm, ako je to vidiet'z Tab.[3.3.1] PretoZe norma-
lové pociatocné napitie je rovnaké v inicializacnej z6ne aj mimo nej, je na hranici
inicializa¢nej z6ny nespojity vektor poc¢iato¢ného napitia. To je v rozpore so za-
kladnymi fyzikdlnymi predpokladmi o spojitosti vektora napitia. Preto si myslime,
ze vysledky sumarizované v Obr. [3.3.11] s mierou toho, ako st rdzne metddy cit-
livé na nekorektne definovany problém. Vykonané testy vSak preukdzali, Ze nasa
implementdcia TSN do MKP algoritmu funguje a to aj v pripade pravdepodobne

nekorektne definovaného problému.
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Vzorkovanie breakdown zony
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—&— MKP 2. rad (Moczo et al., 2007b) —%— DFM (Day et al., 2005)

—— SG FD 2. rad (Moczo et al., 2007b) —®&— BIM (Day et. al, 2005)
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—=&— SG FD 4. rad (Moczo et al., 2007b) Thick-Fault 2.rad (Dalguer & Day, 2006)
—4@— SGSN (Dalguer & Day, 2007) Thick-Fault 4.rad (Dalguer & Day, 2006)
Referentné rieSenie pre BIM: BIO.1 (Day et al., 2005)

Referenéné rieSenie pre ostatné: DFMO0.05 (Day et al., 2005)

Obr. 3.3.11: Grafické porovnanie priemerného RMS misfitu ¢asu $irenia trhliny pre
rozne metddy simuldcie spontanneho Sirenia trhliny. RMS misfit je vypocitany relativne
vo¢i DFMO0.05 (Day et al.| 2005) okrem BIM metddy, kde bolo pouZité referenéné
rieSenie BI0.1 (Day et al., [2005)).
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3.4 Hybridna MKD-MKP metéda na simulaciu zemetraseni

Ako uZ bolo spomenuté, existuje viacero numerickych metdd, ktoré sa vyvijaji
a pouZzivaju sucasne. Je to dané tym, ze Ziadna z doteraz existujicich metdd nie je
najpresnejsia a zaroven najefektivnejsia pre vSetky konfiguracie prostredia a zdroja
seizmickych vin. Pre mnohé konfiguracie vlnového pola a prostredia je preto vy-
hodné kombinovat’ dve alebo viac numerickych metdd, aby sme dosiahli dostato¢nt
mieru presnosti a vypoctovej efektivnosti. Pre niektoré pripady je vhodné riesit
priestorovi zdvislost’ posunuti pouZitim jednej metddy a ¢asovi zdvislost’ pouzitim
inej metddy (napr. |Alexeev a Mikhailenko, [1980). V inych pripadoch je vhodné
rozdelit’ vypoctovu oblast’ na podoblasti a na rieSenie problému v kazdej Casti po-
uzit' najvhodnejSiu metddu. V snahe dosiahnut’ ¢o najvicsiu vypoctovu efektivnost’
a zaroven aplikovatelnost metédy na ¢o najvacsi okruh problémov bolo vyvinutych
niekol’ko hybridnych numerickych met6d, napr. |Ohtsuki a Harumil (1983), |Shtivel-
man (1984,|1985)), Van den Berg|(1984), Kummer et al.|(1987), Stead a Helmberger:
(1988)), Kawase| (1988)), (Gaffet a Bouchon| (1989)), [Emmerich| (1989, (1992)), |[Fah
(1992)); [Fah et al.| (1993)), Rovelli et al.|(1994])), Bouchon a Coutant| (1994)), [Roberts-
son| (1996), [Zahradnik a Moczo| (1996)), Moczo et al.| (1997)), Lecomte| (2004), Ma
et al.| (2004).

3.4.1 Konecno-diferenéna a MKP schéma

Met6da konecnych diferencii (MKD) je vo vSeobecnosti velmi robustnd, t.j., je
aplikovatelnd na zloZité nehomogénne prostredia. MKD je vicSinou aplikovana
na pravidelnych sietach. Prave kvoli pravidelnej sieti su algoritmy zaloZené na
MKD velmi efektivne. AvSak splnit’ okrajovi podmienku na nerovinnom volnom
povrchu je pre MKD v suicasnosti nevyrieSeny problém. Pre MKP je vSak takato
okrajovd podmienka prirodzenou. Z tohoto pohladu je vhodnejSie pouZit’ metédu
kone¢nych prvkov v konfigurdcidch s nerovinnym volnym povrchom alebo s dy-
namicky sa Siriacou trhlinou na seizmoaktivnom zlome. Okrem robustnosti metody
je velmi ddlezitym faktorom efektivnost’ numerickej metddy, t.j., napriklad kolko
opera¢nej pamite alebo vypoctového Casu je potrebné na vyrieSenie problému.

UvaZujme najskor homogénne prostredie. Pre takéto prostredie si MKD a MKP
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porovnatelne efektivne. To vSak za predpokladu, Ze bude pouzita MKP formulécia
pre prvky tvaru kocky, inymi slovami, aj MKP bude aplikovana na pravidelne;j sieti.
UvaZujme teraz prostredie s vnutornym rozhranim nepravidelného tvaru. Pre ta-
kyto fyzikalny model moZeme pouZzit MKD na pravidelnej sieti, ak bodové hodnoty
materidlovych parametrov nahradime efektivnymi hodnotami. Efektivnost MKD
schémy sa teda zdsadne nezmeni. AvSak MKP vyzaduje, aby prvky kopirovali tvar
rozhrania. To znamend, Ze musime pouZit prvky nepravidelného tvaru, ktoré su
vSak menej efektivne ako Specidlny algoritmus pre prvky tvaru kocky. MoZeme
teda povedat, ze MKD je efektivnejSia ako MKP. Pre tplnost’ dodajme, Ze formalne
je aj v MKP mozné uvazovat’ rozhranie prechadzajice vnitrom prvku. V takom
pripade sa efektivnost’ v porovnani s aplikdciou na homogénne prostredie nezment,
avSak dosledkom budd, samozrejme, ovela vi¢sie chyby.

Ak vyzadujeme, aby bola metdda aplikovatelnd na nerovinny volny povrch alebo
dynamicky sa Siriacu trhlinu na seizmickom zlome a zéaroven, aby bola efektivna
pre 3irenie seizmickych vin dalej od seizmického zlomu, je prirodzené, na zéklade
uvah o efektivnosti MKD a MKP, uvazovat o spojeni metddy kone¢nych diferencii
a metddy konecnych prvkov do jednej hybridnej metddy.

Moczo et al.| (1997) skombinovali konec¢no-diferencnd (KD) schému 2. radu
presnosti na konvencnej sieti so schémou MKP 2. rddu presnosti v Standardne;j
formuldcii s globalnou maticou tuhosti pre 2D P-SV simulécie seizmického pohybu
v sedimentdrnych a topografickych Struktirach. Ma et al. (2004) skombinovali KD
schému 4. rddu presnosti vo formulécii s rychlostou posunutia a napétim na striedavo
usporiadane;j sieti so schémou MKP 2. rddu presnosti vo formuldcii s vratnou silou
pre 2D P-SV simulécie seizmického pohybu.

My sme skombinovali KD schému 4. rddu presnosti vo formulécii s rychlos-
tou posunutia a napédtim na striedavo usporiadanej sieti so schémou MKP 2. rddu
presnosti vo formulécii s vektorom vratnej sily pre 3D simulécie seizmického po-
hybu v nehomogénnom viskoelastickom prostredi s nerovinnym volnym povrchom
a s kinematickym (bodovym alebo kone¢nym) pripadne dynamickym seizmickym
zdrojom.

Velkost priestorového kroku v MKP sieti je dvakrat mensia ako velkost’ pries-

torového kroku v KD sieti. Vzhladom k tomu, Ze KD schéma je 4. rddu presnosti
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a MKP schéma je iba 2. rddu presnosti ide, intuitivne, o rozumnd volbu. Kristek
a Moczo| (2006) pomocou numerickych testov pre 1D problém indikovali, ze KD
schéma 4. radu presnosti vo formul4cii v rychlosti a napiti na striedavo usporiadane;j
sieti vyZaduje mensi priestorovy krok, nez sa zvyc€ajne pouziva. Zvycajne sa pouziva
priestorovy krok dvakrat via¢si nez priestorovy krok pre KD schémy 2. rddu presnosti
na konvencne;j sieti. Priestorovy krok pre numerickud simuldciu dynamického Sirenia
trhliny na zlome je mensi ako ten, ktory je pouZivany pre Sirenie seizmickych vin.
Rovnako moZno predpokladat’, Ze aj kvoli dostato¢ne presnému pokrytiu topografie
volného povrchu bude potrebné pouzit’ mensi priestorovy krok neZ pre simuldcie

Sirenia seizmickych vin. Preto celkova presnost’ metédy ostane zachovana.

3.4.2 Vypoctova oblast’

Ako sme uz spomenuli, hlavnou mySlienkou naSej hybridnej metédy je umoZnit’
efektivnu simuldciu ¢o najrealistickejSich konfiguracii. M6ze ist’ o problém s to-
pografiou volného povrchu, nehomogénnym viskoelastickym prostredim alebo dy-
namickym modelom seizmického zdroja. Vo vypoctovej oblasti mdZeme uvazovat’
jednu alebo viac MKP oblasti, ktoré budui pokryvat'tie Casti vypoctovej oblasti, ktoré
nie je mozné riesit metédou konenych diferencii, t.j., Casti s topografiou volného
povrchu alebo dynamicky model seizmického zdroja. Vzhladom na efektivnost al-
goritmov zaloZenych na MKP a MKD je zrejmé, Ze oblasti pokryt¢é MKP by mali
Vypoctova oblast’ je schematicky zndzornend na Obr. [3.4.1]

Zlozky vektora posunutia v MKP oblasti (oblastiach) a zlozky vektora rychlosti
posunutia a tenzora napitia v MKD oblasti st aktualizované nezdvisle pomocou
MKP a MKD schém. V kazdej ¢asovej hladine musia MKP oblasti komunikovat’
s MKD oblastou. Vzhladom na vlastnosti schém nie je mozné, aby komunikovali len
na jednej sietovej rovine/ploche. Aby sme dosiahli stabilné a presné rieSenie, musime
na komunikdciu medzi MKP a MKD oblastami pouZit prechodovi zénu. Struktira
prechodovej zony a algoritmus komunikdcie medzi MKD a MKP schémami je

vysvetleny v dalSej kapitole.
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|:| | FE Region
- |:| FD Region
|:| Fault plane

Obr. 3.4.1: Tlustracia pokrytia vypoctovej oblasti. MKP oblast’ moZe pokryvat’ Cast’
s topografiou volného povrchu (vlavo) a/alebo ¢ast's dynamicky sa Siriacou trhlinou
na (vo vSeobecnosti) nerovinnej zlomovej ploche (vpravo). Zvysok vypoctovej oblasti
je pokryty KD sietou. Vo vypoctovej oblasti moZe byt viac MKP oblasti. Ttito mozZnost’
podporuje program FDFE3D napisany v jazyku FORTRAN 90/95.

3.4.3 MKD-MKP prechodova zéna

Princip MKD-MKP komunikacie — algoritmicky minimalna prechodova zéna

MKD a MKP schémy spolu komunikuju v kazdej ¢asovej hladine iba v tej casti
vypoctovej oblasti, kde sa MKD a MKP siete prekryvaju, t.j., v prechodovej zéne.
Sirka a tvar prechodovej zény sd uréené MKD schémami pre aktualizdciu zloZiek
vektora rychlosti posunutia a zloZiek tenzora napétia. Prechodova zéna je znazor-
nend na Obr. [3.4.2] Na obradzku je znizorneny rez konkrétnou prechodovou zénou.
Prechodov4 z6na je tvorend Dirichletovou hranicou MKP oblasti a Dirichletovou

z6énou MKD oblasti. Z obrazku je zrejmé, Ze Dirichletova hranica MKP oblasti je
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tvorend len jednou sietovou plochou a musi prechddzat’ cez MKD sietové body.
MobzZe mat Tubovolny stupiiovity tvar. V pripade MKD schémy 4. rddu presnosti
na striedavo usporiadanej sieti je potrebné predpisat’ rychlost’ posunutia v oblasti
s konec¢nou hribkou - preto hovorime o Dirichletovej zone MKD oblasti.

Lokélna hribka a (stupniovity) tvar prechodovej zény su uréené poZziadavkou,
aby zlozky vektora rychlosti posunutia v MKD sietovych bodoch na Dirichletovej
hranici MKP oblasti boli aktualizované vnutornou MKD schémou, t.j., tym istym
algoritmom, ktorym su aktualizované zlozky vektora rychlosti posunutia v ktorom-
kolvek inom vnitornom sietovom bode MKD oblasti. To je mozné iba vtedy, ak su
k dispozicii vSetky potrebné zlozky tenzora napitia. Zlozky tenzora napétia teda
musia byt k dispozicii aj v Dirichletovej zone MKD oblasti. Zlozky tenzora napitia
v Dirichletovej zéne MKD oblasti si vypocitané zo zloZiek rychlosti posunutia,
nakolko je velmi komplikované vypocitat’ zlozky tenzora napitia pomocou MKP
schémy na hraniciach medzi prvkami a teda aj v uzloch. Z algoritmického hladiska
je vyhodné, ak sd napitia v Dirichletovej zoéne MKD oblasti aktualizované Standard-
nou MKD schémou pre vnidtorné sietové body. Inymi slovami, je vyhodné, ak su
vSetky zlozky vektora rychlosti posunutia, ktoré potrebujeme na aktualizaciu napati
v Dirichletovej zone MKD oblasti, sicastou MKD siete.

MKEP siet’ v prechodovej zéne musi byt pravidelnd, nakol’ko MKD siet’ je pra-
videlnd a polohy MKD sietovych bodov obsahujicich zlozky vektora rychlosti
posunutia sa musia prekryvat's polohami MKP uzlov.

Algoritmus MKD-MKP komunikicie v algoritmicky minimélnej prechodovej
z6ne modze byt zhrnuty do nasledujicich krokov. Kvoli prehladnosti budeme pou-
Zivat symbol U pre Tubovolnd zlozku vektora posunutia, U pre Tubovolni zlozku
vektora rychlosti posunutia a 7" pre Iubovolni zloZku tenzora napitia. Indexy FD
a FE indikuju prisluSnost veli¢iny k MKD, resp. MKP, sieti. Index m znaci ¢asovu

hladinu.

e Posunutia Ugg(m + 1) st aktualizované vo vnitornych bodoch MKP oblasti,

t.j., vo vSetkych uzloch neleziacich na Dirichletovej hranici MKP oblasti.
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Obr. 3.4.2: Tlustracia algoritmicky miniméalnej prechodovej zény pre MKD-MKP ko-
munikéciu v kazdej ¢asovej hladine. Kvoli jednoduchosti a prehl'adnosti je zobrazend
iba vertikdlna sietovd rovina s x- a z- zloZkami vektora rychlosti, U a W, norma-
lovymi zlozkami tenzora napitia, 1., Ty, a 7., a tangencidlnou zloZkou tenzora
napitia, T,. hrp je priestorovy krok v MKD sieti, hrg je priestorovy krok v pravi-
delnej Casti MKP siete v prechodovej zone a v jej blizkosti (zvySok MKP siete moZe
byt pokryty nepravidelnou sietou). Na indikdciu polohy zloZiek vektora posunutia v
MKP sieti nie je pouzity Ziadny symbol. V kazdom uzle v MKP sieti, t.j., v kazdom

priese¢niku sietovych Ciar v MKP sieti, st k dispozicii vSetky zloZky vektora posunutia.

e Zlozky tenzora napitia 7'(m) st aktualizované v sietovych bodoch MKD ob-
lasti, t.j., vratane MKD sietovych bodov obsahujucich zlozky tenzora napitia
v prechodovej zone.

e Zlozky rychlosti posunutia Up(m + £) st aktualizované vo vnitornych bo-
doch MKD oblasti.

e Zlozky rychlosti posunutia v Dirichletovej zone MKD oblasti (t.j., v MKD
sietovych bodoch naznacenych zdvojenymi Stvor¢ekmi a krizkami v Obr. [3.4.2))

st aktualizované pomocou MKP zloZiek posunutia v tych istych polohéch:
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UFE(m + 1) — Um(ﬂl)
At '

Up(m + 1) = (3.4.1)

e Posunutia Ugz(m + 1) na Dirichletovej hranici MKP oblasti st aktualizované

pomocou MKP posunuti a MKD rychlosti posunutia v tom istom sietovom bode:
Um(m + 1) = Um(m) + At Um(m + 1) . (3.4.2)

Pripomeinime, Ze Dirichletova hranica MKP oblasti je jedna (stupfiovitd) sietova
plocha, ktord prechddza cez MKD sietové body. V jednom MKD sietovom bode
je definovand jedna zlozka vektora rychlosti posunutia alebo normélové zlozky
tenzora napitia alebo jedna tangencidlna zlozka tenzora napitia alebo Ziadna ve-
li¢ina. Symbolicka rovnica (3.4.2)) vSak pozaduje vSetky zlozky vektora rychlosti
posunutia v jednom MKD sietovom bode. Chybajuce zloZzky (vZdy minimalne dve)
vektora rychlosti posunutia musime preto interpolovat’ z hodnot v okolitych sieto-
vych bodoch. VSetky mozné polohy MKP uzla, pre ktoré je potrebné interpolécia,
st schematicky znazornené na Obr. [3.4.3]

St mozné tri konfiguricie, na Obr. m oznacené 1a, 1b a 1c, kedy su hodnoty
rychlosti posunutia dostupné na sietovej ¢iare. Ozna¢me symbolom p skutocny
MKD sietovy index pozdiZ sietovej &iary v lubovolnom z troch smerov kartézskeho
stiradnicového systému. Potom interpola¢né vzorce 4. radu presnosti pre tieto tri

konfigurdcie moZeme zapisat' v tvare

fp:%f_%+%f+%_%f_%+%f+%v (3.4.3)
_ 5 15 5 1

=% 71+1—6f+%—ﬁf+%+1—6f+g> (3.4.4)
_ 35 35 21 5

S PR FNES PR XA (3.4.5)

kde indexy na pravej strane indikuju relativnu polohu vzhl'adom k bodu s indexom
p, tj., index —% znaci p — %

Je zrejmé, Ze konfiguricie 2a, 2b a 2¢ z Obr. @ (pozadovana zloZzka rychlosti
posunutia je k dispozicii v rovnakej sietovej rovine ako MKP uzol), budd vyzado-
vat’ zlozitejSie interpolacné vztahy. Ozname p, g skutocné MKD sietové indexy
v ktorejkol'vek zo sietovych rovin rovnobeznych s rovinami kartézskeho systému.

Interpolacné vzorce 4. radu presnosti pre tieto konfigurdcie moéZeme zapisat'v tvare
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kde opit'indexy na pravej strane znacia relativnu polohu vzhladom k bodu s indexom

1

index —3,

P, ¢, ti., —3 znafipolohup — 3, ¢ — 3

NajzlozitejSie interpolacné vztahy su potrebné v pripade konfiguricii 3a, 3b
a 3¢ na Obr. [3.4.3] (poZadované zlozky rychlosti posunutia nie su k dispozicii v tej
istej sietovej rovine ako MKP uzol). Oznacme p, ¢, r skutocné MKD sietové in-
dexy pozadovanej polohy. Potom interpolacné vzorce 4. radu presnosti pre tieto tri

konfigurdcie mdZeme zapisat’ v tvare
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kde opit'indexy na pravej strane znacia relativnu polohu vzhladom k bodu s indexom

1
29

1

r R

p. ¢, 7, tj., index —1, —1 —1 zna&ipolohup — I, ¢ — 3,

Vykonali sme podrobné testy numerického spravania algoritmicky najmensej
prechodovej zony zobrazenej na Obr. Niektoré z testov budd uvedené v dal-
Sej kapitole, kde budi porovnané aj so spravanim zdokonalenej prechodovej z6ny.
Numerické spravanie algoritmicky minimdlnej prechodovej zény je stabilné, avSak
vSetky rieSenia su zjavne porusené numerickym Sumom. Prave pritomnost nume-
rického Sumu v rieSeniach nds viedla k zdokonaleniu prechodovej z6ny. V dalsej

kapitole je opisand zdokonalena prechodovd zéna.
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Hladka prechodova zéna s MKD-MKP priemerovanim

Algoritmicky minimélnu prechodovi zénu (pozri Obr. [3.4.2)) sme modifikovali tak,
Ze medzi Dirichletovu hranicu MKP oblasti a Dirichletovu z6nu MKD oblasti sme
vlozili z6nu s MKD-MKP priemerovanim. Inymi slovami, modifikovana precho-
dovu zénu tvoria tri ¢asti - Dirichletova hranica MKP oblasti, zéna s MKD-MKP
priemerovanim a Dirichletova zéna MKD oblasti. Modifikovand prechodové zéna
je zndzornend na Obr. [3.4.4] Po modifikdcii prechodovej zony je jej lokdlna Sirka
a (stupniovity) tvar ur¢ené poziadavkou, aby zlozky vektora rychlosti posunutia
v MKD sietovych bodoch na sietovej ¢iare medzi zé6nou s MKD-MKP priemero-
vanim a Dirichletovou zénou MKD oblasti (t.j., na ¢iarkovane;j ¢iare na Obr. [3.4.4)
boli aktualizované vnitornou MKD schémou, t.j., tym istym algoritmom, ktorym by
boli aktualizované zloZky vektora rychlosti posunutia v ktoromkolvek inom vniitor-
nom sietovom bode MKD oblasti. (Pre algoritmicky minimélnu prechodovd zénu
bola tito poziadavka kladend na MKD sietové body na Dirichletovej hranici MKP
oblasti.)

Potrebnu Sirku zény s MKD-MKP priemerovanim je moZzné urcit pomocou nu-
merickych testov pre rozne Sirky z6ny. Skor neZ ukdZeme numerické testy a ich
vysledky, vysvetlime algoritmus komunikacie medzi MKD a MKP pre modifiko-
vanu zonu.

Algoritmus hybridnej MKD-MKP metédy méZeme zhrnut do tychto krokov:

e Posunutia Ugz(m + 1) st aktualizované vo vnitornych bodoch MKP oblasti,
t.j., vo vSetkych uzloch okrem uzlov leZiacich na Dirichletovej hranici MKP
oblasti.

e Zlozky tenzora napitia 7'(m) st aktualizované v sietovych bodoch MKD ob-
lasti, t.j., vratane MKD sietovych bodov obsahujucich zlozky tenzora napétia
v prechodovej z6ne.

e Zlozky rychlosti posunutia U (m + 1) sd aktualizované vo vndtornych bo-
doch MKD oblasti, t.j., vratane bodkovanej ¢iary medzi zénou MKD-MKP
priemerovania a Dirichletovou zénou MKD oblasti.

e Zlozky rychlosti posunutia v Dirichletovej zone MKD oblasti (t.j., v MKD

sietovych bodoch naznacenych zdvojenymi Stvorcekmi a krizkami v Obr. [3.4.4)
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Obr. 3.4.4: Ilustracia prechodovej zony, ktord pouzivame v nasej hybridnej metdde.
Rozdiel voci algoritmicky minimélnej prechodovej zéne (zobrazenej na Obr. [3.4.2)
spociva v pridani zény s MKD-MKP priemerovanim medzi Dirichletovu hranicu MKP
oblasti a Dirichletovu zénu MKD oblasti. Kvoli jednoduchosti a prehladnosti je zo-
brazend iba vertikédlna sietové rovina s z- a z- zlozkami vektora rychlosti, U a W,
normalovymi zlozkami tenzora napitia, 1, , Ty, a 7', a tangencidlnou zloZkou ten-
zora napitia, T.,. hrgp je priestorovy krok v MKD sieti, hrg je priestorovy krok
v pravidelnej ¢asti MKP siete v prechodovej zone a v jej blizkosti (zvySok MKP siete
mdZe byt pokryty nepravidelnou sietou). Na indikaciu polohy zloZiek vektora posunu-
tia v MKP sieti nie je pouZity Ziadny symbol. V kaZzdom uzle MKP siete, t.j., v kazdom

priese¢niku sietovych ¢iar MKP siete, sd k dispozicii vSetky zloZky vektora posunutia.

su aktualizované pomocou MKP zloZiek posunutia v tych istych polohéch:

Ump(m + 1) = Uns(m + Zt_ Us(m) (3.4.12)

e Rychlosti posunutia U m(m + %) v zéne s MKD-MKP priemerovanim (vra-
tane bodkovanej ¢iary medzi zé6nou s MKD-MKP priemerovanim a Dirichleto-
vou zénou MKD oblasti) st nahradené priemernymi hodnotami U, (m + %)

ziskanymi vaZzenym priemerom rychlosti z MKP oblasti a U m(m + %) ,
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w Um(m + 1) — UpE<m)

U (m + 1) = i + (1 —w) Um(m + 1),
(3.4.13)
kde w = 1 na bodkovanej ¢iare medzi zénou s MKD-MKP priemerovanim

a Dirichletovou zénou MKD oblasti a w = 0 na Dirichletovej hranici MKP
oblasti. Vdhovy koeficient w sa meni linedrne vnitri zény s MKP-MKD prie-
merovanim.

e MKP posunutia Uge(m + 1) v zéne s MKD-MKP priemerovanim (vrdtane
bodkovanej ¢iary medzi zonou s MKD-MKP priemerovanim a Dirichletovou

zénou MKD oblasti) si nahradené hodnotami U}y, (m + 1) vypocitanymi podla

Uts(m + 3) = wUm(m + 3) + (1 — w) Um(m + 1), (3.4.19)

Uss(m + 1) = Um(m) + At Upg(m + 1) . (3.4.15)

Pripomenime, Ze v jednom MKD sietovom bode je definovand jedna zloZzka
vektora rychlosti posunutia alebo normalové zlozky tenzora napétia alebo jedna
tangencidlna zloZka tenzora napitia alebo Ziadna veli¢ina. Symbolicka rovnica
(3.4.14) vsak pozaduje vSetky zlozky vektora rychlosti posunutia v jednom
MKD sietovom bode. Chybajice zlozky (vZdy minimélne dve) vektora rychlosti
posunutia musime preto interpolovat’ z okolitych bodov. Interpoldcia je rovnaka
ako v pripade algoritmicky najmensej prechodovej zony, pozri vzorce (3.4.3) -
(3.4.10).

e Posunutia Ugz(m + 1) na Dirichletovej hranici MKP oblasti st aktualizované

pomocou MKP posunuti a MKD rychlosti posunutia v tom istom sietovom bode:
Um(m + 1) = Um(m) + At Um(m + 1) . (3.4.16)

Ajrovnica (3.4.16) pozaduje vSetky zlozky vektora rychlosti posunutia v jednom
MKD sietovom bode. Preto aj v tomto pripade je potrebnd interpolacia chybaji-
cich zloziek vektora rychlosti posunutia. Poznamenajme, Ze ak je na interpola-
ciu potrebna hodnota rychlosti v zéne s MKD-MKP priemerovanim, pouZijeme

na interpoldciu uz spriemerované hodnoty zloZiek rychlosti posunutia.

Poznamenajme, Ze priemerovanie zloZiek rychlosti posunutia z MKD siete

a MKP siete v zone s MKP-MKD priemerovanim sme navrhli preto, lebo sme
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predpokladali, Ze takéto zhladenie prechodu medzi MKD rieSenim a MKP rieSenim

moze zlepSit numerické spravanie prechodovej zony.

3.4.4 Testy numerického spravania algoritmicky minimalnej prechodovej

zony a hladkej prechodovej zony

Vykonali sme podrobné numerické testy spravania prechodovej zony. Prvé testy
boli, samozrejme, zamerané na overenie numerického spravania algoritmicky mi-
nimdlnej prechodovej zény (Obr. [3.4.2), t.j., najjednoduchsej moznej prechodovej
z6ny. Cielom bolo overit, & tito prechodovéd zéna umozni ziskat stabilné a dosta-
to¢ne presné rieSenie. VSetky vykonané testy ukdzali, Ze rieSenia ziskané s pouZitim
algoritmicky minimélnej prechodovej zony boli stabilné v dostato¢ne dlhom caso-
vom okne. Zaroven vSak boli vSetky rieSenia porusené slabym, avSak jednoznacne
viditeInym numerickym Sumom. Preto sme navrhli modifikdciu prechodovej z6ny.
Pridali sme zonu MKD-MKP priemerovania (Obr. [3.4.4)), v ktorej ¢isté” hodnoty

I 499

rychlosti posunutia v MKD sieti a “’Cisté” hodnoty posunutia v MKP sieti st na-
hradené vdzenym priemerom MKD a MKP hodndt. V tomto zmysle posobi z6na
s MKD-MKP priemerovanim ako zhladzujuca.

Numerické testy boli vykonané pre konfigurdcie na Obr. [3.4.5] [3.4.6] a [3.4.7]

Na Obr. st zndzornené dve konfigurdcie v neohrani¢enom homogénnom elas-
tickom priestore. Konfiguracie US-12 a US-18 sa liSia pouzitym vzorkovacim po-
merom. V konfigurdcii US-12 sme uvaZovali vzorkovanie 12 sietovych krokov
na minimalnu vlnovd dizku v MKP oblasti a v konfigurdcii US-18 sme uvaZo-
vali vzorkovanie 18 sietovych krokov na minimélnu vinovi dizku v MKP oblasti.
V MKD oblasti sme pouZili priestorové vzorkovanie 6 a 9 sietovych krokov na mi-
nimélnu vlnovi dizku. V oboch konfigurdcidch sme pouzili bodovy kinematicky
model seizmického zdroja. Zdroj bol umiestneny v strede MKP oblasti. VInové
pole bolo zaznamenané prijima¢mi na profile siahajicom z MKP oblasti cez pre-
chodovi z6énu az do MKD oblasti. Prijimace boli na profile rozloZzené rovnomerne
s krokom hrp.

Pre obe konfigurdcie boli vykonané numerické testy so Styrmi prechodovymi
zénami zndzornenymi na Obr. Prva prechodova zéna (na Obr. ozna-

¢end B = 0) zodpovedad algoritmicky minimalnej prechodovej zone, t.j., precho-
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Unbounded space US-12 | Unbounded space US-18

FE Region: 100x100x 100 el. FE Region: 100x100x 100 el.
(5000 % 5000 x 5000 m3) (3300x3300x3300 m3)
FE sampling: A,,/12 Ch,= 50 m) FE sampling: A,,/18 (hpe= 33 m)
FD sampling: A,/ 6 (hg,= 100 m) FD sampling: A,/ 9 (hgp,= 66 m)
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Obr. 3.4.5: Konfiguricie testov numerického spravania prechodovej zény. Bodovy
kinematicky model seizmického zdroja (indikovany hviezdou) a profil prijimacov (in-
dikovany hrubou ciarou) st umiestnené v neohrani¢enom homogénnom kontinuu.
Zdroj je umiestneny v strede MKP oblasti (tvaru kocky). ZvySok vypoctovej oblasti
je pokryty MKD sietou. Profil prijimacov siaha z MKP oblasti cez prechodovi zénu
do MKD oblasti. V testoch sme uvazovali dve priestorové vzorkovania. V konfiguracii
US-12 (vlavo) sme uvazovali vzorkovanie 12 sietovych krokov na minimélnu vinovi
di7ku v MKP oblasti a v konfigurdcii US-18 (vpravo) sme uvazovali vzorkovanie 18
sietovych krokov na minimalnu vinovi dizku v MKP oblasti. V. MKD oblasti sme

pouzili priestorové vzorkovanie 6 a 9 sietovych krokov na minimdlnu vlnovu dlzku.
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Free-surface FS-12 | Free-surface FS-18
FE Region: 100x100x 100 el. FE Region: 100x100x 100 el.
(5000 % 5000 x 5000 m3) (3300x3300x%3300 m3)
FE sampling: A, /12 (h,= 50 m) FE sampling: A,,/18 Ch= 33 m)
FD sampling: A,/ 6 (h,= 100 m) FD sampling: A,/ 9 (hy,= 66 m)
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Obr. 3.4.6: Konfiguricie testov numerického sprdvania prechodovej zdény. Bo-
dovy kinematicky model seizmického zdroja (indikovany hviezdou) je umiestneny
v homogénnom polpriestore. Profil prijimaov (indikovany hrubou Cdiarou) je
umiestneny na volnom povrchu polpriestoru. V konfigurdcii FS-12 (vlavo) sme
uvaovali vzorkovanie 12 sietovych krokov na minimédlnu vlnovd dizku v MKP
oblasti a v konfiguracii FS-18 (vpravo) sme uvaZovali vzorkovanie 18 sietovych
krokov na minimélnu vlnovi dizku v MKP oblasti. V. MKD oblasti sme pou-

Zili priestorové vzorkovanie 6 a 9 sietovych krokov na minimdlnu vlnova dlzku.

129



Vysledky dizertacnej prdce

4+ O @€ O @ O @ O
B=0 dn
hpl® @ @ B @ B © & FE
‘9 O @€ O @€ O @ O
FD region FEDB! FDDZ i FEregion

" “Transition zone

O
[ ]

heple m © m ®
Yo O @

B=1 I‘ o e

O
[ ]

FD region

heple @ © m ©
Yo O @ O @

B=2 -IOOOOO

FD region FEDB! AZ ) FDDZ ; FE region

_ A9 O ®
B=3 %I@ - 11 B
Y O ©o

FD region FEDB! AZ ) FDDZ i FE region
' Transition zone :

FD staggered grid Abbreviations

j : . AZ Averaging zone
®T, T,T, mU g
oo ) = U }updated USINGl| FDDZ  FD Dirichlet zone
(@) T oW @W the FEM

x FEDB FE Dirichlet boundary

Obr. 3.4.7: Pre kazdd konfiguraciu na Obr. a Obr. sme vykonali numerické
testy pre Styri rozne prechodové z6ny. Kvoli prehl'adnosti su ilustrované zény jedno-
duchej geometrie. B = 0 zodpoveda algoritmicky minimélnej prechodovej zone, t.j.
prechodovej zéne bez zény s MKD-MKP priemerovanim. B = 1, 2, 3 zodpovedaji

hladkej prechodovej zéne s roznou Sirkou z6ny s MKD-MKP priemerovanim.

dovej zéne bez z6ny s MKD-MKP priemerovanim. Tri dalSie prechodové z6ny
(na Obr.[3.4.7)oznacené B = 1, 2, 3) sa liSia Sirkou prechodovej z6ny, konkrétne
Sirkou z6ny MKD-MKP priemerovania.

V numerickych testoch sme pouzili ¢asovu funkciu zdroja v tvare Gaborovho
signdlu, pozri vztah (3.1.19). Parametre Casovej funkcie, ako aj parametre bodového
kinematického bodového zdroja, si uvedené v Tab. Casovia funkcia zdroja
a jej amplitidové Fourierove spektrum su zobrazené na Obr. 3.4.8

Vysledky numerickych testov st zhrnuté v Obr. 3.4.9] a Obr. 3.4.10] kde si

syntetické seizmogramy vypocitane naSou MKD-MKP hybridnou metédou porov-
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Tabulka 3.4.1: Parametre bodového kinematického modelu seizmického zdroja a para-
metre Casovej funkcie zdroja pouzitych v numerickych testoch pre konfiguracie US-12,
US-18, FS-12 a FS-18.

Source parameters Source-time-function parameters
Strike @, | Dip 6 | Rake 4 M, f, 4 v T,
225 o0’ o} 1x10°* N.m | 0.225Hz | 0.25 0. 0.5s
Source-time function Amplitude Fourier spectrum
1.0 1 1x10°
0_85 110" 3=
] 1x107 3=
0.6 1
1x10° 3=
0.4 1
1 1x10* 4=
02 5
1 1x10
0.0 4 . . . ; - 1x10° |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.01 0.10 1.00 10.00
Time [s] Frequency [Hz]

Obr. 3.4.8: Gaborov signdl pouzity ako ¢asova funkcia zdroja v numerickych testoch

spravania prechodovej zény (vlavo) a amplitidové Fourierove spektrum (vpravo).

nané so seizmogramami vypocitanymi metédou diskrétnych vinovych ¢isel - DWN
(Bouchon, 19815 [Coutant, 1989). Syntetické seizmogramy vypocitané s algorit-
micky minimélnou prechodovou zénou, oznacenou B = 0, st vykreslené spolu
s DWN seizmogramami v strednom riadku. Na vSetkych prijimacoch a na vSetkych
zloZkdch je za hlavnou vlnovou skupinou zretelne vidiet numericky Sum. Syntetické
seizmogramy vypocitané s prechodovou zénou oznacenou B = 1 su vykreslené
spolu s DWN seizmogramami v spodnom riadku. MKD-MKP hybridné rieSenia sa
prakticky v hribke Ciar prekryvaju s referenénymi DWN rieSeniami. VSetky Styri
prechodové zény, t.j.,, B = 0, 1, 2, 3, st porovnané v hornom riadku, kde su zo-
brazené amplitidové a fazové misfity MKD-MKP hybridnych rieSeni vzhladom
k referencnym DWN rieSeniam vo vSetkych prijimac¢och. Amplitidové a fazové
misfity boli vypocitané podla price Kristekova et al. (2006).  Porovnanie am-
plitidovych a fazovych misfitov jednoznac¢ne ukazuje, Ze miera presnosti rieSenia

ziskaného pomocou algoritmicky minimélnej prechodovej zény, t.j., B = 0, je
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Obr. 3.4.9: Vysledky numerickych testov spravania prechodovej zony - porovnanie
MKD-MKP hybridnych rieseni s DWN (metdda diskrétnych vinovych ¢isel) rieSeniami
pre konfiguriciu US-12. Lavy, stredny a pravy stipec obsahuji porovnania pre z—,
y— a z— zlozky vektora posunutia (zloZky vektora posunutia si oznacené U, V a W).
Stredny riadok: MKD-MKP hybridné a DWN syntetické seizmogramy pozdiz profilu
prijimacov siahajiceho z MKP oblasti cez prechodovi zénu az do MKD oblasti vypo-
¢itané s algoritmicky minimalnou prechodovou zénou, t.j., pre B = 0. Spodny panel:
To isté ako stredny panel, ale pre najmenSiu hladkd prechodovi zénu, t.j.,pre B = 1.
Horny panel: Amplitidové a faizové misfity MKD-MKP hybridnych rieSeni vo¢i DWN
rieSeniam vo vSetkych prijimacoch na profile a pre vSetky uvaZované prechodové z6ny,
tj., pre B = 0,1, 2, 3. Vertikdlna bodkovana ¢iara naznacuje polohu Dirichletove;j
hranice MKP oblasti.
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Obr. 3.4.10: To isté ako na Obr. ale pre konfiguraciu US-18.
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Obr. 3.4.11: To isté ako na Obr. [3.4.9|ale pre konfiguraciu FS-12.
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mensia ako miera presnosti rieSeni ziskanych pomocou hladkych prechodovych zén
s roznou Sirkou, t.j., B = 1, 2, 3. Misfity pre rieSenia ziskané pomocou vsetkych
troch hladkych prechodovych z6n si velmi malé a takmer sa neliSia. Podla predpo-
kladov maju rieSenia s hustejSim vzorkovanim, t.j., rieSenia pre konfiguraciu US-18,
mensSie amplitidové aj fazové misfity ako rieSenia s redSim vzorkovanim, t.j., US-
12. Tieto numerické testy nds viedli k zaveru, Ze uz aj pouZzitie najmensej z hladkych
prechodovych zén, t.j., B = 1, vedie k dostato¢ne presnym rieSeniam s misfitmi
menS$imi ako 0.5% pre obidve testované priestorové vzorkovania.

Mal4d ”medzera” v blizkosti Dirichletovej hranice MKP oblasti, ktord je mozné
vidiet' v obrazkoch syntetickych seizmogramov pre U a V zlozky posunutia v stred-
nom a spodnom paneli na Obr. [3.4.9]a Obr.[3.4.10] je spdsobend tym, Ze v ddsledku
striedavo usporiadanej MKD siete st polohy prijimacov pre U a V zlozku v MKD
sieti posunuté o hgp/2 voli prijimacom v MKP oblasti. Tento posun sa netyka
W prijimacov. PretoZe tento posun bol zohl'adneny pri vypocte referenéného DWN
rieSenia, porovnanie presnosti nasej hybridnej metédy voci DWN nie je ovplyvnené.

Pre dplnost’ dodajme, ze amplitidové aj fazové misfity boli Skdlované na ma-
ximélnu amplitidu posunutia. KedZe pre konfigurdcie US-12 aj US-18 bola maxi-
malna amplitida na V zlozke, je prirodzené, Ze misfity pre V zloZku st systematicky
najvacsie.

Na Obr. [3.4.6]su zobrazené konfiguracie testov FS-12 a FS-18. Tieto konfiguracie
st podobné ako konfiguracie US-12 a US-18. Rozdiel je v tom, Ze v konfiguracidch
FS je vrchna stena MKP oblasti (kocky) a aj profil prijimacov umiestneny priamo
na volnom povrchu. Dévodom pre tento test je overit’ numerické spravanie pre-
chodovej zény v pritomnosti volného povrchu. Testy s volnym povrchom méZeme
povazovat za prisnejSie ako numerické testy s neohrani¢enym priestorom. Dévodom
je jednak fyzikdlna interakcia vlnového pola s volnym povrchom, jednak nutnost’
pouzit’ adjustované jednostranné interpola¢né vzorce v blizkosti volného povrchu
(polohy oznacené b a ¢ na Obr. 3.4.3)). Rovnako ako v pripade US konfigurécii,
aj v tomto pripade sme overili spravanie Styroch r6znych prechodovych zén zobra-
zenych na Obr.

Vysledky numerickych testov si zhrnuté na Obr. 3.4.11] a Obr. 3.4.12] Rie-

Senia vypocitané naSou MKD-MKP hybridnou metédou si porovnané s rieSe-
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niami ziskanymi metédou diskrétnych vinovych &isel - DWN. Struktiira Obr.
a Obr. [3.4.12]je rovnaka ako Struktira Obr. [3.4.9)a Obr.[3.4.10] Aj v pripade pritom-
nosti volného povrchu je presnost hladkej prechodovej zoény, tj.,
pre B = 1,2, 3, ovela vysSia ako presnost’ algoritmicky minimélnej prechodo-
vej zony, t.j., pre B = 0. Vplyv hladkej prechodovej z6ny je teda jednoznacny.
Rovnako, ako v pripade US konfiguricii, sd rieSenia pre ro6zne Sirky hladkej precho-
dovej zony, t.j., pre B = 1,2, 3, takmer totozné. RieSenia vypocitané pomocou
hladkej prechodovej zoény boli dostato¢ne presné (amplitidové aj fazové misfity
do 1%). Aj v tychto testoch boli misfity pre hustejSie vzorkovanie, t.j., pre konfi-
gurdciu FS-18, mensie ako misfity pre redSie vzorkovanie, t.j., konfiguraciu FS-12.
Numerické testy s pritomnostou volného povrchu potvrdili zavery testov pre ho-
mogénny neohrani¢eny priestor, t.j., Ze aj najmensia hladkd prechodova zoéna, t.j.,
pre B = 1, vedie k dostatocne presnym rieSeniam.

KedZe cielom je mat’ ¢o najmensiu MKP oblast, budeme dalej pouZivat’ hladkd
prechodovii zénu so zénou MKD-MKP priemerovania Sirokou hgp, t.j., prechodovi
z6nu oznacend B = 1 v prezentovanych numerickych testoch.

Dal3fm testom bolo overit numerické spravanie prechodovej zény v pripade pri-
tomnosti materidlového rozhrania. Na Obr. [3.4.13]je konfigurécia testu. Rovinné ro-
zhranie medzi dvomi elastickymi homogénnymi polpriestormi prechadza cez MKP
oblast’ a teda aj cez prechodovi z6énu. Na generovanie seizmického pohybu bol,
rovnako ako v predchédzajicich testoch, pouzity bodovy kinematicky model se-
izmického zdroja. Bol umiestneny v tvrdSom polpriestore a vnitri MKP oblasti.
Ako ¢asovi funkciu sme pouZzili Gaborov signal, pozri rovnicu (3.1.19). Parametre
¢asovej funkcie a bodového modelu seizmického zdroja si zhrnuté v Tab. [3.4.2]
Casovi funkcia a jej amplittidové Fourierove spektrum st na Obr. Prijimace
boli rozmiestnené pozdiz profilu v mikSom polpriestore, jeden sietovy krok, hp,
nad rozhranim. Aj v tomto teste siahal profil prijimacov z MKP oblasti cez pre-
chodovu z6nu azZ do MKD oblasti. Prijimace na profile boli rozloZené rovnomerne
s krokom hpp.

Vzhladom na vysledky testov numerického spravania prechodovej zény v pri-

pade homogénneho priestoru a homogénneho polpriestoru (t.j., pre volny povrch)
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Obr. 3.4.13: Konfiguricia testu numerického spravania prechodovej zény v pritom-
nosti materidloveho rozhrania. MKP oblastou (tvaru kocky) prechddza kontakt dvoch
elastickych polpriestorov. V simulaciach bol pouzity bodovy kinematicky model seiz-
mického zdroja (naznaceny hviezdi¢kou) umiestneny v tvrdSom polpriestore a vo vnitri
MKP oblasti. VInové pole bolo zaznamenané prijimacmi rovnomerne rozloZenymi
(s krokom hzp) pozdiz profilu v mik§om polpriestore, jeden sietovy krok (hmp)
nad materidlovym rozhranim. Profil prijimacov siahal z MKP oblasti cez prechodovi
z6nu aZ do MKD oblasti.

sme vykonali testy iba pre prechodovi zénu B = 1, t.j., pre najmenS$iu hladkd
prechodovi zénu.

Hybridné rieSenia pre tito konfigurdciu sme porovnali s rieSeniami vypocitanymi
metédou diskrétnych vlnovych ¢isel - DWN. Porovnanie je na Obr. [3.4.15] Porov-
nané su syntetické seizmogramy pre x— a z—zlozky vektora posunutia, oznacené
si U a W, pre vSetky prijfmace umiestnené na profile z Obr. [3.4.13] Nase hyb-
ridné rieSenia si vo velmi dobrej zhode s referenénymi DWN rieSeniami. Zhoda
je prakticky v hrubke Ciary, ako je zrejmé z porovnania rieSeni v dvoch vybranych
prijimacoch (jeden v MKP oblasti, druhy v MKD oblasti). Dopliime, Ze y— zloZka
vektora posunutia, oznacend V, nie je zobrazend, pretoZze vzhladom na mechaniz-
mus bodového zdroja je V zlozka vektora posunutia v MKP oblasti nulova (profil
prijimacov leZi presne v nodélnej rovine) a je velmi mald v MKD oblasti (kvoli
charakteru striedavo usporiadanej siete je profil prijimacov pre V zlozku v MKD

sieti posunuty o hzp/2 mimo nodélnej roviny).
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Tabulka 3.4.2: Parametre bodového kinematického modelu seizmického zdroja a pa-

rametre casovej funkcie zdroja pouZitych v numerickych testoch s materidlovym roz-

hranim.
Source parameters Source-time-function parameters
Strike @5 | Dip & | Rake A Mg f, V4 174 T,
0 0 o 1x10°* N.m | 0.5Hz |  10. 7/2 9s
Source-time function Amplitude Fourier spectrum

1.2 4 1x10" 33
1.0 7 ,
08 ] n 1x10 ]

] f 5
0.6 4 1x10*
0.4 1
02 ] 1x10? 4=
003 1x10° 5=
0.2
-0.4 ; 1X1074 g
-06 .

E 1X10° 4=
-0.8 U
-1.0 +¥———r—"m———"———t———————— 1x10°® ‘ il ,

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0.01 0.10 1.00 10.00

Time [s] Frequency [HZ]

Obr. 3.4.14: Gaborov signdl pouZity ako casovd funkcia zdroja v numerickych tes-
toch spravania prechodovej zény s materidlovym rozhranim (vlavo) a amplitddové

Fourierove spektrum (vpravo).

Ako sme uz spomenuli, jednou z hlavnych aplikdcii nasej MKD-MKP hybridne;j
metddy je komplexnd simuldcia seizmického pohybu vratane dynamického modelu
seizmického zdroja. PretoZze dynamicky model zdroja je ovplyvneny vinovym po-
Tom v okoli (na rozdiel od kinematického modelu, ktorého spravanie je dopredu
predpisané), je dolezité zistit, akd velkd musi byt MKP oblast. Inymi slovami, ako
daleko musi byt’ prechodova zéna od zlomovej plochy, aby sa neprejavili nume-
rické efekty v dosledku pritomnosti prechodovej zony zmenami v Sireni trhliny na
zlome. Preto sme definovali a vykonali sériu numerickych testov s dynamicky sa
Siriacou trhlinou na seizmickom zlome. Schematicky je geometrickd konfigurdcia
testov ilustrovand na Obr. [3.4.16] Vykonali sme numerické simuldcie so Siestimi
rdznymi vzdialenostami, ¢, prechodovej zény od zlomovej plochy. UvaZovali sme
homogénne elastické prostredie. Materidlové a vypoctové parametre su zhrnuté v
Tab. @ Uvazovali sme tzv. LSW zakon trenia (t.J., zakon trenia, pri ktorom tre-

nie na zlome linedrne kles4 s rasticim sklzom, kym neklesne na dynamicku droven
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Obr. 3.4.15: Vysledky numerickych testov spravania prechodovej zény - porovna-
nie MKD-MKP hybridnych rieSeni s rieSeniami vypocitanymi metédou diskrétnych
vlnovych cisel (DWN) pre konfigurdciu s materidlovym rozhranim prechadzajiicim
cez prechodovi zénu na Obr. Lavy stipec - rieSenia pre z— a z—zlozky
vektora posunutia (oznacené U a W) vypocitané nasou hybridnou metédou a DWN
vykreslené spolu pre vSetky prijimace na profile z Obr. Pravy stfpec - hybridné
a DWN rieSenia zobrazené zvlast pre dva prijimace. y— zlozka vektora posunutia,
oznaCend V, nie je zobrazend, pretoZe vzhladom na mechanizmus bodového zdroja je
V zlozka vektora posunutia v MKP oblasti nulova (profil prijimacov leZzi presne v no-
délnej rovine) a je velmi mald v MKD oblasti (kvoli charakteru striedavo usporiadane;j
siete je profil prijimacov pre V zlozku v MKD sieti posunuty o hrp/2 mimo noddlnej

roviny).

trenia, pozri kap. [3.3.1). Po¢iato¢né normalové napitie ako aj ostatné parametre dy-
namického modelu st konStanty na celej zlomovej ploche. Tangencidlne pociato¢né
napitie je konStantné na celej zlomovej ploche okrem inicializa¢nej zény. Uva-
Zovali sme kruhovu inicializa¢nd z6énu. Nastavenim tangencidlneho pociato¢ného
spontdnne Sirenie trhliny mimo inicializa¢nej z6ny. Parametre zakona trenia ako aj

ostatné parametre dynamického modelu s uvedené v Tab. [3.4.4] Na Obr.
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Testy numerického sprdvania prechodovych zon

Tabulka 3.4.3: Materidlové a vypoctové parametre pouZité v numerickych testoch
s dynamickym Sirenim trhliny. A\ a p - Laméove elastické koeficienty, vp a vg - ry-
chlost P-a S- vin, p - hustota, hp - priestorovy krok v MKD sieti, h g - priestorovy
krok v MKP sieti, At - ¢asovy krok.

A= U Vp Vs P h|:D IN'FE At
[GP4] [m/s [mg | [ko/m’] [rmi] [ [m]
34.3 6050 3500 2800 50 25 | 1.3875%10°

Tabulka 3.4.4: Parametre LSW zdkona trenia pouZité v numerickych testoch s dyna-
mickym Sirenim trhliny. g - normélové pociatocné napétie, 7y - tangencidlne pocia-

to¢né napitie, j, - koeficient statického trenia, py - koeficient dynamického trenia,

do - charakteristickd vzdialenost, S - parameter pevnosti zlomu, r™““ - polomer
kruhovej inicializa¢nej zony, 73“ - tangencidlne pociato¢né napitie v inicializacnej
zone.
Oy % Hy Hy d, S rme 7 -
[MPa] | [MPq] [m] [m] [MPe]
30.0 20.0 0.933 0.25 0.1 0.64 300 28.14

su zobrazené tri prijimace. Poloha prijimaca R1 bola zvolena tak, aby prijimac za-
znamenaval Cisty tzv. “in-plane méd” Sirenia trhliny, t.j., méd, kedy je vektor sklzu
rovnobezny so smerom S$irenia trhliny. Poloha prijimaca R2 bola zvolena tak, aby
prijimac zaznamendval Cisty tzv. “anti-plane méd” Sirenia trhliny, t.j., méd, kedy je
vektor sklzu kolmy na smer Sirenia trhliny. Poloha prijimaca R3 bola zvolena tak,
aby bol prijimac v blizkosti rozdelenia ¢ela trhliny.

Nefiltrované a nezhladené Casové historie rychlosti sklzu v prijimacoch R1,
R2 a R3 pre Sest’ vzdialenosti prechodovej zény od zlomovej plochy st zhrnuté
v Obr. Ako sme o€akdvali, vzdialenost’ iba jedného sietového kroku (6 =
hre) medzi zlomovou plochou a prechodovou zénou je nedostatocnd. RieSenia
zo simuldcii s § = 9 hp sd tazko odliSitelné od rieSeni vypocitanych s § =
21 hpe. Ako je vidiet' z Obr. rieSenia vypolitané s & = 21 hgr je moZné
povazovat za dostatone presné vzhladom na pouZité vypoctové parametre.

V Casovych priebehoch rychlosti sklzu v prijimaci R2 je moZzné rozoznat’ po-

ruchu, ktord sa s rasticou vzdialenostou ¢ objavuje v neskorSich ¢asoch. Nasou
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Obr. 3.4.16: Znazornenie polohy zlomovej plochy a MKD-MKP prechodovej zény.
Vzdialenost' medzi zlomovou plochou a prechodovou zénou je oznacend . Numerické

simuldcie boli vykonané pre Sest'roznych vzdialenosti; 6 = {1, 5, 9, 13, 17, 21} X hyp.
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Obr. 3.4.17: Poloha prijimacov na zlomovej ploche a izociary cela trhliny. Prijimac
R1 zaznamendva “in-plane méd”, R2 zaznamendva “anti-plane méd” Sirenia trhliny.
Prijima¢ R3 bol umiestneny v blizkosti rozdelenia ela trhliny. Cisla pri izo¢iarach

uddvaju Cas v sekundach, pre ktory je vykreslené celo trhliny.

jedinou interpretaciou je, Ze ide o “odraz” od Dirichletovej hranice MKP oblasti
(pozri Obr. 3.4.4). Z praktického hladiska vSak tdto porucha nepredstavuje prob-
1ém, nakolko je vysokofrekvenénd, t.j., jej frekvencia je vy$Sia neZ maximdlna
frekvencia, ktord dokdZeme v numerickej sieti dostatocne presne simulovat’. ESte
raz zdoraznime, Ze Casové priebehy na Obr. [3.4.18 nie s ani filtrované ani inak

zhladené.
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Obr. 3.4.18: Casové priebehy rychlosti sklzu v simuldcidch s dynamicky sa $iriacou
trhlinou. Hodnoty & v ndsobkoch hrg, t.j., sietového kroku v MKP oblasti, oznacuja
vzdialenost’ medzi zlomovou plochou a prechodovou zénou (pozri Obr. . Stipce
zlava doprava obsahujd Casové histdrie rychlosti sklzu zaznamenané v prijima¢och
R1, R2 a R3. Kazdy riadok obsahuje rieSenia pre jednu vzdialenost’ J, tj., 6 =
{1,5,9,13,17 } X hgg, vykreslené spolu s referenénym rieSenim pre 6 = 21 X hyp .
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3.4.5 Numerické simulacie dvoch hypotetickych zemetraseni v okoli mesta

Grenoble

Lokalna seizmickd aktivita v blizkosti mesta Grenoble je sposobend niekolkymi
seizmickymi/tektonickymi zlomami; pozri napr. Cotton et al.| (1998). Na zdklade
analyzy historickej seizmickej aktivity a tektonickej situdcie v pracach Gamond
(1994) a Thouvenot (1996), uvazovali Cotton et al. (1998) dve hypotetické ze-
metrasenia v okoli Grenoblu a vykonali numerické simuldcie seizmického pohybu
v sedimentdrnom bazéne Grenoble. Prvé uvazované hypotetické zemetrasenie bolo
lokalizované na horizontalnom zlome pod mestom Grenoble, druhé bolo uvazované
na vertikdlnom zlome v pohori Belledonne. V oboch pripadoch Cotton et al.| (1998)
pouzili bodovy kinematicky model seizmického zdroja. Na simuldcie pouzili MKD
schému v rychlosti a napiti na striedavo usporiadane;j sieti a 4. rddu presnosti.

My sme aplikovali na simuldcie seizmického pohybu v bazéne Grenoble nasu
MKD-MKP hybridnd metédu. Vzhladom k tomu, Ze v naSej metéde je relativne
jednoduché pouzit dynamicky model seizmického zdroja, uvazovali sme pre obe
hypotetické zemetrasenia konecny dynamicky model, t.j., spontdnne sa Siriacu trh-
linu na seizmickom zlome. Parametre dynamického modelu navrhli Michel Bouchon
a Pierre-Yves Bard (obaja z LGIT, Université Joseph Fourier, Grenoble, Franctiz-
sko). Uvazovali sme LSW zdkon trenia. Tangencidlne pociato¢né napitie v modeli
bolo 10 MPa, normalové pociatocné napitie bolo -17 MPa (zdporné znamienko
zodpoveda tlaku na zlomovu plochu), staticky a dynamicky koeficient trenia mal
hodnotu 0.7 a 0.235 a charakterisktickd vzdialenost bola 0.1 m. Hypocentrum bolo
v strede porusenej Casti zlomu. Trhlina bola inicializovand v kruhovej inicializac-
nej zone s polomerom 250 m. Tangenciélne pociato¢né napitie v inicializacnej zone
bolo 0 2.5% vicSie ako medza pevnosti zlomu. To spdsobilo, Ze mimo inicializa¢nej
z6ny sa zacala trhlina spontédnne §irit. KedZe na zdklade analyzy seizmickej aktivity
je mozné ocakavat zemetrasenie s momentovym magnitidom My, 5 az 5.5, museli
sme obmedzit celkovi plochu, na ktoru sa trhlina rozsiri tak, aby vysledné momen-
tové magnitido simulovaného zemetrasenia bolo v poZadovanom intervale. Preto
sme pri okrajoch zlomovej plochy definovali bariéru. Bariéra bola definovand hlad-

kym nérastom statického aj dynamického koeficientu trenia. Sirka bariéry aj presny
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Obr. 3.4.19: Pohl'ad na zlomovi plochu a kone¢né rozloZenie sklzu na zlomovej plo-
che. Hviezdi¢ka indikuje polohu hypocentra (v strede porusenej asti zlomu). Sirenie
trhliny bolo ohranic¢ené bariérou s postupnym ndrastom koeficientov dynamického
aj statického trenia. Nérast koeficientov je indikovany izo¢iarami. NajniZSie hodnoty
koeficientov trenia, t.j., hodnoty, ktoré umoziiuju Sirenie trhliny pri predpisanom pocia-
tonom napiti a inicializacii, su vniitri ’elipsy’. Smerom k okrajom zlomovej plochy
koeficienty trenia rasti. Kone¢né rozlozenie sklzu na zlomovej ploche zodpoveda ze-

metraseniu s momentovym magnitidom My, = 5.3.

tvar ndrastu koeficientov trenia bol ndjdeny metédou pokus-omyl. Na Obr. [3.4.19]
je vidiet konec¢ny tvar navrhnutej bariéry a vysledné rozloZenie sklzu na zlomovej
ploche. Porusend Cast’ zlomu bola priblizne 4 km dlhd a 2 km Sirokd. Vysledné
momentové magnitido bolo My, = 5.3, o je v poZadovanom intervale. Rov-
naky dynamicky model bol uvaZzovany v oboch pripadoch. LiSila sa iba orientacia
zlomovej plochy.

Materidlové parametre Strukturdlneho modelu si uvedené na Obr. [3.4.20] V do6-
sledku pouzitych priestorovych krokov, hyp = 70 ma hgy = 35 m, boli vypolty
presné do (priblizne) 7.6 Hz v podloZi a do (priblizne) 0.7 Hz na povrchu sedimen-
tdrneho bazénu.

Geometrickd konfigurdcia vypoctového modelu pre prvé hypotetické zemetra-
senie, t.j., zemetrasenie na horizontdlnom tektonickom zlome v hibke 5 km pod

bazénom Grenoble je na Obr. [3.4.21] Zlomova plocha je umiestnend vnitri MKP
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Obr. 3.4.20: Materidlové parametre vypoctového modelu sedimentarneho bazénu Gre-

noble.

oblasti. Ako je zrejmé z Obr. MKEP oblast’ je velmi mald v porovnani s celou
preto je v tomto pripade naSa hybridnd MKD-MKP metdda znacne vypoctovo efek-
tivnejSia nez aplikdcia samotnej metddy konecénych prvkov.

Vysledky numerickych simulécii pre horizontdlny zlom pod bazénom Grenoble
st ilustrované na Obr. 3.4.27] - 3.4.24] Na obrdzkoch si zobrazené sekvencie
tzv. snapshotov vinového pol'a na volnom povrchu poc¢as simulovaného zemetrase-
nia. Jeden snapshot zobrazuje velkost, t.j., absoldtnu hodnotu, horizontalnej zlozky
vektora rychlosti posunutia v konkrétnom c¢ase. Na obrazkoch je vidiet' vyZiarené
seizmické viny a ich Sirenie v podloZi ako aj prienik do sedimentarneho bazénu.
V désledku relativne velkého rychlostného kontrastu medzi podlozim a sedimentmi

sa seizmické vlny, ktoré prenikli do sedimentdrneho bazénu odrdzaju spit’ dovnitra,
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inymi slovami, podstatnd ¢ast’ energie uz neprenikne do podlozia. Seizmicka energia
je tak koncentrovand vo vnutri sedimentarneho bazénu. V dosledku komplikova-
ného tvaru sedimentdrneho bazénu vznikaji povrchové viny, konstruktivna aj de-
Struktivna interferencia povrchovych a objemovych vin, dochddza k mnohonasob-
nym odrazom medzi volnym povrchom a rozhranim medzi sedimentmi a podlozim
a tiez k difrakcii seizmickych vin. Kvéli tymto javom je v neskor$ich &asoch jed-
noznacne vidiet, Ze aj ked v podloZi uz seizmicky pohyb ustal, v sedimentdrnom
bazéne eSte stile dosahuje vyznamné amplitidy.

Geometrickd konfigurdcia vypoctového modelu pre druhé uvazované hypote-
tické zemetrasenie, t.j., zemetrasenie na vertikdlnom tektonickom zlome v pohori
Belledonne, je na Obr. [3.4.25] Uvazovali sme rovnaké materidlové parametre Struk-
turdlneho modelu ako pre prvé hypotetické zemetrasenie, pozri Obr. [3.4.21] Preto
ostal rovnaky aj frekvencny interval, v ktorom mdZeme povazovat rieSenia za do-
stato¢ne presné z hl'adiska sietovej disperzie.

Vysledky numerickych simuldcii pre hypotetické zemetrasenie na vertikdlnom

zlome v pohori Belledonne su ilustrované na Obr. [3.4.26] - [3.4.28] Podobne ako

pre prvé zemetrasenie, zobrazené su sekvencie snapshotov velkosti horizontélnej
zlozky vektora rychlosti posunutia na volnom povrchu. Aj ked vidiet niektoré &rty
vlnového pola podobné tym pri prvom zemetraseni, mame na mysli najma zna¢né
prediZenie trvania seizmického pohybu vnitri bazénu v porovnani s trvanim seiz-
mického pohybu mimo sedimentarneho bazénu, je zrejmé, Ze kazdé zemetrasenie
vyvolalo dplne iné vlnové pole. Zjavne ide o dosledok inej geometrickej konfigura-
cie bazénu a zlomovej plochy v dvoch uvaZzovanych pripadoch.

Aj ked je podrobnd analyza a komplexnd charakteristika seizmického pohybu
mozné a nutnd v teoretickych seizmologickych Stididch, nie je takmer vobec po-
uzivand v inZinierskej praxi. Namiesto komplexného opisu ¢asového vyvoja vek-
tora posunutia, vektora rychlosti posunutia alebo vektora zrychlenia v danom bode
volného povrchu v zdujmovej lokalite sa v inZinierskej praxi pouZivaji skaldrne
charakteristiky reprezentujice seizmicky pohyb v danom bode. Je zrejmé, Ze ska-
larna veli¢ina nemo6Ze obsahovat’ vSetku informéciu obsiahnutd v seizmogramoch.
Preto bolo definovanych niekolko &iselnych alebo integralnych charakteristik se-

izmického pohybu. My sme uvaZovali Spickové horizontdlne zrychlenie, PHA,
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Numerické simuldcie dvoch hypotetickych zemetraseni

Scale
0.3

0.15
[m/s]

0.0

305s

%,

\

/

A

388s

3.33

416 s

360s

4.44 s

Obr. 3.4.22: Sekvencia snapshotov vlnového pola v numerickej simulécii pre pripad
prvého hypotetického zemetrasenia, t.j., zemetrasenia na horizontalnom zlome pod ba-

zénom Grenoble - 1. ast. Farebnd $kéla indikuje velkost, t.j., absolitnu hodnotu,

horizontélnej zloZky vektora rychlosti posunutia na volnom povrchu.
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Vysledky dizertacnej prdce

472 s 555 s

500 s 583 s

b27s 6.10 s

Obr. 3.4.23: Sekvencia snapshotov vlnového pola v numerickej simulédcii pre pripad
prvého hypotetického zemetrasenia, t.j., zemetrasenia na horizontdlnom zlome pod ba-
zénom Grenoble - 2. ast. Farebnd $kéla indikuje velkost, t.j., absolitnu hodnotu,

horizontélnej zloZky vektora rychlosti posunutia na volnom povrchu.
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Numerické simuldcie dvoch hypotetickych zemetraseni

5.66 s 8.33 s

72258 888 s

777s 944 s

Obr. 3.4.24: Sekvencia snapshotov vlnového pola v numerickej simulécii pre pripad
prvého hypotetického zemetrasenia, t.j., zemetrasenia na horizontalnom zlome pod ba-
zénom Grenoble - 3. ast. Farebnd $kéla indikuje velkost, t.j., absolitnu hodnotu,

horizontélnej zloZky vektora rychlosti posunutia na volnom povrchu.
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Numerické simuldcie dvoch hypotetickych zemetraseni

b

3338 416 s

Scale

0.15
\ [m/s] *
0.0

360s 4.44 s

3.88s 4725

Obr. 3.4.26: Sekvencia snapshotov vlnového pola v numerickej simuldcii pre pripad
druhého hypotetického zemetrasenia, t.j., zemetrasenia na vertikilnom zlome v pohori
Belledonne pri meste Grenoble - 1. ast’. Farebnd $kdla indikuje velkost, t.j., absoldtnu

hodnotu, horizontélnej zloZzky vektora rychlosti posunutia na volnom povrchu.

153



Vysledky dizertacnej prdce

v
»

-
- .

527 s 6.10 s

/l

556 s 6.38 5

Obr. 3.4.27: Sekvencia snapshotov vlnového pola v numerickej simuldcii pre pripad
druhého hypotetického zemetrasenia, t.j., zemetrasenia na vertikilnom zlome v pohori
Belledonne pri meste Grenoble - 2. Cast’. Farebnd $kdla indikuje velkost, t.j., absoldtnu

hodnotu, horizontélnej zloZky vektora rychlosti posunutia na volnom povrchu.
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Numerické simuldcie dvoch hypotetickych zemetraseni

694 s 8.60 s

749 s 916 s

8.06s 9.72s

Obr. 3.4.28: Sekvencia snapshotov vlnového pola v numerickej simulécii pre pripad
druhého hypotetického zemetrasenia, t.j., zemetrasenia na vertikilnom zlome v pohori
Belledonne pri meste Grenoble - 3. Cast’. Farebnd $kdla indikuje velkost, t.j., absoldtnu

hodnotu, horizontélnej zloZzky vektora rychlosti posunutia na volnom povrchu.
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Vysledky dizertacnej prdce

max=0.53m/s § PGA max = 1.55 m/s2 | CAV max = 5.75 m/s

’

PGA max = 1.21 m/s2 | CAV max = 4.55 m/s

max = 0.25 m/s

Obr. 3.4.29: Ariasova intenzita (Al), Spickové horizontdlne zrychlenie (PHA) a ku-
mulativna absolitna rychlost’ (CAV) pre obe simulované hypotetické zemetrasenia -
vrchny riadok pre zemetrasenie na horizontalnom zlome pod mestom Grenoble, spodny
panel pre zemetrasenie na vertikalnom zlome v pohori Belledonne pri meste Grenoble.

Zobrazené su hodnoty na volnom povrchu.

t.j., maximdlnu hodnotu velkosti (absolitnej hodnoty) horizontdlnej zlozky vek-
tora zrychlenia, Ariasovu intenzitu, Al, a kumulativnu absoldtnu rychlost, CAV.
Ariasova intenzita a kumulativna absolitna rychlost’ si definované vztahmi, pozri

napriklad Reiter (1990),

T to
Al = —/ a’(t) dt (3.4.17)
29 0 ()
to
CAV:/ la(t)| dt | (34.18)
0

kde t, je Cas trvania silnych pohybov, inymi slovami, ¢as, do ktorého je seizmicky

pohyb na danom mieste vyznamny, a a(t) je velkost' horizontalnej zlozZky zrychlenia.
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Numerické simuldcie dvoch hypotetickych zemetraseni

Na Obr.[3.4.29|st zobrazené Ariasova intenzita, §pickové horizontalne zrychlenie
a kumulativna absoldtna rychlost’ vypo¢itané na volnom povrchu pre obe uvazované
hypotetické zemetrasenia v okoli mesta Grenoble.

Z porovnania sekvencii snapshotov vlnového pola a z porovnania troch charak-
teristik (IA, CAV, PHA) pre obe hypotetické zemetrasenia vyplyva, Ze zemetrasenia
spOsobili znacne odliSné Caso-priestorové varidcie seizmického pohybu na povr-
chu sedimentarneho bazénu Grenoble, ako aj znacne odliSné priestorové rozloZenie
Ariasovej intenzity, Spi¢kového horizontalneho zrychlenia a kumulativnej absolutne;j
rychlosti. Je velmi pravdepodobné, Ze toto zistenie je silnou indikdciou, Ze odhady
seizmického pohybu zalozené na simulédcidch s kolmym dopadom rovinnej viny
moZu mat’ velmi limitovany vyznam.

Okrem porovnania dvoch hypotetickych zemetraseni sme boli zvedavi aj na po-
rovnanie vinového pola vyvolaného dynamickym modelom seizmického zdroja
a ekvivalentnym bodovym kinematickym modelom seizmického zdroja. Bodovy
model seizmického zdroja je urCeny orientdciou zlomovej plochy a smeru sklzu
na zlomovej poloche, uhly ¢g, § a A, pozri Obr. skalarnym seizmickym
momentom M), rovnica (1.3.100)), a Casovou funkciou zdroja s(t), rovnica (1.3.98).
Parametre ekvivalentného bodového kinematického modelu sme urc¢ili tak, Ze v kaz-
dej casovej hladine sme integrovali sklz v danej ¢asovej hladine na celej zlomovej
ploche. Takto integrované hodnoty sklzu sme v kazdej ¢asovej hladine delili vel-
kostou plochy porusenej Casti zlomu v danej Casovej hladine. Vydelenim kone¢nou
velkostou porusenej Casti zlomu A, rovnica (1.3.97), sme ziskali priemerny sklz
na zlomovej ploche ako funkciu ¢asu, Du(t) v rovnici (I.3.97). Casovii funkciu

zdroja, s(t), sme potom ur¢ili podla

Du(t)
) = =2 3.4.19
() = 2 3:419)
kde Du
Du = tlim Du(t) . (3.4.20)

Takto ziskand Casova funkcia zdroja je vykreslend na Obr. [3.4.30] Skaldrny seiz-
micky moment ziskaného bodového zdroja bol My=8.8 Nm. Orientédcia zlomovej

plochy a smeru sklzu pre zemetrasenie na horizontalnom zlome pod mestom Gre-
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Vysledky dizertacnej prdce

1.0+
[m] 4
0.8
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Obr. 3.4.30: Casovi funkcia zdroja pouZitd v numerickych simulcich pre porovnanie

dynamického a bodového kinematického modelu seizmického zdroja.

nobleje ¢ = 90°,d = 0°a A = 90° a pre zemetrasenie na vertikalnom zlome
v pohori Belledonne ¢ = 45°,9 = 90°a A = 90°.

V prvom porovnani ekvivalentého kinematického bodového a kone¢ného dy-
namického zdroja sme uvazovali dve polohy hypocentra na vertikdlnom zlome
v pohori Belledonne. Polohy sme oznadili 'Tava’ a ’pravd’ poloha. Zndzornené sd
na Obr. [3.4.31] Pre tito konfigurdciu sme vykonali Styri numerické simuldcie -
s dynamickym zdrojom v ’lavej’ polohe, s dynamickym zdrojom v ’pravej’ polohe,
s ekvivalentnym bodovym zdrojom v ’lavej’ polohe a s ekvivalentnym bodovym
zdrojom v ’pravej’ polohe. Na Obr.[3.4.32]-[3.4.34]st vykreslené rozdiely v Ariasove;
intenzite, Spickovom horizontdlnom zrychleni a kumulativnej absoltitnej rychlosti
v dosledku r6znej polohy toho istého zdroja ako aj rozdiely v dosledku pouZzitia
ekvivalentného bodového zdroja miesto dynamického zdroja. Vysledky indikujd,
Ze efekt smerovosti je podhodnoteny v pripade pouZitia ekvivalentného bodového
zdroja. Okrem efektu smerovosti je vSak dolezitejSia poloha hypocentra nez typ
modelu seizmického zdroja. Dodajme, Ze tieto indikdcie platia pre relativne malé
zemetrasenie. Preto zdvery z naSich simuldcii nem6zu byt a priori extrapolované
na vicSie zemetrasenia.

Dal3im testom bolo porovnanie seizmického pohybu vyvolaného dynamickym
aekvivalentnym bodovym zdrojom s hypocentrom na horizontalnom zlome pod mes-
tom Grenoble. Na Obr. [3.4.35] si vykreslené rozdiely v Ariasovej intenzite, $pic-
kovom horizontdlnom zrychleni a kumulativnej absolttnej rychlosti pre tento test.

Z obréazku je zrejmé, Ze rozdiely su znacné. Hodnoty Ariasovej intenzity pre ekviva-
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Numerické simuldcie dvoch hypotetickych zemetraseni

1 1 1 1 1

0 sediment
thickness

12 7
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Obr. 3.4.31: Dve uvazované polohy hypocentra v pohori Belledonne pri meste Gre-
noble - "Tavd’ a "pravd’ poloha. Modré ¢iary oznacuji priemet zlomovej plochy dyna-
mickych modelov na volny povrch, hviezdi¢ky oznacuji polohu epicentier ekvivalent-

nych bodovych zdrojov.

lentny bodovy zdroj su o 20 % vysSie nez hodnoty vypocitané pre dynamicky model.
Podobny je rozdiel v hodnotédch Spickového horizontdlneho zrychlenia. Najvacsie
rozdiely, az 40 %, si v hodnotach kumulativnej absolitnej rychlosti.

Vykonané testy a porovnania indikuju, Ze uz aj v pripade relativne slabého
zemetrasenia s momentovym magnitidom My = 5.3 mdZeme pozorovat vy-
znamné rozdiely medzi rieSeniami ziskanymi s ekvivalentnym bodovym kinematic-
kym a s dynamickym modelom seizmického zdroja. Inymi slovami, vysledky naSich
testov st indikaciou, Ze dynamicky (t.j., najrealistickejsi) model seizmického zdroja
by mal byt pouzity v numerickych simuldcidch, ktoré si zamerané na predpoved

seizmického pohybu.
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Vyisledky dizertacnej prdce

Maximum Al Al Y b 1 \‘
from all scenarios F “
=0.94 m/s 5

Max difference
=0.75m/s
~ 80% of max. Al

‘ ’
Differences in m/s ‘

0.75

Obr. 3.4.32: Rozdiely v Ariasovej intenzite a) v dosledku roznej polohy dynamickych

zdrojov, b) v ddsledku réznej polohy ekvivalentnych bodovych zdrojov, ¢) v dosledku

pouzitia dynamického a ekvivalentného bodového zdroja v Tavej’ polohe, d) v désledku

pouzitia dynamického a ekvivalentného bodového zdroja v "pravej’ polohe.

Maximum PHA
from all scenarios
=178 mls

Max difference
=1.01 m/s?
~ 57% of max. PHA

Differences in m/s?

Obr. 3.4.33: Rozdiely v Spickovom horizontdlnom zrychleni a) v dosledku roznej

polohy dynamickych zdrojov, b) v ddsledku rdznej polohy ekvivalentnych bodovych

zdrojov, ¢) v dosledku pouzitia dynamického a ekvivalentného bodového zdroja v la-

vej’ polohe, d) v dosledku pouzitia dynamického a ekvivalentného bodového zdroja

v 'pravej’ polohe.
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Maximum CAV

from all scenarios
=8.55m/s

Max difference
=4.72mls
~ 55% of max. CAV

Differences in m/s

4.75

4

3

2

1

0

Obr. 3.4.34: Rozdiely v kumulativnej absolttnej rychlosti a) v dosledku rdznej polohy

dynamickych zdrojov, b) v désledku r6znej polohy ekvivalentnych bodovych zdrojov,
¢) v ddsledku pouzitia dynamického a ekvivalentného bodového zdroja v "Tavej’ polohe,
d) v dosledku pouzitia dynamického a ekvivalentného bodového zdroja v ’pravej’
polohe.
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Max Al
forDS =0.53m/s s
for EPS =0.85 m/s -

Max difference
=0.33m/s
~ 40% of max. Al

0 0.11 0.22 0.33

Max PHA
for DS =1.58 m/s?
for EPS = 1.96 m/s?

Differences in m/s ‘

Max difference
=0.39 m/s?
~ 20% of max. PHA

Differences in m/s?
0 01 02 03 04

Max CAV
for DS =5.75m/s
for EPS =7.19 m/s

Max difference
=1.44 m/s
~ 20% of max. CAV

Differences in m/s
0 03 06 09 12 15

Obr. 3.4.35: Rozdiely v Ariasovej intenzite, Spickovom horizontdlnom zrychleni a ku-
mulativnej absoldtnej rychlosti medzi dynamickym a ekvivalentnym bodovym zdrojom

s hypocentrom na horizontdlnom zlome pod mestom Grenoble.
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Zavery

4 Zavery

Vysledky dizertacnej prace su prispevkom k vyvoju efektivnych numerickych met6d

na simuldciu zemetraseni a seizmického pohybu. Mozno ich zhrnit' nasledovne:

1. Nazdklade alternativnej formuldcie metédy kone¢nych prvkov s vektorom vrat-
nej sily bol vypracovany vypoctovy algoritmus a vypocétovy program FESDv2
naprogramovany v jazyku Fortran 90/95. Alternativna formuldcia MKP mé v po-
rovnani so Standardnou formuldciou MKP podstatne menSie naroky na opera¢nu
pamat.

2. Do algoritmu MKP bol implementovany realisticky titlm zaloZeny na reoldgii
generalizovaného Maxwellovho telesa GMB-EK v definicii Emmerich a Korn
(1987). Boli vykonané numerické testy presnosti implementacie utlmu.

3. Do MKP algoritmu bola implementovand metdda napiti v rozdelenych uzloch
(TSN) na simuldciu spontanneho Sirenia trhliny na zlome. Boli vykonané nume-
rické testy relativnej konvergencie MKP implementdcie TSN.

4. Bola navrhnutd nova hybridnd metéda zaloZend na kombindcii kone¢no-diferen-
¢nej schémy 4-tého radu presnosti na striedavo usporiadanej sieti vo formulacii
v rychlosti a napiti a MKP algoritme s vratnou silou. Vykonané numerické testy
spravania algoritmicky minimélnej prechodovej zény ukézali, Ze nie je vhodnd
pre praktické pouZitie. Preto bola navrhnutd hladk4 prechodova zéna. Podrobné
numerické testy ukazuju, Ze rieSenia ziskané s hladkou prechodovou zénou su
stabilné a bez numerického Sumu a odrazov od prechodovej zény. Hybridn4 me-
téda bola aplikovand na vypocet seizmického pohybu v sedimentarnom bazéne
Grenoble vo Franctzsku v désledku dvoch hypotetickych zemetraseni v okoli
mesta Grenoble. Pri vypoctoch seizmického pohybu boli pouzité dynamické

modely seizmického zdroja.

Nova hybridnd MKD-MKP metdéda umoZziiuje vyuZzit vlastnosti MKP v stvis-
losti so splnenim okrajovej podmienky v blizkosti nerovinného volného povrchu
a zdroven vyuZzit efektivnost konecno-diferen¢nej schémy 4. radu presnosti v pries-
tore. MKD-MKP hybridnt metédu je moZné aplikovat na Siroku triedu problémov

simulédcie seizmického pohybu a zemetraseni v 3D nehomogénnych Struktdrach
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Zdvery

s nerovinnym povrchom. V MKD-MKP hybridnej metéde je mozné pouZzit dyna-
micky model seizmického zdroja s nerovinnou zlomovou plochou alebo v pripa-
doch, ked zlomova plocha je sklonend pod l'ubovolnym uhlom vo¢i MKD sietovym
rovindm.

Formul4cia MKP s vratnou silou zniZuje pamitové naroky, av§ak vo vSeobec-
nosti zvysuje ndroky na vypoctovy cas. Preto je potrebné sustredit’ sa v budicnosti
na optimalizédciu algoritmov vypoctu vratnej sily.

Za predpokladu, Ze sa podari ndjst vhodny ndstroj na generovanie siete prv-
kov (problém generovania siete prvkov je velmi zlozity a v sicasnosti sa mu ve-
nuju viaceré Specializované vyskumné timy; v sti¢asnosti neuvazujeme o vytvoreni
vlastného generdtora siete prvkov), je mozné MKD-MKP hybridnt metédu pouzit

aj na rieSenie problémov interakcie medzi kmitanim stavebnych Struktir a podloZia.
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