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Podla sticasnych predstav je v zemskom kvapalnom jadre vysoko rozvinutd turbulencia, pri ktorej st tur-
bulentné diftizne procesy vyrazne efektivnejsie ako diftizne procesy na molekularnej trovni. Okrem toho
st uz diftzne procesy anizotropné, lebo existuji urcité smery, v ktorych je diftizia zosilnena (napr. smer
magnetického pola, smer rotaénej osi), resp. v smere gravitdcie moze byt zosilnend alebo zoslabena. Vyset-
rovany bol vplyv anizotropie diftznych koeficientov na stabilitu hydromagnetickych systémov v rovinne;j
horizontélnej vrstve v rdmci moznych stvislosti sekuldrnych variacii geomagnetického pola so vznikajicimi
nestabilitami. Vyuzila sa linedrna stabilitnd analjza, pri¢om rieSenie sa hladalo v separovanom tvare, a to
v tvare horizontalnych roliek v kartézskej geometrii.

Uvazujeme dva zdkladné typy anizotropii difiznych procesov. V pripade SA anizotropie (stratifikacna
anizotropia) mé na dynamiku dominantny vplyv hustotna stratifikicia, uréena vertikdlnym smerom gravi-
téacie, resp. Archimedovej vztlakovej sily. Diftizne koeficienty maji hodnoty roézne vo vertikdlnom smere z
a v horizontalnych smeroch = a y. Ak ma na dynamiku dominantny vplyv roticia a magnetické pole, po-
tom mozme uvazovat o anizotropii typu BM (podla Braginského a Meytlisa 1990), pri ktorej st koeficienty
diftzil v smere osi rotacie z a v smere magnetického pola y vicésie ako v poslednom trefom smere x.

VySetrovana bola stacionarna a nestacionarna konvekcia. V pripade stacionarnej konvekcie obidva typy
anizotropie ulah¢uji ndstup konvekcie, pri¢om najvicsi vplyv anizotropie je pre hodnoty Elsasserovho &isla
(miera magnetického pola) typické pre podmienky jadra Zeme. V pripade nestaciondrnej konvekcie (v kto-
rej bola Studovand len anizotropia typu BM) anizotropia nastup konvekcie ani neulahéuje ani nestazuje,
ale vyrazne obmedzuje rozsah parametrov, pri ktorych moze nestacionarna konvekcia existovat. Z druhej
strany pri malych kvantitativnych zmendch anizotropie mozno sledovat bohaty rozsah frekvencii vznikaja-
cich nestabilit.

kltcové slova: anizotropné diftizne koeficienty, rotujiica magnetokonvekcia, turbulencia, zemské jadro, geomag-
netické pole



Predhovor

Téma predkladanej prace tizko suvisi s dvoma zaujimavymi a otvorenymi problémami —
problematikou turbulencie a paradoxom geodynama. Turbulencia je este stale povazovana
za jeden z najnarocnejsich doteraz nevyriesenych problémov. Pritom vSak koncom 19. a za-
¢iatkom 20. storoc¢ia sa Reynoldsovi a Prandtlovi podarilo pristipit k problému tak, Ze
obrovské mnozstvo zavaznych technickych problémov tej doby a takisto v stcasnosti sa
uspesne riesilo a riesi, a to s dopadmi na kazdodenny zZivot. Pritom Reynolds len aplikoval
zakladny pristup vtedy tispesnej kinetickej tedrie plynov - a to rozdelenie zakladnych fyzikal-
nych veli¢in problému na stredni ¢ast a fluktua¢ni. Zavedenim (Reynoldsovych) pravidiel
ustredniovania sa mu podarilo dokazat, Ze stredné polia st riadené takmer takymi istymi
rovnicami ako vychodiskové polia. V takychto rovniciach vsak boli nové ¢leny vzniknuté
nenulovymi ustredneniami sucinov fluktuacii. Do hry vstupila tzv. turbulentna viskozita,
ktora bola vysledkom tspesnej parametrizacie zlozitych fluktuacii v systéme, ktoré boli
jeho prirodzenou sucastou. Vdaka turbulentnej viskozite Navier-Stokesova rovnica bola pre
stredné polia taka ista ako pre vychodiskové polia, obsahujice aj fluktuacie. Parametrizacia
vSeobecne nebola jednoduchou zalezitostou, lebo tizko stvisela s charakterom Studovanych
teceni, avSak aj vdaka stladu s experimentami a technickymi aplikdciami sa v mnohych
pripadoch stala rutinnym a tspesnym nastrojom. Napr. v meteoroldgii stacilo v predpoved-
nych modeloch pocasia zvicsit molekularnu viskozitu 100 az 1000 ndsobne a modely zacali
byt pouzitelné.

Paradox geodynama je iny zaujimavy problém. Tyka sa zemského jadra, v ktorom tece-
nia, ktoré su zaiste turbulentné, elektromagnetickou indukciou generuju a udrziavajia zemské
magnetické pole. Pocitacové simulacie geodynama len nedavno, teda v roku 1995, poskytli
taky model geomagnetického pola, Ze vo vSetkych vyznamnych ukazovateloch pozorované
magnetické pole s jeho sekuldrnymi variaciami (teda pole v ¢asovych skalach 10-ok, 100-vak,
1000-0Kk, . ..a stamiliénov rokov) vystihoval velmi dobre. Paradox je v tom, ze kvoli vypoc-
tovym obmedzeniam mnohé diftzne koeficienty (napr. viskozita) boli nerealisticky vysoké.
Dokonca aj s uvazenim turbulentnych difuzivit zemského jadra modelovo simulacné hod-
zaviest tzv. hyperviskozitu, teda isté zohladnenie anizotropie diftiznych koeficientov.

K vysvetleniu paradoxu geodynama treba urcite rozumiet aj fyzike procesov v ramci
priestorovych (a ¢asovych) skal, ktoré simuldcie zatial nemaji Sancu zvladat, teda skaly
pod 10 km, a teda ktoré tizko suvisia s turbulentnymi procesmi v jadre. St viaceré cesty,
stvisiace hlavne s numerikou [DNS, LES — direct numerical simulations, large eddy simu-
lations a triky, ako poznatky z GS (gridscales) prenasat do SGS (subgridscales)]. Dole-
7ité vSak je upriamif pozornost na tispesni parametrizaciu, napr. zavedenim (apriornym)
turbulentnych difuzivit, ktoré maja tenzorovy charakter. Treba néjst cesty (s fyzikdlnym
chapanim), ako magnetické pole, rotacia a smer graviticie uréuji anizotropné vlastnosti
difiznych koeficientov. N4s pristup je relativne jednoduchy, ale nezastupitelny. Apriérne
volime r6zne modely anizotropie difiznych koeficientov a studujeme, ako sa tym ovplyvnia
podmienky pre vznik réznych typov konvekcie (zatial v rovinnej vrstve) — od zékladne;
Bénardovej konvekcie, cez konvekciu s rotdciou, resp. s magnetickym polom az po rotujicu
magnetokonvekciu. Potrebné je skiimat viaceré typy magnetickych poli, napr. homogénne
vertikalne pole, resp. horizontalne pole, ale i r6zne polohy rotacnej osi — kolmo na vrstvu
alebo v lezatej polohe. Gravitaciu, resp. vztlakovu silu vzdy uvazujeme kolmo na vrstvu.

V predkladanej praci studujeme podmienky vzniku konvekcie v rovinnej vrstve, rotujt-



cej okolo vertikdlnej osi a s homogénnym horizontalnym magnetickym polom. Ide o model
I. Eltayeba (1972, 1975), ktory Studoval podmienky vzniku staciondrnej konvekcie, resp.
periodickej nestability pre moédy v tvare roliek vhodnym sp6sobom naklonenych ku magne-
tickému polu. Toto Stidium s izotropnymi diftznymi koeficientami rozsirujeme analyzou pre
dva zakladné typy anizotropnych diftznych koeficientov. Prvy typ nazyvame stratifikacna
anizotropia a je istou hrubou analégiou v pocitacovych simuléciach zavedenej hypervisko-
zity. Rozlisujeme difuzivity vo vertikdlnom smere od horizontalne izotropnych difuzivit, a to
v ramci dvoch podpripadov anizotropie ocednskeho a atmosférického typu. V prvom (oce-
V druhom atmosférickom opac¢ne. Druhy typ je anizotropia podla Braginského a Meytlisa
(1990) a je urcovana smermi magnetického pola B a rotacie £2. V smere §2 x B st difuzivity
ovela mensie ako v smeroch 2 a B.

Predpokladame, ze ziskané vysledky potvrdia niektoré nase skorsie ¢i v jednoduchsich
alebo v analogickych zlozitych modeloch (pozri ivod). Hlavne vSak ocakévame, Ze nazna-
¢ia jednoduch$iu matematicktl formuléciu zloZitejSich modelov s moZnostou zrozumitelnej
fyzikalnej interpretacie vysledkov.
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1 Uvod

Podla stcasnych poznatkov modernej magnetohydrodynamiky a geofyziky, je magnetické
pole Zeme generované hydromagnetickym dynamom, pracujicim v tekutom vonkajSom
jadre Zeme. Hlavnym hnacim mechanizmom, ktory dava do pohybu obrovské mnozstvo vy-
soko elektricky vodivého materidlu (tento pohyb so spravnou ¢asovou a priestorovou Struk-
turou moze vdaka Faradayovej elektromagnetickej indukcii generovat magnetické pole) je
tepelne a kompozi¢ne hnana konvekcia. Matematicky opis konvekcie v zemskom jadre je
velmi komplikovany proces, pretoze na rozdiel od klasickej Rayleigh-Bénardovej konvekcie,
tu okrem vztlakovej (Archimedovej sily) zohravaji rovnako délezitt tlohu aj dalsie dve sily.
Vdaka relativne rychlej rotécii Zeme je to Coriolisova sila, a kedze ide o pohyb elektricky
vodivej zliatiny Zeleza a dalSich Tahsich primesi v pritomnosti magnetického pola, Lorent-
zova sila hra takisto doleziti tlohu. Takto postaveny fyzikalny problém sa nazyva problém
rotujticej magnetokonvekcie. Problém rotujicej magnetokonvekcie bol rieseny v roznych si-
radnicovych ststavach s réznou konfiguraciou zékladného magnetického pola a pri réznych
mechanickych, tepelnych a elektromagnetickych hraniénych podmienkach (Chandrasekhar
1961, Soward 1979, Eltayeb 1975). V sacasnosti sa uz tento problém povazuje za velmi
dobre rozpracovany, pricom pozname casovi zavislost a priestorovi Struktiru vznikajicej
konvekcie v rozsiahlom priestore vstupnych parametrov (viskozita, magnetické pole, magne-
tickd difuzivita, tepelnd vodivost, rotacia,...), a teda podmienky nastupu konvekcie (Jones
a Roberts 2000, Roberts a Jones 2000). Nastup konvekcie je vySetrovany linedrnou stabi-
litnou analyzou, ¢o je matematicky postup, pri ktorom sa navrhnii poruchy rychlostného,
magnetického a teplotného pola s nekonecne malou amplitidou a hladaji sa podmienky,
pri ktorych je zdkladny stav nestabilny (poruchy uz nie st klesajticou funkciou ¢asu).

Hlavnym cielom tejto préace je preskimaf, ako anizotropia diftznych koeficientov (vis-
kozita a tepelnd difuzivita) moze ovplyvnit jeden z viacerych moznych modelov rotujice;
magnetokonvekcie v horizontalnej rovinnej kvapalnej vrstve. Vyberieme zakladny systém,
ktory vhodne reprezentuje podmienky zemského jadra a studujeme stabilitu systému a pod-
mienky nastupu hydromagnetickych nestabilit. Pozornost upriamime na Specialny typ ne-
stabilit, ktoré st ovplyvnené difiznymi procesmi. Chéapanie tlohy difiznych procesov - len
v slabom tlmeni vznikajucich nestabilit - nepostacuje. Dynamika zemského jadra je urco-
vand troma zakladnymi silami: Magnetickou, Archimedovou a Coriolisovou (M, A a C)
silou. AvsSak diftizne procesy mozu tieto zakladne sily oslabit v zmysle: viskozita oslabuje
len Coriolisovu silu, magneticka difuzivita len magneticku silu a tepelna difuzivita oslabuje
len Archimedovu silu. Slabé diftzne procesy veda potom k M — M —0M, A — A — A
a C — C — 6C. Ak predpokladdme turbulentny stav v zemskom jadre, potom preno-
sové javy suvisia s turbulentnymi procesmi. Na rozdiel od molekularnej difazie (ktoré je
vlastnostou materialu) je turbulentnd difizia velmi zavisla na charakteristickych tokoch.
Tieto toky st ovplyvnené dominantnymi silami M, A a C a tvar turbulentnych virov je
ovplyvneny tymito silami. Podla Braginského a Meytlisa (1990) maja viry tvar palaciniek
predlZenych v smere magnetického pola (azimutalnom smere) a v smere uhlovej rychlosti 2.
V geofyzikalnych tokoch st viry ovplyvnené tiez hustotnou stratifikdciou ur¢enou smerom
gravitacie g.

Viry ovplyvnené Coriolisovou a magnetickou silou st deformované do tvaru, ktory po-
méaha minimalizovat vplyv tychto sil. To znamena, Ze Coriolisova sila C' (~ §2 x u) a mag-
netickd sila M (M ~ |u x B|) st velmi malé a mozu byt v tomto smere zanedbatelné. Od
studia Braginského a Meytlisa (1990) boli pouzité viaceré pristupy na vySetrovanie tlohy



a dosledkov zavedenia anizotropnych diftiznych koeficientov do problémov dynama a mag-
netokonvekcie, napr. St. Pierre (1996), Matsushima et al (1999), Donald a Roberts (2004),
Phillips a Ivers (2000, 2001), Siso-Nadal a Davidson (2004),... NaSa stratégia je modifi-
kovat staré, alebo postavit nové modely rotujicej magnetokonvekcie v zmysle zavedenia
anizotropie diftznych koeficientov. Vysledkom st podmienky nastupu nestabilit, ktoré st
ovplyvnené novym parametrom anizotropie diftznych koeficientov. V pripade turbulent-
nych prenosovych javov tvar prenasacov - virov urcuje efektivitu prenosu v réznych sme-
roch. Z toho dovodu je vhodné nahradit izotropny pristup, bezny na molekularnej tirovni,
anizotropnym. To znamen4, Ze pre transportné koeficienty mame prechod skalarne veli¢iny
— tenzorové veli¢iny.



2 Anizotropie difiznych koeficientov

V modeli vySetrovanom v tejto praci (model rotujicej magnetokonvekcie v horizontélnej
rovinnej vrstve, vid kapitolu 3) uvazujeme dva zakladné typy anizotropii diftznych procesov,
a to podla toho, ktorym zékladnym silam pripisujeme podstatni dolezitost a vplyv na
dynamiku systému.

2.1 StratifikaCna anizotropia

V prvom pripade ma na dynamiku dominantny vplyv hustotna stratifikacia, urcéena vertikal-
nym smerom gravitacie, resp. Archimedovej vztlakovej sily. Os rotacie je tiez vo vertikdlnom
smere z. Tento typ anizotropie nazyvame stratifikaénou anizotropiou (SA). Anizotropia je
tu definovana nasledovne. Difliizne koeficienty maji hodnoty rézne vo vertikdlnom smere z
a v horizontalnych smeroch = a y. V principe rozlisujeme dva podtypy, a to podla toho,
(v horizontalnom smere uvazujeme izotropnu difziu, ¢o znamend, Ze vo vetkych smeroch
horizontalnej roviny je diftzia rovnakd, napr. pre viskozitu plati v,, = v,,). Ako mieru
anizotropie definujeme parameter anizotropie, ktory je pomerom dvoch hodnot difuzivit
v dvoch réznych smeroch. Mierou anizotropie viskozity je parameter o, = v,,/v,.. Mierou
anizotropie tepelnej diftizie je parameter oy = kyp/K... Dalej budeme predpokladat, ze
tieto koeficienty st rovnaké, teda ze @ = «a,, = ay a rozne znacenie, ak sa pouzije, bude len
kvoli prehladnosti a uvedomeniu si, ktory parameter s akym dejom stvisi.

Ak je difuzivita vo vertikdlnom smere vicsia ako v horizontalnych smeroch, hovorime
0 tzv. a-anizotropii, pricom ide o analdgiu s najspodnejSou vrstvou atmosféry, v ktorej je
vdaka rozvinutej konvekeii ulahéeny turbulentny prenos vo vertikdlnom smere. Tato anizot-
ropia je teda definované: v,, > v,, = 1, a parameter anizotropie ma hodnoty mensie ako
jedna, teda o < 1. Ak uvazujeme o opa¢nom pripade, teda ak je difuzivita vo vertikdlnom
smere mensia ako v horizontalnom smere, hovorime o tzv. o-anizotropii, ktora je analo-
gické stavu najvrchnejsich vrstiev oceanu, ktory je vdaka zohrievaniu zvrchu stratifikovany
stabilne, ¢o ma za nasledok zhorSeny turbulentny prenos vo vertikalnom smere. V tomto
pripade je anizotropia definovana takto: v,, < v,, = v,,. Parameter anizotropie je v tomto

.....

2.2 Anizotropia typu BM

Ak m4 na dynamiku dominantny vplyv roticia a magnetické pole, potom mozme uvazovat
o anizotropii typu BM (skratka od mien Braginsky Meytlis), pri ktorej st koeficienty diftizii
v smere osi rotacie (teda vo vertikdlnom smere) z a v smere magnetického pola y (uvazujeme
smere x. Anizotropiu typu BM teda definujeme nasledovne: v,, = v, > v,,. Parameter
anizotropie a v tomto pripade je mensi ako jedna, @ < 1. Tato anizotropia koresponduje
praci Braginského a Meytlisa (1990), v ktorej studovali lokdlnu turbulenciu zemského jadra
a ukézali, ze vdaka vplyvu rotacie a azimutalneho magnetického pola, je zvySena diftizia vo
vertikdlnom smere z a v azimutalnom smere ¢, ¢o vlastne definuje anizotropiu difiznych
koeficientov v nasledujicom tvare: v,, ~ vy, > V.



3 Model

V tejto praci je vySetrovand linedrna stabilita nekonecnej horizontalnej rovinnej vrstvy
vodivej nestlacitelnej kvapaliny s kone¢nou vodivostou o, ktora je preniknutd homogénnym
horizontdlnym magnetickym polom v smere osi y. Vrstva rotuje okolo osi vo vertikdlnom
smere z, gravitacné pole smeruje v smere —z a vrstva je zohrievand zospodu a chladena
zvrchu, pricom je udrziavany linearny teplotny profil vo vnutri vrstvy. Doéraz je kladeny
na preskimanie vplyvu anizotropie difuznych koeficientov (koeficient viskozity a koeficient
tepelnej diftzie) na vznik tepelne hnanych nestabilit, ktoré maja tvar roliek v horizontalnom
smere.

L 2 = 02 l g
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Obr. 1: Model rotujicej magnetokonvekcie s homogénnym horizontalnym zakladnym magnetickym polom
v nekoneénej horizontalnej nestabilne stratifikovanej vrstve s vertikdlnym teplotnym profilom Tp(z2).

3.1 Zakladné rovnice

Uvazujeme teda zakladny stav systému

d/2
Uy=0, B, = Buy, To =1, — ATHd/7 (1)

ktorého stabilitu Studujeme nalozenim portch rychlostného pola, magnetického pola a tep-
loty. Tento systém je opisany nasledujicimi rovnicami, ktoré si uz v linearizovanom a bez-
rozmernom tvare. Rovnice s zbezrozmernené pouZitim nasledujtcich substittcii!, kde vin-
kované veli¢iny su s rozmerom, zatial ¢o ich nevlnkované verzie st uz bezrozmerné, pricom
sa uz v nasledujucich rovniciach objavuja len bezrozmerné veliciny
2
C;t, i = gu, 5= 200mpep, Bo=BoBy, b=DBb, U= 772“29.
Prva rovnica (2) je pohybova Navier-Stokesova rovnica, ktord opisuje ¢asovy vyvin po-
ruchového rychlostného pola w. Druhé rovnica (3), opisujica ¢asovy vyvin poruchového
magnetického pola b, je indukéné rovnica. Tretia rovnica (4), rovnica vedenia tepla, opi-
suje vyvin poruchového teplotného pola U v &ase. Stvrtd rovnica (5) je rovnica kontinuity
pre nestlacitelni kvapalinu a poslednd piata rovnica hovori o neexistencii magnetickych
nabojov.

F=dz, t=

du
ot

I3pecialny tvar Skalovania teplotnej poruchy 9 = @19 sa pouzil preto, aby malo modifikovné Rayleighove cislo ako aj

Ry +2xu=-Vp+ AV xb) xy+ RIz+ E.Vu, (2)

rovnica vedenia tepla bezne pouzivany tvar. Pri pouziti jednoduchsieho skalovania 9= Bd¥ by malo modifikované Raylieghove

&islo tvar R = agBd?/2Qn a rovnica vedenia tepla tvar qi % = qii cu+ Vg@



EZVX(UX}A’)WLV%» (3)
190 . -
T . 4
T Z-u+ V1, (4)
V-b=0. (6)

V Navier-Stokesovej rovnici uvazujeme dva roézne tvary posledného ¢lenu E.V2u, opisuji-
ceho viskdzne sily, kedze uvazujeme dva typy anizotropie. V pripade stratifikacnej anizot-
ropie (SA) mé viskézny ¢len tvar

E.V*u=FE.[(1—-a,)0.. +a,VIu (7)

a v pripade anizotropie podla Braginského a Meytlisa (BM) je viskézny ¢len nasledujtiiceho
tvaru

E.V?u = E.[(a, — 1)0, + V]u. (8)

Okrem anizotropného koeficientu viskozity uvazujeme tiez anizotropiu tepelnej difuzie.
V rovnici vedenia tepla preto tiez uvazujeme dva tvary diftzneho ¢lena V249. V pripade
anizotropie SA, resp. BM st tvary tohto ¢lena nasledovné

V20 = [(1 — ay)d.. + ay V3D, resp. V20 = [(ag — 1) + V0. (9)

Velmi Tahko v oboch pripadoch overime, Ze poloZzenim anizotropnych parametrov a, a ay
jednotke (teda uvazovanim izotropného pripadu o = 1) sa diftzne ¢leny zmenia na bezne
pouzivané tvary EV>2u, resp. V29. V rovniciach sa objavuju bezrozmerné parametre vy-
jadrujtice pomery veli¢in s rovnakym rozmerom, napr. jednotlivych sil, resp. jednotlivych
diftznych koeficientov.

R, = n/2Q0d? - modifikované Rossbyho ¢islo je mierou pomeru periédy rotacie a magnetic-
kého diftizneho ¢asu (klasické Rossbyho ¢islo R, = U/Qod je mierou pomeru periédy rotacie
a ¢asu d/U, za ktory charakteristicky tok v systéme s rychlostou U prejde charakteristickt
dlzku systému d).
A = B2/2Q0poun - Elsasserovo ¢islo dava do pomeru magneticki silu a Coriolisovu silu.
E = v/2Qyd? - Ekmanove ¢islo je mierou viskéznych sil vzhladom ku Coriolisovej sile.
Kvoli anizotropnej viskozite mame dve rozne Ekmanove ¢isla, a to B, = v,,/2Q0d* a E, =
Va:a:/QQO d2 .
R = agBd?/2Qyk - modifikované Rayleighove ¢islo meria efektivnu vztlakovi silu vzhladom
na Coriolisovu silu (modifikované Rayleighove ¢islo je sti¢inom klasického Rayleighoveho
¢isla R, = gaBd*/kr a Ekmanoveho ¢isla E, teda R = R,E).
q = k/n - Robertsove ¢islo je uréené pomerom koeficientov tepelnej diftzie a magnetickej
diftizie. Podobne ako v pripade Ekmanovho ¢isla, aj Robertsove ¢islo ma dve rézne hod-
noty, pretoze uvazujeme anizotropiu, a teda dve rozne hodnoty tepelnej diftzie. Rozlisujeme
preto ¢, = ﬁzz/n A Gy = "izz/rr]-

V rovniciach sa takisto objavuji parametre anizotropie «, = Vyy/V., & Gy = Ky /s,
finované ako pomer difuzivit v dvoch réznych smeroch v kartezianskej stiradnicovej ststave
(v horizontalnom a vertikdlnom smere).



3.2 Metoda riesenia

Dalsi postup je v rozloZeni portich rychlostného w a magnetického pola b na poloiddlnu
a toroidalnu cast

uw=a?[Vx(Vxiz)+Vxdz a b=a[Vx(Vxbz)+Vxjz. (10)

Vsetky poruchy (@, @, b, j a 9) maji tvar

f(z, y, z, t) = Re [F(z) exp(ilz + imy) exp(At)] , (11)

kde horizontélne zlozky vlnového éisla [ a m uréuja a® = [?> + m?, odmocninu a tohto
vyrazu nazyvame horizontalnym vlnovym ¢islom a A je komplexnd frekvencia (A = io).
Dalej aplikujeme na Navier-Stokesovu rovnicu operéator rotacie a dvojitej rotacie. To isté
spravime s indukénou rovnicou a po dosadeni porich (w, @, b, ] a v) do tychto rovnic
a do rovnice vedenia tepla a uvazenim z zloziek dostaneme nasledujici systém obycajnych
diferencidlnych rovnic pre nezname funkcie F(z) = W(z), Q(z), B(2), J(z) a ©(z) (pre
podrobnejsie odvodenie vid prilohu A),

[E. Dy — RN Q+ DW +imAJ = 0, (12)

(D? — a*) [E. Do — RAW — DQ +imA(D* — a*)B = a’RO, (13)
(D? —a®> = \)J +imQ = 0, (14)

(D* —a®> = \)B +imW = 0, (15)

(Do —CN)O+W = 0. (16)

PretoZe uvazujeme dva rozne typy anizotropii, SA typ a BM typ, operator D, ma dva rézne
tvary, a to D? — al? — m? v pripade typu BM a D? — al? — am? v pripade SA. Z tychto
piatich rovnic postupne eliminujeme vsetky nezname funkcie az na funkciu W. K tomu sme
si kvoli prehladnosti zaviedli nasledujtce operéatory

Dy = D*-d?

Dy = Dg— A

D, = D?—al*>—-m? (BM)

D, = E,D,— R\ =FE.(D,—p))

De = Do — (A

Do = DyD,+Am® = E. |Dy(Da — p\) + Q*m’|

a pri algebraickych upravach vyuzijeme komutativnost tychto operatorov (kde p = R,/E, =
n/v.. a (= q;' = n/k.., st obratené hodnoty magnetického Reynoldsoveho &isla a Ro-
bertsoveho ¢isla). Rovnice (12) - (16) vyuzitim tychto operatorov maji takyto tvar

D2+ DW +imAJ = 0, (17)
DsD,W — DQ +imADsB = a*RO, (18)
DyJ +imQ = 0, (19)

DB +imW = 0, (20)

DO+ W = 0. (21)



Najprv aplikujeme operator D) na rovnicu (17) a s vyuzitim rovnice (19) dostaneme rovnicu
DoQ + Dy DW = 0. (22)

Potom aplikujeme operéator Dy na rovnicu (18) a s vyuzitim rovnice (20) dostdvame rovnicu
Ds(D,Dy + Am*)W — D, DQ = a*RD, 0. (23)

Ked na tato rovnicu aplikujeme operator Dg a vyuZijeme predchadzajicu rovnicu (22),
dostaneme rovnicu

(DsD2 + D2D*)W = a>RD,Dq0, (24)

ktora uz obsahuje len nezname funkcie W a ©. Ostava uz len vylacit nezndmu ©, ¢o urobime
Tahko aplikdciou operatora D¢ na tito rovnicu a vyuzitim rovnice (21). Dostaneme potom
hladant rovnicu pre neznamu W, ktora je obyc¢ajnou diferencidlnou rovnicou 12 radu a ma
tvar

[D(DyD} + DID?) + a>RDyDo| W = 0. (25)

Aby sme mohli rovnice porovnavat s rovnicami odvodenymi Chandrasekharom (1961),
tak tito rovnicu (25) vynasobime E;? a po lahkych tpravach prejde na nasledujici tvar

{Dc (Dﬁ {Dx (Do —pA) + Qm2}2 + TaD§D2> +
+a*R,D, {DA (Do — pA) + QmQH W =0, (26)

v ktorom sa uZ namiesto nami pouzivanych bezrozmernych parametrov (F, - Ekmanove
Cislo, A - Elsasserove ¢islo, R - modifikované Rayleighove ¢islo) objavuji bezrozmerné pa-
rametre pouzité Chandrasekharom (Q = A/E, - Chandrasekharove ¢islo, T, = E_ 2 - Tay-
lorove ¢islo, R, = R/E, - klasické Rayleighove ¢islo). Pre porovnanie s Chandrasekharom
zavadzame tiez substittcie

12 m? i\ T, Q R,

5):;, QZP, 0'1:—;, lef, Ql:? a R1:7 (27&)
Ak uvazujeme najjednoduchsie hrani¢né podmienky na —d/2,d/2,

— volné hranice : W = D?*W = DQ =0
— dokonale tepelne vodivé hranice : © = 0
— dokonale elektricky vodivé hranice : B = DJ = 0,

tak mozeme operatory nahradit jednoduchymi algebraickymi vyrazmi. Pricom eSte zave-
dieme pomocné premenné

a=7+9 A=14+a a (27b)

v pripade ]ng[ anizotropie. (27¢)



2

Dy — —m(1+7+7) =-7°4,

D, — —-m(1+ai+7j)=-7"4, (BM),

D, — —7m(1+ai+aj) =724, (SA)

Dy — —m(1+3+§+ioy)=—7(A+io),
Dy —pA\ — —m(1+ai + 7§ +ipoy) = —n2(Ay +ipoy) (BM),
D, —p\ — —m(1+aF+af+ipoy) = —7°(As +ipoy) (SA),

(
) (

(14 af +§ +iCoy) = —n%(Ay +iCoy) (BM)
) (

1+ ai + aj +iCoy) = —1%(Aq +iCoy) (SA)

ktoré ked dosadime do rovnice (26), dostaneme rovnicu pre Rayleighove ¢islo Ry, ktoré je
uz analogickou rovnicou pre Chandrasekharov pripad a ma tvar

(Ao +iCon) {A[(A +ior)(Aa + ipor) + Qo] + Ti(A + io1)?} =
= Ri(A—1)(A+ioy) {(A+io1)(As + ipor) + Qui}- (28)



4 Stacionarna konvekcia

Uvazujme na zaciatok staciondrnu konvekciu, pre ktoru plati 0; = 0. Rovnica (28) prejde
na jednoduchsi tvar

Ao {A[AAL + Qui® + T1A?} = Ri(A = 1)A{AAq + Quij} - (29)
Predpis pre Rayleighove cislo R; je

Ao {A[(AAL + Quf? + T2 A%}
(A-1)A[AA, + Q7]

Ry = (30)

a po jednoduchych algebraickych tpravach ho moézme napisat v tvare

Aa

fv=7—7

A
{AAa +Q1y+T1AAa -i—ng} .
Celé odvodenie je vseobecné a plati pre pripad anizotropie typu BM aj pre pripad anizot-
ropie typu SA. Rozdiel je jedine v definicii pomocnej premennej A,, ktorda ma v pripade
BM tvar A, = 1+ af + ¢, zatial ¢o v pripade SA je tvar A, = 1+ af + ay = 1 + aa, kde
a = T+ 7. Ak teda v rovnici (30) nahradime premennt A, vyrazom 1+ «aa, tak dostaneme
analogicky predpis pre Rayleighove ¢islo R; pre pripad anizotropie typu SA v tvare

(1+ad) {A[A(L + ad) + Quj)” + T1 A%}
= aA{A(l 4+ aa) + 17} 7 (31)

kde zrejme A =1 + a.

Ak méme predpisy pre Rayleighove ¢isla (rovnice 30 a 31), tak hladanie kritickych Ray-
leighovych ¢isel je vlastne hladanie lokdlneho minima vzladom na vlnové ¢isla [ a m (resp.
im Gmerné premenné 7 a §). Tadto minimalizécia bola vykonané numericky.



4.1 Numerické vysledky

Hlavnym cielom linearnej stabilitnej analyzy je vySetrif néstup konvekcie, teda néjst také
zakladné vstupné parametre opisujice systém a takt konfiguraciu nestability, ktora sa vy-
budi najlahsie. Nestabilita vznikne, ak Rayleighove ¢islo, ktoré je pomerom stabilizujicich
a destabilizujucich sil, dosiahne uréita kriticktt hodnotu. Ulohou je najst pri zadanych vstup-
nych parametroch (Ekmanove ¢islo, Elsasserove ¢islo, Robertsove ¢islo) taky tvar poruchy
(dany vlnovymi ¢islami), ktora vznikne pri najmensom Rayleighovom ¢isle. Takéto Rayleig-
hove ¢islo nazyvame kritickjm Rayleighovym ¢islom a oznac¢ujeme ho R.. Vysetrujeme na-
stup stacionarnej konvekcie, ktora ma tvar horizontalnych roliek a je jednoznac¢ne popisana
dvoma horizontalnymi zlozkami vinového ¢isla, [ a m. Zo znalosti tychto dvoch vinovych
¢isel vieme jednoducho spocitat dva dolezité parametre, a to celkové horizontalne vlnové
¢slo a = (I + m?)Y2 a uhol v = arctg(m/l), uhol sklonu roliek vzhladom na orientéciu
zakladného magnetického pola v smere osi y.

Numerické vysledky tejto stabilitnej analyzy st prezentované vo forme grafov, vyjadru-
jucich zavislosti kritického Rayleighoveho ¢isla R, kritického horizontalneho vinového ¢isla
a. a kritického uhla sklonu roliek ~,. na Elsasserovom ¢isle A, ktoré je mierou magnetického
pola. Hlavnym cielom tejto prace je vySetrit vplyv anizotropie diftznych koeficientov na
rotujiicu magnetokonvekciu, preto rozne krivky na grafoch odpovedaji réznym hodnotam
parametra anizotropie, ktory je mierou anizotropie. Pre porovnanie sa na grafoch vzdy
vyskytuje aj izotropny pripad s a = 1.

Grafy st rozdelené do troch trojic, kde kazda obsahuje grafy zavislosti R, vs A, a.
vs A a v, vs A. Prva trojica opisuje vplyv stratifikacnej (SA) anizotropie, druhé trojica
vplyv anizotropie podla Braginského a Meytlisa (BM) a tretia trojica porovnéava tieto dve
vySetrované anizotropie diftznych koeficientov. Pri tu uvazovanom rozsahu vstupnych pa-
rametrov (Elsasserove ¢islo A € (0.01,100) a Ekmanove ¢islo v z-ovom smere E, = 3- 1077
(E, = aFE,)) sme pozornost upriamili na dve orientécie roliek vzhladom na magnetické
pole. Os roliek je bud kolmé na magnetické pole (uhol 7. je rovny 90°), alebo je vzhladom
na magnetické pole naklonena o nejaky uhol. Na grafoch su tieto dva pripady odlisené roz-
nym typom kriviek. Prvy obrazok (obr. 2) je venovany vplyvu stratifika¢nej anizotropie na
stacionarnu konvekciu a obsahuje tri grafy, kde rézne dvojice plnej a prerusovanej krivky
stvisia s roznymi hodnotami parametra anizotropie . Na prvom grafe a) vidime, ze SA
anizotropia ovplyviiuje aj rolky kolmé na magnetické pole, aj rolky Sikmé vzhladom na
magnetické pole. Zavislost kritického Rayleighoveho ¢isla na Elsasserovom ¢isle A méa pre
kolmé a Sikmé rolky uplne rozdielny charakter. Krivky zavislosti pre kolmé rolky (preruso-
vané krivky) maju tvar paraboly s lokdlnym minimom (v loglog mierke). Krivky zavislosti
pre sikmé rolky (plné krivky) st polpriamky, so zac¢iatkom v minime prislusnych parabol,
pricom su tieto polpriamky vodorovné a teda nezavislé na Elsasserovom cisle. Jeden z dole-
zitych zaverov tejto analyzy je, ze v pripade stratifikacnej anizotropie je kritické Rayleighove
¢islo R, pre sikmé rolky nezévislé na magnetickom poli. Dalsim dolezitym zéverom je, ze
sikmé rolky (ak existuji) st preferované pred kolmymi rolkami, pricom k zmene preferen-
cie dochadza pri hodnote Elsasserovho ¢isla A, v ktorej dosahuje prerusovana krivka svoje
lokalne minimum. Tato hodnota je funkciou parametra anizotropie o a s narastom « tiez
rastie. Anizotropia typu o (koeficient anizotropie o > 1) nastup konvekcie stazuje, lebo zvy-
Suje hodnoty kritického Rayleighoveho ¢isla R,.. Anizotropia a typu (koeficient anizotropie
a < 1)naopak znizovanim kritického Rayleighoveho ¢isla konvekcii napoméha.

Druhy graf b) tohto obrézku opisuje vplyv SA anizotropie na celkové kritické horizon-
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a) ‘ SA anisotropy, stationary convection, E = 3.e-7 b) 100 ‘ SA anisotropy, stationary convection, E = 3.e-7
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Obr. 2: Zavislost a) kritického Rayleighoveho ¢isla R., b) kritického horizontélneho vlnového ¢isla a. a c)
kritického uhla medzi rolkami a zékladnym magnetickym polom ~. na Elsasserovom ¢&isle v pripade stra-
tifikaénej SA anizotropie. Rolky kolmé na magnetické pole - prerusované krivky, rolky Sikmé vzhladom
k magnetickému polu - plné krivky.

talne vlnové ¢islo a.. Zavislost tohto vinového ¢isla na Elsasserovom ¢isle A je opéif rozdielna
pre kolmé a Sikmé rolky. Horizontalne vlnové ¢islo a. kolmych roliek je klesajicou funkciou
Elsasserovho c¢isla, ale pre sikmé rolky je a. na Elsasserovom c¢isle nezavislé. Anizotropia
ovplyviiuje hodnoty celkového horizontalneho cisla a. nasledovne. Anizotropia typu o zni-
Zuje kritické horizontalne vinové ¢islo a anizotropia typu a ho zvysuje, pricom kvalita tohto
vplyvu je rovnaka na kolmé ako aj na Sikmé rolky.

Posledny graf na tomto obrazku ukazuje, ako je anizotropiou ovplyvneny uhol medzi osou
roliek a smerom magnetického pola. Vidime, Ze pre vSetky hodnoty parametra anizotropie
« dobjde k prechodu z kolmych roliek na Sikmé. Ak sa blizsie pozrieme na jednu konkrétnu
krivku (pre jednoduchost na krivku s o = 1, teda izotropny pripad), tak vidime, Ze pre
malé hodnoty magnetického pola (malé A) je preferovany méd s kolmymi rolkami az po
ur¢ita hodnotu A, od ktorej st uz preferované sikmé rolky. ZvySovanim magnetického pola
sa rolka postupne stéale viac naklana do smeru magnetického pola (zvySovanim A sa uhol
Y. postupne zmensuje z 90° na mensie hodnoty), pri¢om sa tento uhol asymptoticky blizi
k nulovej hodnote pre velké Elsasserove ¢islo (rolky rovnobezné s magnetickym polom).
Vplyv anizotropie je v hodnote Elsasserovho ¢isla A, pri ktorej dochadza k zmene preferencie
medzi kolmymi a $ikmymi rolkami, teda v hodnote od ktorej sa uz za¢nu rolky zoSikmovat
smerom k magnetickému polu.

Druhy obrazok (obr. 3) popisuje vplyv anizotropie typu BM. Obsahuje tri grafy rovna-
kych zavislosti ako predchadzajuci obrazok. Opéf je pozornost venovana pripadu, ked s
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a) BM anisotropy, stationary convection, E = 3.e-7 b) BM anisotropy, stationary convection, E, = 3.e-7
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Obr. 3: Zavislost a) kritického Rayleighoveho ¢isla R., b) kritického horizontalneho vlnového ¢isla a. a c)
kritického uhla medzi rolkami a zékladnym magnetickym polom ~. na Elsasserovom ¢isle v pripade BM
anizotropie. Rolky kolmé na magnetické pole - prerusovand krivka, rolky sikmé vzhladom k magnetickému
polu - plné krivky.

rolky kolmé na magnetické pole (prerusované krivky) a pripadu, ked sa rolky vzhladom
na toto pole sikmé (plné krivky). Hned na prvy pohlad vidno na vsetkych troch grafoch
tohto obrazku, ze rolky kolmé na magnetické pole st v pripade BM anizotropie nezavislé
na tejto anizotropii (v pripade SA anizotropie st kolmé rolky na anizotropii zavislé, vid
predchédzajuci obr.2). Ak sa pozrieme na rovnicu (30), ktora vyjadruje predpis pre Rayle-
ighove ¢islo R; v pripade BM anizotropie, tak vidime, ze koeficient anizotropie « je vzdy
nasobeny s premennou Z, ktora je timerné stvorcu [? horizontélneho vlnového &isla [. Pre
rolky kolmé na zakladné magnetické pole v smere y plati [ = 0, teda £ = 0, ¢o spdsobi zanik
zavislosti Rayleighoveho ¢isla na anizotropii. Sikmé rolky st na anizotropii zavislé (I # 0)
a z grafu a) vidno, ze BM anizotropia ulah¢uje nastup konvekcie, lebo kritické Rayleighove
Cislo R, s narastom anizotropie (poklesom hodnoty parametra anizotropie «) klesa. R, je az
na izotropny pripad o = 1 klesajtcou funkciou Elsasserovho ¢isla A (na rozdiel od pripadu
SA anizotropie, kde R, bolo nezavislé na Elsasserovom ¢isle pre vSetky uvazované hodnoty
parametra anizotropie «). Dalej si mézme vimnit, ze BM anizotropia uréuje hodnotu El-
sasserovho ¢isla A, pri ktorej ddjde k zmene preferencie medzi kolmymi a Sikmymi rolkami.
S narastom anizotropie (pokles parametra anizotropie «) sa hodnota Elsasserovho ¢isla pre
zmenu preferencie zmens$uje, ¢o z fyzikalneho hladiska znamené, Ze zvySenim anizotropie je
potrebné slabsie magnetické pole na to, aby pre magnetokonvekciu zacalo byt vyhodnejsie
mat rolky Sikmo vzhladom na magnetické pole.

Druhy graf b) ndm hovori, Ze BM anizotropia zvysuje celkové kritické horizontalne vinové
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¢islo a., ktoré je klesajucou funkciou Elsasserovho ¢isla A ako pre kolmé rolky, tak aj pre
sikmé rolky (horizontalne vlnové ¢islo Sikmych roliek v pripade SA anizotropie nezavisi na
Elsasserovom ¢isle), aj ked pre sikmé rolky sa s narastom Elsasserovho ¢isla této zavislost
straca.

Z tretieho grafu c) vidime, ako BM anizotropia ovplyviiuje 7. - uhol medzi osou roliek
a magnetickym polom. Na prvy pohlad vidno, Ze anizotropia nemeni kvalitu kriviek, s na-
rastom anizotropie sa ale krivky postuvaji smerom k mensim hodnotam A, ¢o je dosledok
toho, Ze anizotropia ovplyviiuje hodnotu A, pri ktorej dochadza k prechodu z kolmych na
sikmé rolky. Uhol roliek sa postupne pre vSetky uvazované pripady anizotropie (rézne hod-
noty «) za¢ne z pdovodnych 90° zmensovat a asymtoticky sa blizit k nulovej hodnote. Celkovo
mozme uzavriet, Ze BM anizotropia zmensuje uhol ~,. a pre velké hodnoty magnetického
pola je vplyv anizotropie na tento uhol naklonu zanedbatelny.

a) ‘ both anisotropies (SA, BM). stationary convection, E.= 3.e—7‘ b) ‘both anisotropies (SA, BM), stationary convection, E, = 3.e-7
---- perpendicular rolls ---- 4~ 1004,
1 —_— oblique rolls ~ ------- ,//" “‘\ -=-=-- perpendicularrolls ----
1E9 3~ SA anisotropy BM Bl a e ———  obliguerolls oo
c NS SA anisotropy BM
C 10 4
1E8 4"
14
T T T 1 T T T 1
0,1 1 10 100 0,01 0,1 1 10 100
‘both anisotropies (SA, BM), stationary convection, EZ= 3.e-7
C) 90—
0.1 a=1
: ---- perpendicular rolls ----
E— oblique rolls ~ ------
SA anisotropy BM
60 3
0.1\ .

1
0,1 1 10 100

A

Obr. 4: Porovnanie oboch typov anizotropii. Zavislost a) kritického Rayleighoveho ¢isla R, b) kritického
horizontalneho vlnového &isla a. a ¢) kritického uhla medzi rolkami a zdkladngym magnetickym polom .
na Elsasserovom ¢isle v pripade stratifika¢nej SA anizotropie a anizotropie podla Braginského a Meytlisa.
Rolky kolmé na magnetické pole - prerusované krivky, rolky sikmé vzhladom k magnetickému polu - plné
krivky (SA), bodkované krivky (BM).

Dalsf obrazok (obr. 4) vzajomne porovnéava obidva typy anizotropie, pricom aj v pripade
anizotropie typu BM aj v stratifikacnej anizotropii st zobrazené len tri rozne hodnoty pa-
rametra anizotropie o = 1., 0.5, 0.1, teda len tri rézne pripady danych anizotropii. Krivky
opit rozdelujeme podla toho, ¢i stvisia s rolkami kolmymi na magnetické pole (prerusované
krivky), alebo Sikmymi vzhladom na magnetické pole (plné pre SA anizotropiu a bodko-
vané pre BM anizotropiu). Ako uz bolo povedané, kolmé rolky st ovplyvnené jedine SA
anizotropiou a v pripade BM anizotropie mame len jeden pripad kolmych roliek, stotozZneny
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s krivkou o = 1. Kolmymi rolkami sa dalej zaoberat v tomto opise nebudeme a pozornost
stustredime na Sikmé rolky, a teda na dvojice plnych a bodkovanych kriviek s hodnotami
anizotropného parametra o = 0.5 a a = 0.1.

Z kriviek prvého grafu a) mézme hned uzavriet, Ze SA anizotropia napoméha vzniku kon-
vekcie viac ako BM anizotropia, lebo kritické Rayleighove ¢isla v pripade SA anizotropie st
mensie ako v pripade BM anizotropie. Tento rozdiel je najvicsi pre hodnoty Elsasserovho
éisla A = O(1) a pre velké hodnoty sa tento rozdiel zmensuje. Dalej vidime, 7ze k pre-
chodu z kolmych na §ikmé rolky dojde v pripade BM anizotropie pri mensich hodnotach
Elsasserovho ¢isla ako v pripade SA anizotropie.

Druhy graf b) opisujuci zavislost celkového kritického horizontalneho vlnového ¢isla a.
ukazuje, ze rozdiel medzi oboma anizotropiami je velmi maly, kritické celkové horizontalne
vlnové ¢islo je v pripade BM anizotropie trosku vicsie ako v pripade SA anizotropie. Opéit
pritom plati, Ze pre velké hodnoty A sa aj tento maly rozdiel tplne straca.

Z tretieho grafu c) najlepsie vidno, Ze najvicsi rozdiel medzi oboma anizotropiami je
v hodnotach Elsasserovho ¢isla A, pri ktorych dochadza k prechodu z kolmych na sikmé
rolky. Napr. pre pripad anizotropie s hodnotou parametra anizotropie a = 0.1 je tento
rozdiel skoro o jeden rad, a preto mézme uzavriet, Ze kriticky uhol 7, je pri BM anizotropii
mensi ako pri SA anizotropii, pricom aj v pripade uhlu ~. plati, Ze pre velké Elsasserove
¢isla A sa rozdiel medzi BM a SA anizotropiami straca.
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5 Nestacionarna konvekcia

Z geofyzikalneho hladiska je zaujimavejSie prestudovat nestability, ktoré st na case zavislé,
a ktoré nazyvame nestacionarnou konvekciou (v literattre sa to niekedy oznacuje ako over-
stabilita resp. periodické nestabilita). Nestacionarna konvekcia mé v tomto modeli tvar viny,
Siriacej sa ur¢itym smerom vzhladom na zakladné magnetické pole (orientované v smere
osi y), pricom uhol medzi magnetickym polom a smerom Sirenia vlny, ozna¢ovanym .,
je jednym z vystupov nasho studia. Vlna je v nasom pripade popisand dvoma vIinovymi
¢islami v horizontalnych smeroch = a y a frekvenciou o;.

Aj magnetické pole aj rotacia maja stabilizujici Gc¢inok na kvapalinu, lebo mézu fun-
govat ako vratnd sila posobiaca na vychylenti kvapaln ¢asticu, ¢im poskytuji zéklad pre
mozny vinovy pohyb v kvapaline. Preto mozeme ocakéavat, Ze vlnovy pohyb je ddlezity v ro-
tujacich MHD systémoch ako napr. zemské jadro, Slnko, hviezdy,... Z merani magnetického
pola Zeme na povrchu a z modelovani magnetického pola na povrchu jadra je viacero do-
kazov o vinovom charaktere pohybov. Viny teda mézme povazovat za prirodzeni reakciu
kvapalnych systémov na poruchu.

Z matematického hladiska sa hladanie kritického Rayleighoveho ¢isla R; skomplikuje,
pretoze sa uvazuje nenulové frekvencia o.. Celd procedira hladania bude ovela zloZitejsia
a Casovo naroc¢nejsia. Vychadzame z rovnice (28)

(Aa +iCon) {A[(A +i01)(Aa + ipor) + Qui* + Ty(A + i)?} =
= Ry(A —1)(A+ioy) {(A+io1)(As + ipor) + Qi)

¢o je predpis pre Rayleighove ¢islo. Tento zlozity vyraz ma redlnu aj imaginarnu cast, ¢o je
vlastne hlavny dévod zlozitosti oproti stacionarnemu pripadu. V stacionarnom pripade sme
frekvenciu o polozili rovni nule, ¢im sa z vyrazu odstranila komplexnost, lebo imaginarna
jednotka je vzdy nasobena prave frekvenciou. Rayleighove ¢islo Ry méa teda tvar zlomku,
v ktorom su aj ¢itatel aj menovatel komplexné vyrazy s nenulovou realnou aj imaginarnou
Castou. Ak redlnu a imagindrnu cast ¢itatela, resp. menovatela oznac¢ime C; a Cy, resp. M
a M,, mozme aj Rayleighove ¢islo rozdelif na redlnu a imagindrnu ¢ast v nasledujiicom
symbolickom zapise

Ci-My+Cy-My Cy-M —Cy- M
2 2 + 2 2 ,

kde pomocné premenné C1, Cy, My a M, maju zlozité a neprehladné vyjadrenia, ktoré nemé
zmysel tu uvadzat, ale ktoré st uvedené v prilohe B a citatel si ich tiez mézZe velmi lahko
vyjadrit napriklad pomocou softvéru Mathematica. Skutoc¢né fyzikalne realne Rayleighove
¢islo nam dava len realna ¢ast Re(R;), preto musime imaginarnu ¢ast Im(R;) polozit rovna
nule. Takto vzniknuté rovnica Sm(R;) = 0 sa da po jednoduchych algebraickych tpravach
previest na polynomiédlnu rovnicu siedmeho stupna pre nezndmu frekvenciu o;. RieSenie
tejto rovnice je jednym z dolezitych krokov pri hladani kritického Rayleighoveho ¢isla, lebo
déva do vztahu frekvenciu a vlnové ¢isla. Tato polynomidlna rovnica siedmeho stupiia méa
nulovy absolitny Clen a preto sa d& zjednodusit na polynomialnu rovnicu Siesteho stupria
(jeden koren o = 0 teda pozndme presne, ale ten je tentokrat nezaujimavy, lebo je to pripad
stacionarnej konvekcie). Naviac tédto uz zjednodusend rovnica méa nenulové koeficienty len
pri parnych mocninach o1, ¢o ndm opit umozni znizit rad polynému na tri, kde neznama
uz nebude frekvencia o1, ale jej druha mocnina. RieSenim tejto rovnice ziskame v principe
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tri frekvencie, z ktorych pri predpokladanej marginalnej (neutralnej) konvekcii potom vy-
berieme len fyzikalne prijatelné, to znamen4 len reilne. Dalsim krokom je dosadenie tejto
frekvencie spolu s vlnovymi ¢islami do vyrazu Re(R;), ¢o je uz skutocné fyzikalne Rayleig-
hove ¢islo. Ak je fyzikalne priatelnych frekvencii viac, tak vyberieme t1, ktord nam da naj-
mensiu hodnotu Rayleighoveho é&sla. Ulohou numerickej minimalizacie je potom najst také
vlnové ¢isla, pri ktorych je Rayleighove ¢islo najmensie mozné. Ak také ¢islo existuje, tak ho
nazyvame kritickym Rayleighovym ¢islom R. a jemu odpovedajtce vlnové ¢isla a frekvencie
tiez nazyvame kritickymi. Frekvenciu oznacujeme o., samotné kritické vlnové ¢isla [ a m nie
su az také dolezité, dolezitejsia rovnako ako v pripade stacionarnej konvekcie, je hodnota
kritického celkového horizontélneho vlnového éisla a, = (12 +m?)'/? a uhol 7. = arctg(m/I),
uhol medzi osou konvektivnej rolky a orientaciou zakladného magnetického pola.

V tejto praci je vysetrovany vplyv BM anizotropie na nestacionarnu konvekciu, pri ktorej
su difizne koeficienty viicSie v smere osi rotacie a magnetického pola oproti koeficientom v
smere osi x. Pre viskozitu teda plati v,, = v, > v, (rovnaky vzfah medzi koeficientami
plati aj pre tepelnt diftiziu) a pomocnd premennd A, ma v tomto pripade tvar A, = aZ+7,
kde « je parameter anizotropie definovany ako o = v, /v,, = Kup/K.., ktory z fyzikalnych
dévodov nemoze nadobidat hodnotu vicésiu ako jedna. Ak predpokladame, Ze vysledky Bra-
ginského a Meytlisa, ktori studovali turbulenciu v zemskom jadre, si spravne, to znamena,
ze turbulentné viry st deformované do tvaru palaciniek pretiahnutych v smere osi rotacie
a v smere magnetického pola, a tym padom aj diftizne procesy v tychto smeroch s efek-
tivnejsie (v nasom pripade vy, = v,, > V), tak pri nasej definicii parametra anizotropie o
je tento parameter mensi ako jedna, nanajvys rovny jednej v izotropnom pripade.
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5.1 Numerické vysledky

Podobne ako pri vysetrovani vplyvu anizotropie na stacionarnu konvekciu, aj teraz st v cen-
tre nasho zaujmu zavislosti zakladnych parametrov opisujtcich nestabilitu (kritické Rayle-
ighove ¢islo R., kritické horizontalne vlnové ¢islo a., kriticky uhol ~,. a kritickd frekvencia
0.) na vstupnych parametroch charakterizujicich zékladny stav (Elsasserove ¢islo A, Ek-
manove ¢islo E,, koeficient anizotropie o). Numerické vysledky st prezentované vo forme
grafov, ktoré vyjadruju zavislosti R., a., 0. a 7. na Elsasserovom ¢isle A pri konstantnom
Ekmanovom ¢isle F,, alebo na Ekmanovom ¢isle pri konstantnom Elsasserovom ¢isle. Via-
ceré krivky na grafoch stvisia s réznymi hodnotami parametra anizotropie «, ¢o je pre nas
najdolezitejsim vystupom numerického vySetrovania, lebo preskiimat vplyv anizotropie na
vznikajtce nestability je hlavnym cielom tejto prace.

a) b)

‘ Overstabity, p=09, 7 =05, =3.10” ‘

0- ‘ Overstabity, p=09, ¢ =05, =310"

1=01,03,05,05506,0.7,1

304

10 100 10 100

Obr. 5: Vplyv anizotropie typu BM na nestaciondrnu konvekciu. Zavislost a) kritického uhla medzi rolkami
a zékladnym magnetickym polom ~, a b) kritickéj frekvencie o, a na Elsasserovom ¢isle pri konstantnej
hodnote Ekmanovho ésla E, = 3-1077.

Prvy obréazok (obr. 5) venovany nestacionarnej konvekeii obsahuje dva grafy, ktoré vyjad-
ruju zévislost kritického uhla . a kritickej frekvencie o, na Elsasserovom ¢isle pri hodnote
Ekmanovho ¢isla (v smere z) E, = 3 - 107", Grafy obsahuji 7 kriviek pre sedem roznych
hodn6t parametra anizotropie o = 1; 0,7; 0,6; 0,55; 0,5; 0,3; 0,1. Krivka s oznacenim
a = 1 je izotropny pripad a zmenSovanim parametra prechddzame k silnejSej anizotropii.
Hned na prvy pohlad mozeme vidiet vyrazny vplyv anizotropie, a to hlavne v ohrani-
¢eni intervalu Elsasserovho ¢isla, na ktorom moze dané nestabilita existovat. ZvySovanim
anizotropie sa tento interval zmensuje smerom od vyssich hodnot Elsasserovho ¢isla. Lava
hranica tohto intervalu existencie je na anizotropii nezavisla, a to znamena ze nami vysetro-
vand nestacionarna konvekcia nemoéze existovat pre malé hodnoty Elsasserovho ¢isla (a teda
magnetického pola) a ani extrémne silnd anizotropia to neovplyvni. Prvy graf a) ukazuje,
ze pri danych vstupnych parametroch zacne pri urcitej hodnote Elsasserovho c¢isla existo-
vaf nestaciondrna konvekcia, ktorej konvektivne rolky s orientované kolmo na magnetické
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pole (7. = 90°) a postupnym zvySovanim Elsasserovho ¢isla sa rolky naklanaju k smeru
magnetického pola. Z grafu b) vidno, ze zatial ¢o frekvencia nestability v izotropnom pri-
pade je konstantna a na Elsasserovom c¢isle nezavisla, pri anizotropnych pripadoch je uz
frekvencia klesajicou funkciou a na uvazovanom intervale hodnét Elsasserovho ¢isla A sa
od urcitej anizotropie objavuje prechod nestacionarnej konvekcie na stacionarnu prudkym
poklesom frekvencie na nulu. Hodnota A, pri ktorej d6jde k prechodu nestacionarnej frek-
vencie na staciondrnu, zavisi na anizotropii a plati, Ze ¢im vicSia anizotropia (¢im mensie
a), tym mensie A prechodu. Toto ohranicenie existencie nestacionarnej konvekcie mozme
Tahko vidiet aj na grafe a), ako ndhly koniec kriviek pri uré¢itych hodnotéch A. Toto je jeden
z dodlezitych vplyvov anizotropie na nestacionarnu konvekciu, lebo v izotropnom pripade nie
je ani naznak po takomto spravani. Tento obrazok neobsahuje grafy zavislosti R. vs A a a..
vs A, lebo vplyv anizotropie na tieto zavislosti je minimalny. Kritické Rayleighove ¢islo ma
pri véetkych hodnotéch parametra anizotropie hodnotu R, = 1,7095 - 10® a rovnako je to
s celkovym horizontalnym vinovym ¢islom a., ktoré ma hodnotu a. = 4,44. Na grafe by
to boli prekryvajice sa tisecky s roznou dlzkou (suvisi to s vplyvom anizotropie na inter-
val hodndt A, na ktorom existuje nestacionarna konvekcia, teda jednotlivé krivky by boli
nerozoznatelné).

) ‘ Overstability, p=0.9, =05, E,=10° b) ‘ Overstability, p=0.9, =0.5,E, =10
57000
R 4,6
c a=03
56000 4,54
4441 05
0.55
55000 4 aC - 06
43 ///—/—’—’
. o7
54000 42
4,1 a=1
53000 -
T 1 T 1
10 A 100 10 100
d) Overstability, p=0.9, {=0.5,E,=10°

90+

«=0.3,05,055,06,07,1

60

0,14
30

.
]
100 10 100

Obr. 6: Vplyv anizotropie typu BM na nestaciondrnu konvekciu. Zavislost a) kritického Rayleighoveho éisla
R., b) kritického horizontalneho vlnového &isla a., c) kritickej frekvencie o, a d) kritického uhla medzi
rolkami a zdkladnym magnetickym polom ~. na Elsasserovom ¢isle pri konstantnej hodnote Ekmanovho
&sla E, = 1073,

Dalsi obrazok opisuje rovnaké zévislosti ako predchadzajuci (teraz uz aj vratane R. vs
A a a. vs A), pricom jedinou zmenou (¢o sa tyka vstupnych parametrov) je hodnota Ek-
manovho &sla E, = 1073, Rézna anizotropia je opéf charakterizovana réoznymi hodnotami
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parametra anizotropie «, ktory teraz nadobuda hodnoty o = 1; 0,7; 0,6; 0,55; 0,5 a 0,3.
Hned prvy pohlad na $tyri grafy ukazuje rozdiel medzi izotropnym pripadom o = 1 a ostat-
nymi anizotropnymi pripadmi, kde sa tento rozdiel zvéacsuje pre zviacsujicu sa anizotropiu.
Rovnako ako v predchadzajicom pripade, z istého pohladu posobi anizotropia nepriaznivo
na vznik nestacionarnej konvekcie, lebo zuzuje interval hodnot Elsasserovho cisla, na kto-
rom mozu nestability existovat. Z prvého grafu a) vidime, Ze zvySovanim anizotropie sa
hodnota A, pri ktorej za¢ne nestabilita existovat, mierne zmensuje, ale kritické Rayleig-
hove ¢islo sa mierne zvysuje. Porovnanim numerickych hodnét R. pre rézne anizotropie
vidime, Ze si ovplyvnené minimélne, aj ked zmenSovanie R. pre zvySujicu sa anizotro-
piu je zrejmé. Podobné spréavanie méa aj kritické celkové horizontalne ¢islo a. na grafe b).
ZvySovanim anizotropie sa hodnota tohto ¢isla mierne zvySuje a zavislost tohto celkového
horizontalneho ¢isla na Elsasserovom d¢isle je tiez velmi slabé. Kritické frekvencie o, s pre
vsetky uvazované anizotropie malé, pricom su klesajiucou funkciou Elsasserovho ¢isla. Pre
vsetky anizotropné pripady postupne klesni frekvencie na nulovii hodnotu a nestacionarna
konvekcia tak prestane existovat. Hodnota Elsasserovho ¢isla A, pri ktorej k tomuto po-
klesu dojde, zavisi na koeficiente anizotropie a plati, ze ¢im mensie «, tym mensie A. Graf
d) ukazuje, Ze nestacionarna konvekcia pre vsetky vySetrované pripady anizotropie mé pri
hodnotach A, zodpovedajucich vzniku rolky, orientované presne kolmo na magnetické pole
(7. = 90°) a postupne sa pre vyssie hodnoty A naklanaji smerom k magnetickému polu.

a) [ Overstabiity, p=09, =05,A=3 | b) [ overstabilty, p=0.9, {=05A=3 |
0.1
4.6 a=0.01
1E8 4 ’ 0.3
4.5+
R 0.4
for all a
1E7 4 4.4
¢ a 0.5
[
4.31
1000000 07
4.2+
0.8
100000 4.14 a=1
T T T T | . . . .
1E-7 1E-6 1E-5 1E-4 1E-3 1E-6 1E-5 1E-4 1E-3
z z
C) — d) Overstability, p=0.9, {=0.5,A=3 ‘
Overstability, p=0.9, {=0.5,A=3

a=1 a=1
704

a=0.01,0.1,03,04,05,0.7,08,1 654

604 4=001,01,03,04,05,07,08, 1

55

0.1

Obr. 7: Vplyv anizotropie typu BM na nestacionarnu konvekciu. Zavislost a) kritického Rayleighoveho ¢isla
R., b) kritického horizontélneho vlnového &isla a., ¢) kritickej frekvencie o, a d) kritického uhla medzi
rolkami a zédkladnym magnetickym polom ~. na Ekmanovom ¢éisle pri konstantnej hodnote Elsasserovho
éisla A = 3.

Nasledujtuce obrazky obsahuju grafy zavislosti R, a., 0. a 7. na Ekmanovom ¢isle F,,
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a) b) Overstability, p=0.9, Z=0.5,A=10
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C) Overstability, p=0.9, =05, A= 10
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Obr. 8: Vplyv anizotropie typu BM na nestacionarnu konvekciu. Zavislost a) kritického Rayleighoveho ¢isla
R., b) kritického horizontélneho vlnového &isla a., ¢) kritickej frekvencie o, a d) kritického uhla medzi
rolkami a zékladnym magnetickym polom ~. na Ekmanovom ¢isle pri konStantnej hodnote Elsasserovho
éisla A = 10.

pricom hodnota Elsasserovho ¢isla je teraz konstantna a to A = 3 pre obrazok 7a A = 10 na
obrazku 8. Graf a) na obrazku 7 ukazuje, Ze anizotropia neovplyviiuje kritické Rayleighove
¢islo R,, ktoré je klesajicou funkciou Ekmanovho ¢isla E,, a teda nemeni preferenciu mé-
dov. Z druhého grafu b) vidime, Ze pre malé hodnoty Ekmanovho ¢isla anizotropia nevplyva
na kritické celkové horizontalne vlnové ¢islo a. a ani samotné Ekmanove ¢islo neméa vplyv.
Avsak, pre hodnoty E, = O(107°) sa uZ zacina vplyv anizotropie a horizontélne vlnové
Cislo sa sprava ako rasttica funkcia na Ekmanovom ¢isle pre silnii anizotropiu (o = 0,01),
ako aj klesajuca funcia pre izotropny pripad (o = 1), pricom je postupny prechod medzi
tymito dvoma roznymi spravaniami. Podobné spravanie vidime aj na grafe d), kde uhol
natocenia v, je pre malé E, zavisly na anizotropii, ale nezavisly na samotnom Ekmanovom
¢isle. Pre vicsie hodnoty E, sa uz objavuje aj zavislost na na Ekmanovom ¢isle a vplyv
anizotropie sa zvicsuje ako kvantitativne, tak aj kvalitativne. V izotropnom pripade sa
narastom Ekmanovho ¢isla E, uhol sklonu roliek zvécsuje a rolky sa naklanaju do kolmého
smeru vzhladom na magnetické pole, ale anizotropia toto spravanie zmeni na opacné a rolky
sa pre vicSie Ekmanove ¢isla naklanaju viac do smeru magnetického pola, teda uhol ~,. sa
zmensuje. Treti graf ¢) ukazuje vplyv anizotropie na kriticka frekvenciu o, kde najvyznam-
nejsou ¢rtou tohto vplyvu je pokles celkovo malych frekvencii k nulovej hodnote pre pripad
silnejSej anizotropie, ¢o teda znamena, Ze nestacionarna konvekcia neexistuje pri hodnotach
Ekmanovho ¢isla viésich ako hodnota, pri ktorej dosiahne frekvencia nulovi hodnotu (tato
hodnota je pre rozne parametre anizotropie « rozna). Anizotropia typu BM teda znevy-
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hodnuje nestacionarnu konvekciu oproti stacionarnej v zmysle, ze zmensuje rozsah hodnot
Ekmanovho ¢isla, na ktorom nestacionarna konvekcia existuje, podobne ako je to v pripade
Elsasserovho ¢isla A.

Nasledujuci obrazok 8 obsahuje grafy rovnakych zavislosti ako predchadzajuci, ale hod-
nota Elsasserovho ¢isla je v tomto pripade A = 10. Rozna anizotropia (rdzne krivky) opét
suvisi s réznymi hodnotami parametra anizotropie a. V tomto pripade sme uvazovali tieto
pripady anizotropie a = 1; 0,9; 0,7; 0,5; 0,45 a 0,445. Porovnanim tychto grafov s grafmi
na predchadzajicom obrazku 7 vidime, Ze kvalitativne st velmi podobné. Najpodstatnejsi
rozdiel je v obmedzeni na moZné hodnoty anizotropie, kde v tomto pripade nemoze existopat
nestacionarna konvekcia pri anizotropnych koeficientoch mensich ako o = 0,445, ¢o stvisi
prave s uz spominanym znevyhodiiovanim konvekcie v anizotropnych pripadoch (hodnota
Elsasserovho ¢isla A = 10 je uz vysoka, aby pri nej existovala nestacionarna konvekcia pri
silnej anizotropii).

’ Overstability, boundaries of existence ‘

0.74

no oscillatory modes

0.6

Z 0.5i

0.4 oscillatory modes

0.3+

50

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
a

Obr. 9: Vplyv anizotropie typu BM na podmienky existencie nestacionarnej konvekcie. Zavislost maxi-
mélnej hodnoty ¢ = ¢, ! na parametri anizotropie o, pri ktorej existuje nestacionarna konvekcia pre $tyri
rozne hodnoty Elsasserovho ¢isla A = 3, 5, 10 a 50. Nestacionarna konvekcia neexistuje pre parametre nad
uvedenymi tseckami a moze existovat pre parametre pod tymito tseckami.

I. Eltayeb (1975) ukazal analyticky, Ze v pripade modelu rotujtcej magnetokonvekcie
v horizontalnej rovinnej vrstve s horizontalnym zékladnym magnetickym polom je nutnou
ako v/2. Navrhovany model vysetroval v pripade, ked Taylorove ¢&slo 7' a Chandasekharove
¢islo @ su velké, pricom vztah medzi tymito ¢islami je vo vSeobecnosti T'= KQ®, kde K a
a su kladné konstanty. V tejto predkladanej rigoréznej praci boli ako hlavné bezrozmerné
Cisla (analogické k T" a @) pouzité Elsasserove ¢islo A a Ekmanove ¢&islo E, ktoré s pred-
chadzajtcimi stvisia nasledovne: Q = A/E a T = 1/E?. Podobne namiesto Robertsoveho
¢isla ¢ pouzivame jeho obratentt hodnotu, ktorti oznadime ¢ = ¢;!. PretoZe uvaZujeme ani-
zotropiu difiznych koeficientov, mame aj dve hodnoty Robertsoveho ¢isla, pricom ( stvisi
prave s hodnotou v z-ovom smere ¢,. Eltayebova podmienka v izotropnom pripade ¢ > v/2
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je vzhladom na definiciu ¢ ekvivalentna s podmienkou ¢ < 1/4/2. Této relativne jedno-
duché& podmienka sa zavedenim anizotropie difiznych koeficientov znacne skomplikuje, ¢o
ukazuje nasledujtci obrazok (9). Maximélna hodnota ¢, pri ktorej eSte moze existovat ne-
stacionarna konvekcia, zavisi nielen na hodnote parametra anizotropie, ale uz aj na hodnote
Elsasserovho ¢isla. Na grafe vidime $tyri Gsecky, vyjadrujice zévislost ( na parametri ani-
zotropie « pre Styri rozne hodnoty Elsasserovho ¢isla A = 3, 5, 10 a 50. Kazda z tychto
useciek v podstate oddeluje oblast existencie nestacionarnej konvekcie od oblasti neexisten-
cie. Pre [ubovolnu usecku (Tubovolnd hodnota Elsasserovho ¢isla) plati, Ze pre parametre ¢
a « nad useckou nestacionarna konvekcia nemdze existovat, ale pre parametre pod tseckou
uz existovat moze (ale nemusi, je to len nutnd podmienka, ale nie postacujiica; existen-
ciu nestacionarnej konvekcie este ovplyvinuju aj iné vstupné parametre, napr. Ekmanove
¢islo E.), ¢o je na obrazku aj symbolicky naznacené. Tato hranica existencie je rozna pre
rozne hodnoty Elsasserovho ¢isla A a tato vlastnost je pre vicsiu anizotropiu (pre mensie
hodnoty parametra anizotropie) vyraznejsia, pri¢om sa ale uplne straca pri priblizovani sa
k izotropnému pripadu. V izotropnom pripade (o = 1) maji vSetky tsecky spolo¢ny bod
s hodnotou ( =1/ V2, ¢o je presne hodnota, ktora analyticky spocital Eltayeb.
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6 Zavery

V tejto praci bol preskiimany vplyv anizotropie diftznych koeficientov na jeden model rotu-
jucej magnetokonvekcie v horizontalnej rotujicej vrstve elektricky vodivej tekutiny. Vrstva
rotuje okolo vertikalnej osi, je v nej udrziavany rovnomerny teplotny profil, pricom je vrstva
zohrievana zospodu a chladend z vrchu a je preniknuta zakladnym horizontalnym homo-
génnym magnetickym polom. Tento model vychddza z prac 1. A. Eltayeba (1972, 1975),
v ktorych urobil stabilitni analyzu vrstvy pri roznych relativnych orientaciach osi rotacie
a zakladného magnetického pola. Podobne ako Eltayeb, aj v tejto praci sme hladali nesta-
bility v tvare horizontalnych roliek, a to bud na ¢ase nezavislych (stacionarna konvekcia),
alebo v ¢ase premennych (overstabilita). Do modelu boli zavedené dva zakladné typy ani-
zotropie diftznych koeficientov (koeficient tepelnej diftizie a koeficient viskozity) v zmysle
roznych hodnot tychto koeficientov v roznych zékladnych smeroch kartézskej geometrie. Boli
uvazované dva zakladné typy anizotropie: stratifikaénd anizotropia (SA) a anizotropia podla
Braginského a Meytlisa (BM). V pripade stratifika¢nej anizotropie st difuzne koeficienty
v horizontélnych smeroch x a y rovnaké, ale iné ako vo vertikdlnom smere z. Podla toho ¢i
rozliSujeme eSte dva typy SA anizotropie a to o typ, pre ktory plati v,, < v, = vy, a a typ
pre ktory plati v,, > v,, = v,,. Pre anizotropiu typu BM je charakteristické, Ze diftizne
koeficienty st vicSie v smere magnetického pola a v smere v rotacie, ¢o v naSom pripade
vertikalnej rotacnej osi a horizontalneho zékladného magnetického pola v horizontalnom
smere Y znamena v,, = Uy, > V.. V Pripade stacionarnej konvekcie bol vySetrovany vplyv
SA anizotropie aj BM anizotropie, zatial ¢o v pripade overstability len vplyv anizotropie
podla Braginského a Meytlisa.

Najdolezitejsie vysledky studia stacionarnej konvekcie mézeme zhrnit do nasledujtcich
bodov, obidva typy anizotropie, SA (anizotropia typu a) aj BM, ulah¢uji nastup konvekcie
znizovanim kritického Rayleighoveho ¢isla (na vznik nestability je pri silnejSej anizotropii
potrebny mensi teplotny rozdiel medzi spodnou a hornou hranicou vrstvy); SA anizotro-
pia ulah¢uje néstup konvekcie efektivnejsie ako anizotropia typu BM, je to hlavne sklonom
roliek vzhladom na magnetické pole, pricom pre SA typ anizotropie st rolky od smeru mag-
netického pola viac odklonené, ako je to pri type BM, najvicsie rozdiely medzi oboma typmi
anizotropii st pre hodnoty Elsasserovho ¢isla najrelevantnejsSie pre podmienky jadra Zeme;
pre silné magnetické polia konvekcia straca zavislost na anizotropii (na type anizotropie aj
na samotnej anizotropii — hodnote parametra anizotropie «), rolky st v oboch pripadoch
anizotropie takmer rovnobezné s magnetickym polom (asymptoticky sa uhol naklonu blizi
k nulovej hodnote), a teda aj vplyv magnetického pola na konvekciu sa zmensuje.

Dolezité vysledky studia vplyvu anizotropie na nestacionarnu konvekciu si zhrnuté do
nasledujucich bodov: nestacionarne konvekcia je rovnako preferovana ako stacionarna kon-
vekcia v izotropnom pripade (hodnoty kritického Rayleighoveho ¢isla st rovnaké); anizot-
ropia nemeni preferenciu nestacionarnej konvekcie (silnejsia anizotropia nedéava Tahsie vy-
budenie nestability, hodnota kritického Rayleighoveho ¢isla je na anizotropii nezavisla); pri
velkych magnetickych poliach a pri velkej viskozite nestacionarna konvekcia neexistuje, lebo
plynule prechddza do stacionarnej konvekcie (frekvencia dosiahne nulovit hodnotu); nesta-
cionarna konvekcia neexistuje ani pri slabom magnetickom poli, teda existuje len interval
hodnét magnetického pola (resp. hodnot Elsasserovho ¢isla, ktoré je mierou magnetického
pola), v ktorom existuje nestacionarna konvekcia a velkost tohto intervalu zavisi od ani-
zotropie a plati, Ze pri silnejSej anizotropii je interval existencie nestacionarnej konvekcie
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mensi. Toto obmedzenie stvisi s nutnou podmienkou existencie nestacionarnej konvekcie,
a to s minimalnou hodnotou Robertsoveho ¢isla ¢, pri ktorej uz nestacionarna konvekcia
méze existovat. V izotropnom pripade je to hodnota /2, pri¢om vysetrovanid BM anizot-
ropia tuto hodnotu ovplyviiuje v zmysle, ze pre silnejsiu anizotropiu tato hodnota narasta.
Anizotropia meni aj vplyv Elsasseroveho ¢isla na tito nutni podmienku, lebo narastom
Elsasserovho ¢isla sa zvicsuje aj minimalne "vhodné” Robertsove ¢islo a tento vplyv je
vyraznejsi pre silnejSiu anizotropiu (mensie «).
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10 Priloha A

V tejto prilohe chcem uviest podrobnejsi postup odvodenia rovnic (12 - 16). Najprv
odvodim dve rovnice, ktoré vznikni pouzitim dalej popisanej procediry z pohybovej
Navier-Stokesovej rovnice. Cleny Navier-Stokesovej rovnice symbolicky oznaé¢ime po-
radovym ¢islom rasticim zlava do prava, pricom ¢len —Vp necislujeme, lebo budeme
aplikovat operator rotécie, ktory tento vyraz vynuluje.

Roaa’l;—l—ixu = —Vp+ AV xb)xy+ Rz+ E.Vu.

{1 {2 {3} {44 {5

Na jednotlivé ¢leny postupne aplikujeme operéciu rotécie (samozrejme s uvazenim roz-
kladu magnetického a rychlostného pola na toroidalnu a poloidélnu ¢ast) a po dosadeni
portch (w, @, b, j a ) vo vSeobecnom tvare

F(, y, 2 ) = Re [F(=) exp(il + imy) exp(M)]
uvazime len zlozku vo vertikdlnom smere z

V x {1} = R0 — R\,
-V x{2} = -0, — —DW,
-V x {3} = A(imj) — A(imJ),
-V x{4} =0 — 0,

-V x {5} = E.Dy& — E.D,,

N> N> N> N

N>

z ¢oho dostaneme prvi délezitu rovnicu pre nezname funkcie F(z) = W(z), Q(z), B(z),

J(z) a ©(z) v tvare
[E.Dy — RN Q + DW 4+ imAJ = 0.

Dalej na tie isté ¢leny aplikujeme postupne dvakrat operaciu rotacie a opif uvazujeme
len z zlozky, ¢o nam da

—R,\(D? — a*)W,

N>

-VxVx{l} —

72-VxVx{2} - —DQ,
z-VxVx{3 — —imAD?-d*B,
z-VxVx{4 — Rad*0,
2-VxVx{s} — —ED,(D*—ad*)W.

Dostaneme tak druhti dolezita rovnicu
(D? — a®) [E.Dy — RAW — DQ +imA(D? —a*)B = a’RO.

Ak poruchy v pozadovanom tvare dosadime do rovnice vedenia tepla a opif uvazujeme
len z zlozku zo vSetkych troch ¢lenov tejto rovnice

190 .
Y 5. 9
0ol z-u+ V.0,
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tak dostaneme tretiu pozadovanu doélezitd rovnicu

GCN=w+D)  —  (Da—CNO+W =0
Poslednd rovnica, ktora podobnym spésobom vyuzijeme, je indukéna rovnica s troma
nasledujticimi ¢lenmi

ZIZ = Vx(uxy)+ V.

{1} {2} {3}

Dosadenim portch do tychto ¢lenov a opit uvaZzenim len zloziek v z smere dostaneme
dalsiu hladant rovnicu v nasledujicom tvare

z-{1}=2-{2} +2- {3} — (D? —a* — \)B +imW =0

Poslednti rovnicu ziskame aplikaciou operatora rotacie na tri ¢leny tejto rovnice a uva-
zenim z zloziek postupne dostaneme

Vx{l} = A\ =\
-V x{2} = imo — imQ,
Vx{3} = (0.. —ad>)j — (D*—d?)J,

N> N>

N>

¢o nam déa rovnicu

(D? —a* — \)J +imQ = 0.
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11 Priloha B

V tejto prilohe je odvodenych niekolko zlozitejsich a velmi velkych algebraickych vyra-
zov, ktoré su dolezité pre napisanie programu na numerické hladanie kritickych Rayle-
ighovych ¢isel. V hlavnom texte préace nemd zmysel tieto vyrazy pisat, lebo ich presné
vyjadrenie nie je pre pochopenie procediry hladania kritickych Rayleighovych ¢isel do-
lezité a staci to preto popisat symbolicky. Pre tplnost a pre zostavenie pocitacového
programu je ale ziaduce poznat toto vyjadrenie presne. Vychddzame z rovnice (28),
ktora je vyjadrenim predpisu pre Rayleighove ¢islo a ktora sa da lahko upravit na tvar
zlomku

(Ao +iCo1) {A[(A +i01)(Aa + ipon) + Quill” + Ti(A + io1)?}
(A= 1)(A+io1) {(A+io1)(Aa +ipor) + Qi7}
v ktorom je aj Citatel aj menovatel komplexny vyraz. Ulohou je rozdelif Rayleighove

¢islo na redlnu a imaginarnu c¢ast. Ak si posledny vyraz napiSeme symbolicky do tvaru,
kde aj citatel aj menovatel bude uZ rozdeleny na realnu a imaginarnu cast,

B Cp 411 C%
My i My

potom pouzitim zakladnych pravidiel prace s komplexnymi ¢islami mozeme Rayleighove
¢islo Ry napisat v tvare

1=

Ry

Cr- My +Cy- My  Co- My —Cy- My
M? + M3 T Mg
kde pomocné premenné C, Cs, M; a M, maju nasledujtce zlozité vyjadrenia

= AAL[A(AAZ +T1) + 244,015 + Q3] —
{Aa [Ty + A(A2 + 4AAp + p(A%p + 2019))| +
2A[T1 + (Aa + Ap)(Ada + Qu9)] C} o1 + Ap [Aap + 2(Aa + Ap)(] of

Rl = éR@(Rl) + Z%m(R1> =

= {244, (11 + (Ao + Ap)(AAq + Qui))] + A [A(AAZ + Th) + 2AA.Qui) + Q37| ¢~
[2446p(Aa + Ap) + (Ty + A(A% + 4AAap + p(A%p +2Q19)) ) ¢| 0F + Ap*Cot} o

= (A—1) [A(AAs + Qi) — (Ao + 24p)}] |

= (A= 1)01(244, + A%p + Q1 — pol).

Z fyzikdlnych dovodov kladieme imaginarnu c¢ast Rayleighoveho ¢isla R; rovnid nule,
pricom takto zadefinovand rovnica nam dava dolezity vztah medzi vinovymi ¢islami [
a m a medzi frekvenciou o;. Mozeme teda rovnicu Sm(R;) = 0 zjednodusit na tvar
Cs - My — Cy - My = 0, ktory sa da po dosadeni za premenné C, Cs, M; a My a po
niekolkych algebraickych tpravéach previest na polyném siedmeho radu. Tento polyném
sa da po roznych zjednoduseniach (matematickych aj fyzikalnych, opisanych v hlavnom
texte prace) previest na polyném tretieho radu,

K453 + K352 + KQS + Kl - 0,
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kde S = 07 a jednotlivé koeficienty mozno vyjadrit ako K; = (A — 1)K, kde

= AAp*(p+0)

= {A%PQuiC + AT (¢ — p) + 24° Aap® (0 + O+
AAo [A2(p +€) — pQui(3p + 20)] }

= {AanTl?j + AP G¢ + AP Aup®(p + C) + AQq Y [Tlc + Aa@Q19(B3p +¢) — Ai} +
APA, [242(p+ Q) — pQui(3p + 20)] + A2 [2A.T3(C — p) — 2pQ35*¢ + A2Qu5(2p + 3¢)] }

= A{AL(A% — Quil)(A’A% — ATy + 24A,Qui) + Q1i7%)+
A(AAy + Qi) [A(AAZ + T1) + 244,Qu7 + Q3] ¢}
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