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Predkladand dizertacnd prica sa zaobera presnostou a vypoctovou efektivnostou
konecno-diferencného rieSenia pohybovej rovnice elastického kontinua ako metédy
numerického modelovania seizmického pohybu.

V prvej Casti charakterizujeme zdkladné typy konec¢no-diferenc¢nych schém —
konvenc¢né, striedavo usporiadané, CiastoCne striedavo usporiadané a optimalne
presné schémy. Optimdlne presné schémy definujeme na zdklade Struktiry chyby
aproximdcie a uvddzame spdsob ich odvodenia pomocou rozvoja do Taylorovych
radov.

Cielom dizertacnej prace bolo analyzovat’ Struktdru chyb aproximdcii kone¢no-
diferencnych schém, sietovu disperziu a presnost’ numerickych rieSeni.

V 1D pripade sme ukazali, Ze prediktor-korektor schéma zaloZend na optimélne
presnej schéme sa redukuje na Lax-Wendroffovu schému; obe su teda optimalne
presné schémy. Odvodili sme disperzné vztahy a pomocou nich sme interpretovali
vysledky numerickych testov 1D konvencnej, striedavo usporiadanej a prediktor-
korektor schémy pri $ireni elastickych vin v homogénnom prostredi. Ukédzali sme
suvislost’ hodnoty fazového rozdielu (misfitu) a rozdielu v obdlke s chybou fazo-

vej/grupovej rychlosti.



Hlavna ¢ast prace je venovand 3D schémam. Najprv sme analyzovali konven¢nu
schému. Odvodili sme vztahy pre sietovd disperziu. Sietovd disperzia indikovala
nepresnost’ schémy v prostredi s vysokym Poissonovym pomerom.

Na zéklade kritéria pre optimélne presné kone¢no-diferencné schémy sme od-
vodili implicitnd 3D optimélne presnd schému. Odvodili sme prediktor-korektor
algoritmus zaloZeny na tejto optimalne presnej schéme, ktory umoziuje vyhnit sa
priamemu rieSeniu implicitnej schémy.

Vyvinuli sme vypoctovy program v jazyku Fortran 90/95, ktory numericky re-
alizuje prediktor-korektor algoritmus rieSenia optimélne presnej schémy. Vykonali
sme rozsiahle parametrické vypocty niekol’kymi typmi schém a ndsledne analyzovali
numerické vysledky. Numerické vysledky sme porovnali aj s rieSeniami ziskanymi
metddou konecnych elementov.

Teoretickd analyza a numerické testy viedli k zdverom jednak o vlastnostiach
konecno-diferencnych schém (konvencnej, striedavo usporiadanej, optimélne pres-

nej), jednak o vlastnostiach Standardnej formuldcie metédy kone¢nych elementov.

KTicové slova:  optimélne presné schémy, metéda koneénych diferencii, sie-
tové disperzia, vypoctova efektivnost, numerické rieSenie
pohybovej rovnice kontinua, modelovanie seizmického po-

hybu, metéda kone¢nych elementov
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The dissertation deals with accuracy and computational efficiency of the finite-
difference solution of the elastodynamic equation as the method of numerical mo-
deling of seismic motion.

In the first part of the dissertation we characterize basic types of the finite-
difference schemes —conventional, staggered-grid, partly staggered-grid and optima-
lly-accurate schemes. We define the optimally-accurate schemes on the basis of the
structure of the approximation error and show their derivation using the Taylor
expansion.

The goal of the dissertation was to analyze structure of the approximations errors
of the finite-difference schemes, grid dispersion and accuracy of the numerical
solutions.

We showed for the 1D problem that the predictor-corrector scheme based on
the optimally-accurate scheme reduces to the Lax-Wendroff scheme; thus they are
both optimally accurate. We derived dispersion relations and used them to interpret
results of the numerical tests of the 1D conventional, staggered-grid and predictor-
corrector schemes for elastic wave propagation in a homogeneous medium. We
showed relation between the values of the phase and envelope misfits and error of

the phase velocity.
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The main part of the dissertation is devoted to 3D schemes. First we analyzed
the conventional scheme. We derived relations for the grid dispersion. The grid
dispersion indicated inaccuracy of the scheme in a medium with high Poisson’s
ratio.

We derived an implicit 3D optimally-accurate scheme on the basis of the crite-
rion for the optimally-accurate finite-difference schemes. We derived a predictor-
corrector algorithm corresponding to the implicit scheme. The algorithm enables us
to avoid a direct solution of the implicit scheme.

We developed a Fortran 90/95 computer program for numerical calculations
based on the predictor-corrector algorithm. We performed extensive parametric
calculations with several types of the finite-difference schemes. We then analyzed
the numerical results. We also used the finite-element calculations for comparing
the numerical results.

The theoretical analysis and analysis of the numerical results led us to conclusions
on the properties of the finite-difference schemes and standard formulation of the

finite-element method.

Key words:  optimally accurate schemes, the finite-difference method, grid dis-
persion, computational efficiency, numerical solution of the elasto-
dynamic equation, modeling of seismic motion, the finite-element

method

viii



Predhovor

Otrasy zemského povrchu v ddsledku ndhleho uvolnenia naakumulovanej ener-
gie na seizmoaktivnom zlome méZu zapri¢init’ smrt'Tudi a spdsobit’ velké materidlne
Skody. Aj v dosledku toho, Ze osidlenie je postupne stile hustejSie a viazané najmé
na seizmicky ohrozené a nebezpecné lokality, aj relativne malé zemetrasenia maji
¢asto nicivé ucinky.

Jednou z hlavnych tdloh, ktord seizmolégovia riesia, je preto predpoved zeme-
traseni, ktord ma poskytndt’ informdaciu, kedy, kde a aké velké zemetrasenie sa
vyskytne, aby bolo mozné vykonat opatrenia a zabranit obetiam a Skoddm. V sicas-
nosti sd takéto predpovede nerealizovatelné a dokonca nie je jasné, ¢i v buddcnosti
budi moZzné.

Aj ked nevieme zemetrasenia predpovedat, mdZeme a musime predpovedat’
ucéinky buddcich zemetraseni. Vdaka tomu, Ze je mozné simulovat’ pohyb zem-
ského povrchu (seizmicky pohyb) pri hypotetickom zemetraseni, mdéZeme dizajno-
vat’ stavby tak, aby sa pri potencidlnom zemetraseni nezrutili a nespdsobili smrt’
Tudi.

Na seizmicky pohyb na danej lokalite maja vplyv predovSetkym procesy na
seizmoaktivnom zlome, §frenie vyZiarenych vin od zlomu k lokalite a efekty spojené
s pritomnostou lokélnej geologickej Struktury. Pri ur€ovani seizmického pohybu je
potrebné zahrnit vSetky tri procesy a v dosledku ich komplikovanosti nie je mozné
ulohu riesit inak ako numericky.

Simulovanie §irenia seizmickych vin je naro¢né na vypoétovii techniku. Vyvoj
vypoctovo efektivnych metdd, ktoré by pocitali dostatocne presne a s rozumnymi
vypoc¢tovymi ndrokmi je nevyhnutny a nie je mozné redukovat’ problém na rozvoj
hardvéru.

Cielom dizertanej prace bolo analyzovat’ Struktdru chyb aproximadcii kone¢no-

diferencnych schém, sietovu disperziu a presnost’ numerickych rieSeni.
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Uvod
Uvod

Metdéda konec¢nych diferencii je intenzivne vyuZivanou a vyvijanou metédou na
simulovanie §irenia seizmickych vin, §irenia trhliny na zlomovej ploche a lokdlnych
efektov. Vdaka moznostiam metddy riesit’ problémy v komplexnych heterogén-
nych modeloch s relativne nizkymi vypoctovymi ndrokmi, pocitacové programy
implementujice metddu kone¢nych diferencii patria medzi najefektivnejSie. Pod
efektivnostou rozumieme dosiahnutie poZadovanej presnosti vysledkov s relativne
nizkymi ndrokmi na pamét a vypoctovy ¢as pocitaca.

Vdaka tomu, Ze poZadujeme konzistenciu kone¢no-diferenénych rovnic s povod-
nym diferencidlnym problémom, je teoreticky mozné dosiahnut’ Tubovolnu presnost’
pri dostatocne malom ¢asovom a priestorovom kroku. Ndrast vypoctovych ndrokov
pri zjemiovani vzorkovania mdze byt vSak velmi dramaticky. Ukazuje sa, Ze asto
je vyhodnejSie pouZzit metddu vysSieho radu, ako pouzit’ jemnejSie vzorkovanie.

Aproximdcie pouZivané na odvodenie kone¢no-diferen¢nych rovnic vedu na
schémy roznej presnosti a vypoctovej ndrocnosti. Samozrejmou snahou je dosiahnut’
¢o najmensi pomer naro¢nost/presnost. Schémy na striedavo usporiadanych sietach
sa vyznacuju vysokou efektivnostou a preto st najCastejSie pouzivané. Usporiadanie
veli¢in v sieti je také, Ze v jednom priestorovom bode nie st k dispozicii vSetky
zlozky posunutia ani tenzora napétia. Tento fakt staZuje napr. implementdciu zdkona
trenia na zlomovej ploche, pripadne niektorych typov okrajovych podmienok. Pre
konvencné schémy, ktoré maji vSetky veliCiny lokalizované v jednom sietovom
bode, bola zistend vysoka sietova disperzia, ¢o limituje ich praktické pouZzivanie.

Spdsobom, ako dosiahnut  sic¢asne vysoku presnost’ a lokalizaciu premennych v
jednom sietovom bode, je pristup pomocou optimélne presnych konecno-diferenc-
nych operétorov. 1D schémy zaloZené na tomto pristupe boli testované a vykazuji
vyborné vlastnosti. Aj ked znamenajd nérast zlozitosti, tento je kompenzovany
vyraznym zvySenim presnosti vypoctov.

Napriek tomu, Ze 1D problém bol uz relativne dobre preskimany, zrejme kvoli
vicsej zloZitosti tohoto pristupu stédle existuje malo poznatkov o 2D modelovani.

Publikovand 3D schéma podla naSich informécii zatial nebola numericky testovana.



Uvod

V dizertacnej praci v prvej kapitole sumarizujeme stcasny stav poznatkov v
problematike, v druhej kapitole si stanovujeme ciele prace, tretia kapitola obsahuje
vysledky prace. V nej analyzujeme 1D optimdlne presné konec¢no-diferencné ope-
ratory, vySetrujeme vlastnosti ziskanych optimalne presnych a prediktor-korektor
schém. Tieto poznatky potom aplikujeme pri odvodeni 3D optimdlne presnych
operatorov a 3D optimdlne presnej schémy a 3D prediktor-korektor algoritmu. Od-
vodené schémy numericky testujeme v kanonickom pripade Sirenia vlnenia gene-
rovaného bodovym zdrojom v neobmedzenom homogénnom priestore. Vysledky

sumarizujeme v poslednej Casti prace.



Sticasny stav problematiky

1 Sucasny stav problematiky

1.1 Sirenie seizmickych vin a seizmicky pohyb

Seizmicky pohyb je pohyb povrchu Zeme na danej lokalite poCas zemetrase-
nia. Vznikd v dosledku $irenia seizmickych vin horninami pri povrchu Zeme.
Ak chceme urcit’ seizmicky pohyb pocas moznych buducich zemetraseni, mu-
sime do tvah/vypoctov, ¢o najpresnejSie zahrnit procesy v ohnisku zemetrasenia
(t.j., spontanne Sirenie trhliny, pocas ktorého dochddza k vyzarovaniu seizmickych
vin), $irenie seizmickych vin od zdroja k lokalite a lokdlne geologické podmienky. V
dizertacnej praci sa zameriame predovSetkym na modelovanie Sirenia seizmickych
vin.

Mechanika kontinua umoZiiuje matematicky popisat’ $irenie seizmickych vin v

Zemi pomocou parcidlnych diferencidlnych rovnic. Zakladnou rovnicou je pohy-

bova rovnica kontinua

pl; — i — fi = 0; i,j €1{z, ¥y, 2}, (1)

kde p(Z) je hustota, u;(Z,t) st zlozky posunutia (ii; oznacuje jeho druhi Casovi
derivdciu), o;;(Z, t) su zloZky tenzora napitia, ktory charakterizuje napdtovy stav v
danom bode (¢;;,; je jeho priestorové derivdcia podla z; majica vyznam objemovej
hustoty plosnych sil) a f; si zloZky hustoty objemove;j sily. V nasom pripade zaned-
bame ttlm seizmickych vin v désledku odchylky od dokonale elastického spravania
materidlu. Potom stav napitia v danom bode v kontinuu suvisi s deformaciou v okoli

tohoto bodu prostrednictvom Hookeovho zdkona
Oij = CijkiChl ; i,J. ke {x, y, 2}, (2)

kde c;;j je tenzor elastickych koeficientov a ey tenzor malych deformdcii. V
najjednoduchSom izotropnom pripade c;jx = Ad;j + p(dixdj1 + 9410,1) a dostdvame

Hookeov zdkon pre dokonale elastické izotropné kontinuum
0ij = Aok Oij + piUing + uji) 5 0,5,k € {a, y, 27, 3)

kde A a ;4 Lameove elastické koeficienty. Pohybovi rovnicu kontinua v danom bode

mdzeme povazovat za pohybovi rovnicu elementarneho objemu kontinua, ktory sa

3
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v dosledku pdsobenia ploSnych a objemovych sil pohybuje v malom okoli svojej
pociatoCnej pozicie.

Vsetky funkcie su po Castiach spojité funkcie priestorovych sdradnic a Casu.
Zmeny materidlovych parametrov su v priestore spojité, ale mozu byt aj skokové
ak su pritomné rozhrania. Ak dosadime rovnicu (3) do (1) dostaneme fomul4ciu

pohybovej rovnice v posunutiach:

Pﬁi - (Auk’k)’i - (,uui,j),j — (/Mbj,i),j - fz =0. 4)

Za predpokladu homogénneho prostredia rovnica prejde do tvaru:
piii — (A + ) wjpji — prusg; — fi =0 i.j €{z,y, z}. %)

Aby bola uloha korektne definovand, musime spolu s rovnicou (1) definovat
pociato¢né a okrajové podmienky. Zvycajne sa uvazuje pociatocnd podmienka (po-

¢iatocny stav) s nulovymi posunutiami a rychlostami:

w;(Z,0) = 0. (7)

Znamend to, Ze pocitané posunutia (a napétia) si urované vzhladom na pociato¢ny
stav, ktory je voleny ako referencny.

Ak simulujeme Sirenie vlnenia v zemskom telese, ktoré ohraniCuje rozhranie
horniny s atmosférou (ktori vdaka minimalnemu mnoZstvu energie, ktoré do nej
prechddza, m6Zeme uvazovat’ ako vdkuum), velmi dolezité je presne modelovat’

podmienku nulovosti napitia na volnom povrchu
03j(Z,t)n;(¥) = 0; TS, (8)

kde S je plocha definujiica volny povrch.

Druhym druhom hranic naj€astejSie ohrani¢ujicim model su tzv. neodrdZajice
hranice. Je potrebné ich pouZivat, pokial problém rieSime na umelo ohranienej
oblasti a vnitri oblasti chceme ziskat’ vysledok zodpovedajuci Sireniu do neobme-
dzeného homogénneho prostredia za hranicou — okrajovd podmienka neodrazajticich
hranic je odvodend Specidlne na redukciu odrazov od hranic modelu. Ich odvodeniu

a implementdcii sa budeme venovat v kapitole 1.3.10.
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Numerické modelovanie Sirenia seizmickych vin

Na vnutornych rozhraniach je taktieZ potrebné splnit’ podmienku spojitosti napa-
tia a posunutia, na zlomovej ploche tangencidlne napétie urcujeme zo zédkona trenia

(obr. 1).

Obr. 1. Model lokalnej Struktiry s vyznaenymi oblastami platnosti pohybovej rovnice kontinua (1), okrajovej
podmienky na volnom povrchu (2), podmienky neodraZajicej hranice (3) a zdkona trenia na seizmoaktivnom

zlome (4).

Pohybova rovnica je hyperbolicka parcidlna diferencidlna rovnica druhého radu
v priestore a Case pre hladané posunutie. Obsahuje ¢asové a priestorové parcidlne
derivdcie posunutia a je analyticky rieSitelnd len pre velmi jednoduché konfiguracie

prostredia a budenia vinového pola.

1.2 Numerické modelovanie Sirenia seizmickych vin

Na matematicky popis procesov, ktoré maji dominantny vplyv na vysledny seiz-
micky pohyb na zdujmovej lokalite existuje velké mnoZstvo matematickych mode-
lov. Tie sa odliSuju realistickostou zahrnutia generovania vlnenia na seizmoaktiv-
nom zlome, Sirenia vlnenia v zemskom vnitri od zlomu k lokalite a vplyvu lokdlnej
geologickej Struktiry na seizmicky pohyb. Aj tie najjednoduchsie z modelov vy-
Zaduju rieSenie parcidlnych diferencidlnych rovnic v heterogénnych a geometricky
nepravidelnych oblastiach aproximujicich redlne Struktiry v zemskom vndtre. Rie-
Senie analytickymi metédami nie je mozné a je nutné pouzit’ numerické metody,
ktoré umozinuji ndjst’ dostatoCne presné priblizné rieSenie s vyuZitim vypoctovej
techniky.

Dalej budeme sledovat’ analyzu siasného stavu v Moczo et al. (2007b). Nu-
merické rieSenie parcidlnych diferencidlnych rovnic spociva ich transformovani na

systém algebraickych rovnic, ktory mdze byt efektivne rieSeny na pocitaci. Pocitace
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pracuju s pribliZznymi ¢islami a maji obmedzenu kapacitu pamite, preto sposob,
akym sa povodny problém transformuje na algebraické rovnice, je velmi dolezity a
mé velky vplyv na vypo¢tové naroky na pamit a Cas pocitaca. Dve najzdkladnejSie
charakteristiky vypoc¢tovych metdd su presnost metddy a vypoctova naro€nost, pri-
¢om vo vicSine pripadov vysSia presnost’ znamend aj vac¢Siu vypoctovi narocnost’.
Preto je mozné hovorit’ o optimalizécii, kedy sa snazime dosiahnut’ vysoku presnost’
a ¢o najmensiu vypoctovd narocnost.

Na presnost’a vypoc¢tovu ndrocnost md vplyv najmé sposob diskretizdcie (pokry-
tia vypoctovej oblasti sietou ¢im, sa zabezpeli reprezentovanie rieSenia konecnym
stiborom hodnot spracovatelnych poc¢itatom) a aproximdcie derivacii (aproximo-
vanie je nutné, pretoZe diskrétne hodnoty nie je mozné derivovat). Existuje velké
mnoZstvo numerickych metdd, ktoré sa liSia sposobmi a presnostou aproximacie
derivicii.

V dalsej kapitole sa budeme venovat v sti¢asnosti najéastejSie pouzivanym me-

tédam pouZivanym na numerické modelovanie Sirenia seizmickych vin.

1.2.1 Sucasné metody numerického modelovania

V stcasnosti sa na modelovanie $irenia seizmickych vin pouZiva viacero metdd.
Kazdd z metdd je velmi dobre aplikovatelnd na uritd mnoZinu problémov, pre
ktord poskytuje velmi presné rieSenie s relativne nizkymi vypoétovymi narokmi.
Samozrejme, pre iné typy problémov mdze byt uplne nevhodnd a neefektivna a
pouZivatel by mal mat’ dostato¢ny prehlad, aby vedel rozhodnit, ktord metédu
vyuzije.

Podla sposobu diskretizdcie problému mozeme numerické metédy rozdelit’ na
hrani¢né, doménové a hybridné. Hranicné metody (napr. metdda diskrétnych vino-
vych Cisel, , ) su vel'mi presné, ale pouZitelné len na velmi jednoduché
modely, ktoré st len hrubym pribliZzenim k redlnej Struktire Zeme (napr. homogénne
vrstvy na polpriestore). Medzi najvyznamnejSie doménové metody patria napriklad
metdda konecnych elementov (napr. , ; , ;

, ), metéda konecnych diferencii (napr. , , ,b),
metdda spektralnych elementov (napr. , ; ,

) a ADER-DG metdda (napr. , ; ) ;
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) ; , ; , ). Doménové
metddy sd aplikovatelné na realistické 3D nehomogénne modely. Pre jednoduché
modely st spravidla menej presné ako hrani¢né metédy. Kombinédciou dvoch alebo
viacerych metdd tak, aby sa eliminovali nevyhody a vyuZili vyhody jednotlivych me-
téd, vznikaju tzv. hybridné metédy. Niekedy moZe byt vhodné pouZit jednu metédu
na vyrieSenie priestorovej zdvislosti a ind metédu na vyrieSenie casovej zdvislosti
(napr. , ). V inych pripadoch mozZe byt vhodné pouZit’

rozne metddy v roznych Castiach vypoctovej oblasti (napr. , ;

; ; )

Metdda konecnych diferencii (MKD) a metéda kone¢nych elementov (MKE)
patria medzi najrobustnejSie metddy. Vo vSeobecnosti je MKE v porovnani napr. s
MKD pre rovnaky model vypoctovo narocnejsia. Jej vyhodou vsak je, Ze konecno-
elementna siet’ je prispdsobend modelu a vdaka tomu je dobre modelovana okrajova
podmienka na volnom povrchu a vnitornych rozhraniach.

Velmi perspektivne sa javia hybridné metddy spdjajice MKE a MKD (

, : , : , ). MKE je aplikovana v ¢asti modelu
v blizkosti zlomovej plochy a topografie volného povrchu, postupne jej nestrukti-
rovana siet’ prechddza do rovnomernej siete prechodovej zony, v ktorej si posunutia
spolo¢né s MKD. MKD pokryva ostatné ¢asti modelu s jednoduchs$imi okrajovymi
podmienkami, pre ktoré je relativne presna a vypoctovo nendrocna.

Met6da koneénych diferencii je ¢asto vyuZzivana vdaka jej nizkym vypoctovym
narokom a jednoduchej implementécii do vypoctovych programov. Na druhej strane
vysledky ziskané pouzitim najjednoduchsich aproximdcii s najniz§im rddom su
¢asto znac¢ne nepresné. Od vzniku metédy sa autori snaZzili spresnit’ metodu najmé
pouZzitim vySSieho rddu aproximaécie ( , ; , ). Vyssie
rady aproximdcie je mozné relativne jednoducho odvodit’a aplikovat pre homogénne

prostredie, avSak pre 3D heterogénne prostredie je odvodenie velmi komplikované
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a Casto vysledkom je strata presnosti na rozhraniach, preto vyvoj schém presnych

pre komplikované heterogénne modely pokracuje.

1.3 Metoda konecénych diferencii

Problematikou metédy kone¢nych diferencii sa zaoberaju viaceré monografické
publikécie. Dobry prehlad o sic¢asnom stave v kone¢no-diferenénom modelovani
ddva napr. praca ( ). Autori sa sustredili na kone¢no-diferenéné
modelovanie pomocou explicitnych schém rieSenych v casovej oblasti, ktoré je
najCastejsie pouZzivané.

Metddu koneénych diferencii je mozné vyuZzit' na numerické rieSenie obyc¢ajnych
a parcidlnych diferencidlnych rovnic. Jej princip spoc¢iva v nahradeni diferencidl-
nej rovnice platnej vo vnutornych bodoch vypoctovej oblasti koneénym poctom
kone¢no-diferen¢nych rovnic, ktoré popisujui vztah medzi hodnotami rieSenia v ko-
necno diferencnej sieti. Tymto spdsobom je problém prevedeny na problém rieSenia

systému rovnic, ktory je mozné rieSit numericky na pocitacoch.

1.3.1 Aproximacie derivacii a vyber bodov na aproximaciu

V rovnici 5 je neznamou funkciou posunutie. V pocitaci je mozné ulozit'len kone¢né
mnoZstvo tdajov, preto musime vybrat konecny pocet bodov, v ktorych hodnoty
hl'adané hodnoty rovnomerne pokryvali celd vypoctovi oblast. Najjednoduchsim

usporiadanim je rovnomerna kone¢no-diferencna siet’

ry =x9+ 1h,
ys=yo+ Jh, ©)
zk = 2o + Kh,

kde A je priestorovy krok. Takéto usporiadanie je vyhodné, pretoZe aproximacie
maji jednotny tvar vo velkej asti vypo¢tového modelu a v pocitaCovom programe
sa jednoducho implementuju. Na druhej strane siet’ nie je mozné prisposobit’ hranici
modelu pripadne rozhraniam, o spdsobuje obtiaZnost’ splnenia okrajovych pod-

mienok. Rovnomernu siet’ je mozné definovat’ aj v inych stradnicovych ststavach

8
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geometriou bliz§ich geometrii problému (sférickd pre celid Zem, cylindrickd pre vrty
a podobne). My sa v dalSom obmedzime len na kartézsku stradnicovi sdstavu a
rovnomerné siete definované v nej.

Casovd os je najéastejsie diskretizovand podobne ako priestorovd, t.j. s konstant-

nym ¢asovym krokom ( At):
tm = to + mAt. (10)

Konec¢no-diferencna siet’je tvorend opakovanim konec¢no-diferencnych buniek. Naj-
CastejSie sa pouZzivaju usporiadania, ktorych kone¢no-diferenéné bunky si zobrazené
na obr. 2. Pri konven¢nych schémach sa aproximécie vSetkych funkcii nachadzaja
v jednom bode. Pri ¢iastocne striedavo usporiadanych schémach sa posunutia alebo
rychlosti posunutia nachddzaju v jednom sietovom bode, zlozky napitia v inom.
Pri striedavo usporiadanych schémach sa kazda zlozka posunutia alebo rychlosti
posunutia nachddza v jednom sietovom bode, normélové zloZKy tenzora napéti sa
nachddzaju v jednom sietovom bode a kazd4 strizna zlozka tenzora napitia sa na-
chddza v jednom sietovom bode. Striedavé usporiadanie v priestore je doplnené
striedavym usporiadanim v ¢ase. Ku kazdej zo sieti sa viazu Specifické aproximadcie
derivécii a teda aj Specifické schémy, najdolezitejSie z nich struCne sumarizujeme v
kapitolach 1.3.5 - 1.3.9.

Hodnoty posunutia v sietovych bodoch definovanych rovnicami (9) budeme

skratene oznaCovat’ pomocou indexov
Wty + M AL,z 4ih, yy+ jh, zx + kh) < uffN e (11)

pricom M, i, 7, k mdzu nadobuidat’ celo¢iselné hodnoty v pripade konvenénych
schém, v pripade striedavo usporiadanych schém nadobudaju aj poloc¢iselné hodnoty.
Sdcasne v striedavo usporiadanych schémach si hladanymi funkciami, ktorych
derivécie je potrebné aproximovat, aj hodnoty zloZiek tenzora napétia. Nasledujicu
analyzu vykondme len pre parcidlne derivécie podla premenej x, analogicky by sme
postupovali aj pripade derivécii podla y, z, t a pripadne zmieSanych derivacii.
PretoZe vnitri horninovych blokov je posunutie (napétie) spojitou funkciou pries-
torovych stradnic a priestorovy krok je dostato¢ne maly, mdZeme posunutia v inych

pozicidch, ako je pozicia aproximdcie, vyjadrit pomocou Taylorovych rozvojov

9



Sticasny stav problematiky

v s .y A 1+1,J K
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. Uuv w LJ+1,K

o T’YX, Tyyy TZZ, T\'\ Tz Txz

Striedavo usporiadana siet -, N/ I+2J.K
1J+3K O

BU Orv=1
\ AV
® W Or==r=

® T 77 oehked @ T b+ 4

1 1
I+5,J K+3

Obr. 2. Priestorové usporiadanie premennych v sietovych bunkach konvencnej, ¢iasto¢ne striedavo usporiadanej
astriedavo usporiadanej schémy. U, V' a W st aproximécie zloZiek vektora posunuti, 7"/ aproximdcie zloZiek

tenzora napitia. Prevzaté z prace ( ).
(Taylor Expansion = TE ) so stredom v bode aproximécie (t,,, 1, ¥, 2k):

TEh{U<tm, rr+ kpha YJ, ZK)} =
-1

(kp h)j du !
= E — —(tm, T1, YJ, O(h"). 12
= ]' ax]( Tr, Yy ZK) _l_ ( ) ( )
Ak uvaZzujeme linedrnu kombindciu hodndt v sieti L,

LK = Zafpu(tmu rr + kph’7 YJ, ’ZK)a (13)

p=1

je mozné ju rozvinut nasledovne

no 2 (k,h) 0
TE,{LK} = > a, Wa -+ O(a,h')
=  j=0 J T
-1 15 n ) 8
= 4{2%%}3u+0(%hl)
j=0 J: p=1
-1 Gju l

Koeficienty b; je moZné zvolit'tak, aby vyraz LK bol aproximéciou ¢-tej derivécie.

Kritétiom je, aby

10
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) 0%
Z (14) a (13) pre koeficienty b; vyplyva

Wl | |

bj:fl Zapkp =0; j=0,...1—-1;5 #q, (16)
.]' p:]_
ht [ &

by, = - Zapk;g =1. a7
¢ =

Rovnice (16) a (17) predstavuji zdkladny systém, z ktorého mozno urcit koeficienty
a, vystupujice v schéme. Z rovnice (17) vyplyva, Ze kazdy z koeficientov a, je
umerny h~? (a, = h™%a,) preto z rovnice (14) dostaneme

nlpime (L) du
Jj=0 J°

=3 b + O™, (18)

S rasticim n rastie rdd aproximdcie pre danu derivaciu. Naopak, ¢im vysSiu deri-
vaciu chceme aproximovat, tym je rdd jej aproximadcie nizsi pri konstantnom n.
Pri zapisoch Taylorovych rozvojov schém sa ¢asto explicitne nezapisuje operacia
rozvoja TE, budeme ju vSak implicitne predpokladat’ vo vSetkych zdpisoch, kde na
lavej strane je diskrétna aproximadcia a na druhej strane spojité funkcie.
Stucet sucinov koeficientov a posunuti sa casto vyskytuje v zdpisoch konec¢no-
diferencnych vztahov. Matematicky mozno tito operdciu zapisat’ pomocou konvo-

Idcie. Rovnicu (13) mdéZeme zapisat’ ako konvoliciu,

LK = Axxuf’ ., (19)
kde
A = (ay,aq,...,a,) (20)
je vektor koeficientov a
U‘TJ,K = (Uﬁkl,J,Ka “ﬁkg,J,Ka e >U7L+kn,J,K> (21)

je vektor posunuti v okoli bodu aproximadcie (t,.,zs,ys,2x). Tento zdpis bude

velmi uzito¢ny, ked A aj u}’; ; budd matice alebo tenzory vyssieho radu, pretoze

11
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znacne zjednodusuju zédpis. Konvolicia bude vzZdy znamenat sucet sucinov prvkov
na rovnakych miestach v oboch tenzoroch.

Konec¢no-diferen¢né vztahy priamo dostdvame aj derivovanim Lagrangeovho
interpola¢ného polynému. Tento fakt vyuzil na generovanie koeficientov aproxi-
macii aj ( ). Interpolacny polyném so zvySujicim sa po¢tom bodov
(rddom) pri rovnomerne rozmiestnenych uzloch v blizkosti krajnych uzlov mdze
oscilovat. Preto nie je vhodné aproximovat derivaciu jednostranne vysokym rddom
aproximdcie - polynému, najvhodnejSie su centrované aproximadcie, v ktorych sa
bod aproximdcie nachddza v strede. Symetrické centrované aproximécie mdéZu mat’
dokonca vyssi rad aproximadcie, ako to vyplyva z rovnice (18) a vdaka ich dobrym

vlastnostiam su pri aproximovani naj¢astejSie pouZivané.

1.3.2 Vlastnosti kone¢no-diferenénych schém

KonStrukciu schém pomocou rozvoja do Taylorovych radov z predchddzajuicej kapi-
toly je mozné vyuZit pri odvodeniach vSetkych typov schém. Hlavné kroky metody

mozno zhrnat takto:

volba rddu aproximadcie,

volba ¢asovo-priestorovych bodov vstupujicich do aproximaécie,

symbolicky Taylorov rozvoj,

zostavenie systému rovnic pre koeficienty schémy a jeho rieSenie.

Prvé dva kroky st previazané a ovplyviiujd sa. Aj preto je mozné zostavit’ velké
mnozstvo schém rdzneho radu aproximdcie na réznych typoch sieti. Pri ¢asovo
zavislych problémoch, do ktorych spadaju aplikédcie v seizmoldgii, je potrebné z
pociato¢nej podmienky postupne pocitat’ hladané funkcie v dalSich Casovych hla-
dinich. Ak je mozné z kone¢no-diferen¢nych rovnic priamo urcit’ hodnoty funkcie
v nasledujucej Casovej hladine (matica sustavy je diagonalna), nazyvame schému
explicitnou, v opa¢nom pripade implicitnou. Explicitné schémy st prirodzene menej
ndaro¢né, pretoze sustava je vo vyrieSenom tvare, kym pri implicitnych schémach je
potrebné sistavu riesit, ¢o je pri velkych rozmeroch matic tloha niro¢nd na vypoc-
tovy ¢as aj pamit’ pocitaca. VicSina v sucasnosti pouzivanych kone¢no-diferencnych

schém st explicitné schémy.

12
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Konvergencia
Dolezitou praktickou informdciou je, za akych podmienok je rieSenie pocitané
konecno-diferen¢nou schémou blizke presnému rieSeniu. Konvergencia k presnému
rieSeniu znamend, Ze pri zmenSovani priestorového a ¢asového kroku sa hodnoty
ziskavaného rieSenia v limite bliZia k hodnotdm presného rieSenia. Ddlezity je sa-
motny fakt, Ze rieSenie konverguje. ESte hodnotnejSou informéciou je, ak je zndma
aj rychlost’ konvergencie, pripadne velkost’ chyby rieSenia pri zvolenom ¢asovom a
priestorovom kroku, ale tdto informéciu je vo véic¢Sine pripadov velmi tazké ziskat’
aj preto, Ze presné rieSenie pre komplikované modely ¢asto nie je zndme.

Samotnu konvergenciu rieSenia méZeme overit' na zaklade Laxovej vety o ekvi-
valencii. T4 hovori, Ze konvergencia k presnému rieSeniu je ekvivalentné tomu, Ze

dand schéma je konzistentna s rieSenou rovnicou a sicasne je schéma stabilna:

e Schéma je konzistentna s povodnou diferencidlnou rovnicou, ak sa pri zmen-
Sovni ¢asového a priestorového kroku kone¢no-diferencné rovnice limitne bliZia
diferencidlnym rovniciam.

e Schéma je stabilna, ak je rieSenie fiou ziskané ohrani¢ené, ked presné rieSenie

je ohranicené.

Ak pouZijeme metddu rozvoja do Taylorovych radov, aproximdcie budi konzis-
tentné s povodnou rovnicou; vyjadruje to rovnica (15). Stabilitu schémy najcastejSie

vySetrujeme von Neumannovou metédou, ktorou sa zaoberdame v dalSej kapitole.

1.3.3 Analyza stability

Konec¢no-diferenénd schéma médzZe produkovat’ neohraniené rieSenie, aj ked je
presné rieSenie ohraniené. Tento jav sa oznaCuje ako nestabilita. Pokial sa pri
vypocte vyskytne, rieSenie mdze byt Ciastocne alebo tplne znehodnotené.

Von Neumannova analyza stability ( , ) skima lokalnu
stabilitu schémy. Analyzuje kazdi Fourierovu komponentu diskrétneho rieSenia
reprezentovaného v tvare Fourierovho radu. RieSenie je stabilné ak je kazda kompo-
nenta stabilnd, teda ohranicend, pretoZe fyzikdlne rieSenia st ohrani¢ené. Samotné
aplikovanie spociva v dosadeni Fourierovej komponenty do kone¢no-diferenénych

rovnic a vyjadreni tzv. amplifikaéného faktora. Schéma je stabilnd, ak je pre kazdu

13
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Fourierovu komponentu amplifikaény faktor mens$i alebo rovny jednej. Analyza
vicsinou vedie na podmienku obmedzujicu velkost’ ¢asového kroku — tzv. podmie-
necne stabilné schémy. V heterogénnom prostredi by bola analyza velmi ndro¢na.

Vicsinou postacuje splnit’ najprisnejSiu z lokdlnych podmienok stability.

1.3.4 Analyza sietovej disperzie

Konecno-diferencné rovnice st aproximdciou diferencidlnych rovnic — vlnenie v
schéme sa Siri rychlostou, ktord nie je presne fyzikdlnou rychlostou Sirenia. Rychlost’
Sirenia vlnenia zdvisi od vlnovej dizky alebo frekvencie $iriaceho sa vInenia. Preto
je mozné hovorit’ o sietovej disperzii.

Efekt disperzie sa vo vicSine pripadov prejavuje kumulativne. Chyba rieSenia na-
rastd zo vzdialenostou, ktord vlnenie prekonalo od zdroja. Pre analyzovani schému
je mozné zostavit disperzny vztah vychddzajici zo stabilitnej analyzy a pomocou
neho urcit presnost fazovej rychlosti v schéme v zdvislosti od vzorkovania a smeru
Sirenia vlnenia. NajCastejSie sa disperzné krivky vykresluji v zévislosti od vzorko-

vacieho pomeru s = h/\ a Courantovho ¢isla C' = c¢At/h alebo jeho prevritenej

hodnoty pomeru stability

h

— 22
AL (22)

p:

kde ¢ je skuto¢nd hodnota fazovej rychlosti. Pred vypoctom je vhodné na zdklade
disperznych vztahov a vzdialenosti Sirenia zvolit’ zodpovedajice vzorkovanie, aby
rieSenie malo poZadovanu presnost. DetailnejSie sa analyzou sietovej disperzie a
presnostou kone¢no-diferenénych schém v 2D a 3D pripade zaobera ( ),
(1992), (1995), (1995, ), (1996),

(2000), (2000, )

1.3.5 Konvenc¢né konec¢no-diferenéné schémy

Konvencéné schémy boli pouZivané predovSetkym na zaciatku éry aplikdcie metddy
kone¢nych diferencii v seizmoldgii — napr. ( ), ( ),
( ), ( ) a ( ) postupne aplikovali a

analyzovali presnost' modelovania pouZitim konvenc¢nych schém.

14
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Zékladom pri vytvarani aproximadcii je formuldcia pohybovej rovnice v posu-
nutiach (4). V préaci budeme v kapitole 3.2.2 analyzovat pripad homogénneho pro-
stredia. Preto rovnice (5) rozpiSeme podrobnejsie, aby sme zdoraznili ich Struktiru.
PouZijeme oznalenie u, = u, uy, = v, u, = w. Potom rovnice (5) maji tvar

XQU + szv + szw = fx7
Myu + Yov + My.w = f,, (23)
Moyu + Myv + Zyw = f,.

kde

Xy = pd} = (A + 2007 — pd; — pd?

Yy = pdf — pdz — (A + 2p)9; — pds

Zy = pdf — pdi — pdy — (A + 2192, (24)
My, = — (A+20)0,0,,
M, = — (A +2p)0,0,,
My, = — (A+2p)0,0,.

Najjednoduchsia a najCastejSie pouzivana schéma vznikne aproximovanim druhych
casovych aj priestorovych derivécii s presnostou do druhého rddu centrovanymi
aproximdciami. Pre nezmieSané druhé derivdcie mozno konec¢no-diferencné apro-

ximdcie zapisat’ nasledovne:

m—1

m—+1 m
U —2u +u
LI UK TILIK 4 O(AF), (25)
u™ —2uTy i +ugs
I+1,J,K ]/IL?2J7K I-1,J.K = Uypr —'I— O(hz), (26)
Uik — 2Ur g F Uk
L = Uy, + O(h?), (27)
WP e — 20T e U g
17 K+1 }IL,2J,K LIKZL — L, + O(h?). (28)

Zavedieme teraz oznacCenie kone¢no-diferen¢nych operitorov nezmiesanej deriva-
cie. S¢itanim rovnic (25)-(28) ndsobenych prisluSnymi materidlovymi parametrami

dostaneme aproximaciu

Gyxxuf'; . = Xou+ O(h?) + O(A#), (29)
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kde G, aj uf'; ;- su tenzory Stvrtého rddu. G, obsahuje koeficienty aproximécie a

uj’; ;- hodnoty posunutia
M .o
u}”jZ-JJrj’KM : M,i,j, k€ {-1,0,1}. (30)
Analogicky oznacime aj aproximdcie ostatnych nezmieSanych derivécii:

Gyxx v o = You+ O(R?) + O(A#), (31)
G.xx Wiy o = Zyw+ O(h?) + O(At?). (32)

Pre zmieSané druhé derivacie maju Standardné aproximaécie tvar:

m m m m
Urpy, g4,k T U171,k — Ur41,0-1,K — Y1741,k O(h2 1
4h2 - uawy + ( )7 ( )

m m m m
Urit1gk+1 T U1 k1 — Urh1 g k-1 — U1 K41 O 34
e = Uy +O(h%), (34)

m m m m
Urgrik+1 T UL g1 k—1 — UL g4 k-1 — YL 1 K41 O 35

Kazdid z rovnic vyndsobime koeficientom —(\ + 2u) a zavedieme oznacenie

H, +xuf’; . = Myu+ O(h?), (36)
H,.«xuj') o = Myu+ O(R?), (37)
Hy.xxuf'; o = My.u+ O(h?). (38)

Schému, ktoru ozna¢ime Dconv2, mdZeme potom zapisat’ v tvare

m m m _ Z,m
G, % uy'; e + H,, *x Vi + H,. *xx Wik = FI,J,K’
m m m _ Y,m
Hoyxxul'; o + Gyaxvil o+ Hysx Wiy o = Frype, (39)
m m m - z,m
H xxuf) o + Hyxx Vi) + Gz**WI,J,K = 1k

Z rovnic (39) je mozné priamo vyjadrit posunutia v nasledujucej Casovej hladine.
Preto schéma je explicitnd. Posunutia v nasledujiicej Casovej hladine pocitame z
posunuti v predchddzajicich dvoch ¢asovych hladindch (len tie je potrebné mat’
uloZené v pamiiti pocitaca). Aproximaécie teda vedu na dvojhladinovi schému. Zvy-
Senie presnosti ¢asovej derivacie by vyZzadovalo mat’ v pamiiti viac Casovych hladin.
Aby sa nezvySovali pamétové naroky, ale zvySila sa presnost, je mozné priestorové

derivécie aproximovat’s presnostou do Stvrtého radu:
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m m m m m
— U g i T 16Uty g — 30U g+ 16UT" 5 — Ut g

U’?LBCE - 12h2
4
+ O(h%), (40)
m m m m
_ Urir,g+1,K T UT—1 J—1,Kk — UT41,0-1,Kk — UI—1,7+1,K
um:y - 2
3h
m m m m
n Uryo j4ok T U9 j ok — Urto j—2 kK — Ul—2 j42 K
48h2
4
+ O(h%). (41)

Rovnice (40) a (41) predstavuju aproximdcie s najmenS$im moZnym poctom bodov
na dosiahnutie aproximdcii do 4. rddu presnosti. Preto vyZaduju najmensSie mnoZstvo
aritmetickych operacii pri implementicii v pocitaci. Schému, ktord takto vznikne,
budeme oznacovat’ Dconv4. Podrobne sa aproximdaciami v konven¢nych schémach
a ich presnostou zaobera ( ). Vyhoda zapisu rovnic (39) pomocou kon-
volicie (19) je v tom, Ze ich tvar sa formdlne nemeni, zmeni sa iba rozsah operatorov
a pouzivané pozicie.

Aproximdcie vysSich radov v priestore, ktoré vyuZzivaju vacsi pocet hodnot po-
sunuti, sa vyuZivaji v menS$ej miere, pretoze zvacSeny rozsah spdsobuje zmensSenie
intervalu stability schémy ( , ) a pre schémy v heterogénnom
prostredi je vypocet koeficientov aproximacie pomerne komplikovany.

Von Neumannova analyza stability pre Standardnu konven¢nd schému (39) ddva

podmienku stability

h
At < Nk (42)

kde a = /(X + 241)/p je rychlost §irenia P vin, 3= m rychlost irenia S vin a
h priestorovy krok. Pre schému 4. rddu je podmienka prisnejSia.

Pri modelovani lokalnych efektov je Casto nutné uvazovat pomer rychlosti Sirenia
v sedimentoch vp/vg = 10, hodnoty Poissonovho pomeru si teda a7z v = 0.495.
Relativna chyba rieSenia ziskaného pomocou Dconv2 sa so zvySovanim hodnoty
Poissonovho pomeru dramaticky zviacsuje ( , ). ( )
numericky testovali nimi odvodend konvenéni schému a vysledky porovndvali
so semianalytickou metédou diskrétnych vinovych d&isel a zistili, Ze schéma je

dostato¢ne presnd, ak Poissonov pomer neprekro¢i hodnotu o ~ 2.2. PodrobnejSiu

analyzu chyby fdzovej rychlosti vykondme v kapitole 3.2.1.
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V pripade heterogénneho prostredia si materidlové parametre funkciami pries-
torovych sdradnic. Je potrebné aproximovat' rovnicu (4), ktord obsahuje ¢leny typu
(pis;)s; @ (AUp,p),i. Aproximovanie ¢lenov obsahujticich derivécie len podla jed-
nej premennej bolo navrhnuté uz autormi Tikhonov a Samarski (pozri , ),
ktori odvodili integralny harmonicky priemer Smykového modulu s cielom vyhndt
sa jeho derivdcii. Integralny harmonicky priemer je mozné chipat’ ako efektivnu
hodnotu Smykového modulu. Tento pristup bol pouzity viacerymi autormi (predov-
Setkym v 1D a 2D pripade), a neskdr bol pouZity aj na aproximovanie zmieSanej
derivacie ( , : , ; , ). Ako
efektivnu hodnotu hustoty vicSina autorov brala integrdlny aritmeticky priemer
hustoty, aj ked’ takéto zavedenie bolo len intuitivne.

Hlavné dovody, preco nie si konvencné schémy v sucasnosti v seizmoldgii
vyuZzivané, su predovSetkym kvoli znacnej sietovej disperzii a nestabilitim v mo-
deloch so zna¢nymi rychlostnymi kontrastmi. Postupne boli nahradené striedavo

usporiadanymi schémami, ktorymi sa zaoberame v dalsej kapitole.

1.3.6 Striedavo usporiadané schémy

Schémy na striedavo usporiadanej sieti pouzil ako prvy v seizmoldgii
( ) na dynamicku simuldciu Sirenia trhliny na zlomovej ploche. ( ,
) ich prvy pouZzil na simuléciu Sirenia seizmickych vin. PouZival formulaciu

pohybovej rovnice v rychlostiach a napitiach

pUi = i+ fi, (43)

Gij = AUk + (Vi + Vji) “44)

kde i,j,k € {x, y, z} a v; = 4;, priCom rovnica (44) predstavuje Hookeov zdkon
derivovany podla ¢asu. ( ) zaviedol v sucasnosti najcastejSie pouZi-
vané striedavo usporiadané schémy 4. radu.

Systém (43) a (44) obsahuje len prvé derivécie. Na vypocet rychlosti si potrebné
len napitia a naopak, na vypocet napiti si potrebné len rychlosti. Centrované apro-
ximdcie umoziuju vyjadrit’ prvi derivaciu, pricom v samotnom bode aproximdcie
nepotrebujeme mat’ derivovanu veli¢inu k dispozicii. Tieto zistenia vedd k mys-

lienke mat diskrétne aproximdcie premennych a derivacii “striedavo” usporiadané
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v priestore (obr. 2 a obr. 3). Zaroven je vhodné zaviest aj striedavé usporiada-
nie Casovej osi. Tato schéma je v zahrani¢nej literatire oznacovand ako velocity-
stress staggered-grid scheme (VS). Rovnaké striedavé usporiadanie v priestore ma
aj ekvivalentnd schéma v posunutiach, rychlostiach a napitiach (displacement-
velocity-stress staggered-grid scheme - DVS) a schéma v posunutiach a napitiach
(displacement-stress staggered grid scheme - DS).

V jednom ¢asovom kroku pri striedavo usporiadanych schémach pocitame naj-
skor aproximdciu napiti z posunuti a z nej aproximdciu posunuti — to je rozdiel oproti
konvenénym schémam, kde sa v jednom kroku pouZzije len jedna aproximécia. Do-
sadenim konec¢no-diferencnych rovnic pre napitia do konecno-diferencnych rovnic
pre posunutia v schéme DS dostaneme schému v posunutiach, ktord vSak nie je ek-
vivalentna Ziadnej konvencnej schéme, pretoZe si zachovdva striedavé usporiadanie
zloZiek posunutia.

Pre schému aproximujicu formuldciu v napétiach a posunutiach budeme v rov-

niciach (1) a (3) aproximovat prvé priestorové derivicie posunuti a napéti pouzitim

vztahov
m+1/2 m—1/2
by = TLIK " OLIK | o), (45)
At
¢T+1/2,J,K - ¢7In—1/2,J,K 2
by = g ¢7In+1/2,J,K - qﬁ?—l/?ﬂJ’K
T 8 h
1 ¢7L+3/2 JK — ¢1—3/2 JK 4
- — = i O(h 47
5 - + O(h?), 47)

v pripade 2. a 4. rddu. Funkcia ¢ oznacuje jednu zlozku posunutia alebo tenzora
napitia. Analogické st vztahy pre derivacie podla inej sdradnice. Aproximaécie
napdtia st umiestnené v bodoch s poloc¢iselnymi indexmi a posunutia s celo¢iselnymi
(obr. 2). V rovniciach (46) a (47) teda indexy [/, J a K pri aproximovani napiti
zvolime polociselné. Kompletnd VS schéma je uvedend v ( ).
Tuto schému budeme oznacovat’ VSstag4.

Opakovanim zdkladnej bunky striedavo usporiadanych sieti z obr. 2 vznika
konec¢no-diferen¢nd siet. MdZeme overit, Ze vdaka pouZitému usporiadaniu mozno
vSetky potrebné aproximadcie pocitat’a sicasne je toto usporiadanie aj velmi dsporné

z hladiska ndarokov na pamit’ pocitaca.
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Obr. 3. Priestorové usporiadanie veli¢in v striedavo usporiadane;j sieti.

Analyza stability a disperzné vztahy pre schému druhého a Stvrtého radu apro-
ximujicu formuléciu v posunutiach a napétiach na striedavo usporiadanej sieti su v
praci ( ). Autori ukazuju, Ze schémy VS, DVS a DS maji rovnakud
sietovu disperziu a rovnaki podmienku stability. Von Neumannova analyza stability

ddva dve podmienky stability — jednu pre P vlny, druhu pre S viny:

6 h
A< 2 48
~ V3« “8)
At < 6 _h (49)

< 77\/§B
PretoZe a > (3, splnenie podmienky (48) zarucuje aj splnenie (49). Preto sa ako
podmienka stability berie podmienka (48).

Autori skimaju tiez kumulativny efekt sietovej disperzie v zdvislosti od vzor-
kovania, Poissonovho pomeru a smeru Sirenia v sieti. KedZe pre vzorkovanie
Amin/h = 5 sa sietova rychlost pri simulécii $irenia seizmickych vin v modeli
s rozmerom typickym pre lokdlne Struktiry moze 1iSit od skutocnej az o 5%, autori
odporucajui pouzivat minimdlne 6 sietovych krokov na minimalnu vlnovu dizku.
Zarover konstatuju, Ze pre vzorkovanie Ay, /h =5 a Ayin/h = 6 v schéme $tvr-
tého radu je disperzia mensia, ako pre pomery Amin/h = 10 a A\pin/h = 12 v

schéme druhého radu v priestore. Na rozdiel od konvencnych schém, pri striedavo
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usporiadanych schémach nedochéddza k problematickému zvicSovaniu chyby rieSe-
nia s rasticim Poissonovym pomerom. Najvacsiu disperziu maju v smere sietovych
rovin, najmensiu v smere telesovej uhlopriecky.

Podobne ako pre konven¢né schémy je heterogenitu prostredia mozné zahrnut
do konecno-diferencnej schémy zavedenim efektivnych materidlovych parametrov.
V hladko heterogénnom prostredi by bolo mozné pouZzit’ priamo bodové hodnoty
daného parametra, za pritomnosti rozhrani je vSak takdto parametrizécia nespravna.

Ako prvy podrobne vysvetlil urovanie efektivnych materidlovych parametrov

( ) v jeho VS striedavo usporiadanej schéme 4. radu, pricom vSak toto
urcovanie teoreticky nepodlozil a nezdévodnil. ( ) odvodili a nu-
mericky testovali striedavo usporiadand schému 4. rddu zaloZenu na heterogénne;j
formulécii pohybovej rovnice. Pristup vedie na aritmetické priemerovanie hustoty
a harmonické priemerovanie modulu pruznosti pri uréovani efektivnych materidlo-
vych parametrov v oblastiach centrovanych v mieste pozicie parametra v sieti (obr.

4). Numerické testy ukazuju, Ze schéma presnejSie modeluje prostredie s rozhranim

N

Obr. 4. Schematicky zndzornené urovanie efektivnych materidlovych parametrov z hodnét veli¢in v okoli

bodu aproximécie.

v Iubovolnej polohe voéi sietovym rovindm v porovnani s vSetkymi pouZivanymi
pristupmi.

Pomocou striedavo usporiadanych schém je mozné simulovat aj realisticky ttlm.
Zahrnutie anelasticity nahradenim vztahu medzi napédtiami a posunutiami pre do-
konale elasticky materidl vztahom pre zovSeoecnené Maxwellovo teleso uvadzaju

( ), ktori prezentuju aj vypocet anelastickych koeficientov v

heterogénnom viskoelastickom prostredi.
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Schémy na striedavo usporiadanych sietach st v si¢asnosti najviac rozpracované
a pouzivané v seizmoldgii vdaka ich presnosti a moZznosti zahrnit heterogénne
viskoelastické prostredie s rozhraniami a tiez moznosti simulovat’ dynamiku Sirenia

trhliny na zlomovej ploche.

1.3.7 Ciasto¢ne striedavo usporiadané schémy

Ciasto¢ne striedavo usporiadand schéma md v jednom sietovom bode lokalizované
vSetky zlozky posunutia, v inom vSetky zloZky napitia. Jej vyhodou je jednoduch-
Sie zahrnutie anizotropie — kedZe sa vSetky zlozky tenzora napitia nachddzaji v
jednom sietovom bode (obr. 2), nie je potrebné interpolovat’ rychlosti posunutia ani
zlozky tenzora napitia. Ako prvy ich aplikoval ( ) pri modelovani
dynamiky seizmického zdroja v jeho metdde napiti v rozdelenych uzloch (TSN -
traction-at-split-node). ( ) pouZil Ciasto¢ne striedavo usporiadané
schémy na zahrnutie anizotropie. V sucasnosti boli ¢iasto¢ne striedavo usporiadané
schémy opit prezentované autormi ( ), ( ),
( )a ( ), ktori skimali presnost modelovania
s pouzitim Ciastocne striedavo usporiadanych schém vo viskoelastickom a anizot-
ropnom prostredi a pri $ireni Rayleighovych vin v modeli s topografiou volného
povrchu. V literatire je mozné tieto schémy ndjst’aj pod ndzvom rotované striedavo
usporiadané schémy. V skuto¢nosti nie je rotovanie sistavy na odvodenie vObec
potrebné a naviac, rotovanie je aplikovateIné len na niektoré schémy.
Aj ked sa tieto schémy javia ako robustny ndstroj, nie sd tak asto vyuzivané
ako striedavo usporiadané schémy. Jednym z dévodov modze byt aj to, Ze trpia

existenciou tzv. faloSnych médov s nulovou energiou.

1.3.8 Lax-Wendroffove schémy

Vicsina kone¢no-diferen¢nych schém ma presnost’ do 2. rddu v Case, pretoZe ucho-
védvanie 2 predchddzajdcich hladin v pamiti pocitaca predstavuje akceptovatelné
pamitové naroky. Zvysenie radu aproximdcie v Case by znamenalo uchovavat v
pamaiti vicSie mnoZstvo Casovych hladin, o uz méze predstavovat’ zna¢né naroky

na pamit’ pocitaca. ( ) a ( ) prezentuju pristup,
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ktorym je mozZzné radd aproximdécie v Case pre konvencné schémy zvysit’ bez nut-
nosti uchovavat' velké mnozstvo ¢asovych hladin v pamiti pocitaca. Je zaloZeny na
tzv. Lax-Wendroffovej korekcii, ktord eliminuje prvy z chybovych ¢lenov konecno-
diferenc¢ného operatora casovej derivacie. V jednorozmernom pripade si postup

mozeme ilustrovat pri aproximovani vlnovej rovnice
—c =0 50
Uyt C Uy . ( )

Druhu priestorova derivaciu mdZeme aproximovat s presnostou do Stvrtého radu
aplikovanim aproximadcie (40), druht ¢asovu derivaciu aproximujeme s presnostou

do druhého radu (rovnica 25):

um-i—l — 2™ + um—l AtQ
L AtIZ L =g+ T2 Uytprr + O(At4)- (51)

Chybovy ¢len druhého radu mézeme nahradit’ ak vyuZijeme vlnovu rovnicu:
Uttt = (uatt)att = (CQU,m),tt =
= A(Utt) ez = (CUsza) s - (52)
V pripade homogénneho prostredia staci s presnostou do druhého radu aproximovat

Stvrtd derivdciu posunutia:

2/ 2 4
c (C U,xac)a:cx = C Uygpgzx =

_ 02 U?L—i-Z - 4U?L+1 + 6;;;[71 - 4“’?—1 + u?—? + O(hZ) ) (53)

Taylorov rozvoj schémy je potom

2
Ustt — C Uygy =

m+1 m m—1

At?
| o —ufyy +16uy, — 30uy + 16up, — i,
12h?
B AP U, — AT + 6u — du | 4 ul,
12 h*
+ O(AtY) + O(h*) + O(R* At?). (54)
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Preto mozZno konstatovat, Ze formélne je chyba Stvrtého rdadu vzhladom na pries-
torovy a Casovy krok. Iny rozvoj uvedieme v kapitole 1.3.9 o optimdlne presnych
schémach. ( ) prezentuji modifikdciu, ktord umoziuje
efektivne modelovat Sirenie vlnenia vo viskoelastickom prostredi. Sucasne konSta-
tuju, Ze modifikovand schéma je vyrazne presnejSia ako konvenéné schémy 2. radu
v priestore aj ¢ase a vyhodnejSia ako konvencné schémy 2. rddu v Case a 4. rddu
v priestore vdaka jej vy$Sej presnosti, minimalnemu nérastu vypo¢tovych ndrokov
a menej obmedzujicej podmienke stability. Otazke vysokého Poissonovho pomeru
sa autori nevenuju.

V pripade heterogénneho prostredia je tazsie zaviest' efektivne materidlové pa-
rametre, pretoZe rozsah operdtorov je az 2 konecno-diferencné bunky. ZvicSeny
rozsah znamend komplikovanejsi pristup aj pre hranice modelu, kde je potrebné
aplikovat’ Specidlne aproximécie. Presnost’ schémy pri vysokych hodnotich Pois-
sonovho pomeru podla naSich vedomosti nebola skimand. V seizmolégii, kde je
potrebné modelovat Sirenie vlnenia v heterogénnom prostredi s rozhraniami, prav-
depodobne aj z tychto dovodov schémy zaloZzené na Lax-Wendroffovej korekcii

neboli Siroko pouZivané.

1.3.9 Optimalne presné schémy

Komplexnejsi pohl'ad na posudzovanie presnosti numerickych schém na rieSenie po-
hybovej rovnice kontinua umoznil autorom v praci ( ) odvodit’
vSeobecné kritérium, ktoré je zdkladom kon$truovania velmi presnych numerickych
operatorov. ( ) na zéklade ziskaného kritéria optimalizuji ope-
ratory pre metédu DSM (Direct Solution Method, , ), ktora
riesi slabu formu problému vo frekvencnej oblasti, av§ak jeho aplikovatelnost’ je
daleko Sirsia a ( ) aplikuji odvodené kritérium v metdde ko-
necnych diferencii v Casovej oblasti a tieZ uvadzajui prediktor-korektor algoritmus
na priblizné rieSenie ziskanej implicitnej schémy.

Aby sme dobre ilustrovali zdkladné pristupy pri konStruovani optimélne pres-
nych schém a spdsobu ich rieSenia prediktor-korektor algoritmom, zameriame sa na

jednorozmerny pripad, ktory neskodr zovSeobecnime na trojrozmerny pripad.
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Vseobecna podmienka optimalnej presnosti operatora

Numerické aj analytické rieSenie pohybovej rovnice kontinua popisujicej Sirenie
elastickych vin je mo7né analyzovat’ pomocou rozvoja do vlastnych médov prob-
lému. Takyto pristup umoZziiuje uvaZovat’ o chybe rieSenia cez chyby koeficientov

rozvoja do vlastnych médov.

Budeme sledovat vyklad v praci ( )a ( ),
ktory je zaloZeny predovSetkym na pracach ( ) a
( ). UvaZzujme pohybovii rovnicu vo frekvencnej oblasti v tvare
(w2T—H)5: —3, (55)

kde w je uhlova frekvencia, 7' matica hmotnosti, H matica tuhosti, ¢ vektor
koeficientov rozvoja do bazovych funkcii, g vektor koeficientov rozvoja pre hustotu
objemovej sily,
T. = 15 %) qv. H.. = .68 qy
TS fv[¢z } p¢z ) TS fv[¢z,]] Cijkl ¢k9l )
(56)
gr = fv[ﬁbgr)]*fz dv,

gzﬁzm je t-tazloZka r-tej bazovej funkcie a ‘*” oznacuje komplexne zdruzenu velicinu.

Posunutie moZno vyjadrit’ vo forme rozvoja

w=3c . (57)

Keby sme pouZili rozvoj do nekonecnej bazy, rieSenia rovnice (55) by boli presné. V
praktickych vypoctoch je rozvoj do bazovych funkcii kone¢ny. Preto vzdy existuje

istd numerickd chyba. Presnd pohybovi rovnicu mdzZeme formdlne zapisat’ v tvare
(W7 = H" )& = —3. (58)

Definujme vztahy medzi presnymi a pribliznymi veli¢inami nasledovne:
T=T+6T, H=H‘+dH, ¢ = ¢°+éc (59)

Tu 07T, 6H su chyby numerickych operatorov a Sc chyba numerického riesenia.

UvaZujme normalne médy. Tie spifiaji rovnicu
(wﬁ Te — He) g, =0, (60)
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kde w, je vlastnd frekvencia p-tého médu a ¢, je vlastny vektor. Predpokladajme,

Ze vlastné vektory su ortonormalne:

— % e _  2=xme = _ b 2
¢, H* ¢, = w, ¢, T cy = w, oy (61)

Dosadenie rovnic (59) do rovnice (55), vyuzitie rovnice (58) a zanedbanie ¢lenov

so sucinmi chyb (Bornova aproximadcia prvého radu) vedie k rovnici
( 2 e e = 2 —e
WT® — HY) dc = — (w? 6T — 0H ) &*. (62)

Rovnica (62) umoziuje vypocitat chybu numerického rieSenia, dc, ak je zname
presné rieSenie ¢¢ a chyby numerickych operatorov 07 a 6 H .
RieSenie rovnice (58) mdzeme taktieZ vyjadrit’ v tvare rozvoja do vlastnych

moédov
cé = Z dy Cp- (63)
Dosadenie rozvoja (63) do rovnice (58) s vyuzitim (61) vedie na

d;:5*§/(w2—w2). (64)

P

Koeficient rozvoja d; bude velky, ak sa w bliZi k w,. Inak bude zanedbatelny.
RieSenie rovnice (62) je moZzné tiez vyjadrit' vo forme rozvoja do vlastnych

modov
bc=Y3"dd,é, (65)
p

Dosadenie rozvojov (63) a (65) do rovnice (62) a vyuZitie normalizécie (61) vedie

na

(W2 & 0T ¢ — Gy 6H &) df
od, =—>" P (wg_w’;) 1 (66)
p

q

Koeficient dd, bude velky, ak sa w bliZi w,. V tom pripade bude zrejme velké
len dj. Preto v okoli bodu w = w), Cleny s ¢ # p mdzu byt ¢leny v rovnici (66)

zanedbané. Relativna chyba rieSenia v okoli w,, bude pribliZne rovna

od,

2 —x — —x —
w0l G, - 0HG

e 2 2
dp w w;

(67)
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Z poslednej rovnice vyplyva, Ze chyba bude vo vSeobecnosti velmi narastat’ pre
w — w,. Ak ale Citatel' v rovnici (67) je tieZ umerny w — w,, relativna chyba
zostane relativne konStantnd pre w — w,. Takdto imernost mdze byt dosiahnutd

len v pripade, Ze
w2y 6T ¢, — ¢ 6H &, =0 (68)

pre kazdy mod. Ak je rovnica (68) priblizne splnend, potom moZno rovnicu (67)

zjednodusit”:

’MP ~ & 0T G, (69)

p

To znamena, Ze relativna chyba pre zvolent siet moze byt odhadnuta pred samotnym
vypoctom.
( ) definuju optimélne presné operatory T a H ako ope-

rétory, ktoré spliiaji rovnicu (68):
—x 2 - 7 — .
&y (w2 oT — 0H ) 6,=0. (70)

Dosadenie rovnice (59) pre operdtory 7' a H do rovnice (70) s vyuZitim rovnice

(60) vedie na ekvivalentnd rovnicu

& (W T —H)é=0. (71)

Rovnica (70) bude splnend, ak ¢len najnizSieho radu v chybe operatora diskretizova-
nej rovnice bude nulovy v pripade, Ze operand bude vlastnou funkciou a frekvencia

vlastnou frekvenciou, teda ak
(w2 oT - 0H ) &,=0. (72)

Toto vSak nie je nutnd podmienka, pretoZe ak aj je prava stranarovnice (72) nenulova,
jej skaldrny sucin s ¢, moZze byt priblizne nulovy.
Uvaha, ktord ndm ziskany vysledok ozrejmi a umozni kritérium pouZit prakticky,

moze byt formulovana nasledovne. Uvazujme rovnicu
L(w, u)=f (73)
a jej diskretizaciu, pre ktord plati
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2
i(w,u)zﬁ(w,u)+];[ﬁ(w,u)]”—i—..., (74)

kde ' oznacuje priestorovi derivaciu, L je presny diferencidlny operator pohybove;j

rovnice a L numericky operétor. Normalne médy spliiaji rovnicu

L(wy, up) =0. (75)
Preto sucasne plati

[ £ (wp, up)]" = 0. (76)

Pokial’ v rovnici (74) uvazujeme normdlne médy a dosadime rovnicu (75) a (76),

dostavame

L (wy, up) =0. (77)

Rovnica (77) zodpovedd podmienke (71) pre optimalne presny operator. V ¢asovej
oblasti mdZeme Struktiru rozvoja optimalne presného operatora definovat’ nasle-

dovne:
L(u) = L(u) + Y dD{L(u)} +E . (78)

Tu d; sukoeficienty a D; diferencidlne operatory zlozené z casovych a priestorovych
derivécii, £ chybovy ¢len. Pocet koeficientov a diferencidlnych operatorov blizsie
nespecifikujeme, mdZe sa li%it pre rozne aproximacie. Struktiru chyby (78) je mozné
dosiahnut’ pri konStruovani kone¢no-diferenénych aproximécii.

( ) nazyvaju operator spliiiajici (78) optimalne presny operdtor radu najvicsich

z koeficientov d;.
Odvodenie 1D optimalne presnej kone¢no-diferen¢nej schémy

1D pohybova rovnica mé tvar
P Ut — C Uy = f . (79)
Lavd stranu rovnice oznaé¢ime

E = P Ustt — C Usga - (80)
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Vychéddzat budeme z aproximdcie 1D pohybovej rovnice pomocou konvencnych

konecno-diferencnych operatorov

(A —K)xxu* = # {u}”“ —2uy" + u}“_l}
C m m m hd
- Wy = 2uf + u | =0. (81)

Struktiira rozvoja do Taylorovho radu podla ¢asového aj priestorového kroku je

TEna{(A —K)sxup} = pii  + ;A% {pii},, + O(At")—

(82)
— Ctgy — 1502 {Clan},,, + O(hY).
( ) tieto operatory modifikuju, aby dostali novi aproximéciu,
ktorej rozvoj by bol
TEj a0 { (A = K)sxuf'} = (83)

pii + 35 A8 {pii — Oty },py, + O(At*) —

+ O(h*At?).

YT

Je to pochopitelny a intuitivny krok, Struktdra rozvoja zodpoveda tvaru rovnice (78)
TEhaAt {(A - K)** ugn} =FE + TlgAtzE’tt + %hQE’mm +

O(AtY) + O(h*) + O(h* At?), (84)

ale nie je jasné, akym spdsobom ju dosiahneme pomocou konecno-diferenénych
aproximacii.

Rozdiel medzi Struktirou rovnice (82) a rovnice (83) je

S{u} = LA {—Cuyy},, + 5 h? {pi},,, =

= L {ph? — C AP} uyyrr + O(hY) + O(ALY) + O(R*At?).  (85)
Ak by sme odvodili aproximdciu, pre ktord

TEj At {Dx*xuj'} = % {ph? — C At} tUyyys +

+ O(h*) + O(AtY) + O(h2 At?) | (86)
dostali by sme
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TEpa: {(A — K+ D)sxu'} =

pi + 15 A {pii — Cuyy},, + O(AL*) —
87

—C Uy + 5P {pti— Cuyya},,, + O(h*)+

+ O(h2AE)

STIT

a potom by sme operator D mohli chdpat’ ako opravu konvencnych operatorov:
A-K+D=A-K. (88)

Ukazuje sa, Ze operdtor D je moZné ndjst a je to uZitocné.
Mo6Zeme uhdadnut, Ze na vytvorenie aproximadcie (86) si potrebné posunutia

m+1 m+1 m+1

Ur_1 Uy Uriq

m o __ m m m

u; = upy up Uriq (89)
m—1 m—1 m—1
Ur 1 Uy Urtr

a samotny operdtor D je matica 3 X 3 nezndmych koeficientov.
Vzhladom na Struktiru rozvoja (86) a 9 nezndamych koeficientov operatora pred-

piSeme nasledujice koeficienty v Taylorovom rozvoji:

boo bo1 boz bo3 boa o 0 o0 7 7
bio bi1 b1z b1z bis O 0o o0 7 7
bao b21 bog bag bay | — % {ph?=CA*}| 0 0 1 7 7|, (90)

b30 b31 b32 b33 b34

b40 b41 b42 b43 b44

pri¢om b;; je koeficient pri derivécii 9;09u. Predpisané koeficienty tvoria maticu
rozmeru 3 X 3 v l'avom hornom rohu (i = 0, 1,2; j = 0, 1, 2). Ostatné koeficienty
b;; su zatial nezndme, po ziskani prvkov operitora D ich hodnoty dostaneme,
pretoZe sd linedrne zavislé od koeficientov s predpisanymi hodnotami. Struktira

Taylorovho rozvoja je

000 00
000 O

siphP=CAPY 00 1 01 o1
000 00
0022 00

—_
[\
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a samotny operator ma tvar

1 -2 1
1
D=——__{ph2—CAr}| = _ . 2
iaE PH - OACH —2 4 - ©2)
1 -2 1
Tento méZeme rozdelit’' na dve Casti:
1 -2 1 1 -2 1
P C
D pr— —_ —_ — —_ —_ p—
DAz | —2 42 o | 2 42 (93)
1 -2 1 1 -2 1
= 0A — /K.

Ak si zobrazime konvencéné operatory v 1D pripade v maticovom tvare, mame

0 1 0
P
A= _ 4
A 0-2 0 94)
0 1 0
a
0 0 0
C
Kzﬁ 1 -2 11. (95)
0 00

Modifikované operétory preto mozno definovat’ ako

1 10 1
X _ P
A=A+0A= 700 | -2 -20 2 (96)
1 10 1
a
1 -2 1
K=K+ /K = ¢ 10 —20 1 (97)
B ~ gz | 10 72010
1 -2 1

Lahko mozno overit, Ze aproximacia (A — K) ** Uy’ s operatormi A a K defino-
vanymi rovnicami (96) and (97) vyhovuje rovnici (83). V zmysle rovnice (78) ju

moZno nazvat’ optimalne presnou kone¢no-diferenénou aproximéciou.
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1D optimdlne presnd schéma ma potom tvar

p m m m—
TAt?[ wptt = 2wy, + ups
+ 10wt — 2w+ upt)
+ U?ﬁll - 2upy,; + u}nﬁl ]
. (98)
m—+1 m—+1 m—+1
+ 100 upy = 2uf + ufyy)
+ upst = 2Pt + upgt 1=
( ) si v§imli zaujimavu Struktdru ziskanych operdtorov vo

vztahu ku konvenénym operatorom. Posunutie u(t,,, z;) mozno formélne vyjadrit

s presnostou do druhého radu:

U(tm, xr) = upy + 10 uf + u}n_l}

5l
h2
-5 Uz (t, 1) + O(RY). (99)

Prvy riadok rovnice (99) moZno nazvat’ operatorom identity. Operator je skonStru-
ovany tak, aby koeficient pri najniz§om ¢lene chyby operétora bol h%/12 —rovnaky
ako v pripade druhej derivicie. Ak sa pozrieme na Struktdru optimdlne presnych
operatorov, je ju mozné pre A chépat’ ako aplikovanie druhej derivicie v asovom

smere a operdtora identity v priestorovom smere, ¢o je mozné vyjadrit pomocou

konvolucie:
1 1 1 1 10 1
i p
A= - o 9 _
A2 2 —2 —2 * 1 10 1
1 1 1 1 10 1
1 10 1
- P 1 9 99 9 |. (100)
12A¢2
1 10 1

Tento pristup zaloZeny na aplikovani jednorozmernych operdtorov v jednotlivych
smeroch je dolezity, pretoze ( ) ho pouZivaji na odvodenie
2D a 3D schém. NevyuZivaji Taylorove rozvoje na hladanie vhodnej Struktiry

aproximdcie zrejme preto, Ze je naro¢né riesit velké mnoZstvo rovnic pre koeficienty,
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ktoré pomocou konvolicie dostani priamo. Metdda Taylorovych rozvojov vSak
ddva moznost minimalizovat’ rozsah operitorov a kontrolovat’ Struktiru rozvoja
operatorov. Preto ju uprednostitujeme a v nasich odvodeniach ju budeme pouZivat.

Ak by sme definovali vS§eobecnu Struktiru rozvoja optimdlne presnej aproximécie

1D pohybovej rovnice,

TE, At {(A — K)** UT} =
=FE+ dlEat + dQE’$ + d3E’:L’t + d4E’tt + dSE,xa: +
+ O(AtY) 4+ O(R*) + O(R* At?), (101)

v jednorozmernom pripade nie je komplikované aj sic¢asné hladanie koeficientov
operatora L = A — K akoeficientov d;. V Taylorovom rozvoji budeme poZadovat

zhodu nasledovnych koeficientov:

boo bo1 boz o3 boa 6 00 oo
bio D11 biz D13 big o oo o?
bao ba1 bag ba3 bay | = | © 00 77 |. (102)
bso b31 D32 b33 bs oo?7 77
bio ba1 baz baz bag o 77 77

Dostaneme sustavu 15 rovnic s 9+ 5 = 14 nezndmymi, ktord v§ak ma jednoznacné

rieSenie a je to L=A-Ks operatormi (96) a (97) a rozvoj ma Struktiru (84).
Lax-Wendroffova schéma

( ) ukazuju, Ze Lax-Wendroffova schéma mé Taylorov rozvoj

tvaru (78). MdZeme ju teda nazvat optimélne presnd schéma. Z rovnice (54) médme

m—+1 m m—1

At?

Lxxuj" =

o — Uy + 16ufy — 30uy" + 16uf’ | —uy',
12h?

4 2, m m m m m
A U, — 4uT 4 6uT — 4u U,

B 1 (103)

Potom

TEp at {Lxxu}'} = pii — C Uy +
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+ %Aﬁp {pi—Cugal,y +
+ L A2C{pii — Cue},,, +

+ O(AtY) + O(h*) + O(h* At?). (104)

Rozvoj (104) znamen4, ze Lax-Wendroffova schéma je explicitna optimalne presna

schéma na rozdiel od implicitnej optimdlne presnej schémy (98). KedZe si chybové

.....

Prediktor-korektor schéma na riesenie optimalne presnych schém

Optimélne presnd schéma (98) je implicitna. ( ) pouzivaju
prediktor-korektor schému zaloZend na Bornovej aproximécii prvého radu aby sa
vyhli simultdnnemu rieSeniu velkého systému rovnic v kaZdej ¢asovej hladine.

Z konvencnej aproximécie pohybovej rovnice
(A—K)xxul'=f (105)

mozno vdaka tvaru operdtora A a K po vyjadreni priamo vypocitat’ 7™, To nie

je mozné pre implicitni optimdlne presnd schému

(A—-K)sxu' = f, (106)

pretoze u7! a u?”fll st nezndme, bolo by potrebné riesit celd sustavu zviazanych

rovnic. Obe rovnice mdZeme odcitat™

(A—K)sx0] — (A —K)sxul" =0 (107)
Po dosadeni A = A + 6A, K = K + 0K a @t]" = u”" + du}* dostaneme

(A+6A —K —0K) *x (u]' +0u]") — (A —K) xxu]" =0. (108)

Pouzitim Bornovej aproximécie prvého radu, t.j. zanedbanim (JA — JK) *x duj’,

dostaneme
(A — K) #xou]’ = — (0A — 0K) **uf". (109)

Predpokladajme, zZe v predchadzajuicich casovych hladindch sme konvencné riesenie

m—1

korigovali, teda du a du™ 2 st nulové
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Suft dupt sup]
= o o o | (110)
0 0 0

Vzhladom na Struktiru matic konvencnych operatorov (71) a (72) sa lava strana

rovnice (109) redukuje na Su’f*t, teda je z nej mozné priamo vypod&itat su7'
At?

Suftt = - = (A — 6K) *xu}". (111)
p

Na zaklade tychto zisteni m6Zeme pouZzit' nasledovny prediktor-korektor algorit-
mus na pribliZzné rieSenie optimélne presnej schémy (106):
1. vo vietkych priestorovych pozicidch vypo&itame konvencné riesenie u7" ™,
2. vo vietkych priestorovych pozicidch vypocitame §u7"™ z rovnice (111),
3. vypocitame korigované hodnoty hodnoty posunutia, ktoré priradime priamo do
pola u7"™ : Pt =Pttt 4 Sutt

4. m :=m + 1, pokraujeme dal§im ¢asovym krokom (1. krok).

V jednej Casovej hladine sa teda najskor pocita konvencné riesenie, nasledne pomo-
cou neho ur¢ime korekciu a vykondme ju.

( ) analyzovali sietovd disperziu konvencnej, striedavo
usporiadanej a prediktor-korektor schémy v 1D pripade. Dospeli k zisteniu, Ze
prediktor-korektor schéma mé ovela menSiu sietovi disperziu ako konvenénd a
striedavo usporiadand schéma. Rozdiely medzi presnym rieSenim a numerickym
rieSenim kvantifikovali s vyuzitim ¢asovo-frekvenénych misfitov ( ,

), pozri obr. (5). Mieru rozdielu signdlov v obélke charakterizuje misfit obdlky
(EM - envelope misfit), mieru rozdielu signdlov vo faze kvantifikuje fdzovy misfit
(PM - phase misfit). Cim je ich hodnota mensia, tym sa signaly menej li3ia.
Heterogénna optimalne presna schéma

( ) rieSia pripad materidlového rozhrania koincidujuceho
so sietovymi bodmi. Pristup nazyvany “overlapping” (prekryvanie) je analdgiou
asemblovania lokdlnych matic v metéde kone¢nych elementov. Operatory pri vol-

nom povrchu moZzno ziskat tvahou o skladani matic dvoch homogénnych prostredi

— musime dostat’ operatory v neohranicenom prostredi:
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Obr. 5. Kumulativny efekt sietovej disperzie pri

nych vinovych diZok pre konvenén
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1 -2 1
~ C
K g — =
oh? 10 =20 10
1 -2 1
1 =10 0 -1 1
_ ¢ + (113)
= 1o 10 =10 O e 0 —10 10 |-
1 =10 0 -1 1
”Overlapping” v hladko heterogénnom prostredi dava ( , )
1 10 1
A PI
A = -2 —20 — 114
I AL 2 =20 -2 |, (114)
1 10 1
1 =10 0 -1 1
~ C]_1+C[ CI+CI+1
K = _ - — 115
I 5 1h? 10 =10 0 | + 555 0 —10 10 |, (115)
1 -10 0 -1 1

pricom p; a C7 st bodové hodnoty materidlovych parametrov. Tento pristup v pri-
pade rozhrani koincidujicich so sietovymi bodmi a hladko heterogénneho prostredia
ddva dostato¢ne presné vysledky.

Préca ( ) preukazuje moZnost’ aplikovat’ pristup veduci na
aritmetické a harmonické priemerovanie pre 1D optimélne presné schémy. Tento
pristup rozsiruje oblast’ pouZitia schém aj na rozhrania nekoincidujice so sietovymi

bodmi. Operatory v tomto pristupe su

1 10 1
X Py
A = —2 =20 — 11
1= oap| 220 -2 | (116)
1 10 1
=21 CEI/Z 0 0
- C
K = 52| 10 =20 10 1| 0 s(ClLyp+Clyyy) 0 |, A1)
=21 0 0 Cliiy
kde
ZI+1/2
=3 | ) dz (118)

2r—1/2
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ZI+1 -1

1 1
h) Ok dz

Cllyjg = (119)

Porovnania s konven¢nymi a striedavo usporiadanymi schémami ukazuju, Ze chyba
rieSenia spdsobend sietovou disperziou je pouZitim metddy prediktor-korektor vy-
razne redukovand ako v homogénnom prostredi tak aj v pripade rozhrania alebo

gradientového prostredia.

1.3.10 Simulacia neodrazajicich hranic

Nérocnost numerickych metdd na operacnd pamit aj vypoctovy cas rastie s poctom
sietovych bodov v modeli. Preto je pribliZne priamo imernd objemu vypoctového
modelu pri nezmenenych ostatnych parametroch. Napriek tomu, Ze moZnosti vy-
poctovej techniky neustéle rastd, vypoctové naroky si stdle velmi obmedzujicim a
urcujicim faktorom pri vypoctoch a je potrebné ich adekvétne zvaZovat' v priprave
vypoctov. V mnohych aplikicidch je mozné podstatne zredukovat vypoctovy objem,
ak blizke okolie zdroja a prijimacov ohrani¢ime tzv. neodrazajicimi hranicami. Tie
nam dovoluji ohraniéit’ relativne maly vypoctovy objem bez toho, aby odrazy od
umelej hranice znehodnotili rieSenie.

Na realizdciu neodrdZajicich hranic boli vyvinuté viaceré pristupy s rdznou
naro¢nostou a ucinnostou. Jeden typ pristupov predpisuje absorbujiice okrajové
podmienky na hranici a nepriddva k vypoctovej oblasti Ziadny dalsi objem. Tieto
pristupy sd zaloZené na extrapolovani vinového pola mimo vypoctovd oblast’ a
na zékladne extrapolovanej hodnoty je pocitané posunutie resp. napitie priamo na
hranici. NajzndmejSie a najpouZzivanejSie si metédy navrhnuté autormi

(1977), (1991) a (1994, ). Tieto pristupy
st na implementaciu do kone¢no-diferenénych schém jednoduchsie. St realizované
ako Specidlny typ aproximécii pri okraji vypoctovej oblasti.

Druhy typ priddva k modelu tzv. ttlmovi zénu, kde sa postupne utlmuji ampli-
tidy vlnenia. Zndmy je pristup autorov ( ) a predovsetkym
pristup pomocou PML (perfectly matched layers, , ), ktory je v sucas-
nosti povazovany za najuacinnejsi stabilny pristup s akceptovatelnymi vypoctovymi
narokmi. Napriek tomu, Ze tento pristup je velmi vypocétovo efektivny, nie je doko-

naly a bude dalej vylepSovany.
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1.3.11 Simulacia seizmického zdroja

Tektonické zemetrasenie vznikd pri ndhlom uvolneni nakumulovanej energie de-
formécie na seizmoaktivhom zlome. Nédhly vzdjomny posun hornin oddelenych
zlomom spdsobi vyZiarenie seizmickych vin, ktoré sa §iria vnitrom zemského te-
lesa a spOsobuju seizmicky pohyb povrchu Zeme. Pri mnohych seizmologickych
aplikdciach mozeme seizmoaktivny zlom reprezentovat’ ako zlomovi plochu v elas-
tickom alebo viskoelastickom materidli. Samotné generovanie seizmickych vin je
potom ddsledkom dynamického Sirenia trhliny (matematicky diskontinuity v posu-
nuti) na zlomovej ploche. Casovy vyvoj diskontinuity v posunuti (sklzu) zavisi od
velkosti trenia, ktoré je urované normélovou zlozkou napitia na zlomovej ploche
a koeficientom trenia, ktory moze byt zavisly sklzu, rychlosti sklzu a tieZ stavo-
vych veli¢in. Zlomova plocha, na ktorej musime zdkon trenia aplikovat, je Casto
geometricky komplikovand. Preto mdze byt zahrnutie dynamického Sirenia trh-
liny na zlomovej ploche velmi ndro¢né. NajcastejSie pouZivand a pravdepodobne
aj najpresnejSia metéda na simulovanie dynamiky seizmického zdroja v metode
kone¢nych diferencii (i metéde kone¢nych elementov) je metdda napitia v rozde-
lenych uzloch (TSN - traction-at-split-node). Stru¢ny prehl'ad jej implementacie v
sietovych metédach je v ( ).

Pokial’ je priebeh sklzu zndmy (ziskany napr. pomocou inverzie seizmickych
zdznamov), mdZeme pouZzit’ kinematickd implementéciu seizmického zdroja. T4
spociva v predpisani Sirenia trhliny na zlomovej ploche bez nutnosti rieSit’ samotny
zakon trenia. Kinematické modelovanie je v pripade sietovych metdd znacne jed-
noduchsie ako dynamické. Preto je pri testovani numerickych metdd je vhodné
najskor implementovat’ kinematicky seizmicky zdroj. Realizovat’ ho je mozné dis-
tribuciou bodovych zdrojov na zlomovej ploche. Namiesto diskontinuity v posunuti
je pre kazdy bodovy zdroj predpisany silovy ekvivalent (napr. , ,

).

Implementicia silovych ekvivalentov do sietovej metédy spociva v predpisani

casového priebehu objemove;j sily. V pripade konvencnych schém je implementécia

priamociara, v striedavo usporiadanych schémach sa vyberaju symetricky najblizsie
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body, v ktorych pocitame ti zloZku posunutia/rychlosti posunutia, v smere ktorej
ma byt aplikovand sila (napr. , ).

V niektorych pripadoch je vyhodné vinové pole budit’ vyuZitim analytického
rieSenia alebo rieSenia menej vypoctovo ndrocného v urcitom objeme. Prikladom
mozZe byt vypocet lokdlnych efektov hybridnou metédou pomocou dekompozicie
vlnového pola. Vypocet mdzeme rozdelit’ do dvoch krokov. Najskor pocitame Sire-
nie vlnenia v podloZi bez pritomnosti lokdlnej Struktiry v jednoduchom 1D modeli
napr. metédou diskrétnych vinovych ¢isel. Ndsledne predpisujeme hodnoty rieSenia
vypocitané v prvom kroku na hranici kvadra ohrani¢ujicom lokdlnu Struktiru a za-
bezpecime, aby rozptylené vinové pole bolo kvadrom prepustané do okolia. Tento
pristup je oznaovany aj budenie vlnového pola pomocou excitatného boxu (

( ) ho pouzili, aby sa vyhli singularite bodového zdroja, neskor bol

VyuZzity viacerymi autormi.
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2 Ciele dizertac¢nej prace

1. Analyzovat konvenc¢né a striedavo usporiadané kone¢no-diferen¢né schémy po-
uzivané v sticasnosti pri modelovani $irenia seizmickych vin.

2. Analyzovat’ dosial vyvinuté/publikované optimélne presné operdtory a opti-
madlne presné schémy a prediktor-korektor algoritmy.

3. Navrhnut optimdlne presné operétory pre 3D pripad a odvodit optimélne presni
schému.

4. Vyvindt vypoctovy program implementujuici prediktor-korektor algoritmus za-
loZeny na optimédlne presnej schéme.

5. Numericky testovat prediktor-korektor algoritmus a porovnat’ ho s inymi vypoc-

tovymi metédami.
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3 Vysledky dizertacnej prace

Vlastnosti kone¢no-diferenénych schém, ktoré moéZu ovplyvnit' nase rozhodnutie

aplikovat’ pri rieSeni urcitého problému konkrétnu schému su predovsetkym:

e aplikovatelnost’ schémy na dany problém,

e presnost, s akou potrebujeme rieSenie ziskat,

e zloZitost algoritmu a komplikovanost implementacie algoritmu do vypoctovych
programov,

e naroc¢nost’ na pamét pocitaca,

e niro¢nost’ na vypoctovy cas.

3.1 1D problém

Pre realistické modelovanie §irenia seizmickych vin a modelovanie seizmického
pohybu 1D modely jednoznacne nie st dostatoéné, pretoze zdaleka nemdzu apro-
ximovat’ zloZzitd Struktiru Zeme. Napr. pri lokdlnych efektoch vyznamné amplitidy
seizmického pohybu vznikaju v dosledku rezonancie spdsobenej geometriou lokéal-
nej Struktdry a pri jednorozmernej aproximdcii by sme boli limitovani na vynimo¢né
pripady horizontdlnej vrstvy na polpriestore a $pecidlneho vlnového pola.

Aj napriek tomu sa budeme zaoberat' najskor 1D pripadom a to najmé z metodic-
kych dovodov. UkdZeme pristupy pouzivané na odvodenie a analyzu schém, ktoré
v 3D pripade m6zu byt velmi ndro¢né a zlozité. Poznatky, ktoré v jednoduch§om

1D pripade ziskame, budeme potom aplikovat aj pri odvodeniach 3D schém.

3.1.1 Presnost’aproximacii 1D schém

Budeme sa zaoberat’ 1D pohybovou rovnicou. Presnost’ aproximécie jednorozmer-
nych schém vySetrime pomocou Taylorovych rozvojov. Pre zjednoduSenie zapisu

zavedieme oznacenie
E=i—cuy,, (120)

kde ¢ = /C/p je fazova rychlost. E je l'ava strana 1D pohybovej rovnice, ktort

spliiaji vlastné médy.
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Dconv2:

m+1 m m—1
2 AL?

Rozvoj pravej strany so stredom v bode (¢ + At, x) rovnice (121) déva:

u — EA? + E A +
+ O(AtY + O(h*) + O(h2AF?) . (122)

Rovnicu (122) chdpeme tak, Ze prava strana aproximuje posunutie v nasledujicej
casovej hladine, pricom chybové ¢leny maju Stvrty rdd. Cleny obsahujice £ a jeho
priestorové a ¢asové derivicie su pre vlastné médy nulové, preto nie su sicastou

chyby.
Dconv4:

m+1l m m—1
u;p o= 2uy —u; o+
AL

+W(_UT+2 + 16U}n+1 — 3OUT + 16U7In_1 — u?_2) . (123)

Rozvoj pravej strany so stredom v bode (¢ + At, z) rovnice (123) déva:

u — EA? + E, A3 +
+ O(AtYY + O(h%) + O(h* AF?) . (124)

Oproti aproximdcii (122) sa zvySil rad chybovych ¢lenov suvisiacich s priestorovou

Castou operdatora. Je to v stilade so zvySenim radu aproximadcie priestorovej derivacie.

DSstag4:
Striedavo usporiadand schéma v napitiach a posunutiach pouZiva ako nezdvisle
premenné okrem posunuti aj napétia. V kazdom ¢asovom kroku sa najskor pocitaji
napitia z posunuti a ndsledne posunutia z napiti. Ak dosadime vztahy pre vypocet
napiti do vztahov pre vypocet posunuti, dostaneme schému v posunutiach
uPtt = 2 — P+
2 A2
At
+W(UT+3 — 5duyl, + T83up’ —

— 1460u + 7T83ul" | — 54U, + ull,) . (125)
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Rozvoj pravej strany so stredom v bode (¢ + At, z) rovnice (123) déava:

u — EA? + E, A3 +
+ O(At*) + O(h%) + O(h* At?) . (126)

Struktiira chyby vzhladom na rad aproximécie je teda rovnaka ako pre Dconv4

.....

dosiahnut’ eSte vyssi rdd aproximdcie v priestore.

DLW:
Posunutie v nasledujicej ¢asovej hladine vyjadrime z Lax-Wendroffovej schémy

(rovnica 103):

wrtt = 2u — Pt
+W(_ul+2+16u1+1 _30U1 +16U171 _U/I72)+

Rozvoj pravej strany so stredom v bode (¢ + At, x) rovnice (127) déva:

u — EA? + E AP —

A A TAtA A AP
T B — 12 By + ETH Er + e B +
+ O(h%) + O(R* AF?). (128)

Chybové c¢leny su Siesteho rddu. KonStatujeme, Ze schéma je presnejSia ako vsetky

doteraz uvedené schémy.

DOA2:

Posunutie v nasledujucej ¢asovej hladine vyjadrime z rovnice (98):

+1 h?
YT 9502 + 2AR)

m—1 m—+1 m m—1
—10uy"™" —uyfy + 2ufy —ufy | +

1 1
[_U}njl +2upy —ufy + 20u —

A2
+ [
2(5h2 4 2 At2)
+10uf,, +upyt = 2up Ut (129)

w4 10w — 20wt +

Rozvoj pravej strany so stredom v bode (¢ + At, x) rovnice (129) dédva:
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h2
u + g(—6 E+6At Ey — LA By + 3A Eygy) +

4
A At?
+ %Atz E. + %Czﬂt?’ Etpr — %Atg E,ut)

(30 E — 30At B, — 1A B,y +

+ O(h®) + O(R* At?) + O(R* At*) + O(ALY). (130)

Rovnako ako pre Lax-Wendroffovu DLW schému chybové Cleny su Siesteho radu.
Preto Lax-Wendroffova schéma DLW a optimdlne presnd schéma DOA2 maji
porovnatelnd presnost’ aproximacii. Zasadny rozdiel je v tom, Ze optimdlne presna

schéma je implicitna.

Doptm?2:
Prediktor-korektor schému, ktord je zalozena na aplikovani korekcie (111), je moZné

zapisat’ ako konven¢nd schému na vypocet posunutia:
~m-+1 m+1 At? m
ap = —7((5A—(5K)**u[. (131)

Po zjednoduseni a Gprave pre homogénne prostredie dostaneme schému

uf ™t = U — Pt ¢

ktord je identickd so schémou (128). Preto sa prediktor-korektor algoritmus v ho-
mogénnom prostredi redukuje na Lax-Wendroffovu schému ( , ). To
suCasne znamend, Ze prediktor-korektor schéma ma rovnaky rad aproximécie ako
optimalne presna schéma, z ktorej sme ju odvodili.

Schému (132) je moZné odvodit' metédou rozvoja do Taylorovych radov. Postup
je velmi podobny odvodeniu operdtora D (92). Dostdvame jednozna¢né rieSenie.
Ked7e 7e Lax-Wendroffova schéma DLW a prediktor-korektor schéma Doptm2
pouZivajui na aproximdcie rovnaké Casopriestorové pozicie, st totoZné.

Analyzu sme vykonali pre homogénne prostredie. Zaujima nds vSak najmi pres-
nost’ modelovania v heterogénnom prostredi. Pri Lax-Wendroffovej schéme spo-

sobuje heterogenita zniZenie rddu konvergencie k presnému rieSeniu (napr. ,
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). Prediktor-korektor schéma riesi heterogénne prostredie aplikovanim predik-
tora a korektora s malym priestorovym rozsahom. Preto mozno o¢akavat, Ze presnost’
simulovania materidlovych rozhrani bude lepsia.

Na obrdzku 6 sd pre porovnanie zndzornené ¢asopriestorové pozicie (Sedé gulky),
z ktorych pocitame posunutie v novej ¢asovej hladine (Cierna gulka) pre konvenénu,
optimélne presnd a Lax-Wendroffovu schému, resp. prediktor-korektor schému v

homogénnom prostredi (rovnica 132), resp. aj Dconv4.

o t+tAt
konvenc¢na schéma Dconv?2 Q909 ¢
" ] t—At
Q999 t+tAt
optimalne presnd schéma DOA2 Q909 t
Q9 Q t—At
o t+At
prediktor-korektor schéma Doptm?2 Q9292000 t
(aj DLW)
" ] t—At
-~ ~
N = N
I + +
2 R R OR R

Obr. 6. Casopriestorové pozicie pouZivané na aproximdcie v schémach.

3.1.2 Porovnanie sietovej disperzie 1D schém

V predchadzajucich kapitolach sme skimali presnost’ aproximécie vlnovej rovnice.
Viac ako presnost’ operdtorov je vSak dolezité zaujimat’ sa o presnost’ ziskaného
rieSenia. ( ) zistil, Ze je vhodné skimat a minimalizovat’ predovsetkym
chybu grupovej rychlosti. Mald chyba grupovej rychlosti podla jeho zisteni implikuje
aj malu chybu vo fdzovej rychlosti a malu sietovi disperziu.

Obmedzime sa na homogénne prostredie. Budeme porovndvat’ presnt a nume-

rickd fazovu a grupovu rychlost Sirenia vlastnych médov 1D pohybovej rovnice.

wt—kx)

Do pohybovej rovnice wu,; = c*u,,, dosadime vlastny méd u = Ae( a
vyjadrenim frekvencie dostaneme disperzny vztah
w=ck. (133)
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F4zova a grupova rychlost Sirenia su

cr = % =c, Cg = T =c. (134)

Analogicky vlastny méd dosadime aj do konec¢no-diferencnych schém — do jednot-
livych schém dosadime hodnoty v bodoch siete: u = Ae!@tn—ke1) (
, ). Takto moZno ziskat’ nasledujice disperzné vztahy (v ramceku je

podmienka stability):

Dconv2:

- cAt kh cAt
w = 2 arcsin{%" sin 2"} ~ <1

= ck+ 5 c B (AAR — B?) + O(At*) + O(h*) + O(A#?h?)  (135)

Dconv4:

el

w = Atarcsm{ffz\/w—coskh)sifk;} edt < V3

= ck+ ek (AA? )+ O(At*) + O(h*) + O(AE?h?)  (136)

DSstag4:
w = 2 arcsin{< (L sin £t — Lsin 2kh)} el < 6
= ck+ 5k (AAR )+ O(At*) + O(h*) + O(AE?h?)  (137)
DOA2:
w= % arcs1n\/3+(62h%t2_1)sin2’“2h e <1
= ck + O(AtY) + O(h*) + O(A*h*)  (138)
Doptm2=DLW:

_ cAt _lAar AR 2 kh || cAt
w = Atarcmn{\/éh\/(? = (1 —<5%)coskh)sin 2} =<1

= ck + O(AtY) + O(R*) + O(At*h?) (139)

Vztahy pre fazovi rychlost z dostaneme tychto vztahov predelenim k, grupovu
rychlost’ derivovanim podla k. Ukdzalo sa, Ze vztahy pre fadzovu a grupovd rychlost’

mali v nami skimanom intervale hodndt velmi podobny charakter, preto dalej
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budeme analyzovat’ chybu grupovej rychlosti s tym, Ze analogické tvrdenia platia aj
pre chybu fazovej rychlosti.

Pre Dconv?2 je najniZ3i chybovy ¢len ;¢ k3(c>At*> — h?). Tento Elen je nulovy
pri volbe maximélneho moZného ¢asového kroku At = h/c. DSstag4 tidto vlastnost’
nemd, najnizsi chybovy ¢len je v§ak nezavisly od velkosti priestorového kroku. Kym
pri konvenc¢nej schéme Dconv2 spdsobuje chyba mensiu sietovi fazovu rychlost,
chybovy ¢len aZ v 4. rdde rovnako ako Doptm?2. Podmienka stability pre Doptm?2 je
rovnaka ako pre Dconv2 aj DOA. Opravou konvencénej schémy optimélne presnym
korektorom sa preto podmienka stability nemeni.

Aby bolo mozné dat’ do suvislosti velkost’ chyby grupovej rychlosti s ¢asovo-
frekvenénymi misfitmi z prace ( ), vykreslime zdvislost’ chyby
grupovej rychlosti

Acgrid _ ’Crgm'd o C‘

C C

(140)

v zévislosti od pomeru stability p = cAt/h a vzorkovania N = \,,;,,/h. V testoch
bola rychlost Sirenia ¢ = 3464 m/s, minimdlna vinova dizka Apin = 4618.66 m,
dominantnd vinovd dizka Adom = 6928 m. VInové Cislo, ktoré uvazujeme, bude
k = 27/ Adom = 9.07 x 107* m~! (v préci bol pouzity signél s tzkym spektrom
okolo dominantnej frekvencie). Grafy chyby grupovej rychlosti si na obr. 7. Graf
zobrazujuci ¢asovo-frekvencné misfity pri Sireni do vzdialenosti 20 g, Sme uviedli
v Casti 1.3.9, obr. 5.

Porovnanim obrdzkov 5 a 7 zistime velmi dobrd zhodu pre Dconv2, DSstagd
a Doptm?2. Identicky tvar grafov podporuje hypotézu, Ze chyba rieSenia je spdso-
bena numerickou disperziou fazovej resp. grupovej rychlosti. Celkova chyba (ktora
misfity kvantifikujd) vznikne kumulaciou lokdlnych chyb v priebehu Sirenia sie-
tou. Kumulécia je zrejme rovnomernd zo vzdialenostou, preto tvar grafov chyby sa
so vzdialenostou nemeni. V simuldcidch vinenie nie je monofrekvencné. To mdze
sposobovat rozdiely, ked%e chyby pre jednotlivé vinové dizky interaguij.

Grafy misfitov mdZeme interpretovat’ na zdklade rovnic (135), (137) a (139):

e Dconv2 mé pre p = 1 misfity nulové (kompenzovanie ¢lenov 2. a vysSich

radov).
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DSstag4

grid
Ac

Obr. 7. Relativna chyba grupovej rychlosti ako funkcia N (poctu sietovych krokov na minimélnu vlnovi
di7ku) a p (pomeru stability). Pre optimalne presné schémy sme vykreslili aj graf s dvadsathdsobne zvi&senymi
hodnotami.
< - . < . « 1 31.2
e DSstag4 md pre p = 1 misfity nenulové (chyba ¢len —5;c k°h®).

DSstag4 ma minimdalne misfity pre hodnotu

1
p ~ kh\/\/woo + 81h4k* — 40 =

_ N \/ 1 pa/Nd
= /1600 + 81X, k4/N* — 40 (141)

(napr. pre N = 5 dostaneme p ~ 0.28, pre N = 10 je p ~ 0.14 — pozri aj obr.
5aobr. 7).
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e Doptm2 ma misfity vyrazne menSie vdaka nepritomnosti ¢lenov druhého radu

Pre striedavo usporiadané siete je teda vhodné parametre vypoctu nastavit tak,
aby sme sa pohybovali v okoli minima numerickej disperzie. Toto minimum je
spOsobené zmenou znamienka chyby fdzovej rychlosti (v grafoch misfitov a chyby
fazovej rychlosti je vZdy zobrazena absolitna hodnota chyby). Signél v§ak nemusi
mat také uzke spektrum, aby vyraznejSie minimum vzniklo. V takom pripade je
vypocet disperziou viac postihnuty.

Na zaklade zhody grafov chyby fdzovej a grupovej rychlosti, fdzového misfitu
a misfitu obalky moZno konStatovat, Ze numerickd disperzia sa pribliZzne rovnako
prejavuje na chybe obdlky a fazy vysledného signdlu.

NaSe zistenia pri analyze 1D schém mo6Zeme zosumarizovat nasledovne

e metddou rozvoja do Taylorovych radov dokdZzeme efektivne odvodit’ a analyzo-
vat’ kone¢no-diferencné schémy

e je vhodné aplikovat’ kritérium posudzovania schém podla ich presnosti pre
vlastné mody problému,

e implicitnd optimélne presnd schéma a Lax-Wendroffova schéma su vyrazne
presnejSie ako striedavo usporiadand schéma a konvencna schéma,

e implicitni optimdlne presnu schému je mozné pribliZne riesit prediktor-korektor
algoritmom, pri¢om jeho presnost’ je porovnatelnd s presnostou implicitnej opti-
malne presnej schémy,

e prediktor-korektor schéma sa pre homogénne prostredie redukuje na Lax-Wen-
droffovu schému,

e kvoli potencidlne lep$im vlastnostiam v heterogénnom prostredi sa ako vyhod-

nejsia javi prediktor-korektor schéma.

V dalsich kapitoldch sa budeme venovat analyze a odvodeniu 3D optimélne presnej

schémy a prediktor-korektor schémy.
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3.2 3D problém

V 1D pripade sme aplikovanim prediktor-korektor algoritmu pre implicitnd opti-
médlne presnd schému pre homogénne prostredie dostali Lax-Wendroffovu schému.
Jej presnost’ bola porovnatelna ale niZSia ako presnost’ optimdlne presnej schémy.
Predpokladdme, Ze v 3D pripade aplikovanim prediktor-korektor algoritmu dosta-
neme analogicky schému menej presnu, ako je implicitnd optimdlne presnd schéma
arieSenie bude ovplyvnené presnostou prediktora. Preto budeme najskor analyzovat

presnost’ konvencnej schémy.

3.2.1 Sietova disperzia konvencnej schémy

Budeme vySetrovat’ sietovd disperziu schémy Dconv2 (rovnice 39), ktora je 3D
zovSeobecnenim 1D schémy Dconv2. Rovnako ako v 1D pripade spociva analyza
v substituovani vlastnych médov do diferencidlnych a kone¢no-diferenénych rov-
nic, vyjadreni disperznych vztahov a vypoctu fazovej a grupovej rychlosti. Presné

rieSenie v homogénnom prostredi ddva dve fazové rychlosti Sirenia:

_ A
o = 2, (142)

6 = %. (143)
Vlastny méd, ktory budeme substituovat’ do kone¢no-diferencnych rovnic, ma tvar
w; = Agei@tm—howr—kyyi—kszr) (144)

kde k., k,, k. su zlozky vlnového vektora

k=2 (145)

By
pric¢om 7 uruje smer Sirenia a A je vinovd dizka. Po dosadeni do kone¢no-
diferen¢nych rovnic (39) dostaneme homogénny systém rovnic pre amplitidy A;.
Aby existovalo netrividlne rieSenie, musi byt determinant stistavy nulovy. Dosta-
neme tak rovnicu
(1—CX*(CY? —1)(CZ* —1)(r* — 1)%p° + (146)
+(CY? — 1)(CZ* — 1)(r* — 1)2-
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(CXr? =72 + CY + CZ = 2)p* + 72 — CW(r? + 1) + 1]p* +
+(CX2 - 1)(CZ% — 1)(r* — 1)%-

(CYr? =1 + CX + CZ — 2)p* + 72 — CW(r? + 1) + 1)p* +
+ (CX? = 1)(CY? = 1)(r* — 1)

[(CZr? — 1 + CX 4+ CY = 2)p* + 72 — CW(r* + 1) + 1]p* +
+4[—(CXr? =12 + CY + CZ — 2)p* — r* + CW(r* + 1) — 1] -

[=(CYr? —r? + CX +CZ - 2)p* =2 + CW(r? +1) — 1] -

[=(CZr* = + CX+CY = 2)p* = + CW(r? +1) - 1] = 0,

kde
AtBy1 4 12
r=afp,  p=TT (147)
st pomer rychlosti §irenia a pomer stability,
2r  p 2m
CW = cos (N N w) CX = cos (N nw)
2 2
CY = cos <]\7; ny) CZ = cos (]\7; nz> . (148)

Podmienka stability a teda aj pomer stability vyplyvaji z rovnice (146). Pouzili
sme uZ dopredu definiciu pomeru stability p, ktord by sme dostali azZ poZadovanim,
aby uhlova frekvencia vyjadrend z rovnice (146) bola reédlne ¢islo (odvodenie je
komplikovanejSie a neuvadzame ho).

Rovnica (146) je kubickd rovnica pre CW, v ktorom sa nachddza aj w. Vo
vSeobecnosti dostaneme teda tri korene, z ktorych moéZeme vypocitat’ disperzné
vztahy pre tri rychlosti §irenia v sieti. Jeden vztah je pre $irenie rychlostou a97,
dva vztahy si pre §irene rychlostou (97, Qdlisime 39 a 3", pretoze vo

vieobecnosti nebudi totozné. Ci ide o "™ alebo 39"*¢, mdzeme odlisit na zdklade

limit:

lim B¢ = lim o9 =q 149
h—0,At—0 51’2 ﬁ h—0,At—0 ( )
( ) ukazali, Ze pre striedavo usporiadani schému VSstag4 dosta-

. e - , id . .
neme v fubovolnom smere dva identické disperzné vztahy pre 37", preto ich nie

je potrebné rozliSovat..
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Vseobecné rieSenie rovnice (146) je pomerne komplikované. Ndzornejsie je
zaoberat’ sa $irenim vlnenia v smere osi, diagondly a telesovej diagondly. Velkost’
relativnej chyby fazovej rychlosti Aad /o, AR /5 a ABJ™ /3 v zavislosti od
pomeru stability p a vzorkovania N je naobrdzkoch 8-10. Su definované analogicky,
ako v 1D pripade — pozri rovnicu (140).

d id
V smere osi je 37" = 35"

. Na zdklade obr. 8 méZeme konsStatovat, Ze chyba
ﬁg” je vicsia ako chyba a9, Je to predovietkym v ddsledku lepSieho vzorko-
vania, ktoré je nastavené na vlnové dizky S vin. Vinové dizky P vin st teda r-krat
lepSie vzorkované. Pre vysoky aj nizky pomer rychlosti Sirenia 7 je chyba relativne
mala.

V smere diagonaly 397" % 54" . Chyba 37" je relativne mald pri r = 2 aj pri
r = 10 (obr. 9). Chyba 3" v smere diagonaly je najvicsia zo vietkych chyb vo
vSetkych smeroch §irenia (v smere osi, diagondly i telesovej diagondly) pre r = 2
a tieZ pri 7 = 10. Pre r = 10 dosahuje pre N = 6 chyba 3" hodnoty a7 2, ¢o
znamend, Ze vlnenie sa v modeli §iri v smere telesovej diagondly rychlostou 33 (na
obr. 9 je tento graf v inej mierke ako ostatné, preto je v rdmiku). Tento zaujimavy jav,
kedy sa Cast’ vlny S$iri spravnou rychlostou a Cast’sa separuje Sirenim vyrazne vySSou
rychlostou, sme pozorovali pri numerickych testoch, ktoré uvedieme v kapitole
3.2.6.

V smere telesovej diagondly je opit 37" = 54" Chyba ﬁg”d nie je velkd pri
r = 2; dosahuje podobné hodnoty ako v pripade Sirenia v smere osi. Pre » = 10 je
chyba ﬁg”d pomerne velka, pre N = 6 dosahuje hodnoty okolo 1.4. Je teda menSia
ako v diagondlnom smere, tieZ je vSak pomerne velkd vzhladom na ostatné chyby,
ktoré dosahuju hodnoty do 0.1 (grafy v rdimcekoch su opit’ v inej mierke).

Na zaklade tejto analyzy mdZeme konStatovat, Ze pri 7 = 2 aj r = 10 je najvicsia
chyba 39" pri $ireni v smere diagondly. Relativne velkd chybu dosahujd aj ﬁg”d
v smere telesovej diagondly pri r» = 10.

Chyba v Tubovolnom inom smere, ako sme uviedli v naSej analyze, sa bude
zrejme spojite menit’ medzi chybami v tychto zdkladnych smeroch. Pre ilustraciu
je smerovd zdvislost chyby (57" v sietovej rovine pre vybrané hodnoty N = 12,
p = 0.9, ar = 2,5,10 ukdzana na obr. 11. NajmenSia chyba je v smere osi a

najvicsia v smere diagondly, obrazec je deformovany s rasticim r.
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% \ cc%%\ \Y

smer oSl

7=

Obr. 8. Relativna chyba fdzovej rychlosti 3D schémy Dconv2 v smere osi ako funkcia N (poctu sietovych

3

krokov na minimdlnu vinovu dlzku) a p (pomeru stability).
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Smerova zavislost
gnd/B
v sietovej rovine
pre N=12,p=0.9

r=2
— r=5
— r=1

0

Obr. 11. Smerova zavislost 33"“ /3 v sietovej rovine pri vybranych hodnotich N = 12, p = 0.9, a

r=2,5,10.
3.2.2 Optimalne presna schéma

Optimdlne presné schémy pre SH, PSV a 3D pripad odvodili uz

( ). Ich pristup spociva v definovani optimdlne presnych operdtorov pomo-
cou konvolicie 1D operdtorov derivécii s operatormi identity. Cielom modifikécie
konvencénych operétorov je dosiahnut’ analogicku Struktiru optimalne presného ope-
rdtora, ako je to v 1D pripade (rovnica 78). Podl'a ndSho ndzoru ddva takyto pristup
len velmi obmedzend kontrolu $truktiry chyby aproximdcie a neumoZiiuje optima-
lizovat pocet ¢asopriestorovych pozicii pouzivanych pri aproximacii.

Odvodené 2D SH a PSV schémy autori testovali a konstatuji 30-ndsobné zvy-
Senie presnosti pri 3.5-ndsobnom zvySeni nidrokov na vypoctovy cas. Z popisu
numerického testu viak nie je zrejmé, aky pomer rychlosti §irenia P a S vin po-
uzili a v akom smere od zdroja bol umiestneny prijima¢. Podla nasho ndzoru je
tento didaj velmi podstatny, pretoZe v 2D pripade je chyba fizovej rychlosti 3974 v
diagondlnom smere relativne velkd (ako pre ﬁg”d v diagondlnom smere v 3D). Je
teda principidlne dolezité schému rigorézne odvodit a komplexne vySetrit, aby bolo
zrejmé, aky prinos v modelovani §irenia seizmickych vin znamena.

Pri odvodeni budeme sledovat’ zodpovedajice odvodenie v prici

( ). Pre jednoduchost uvazujme homogénne prostredie, v ktorom Sirenie vl-
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nenia je popisané pohybovou rovnicou (5). Vlastné mody su rieSenim systému za
predpokladu nulovej objemovej sily f; = 0. Analogicky s 1D pripadom ozna¢ime

zloZky pohybovej rovnice (pozri 23) pre vlastné mody:
E, = Xou + Myv + M, w,
E, = Myu + Yov + Mj,w, (150)

E., = M,u + Myv + Zyw.
Operitory sd definované rovnicami (24). Budeme hladat’ také modifikované apro-
ximdcie pre kazdu z rovnic (23), aby mali Struktiru, ktora je 3D zovSeobecnenim
rovnice (78):
ém** u}’:‘LK + IzIxy** V?:LJ’K + Izlm** W?}(LK =
E,

+ Y DB} + &,

m m m —
Hyyxxul'y o + Gy v e + Hy e wiy o =

= B, + > d)\D{E}+E,. (151)

H,. *xx u?:‘JvK + H,.** v}’?ﬂ( + G*x W?,LJK =
= E.+Xd3Di{Ep} +E.;
ke{l,2,3}, je{1,2,...}.

V 3D pripade je postup sti¢asného hladania operatorov aj koeficientov d;;, prili§
komplikovany. Preto sa opit pokdsime analyzovat Struktiru chyb Standardnych
operatorov a na zaklade nej navrhnit modifikované operatory. Vdaka tomu, Ze
rovnice (23) moZeme dostat’ cyklickou zdmenou x, ¥y, z a u, v, w v jednej z rovnic,
sta¢i sa zaoberat’ aproximdciou jednej rovnice. Bez ujmy na vSeobecnosti si zvolime
prvu z nich.

Na obr. 12 st uvedené ¢leny Taylorovho rozvoja, ktoré vzniknu pri Standardnych
aproximdciach druhych nezmieSanych derivéacii a druhych zmieSanych derivécii.
Cleny 4. a vy$Sieho rddu sme zahrnuli do chyby. Struktiru $tandardnych aproxi-
madcii je potrebné modifikovat’ tak, aby sme dostali Struktiru optimélne presného
operatora (151). Najjednoduchsi mozny spdsob sme vyznacili pridanim ¢lenov. Po

ich doplneni vznikne Struktdra tvaru
Gz** u?:ﬂ]’K—l—I:Izy** V??LK—l—I:Im** W??LLK: (152)
= B, + 5(AP0; + W02 + 1?0 + h*02)E, + &,
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Porovnanim s 1D pripadom zistime, Ze pre ziskanie schémy s rovnakym rddom

chyby by sme mali pozadovat’
& = O(AtY) + O(AR?) + O(h?). (153)

UvaZzujme Cast rovnice (152), ktord obsahuje len u zloZku posunutia. Potrebujeme
odvodit jeden Casopriestorovy konec¢no-diferencny operétor éx, ktory bude mat’

Struktdru rozvoja v rdmceku | 1 | s presnostou do Stvrtého radu:
TE{G, *x u} = Xou + 5 (AP} + h*02 + 1?02 + h*02) Xou +
+ O(AtY) + O(A2h?) + O(hY). (154)
Analogicky s 1D pripadom pouZijeme nasledujice diskrétne hodnoty posunutia:
UT+—Z,A§I+3‘,K+I¢ ; M,i,j,k € {-1,0,1}. (155)

Symetria Casopriestorovych pozicif okolo bodu aproximécie (¢,,, z1, ¥.s, 25 ) UMOZ-
fluje dosiahnut’ pozadovany rad aproximacie s pouzitim minimalneho poctu ¢asop-
riestorovych pozicii.

Definicia (155) zahfiia 81 pozicii a preto je potrebné urcit’ 81 nezndmych koefi-
cientov operdtora, aby bola splnend rovnica (154). Postupom, ktory sme uviedli v
kapitole 1.3.9, mdZeme tieto koeficienty ziskat. Na obr. 13 st vyznacené nenulové

koeficienty operatora G., ktorych je len 7+19+7 = 33 z celkového poctu 81.

G

Obr. 13. Struktira nenulovych koeficientov operatora G..

Operatory H,, a H,. pre zmieSané derivicie musia spliiat’ vztahy (pozri aj obr.

12,12]a[3):
TE{H,, ** v} = X, + 5 (A0} + h*02 + h*02 + h*02) X,yv +

+ O(AtY) + O(A#R?) + O(hY), (156)
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TE{H,. x* W} = X,.w+ 5(AP0} + 202 + h*02 + h*02) Xpow +

+ O(AtY) + O(A#?R?) 4+ O(hY). (157)

Koeficient pri chybovom ¢lene najniz§ieho rddu pre nezmie$ané derivacie je 1/12
a pre zmieSané derivdcie 1/6. Ak maji byt skombinované do jednej rovnice, je
potrebné mat’ jednotny koeficient. V naSom pripade sme sa rozhodli prisposobit’
koeficient zmieSanej derivéacie. Na obr. 12 su zobrazené aj pdvodné Cleny s koefi-
cientom 1/6 aj pozadované s koeficientom 1/12.

Ako uvddzaji aj Takeuchi a Geller (2000), modifikacia koeficientu 1/6 vyZaduje
rozsirit rozsah konecno-diferenéného operatora zmiesSanej derivacie. Inak sa nedd
pozadovana Struktdra dosiahnut. Zmena je mozZnd, ak pridime pozicie pre operator

zmieSanej derivécie s rozsahom 4h:

m+M . .
UI+i,J+j,K+k ) M7Z7jak € {_17071}7
m m m m
Vryo, g+2,K Vr—2,g+2. K V142,52 k> V-2 J—2 K - (158)

Vysledné nenulové koeficienty operdtora ﬂxy si na obr. 14. Operétor H,. potom

mozeme dostat’ rotdciou H,, okolo osi x 0 90°.

QT TP

Obr. 14. Struktira nenulovych koeficientov operitora I:Igcy.

Po zostaveni aproximdcii pre £, vieme analogicky zostavit’ aj aproximacie pre
E, a E,. Celt schému m6Zeme zapisat' v tvare

m m [ m o T,m
G, xx uy; g + H,, *x* Vi + H,. xx Wi = FI’J,K7
] m ~ m ' m _ Y,m
Hoyxxul'y o + Gyrx vl o+ Hyxx Wity o = Fiyg, (159)
D m 5 m ~ m _ z,m
H,,*x uy; e + H,. +x* vik t G, % Wil = FI’J’K.

Tuito schému budeme oznaCovat DOA2.
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Obr. 15. Vizualizdcia optimalne presnych nezmie$anych druhych derivacii v operatoroch G., éy ,G..
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Obr. 16. Vizualizicia optimdlne presnych zmieSanych druhych derivacii v operdtoroch I:Izy, H.., H,..
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Operatory pre vSetky typy derivdcii si zobrazené na obr. 15 a 16. V plnej forme

modzZeme schému zapisat' v tvare:

122152 (6 Looo + L2 oo + Ligo + Lo+ Loyo + Lo+ L2y) U —
_W (6 Lgoo + Laco + Laoo + Lo + Lo + Lo + L3 ) U —
- 12,uh2 (6 Loso + Lowo + Loso + L2 g0 + Lgo + Loa + L3uy ) U —
ot (6 Leu + Lo+ L+ Ly + Lo + L+ L20s) U —
_Asaghg (10 L3y, — Lowo +2 L3 +2L%, —2L0, 2L, ) V —
AT (00 Ly~ Looa #2134 2 Ly~ 2Ly~ 2 L) W =
=FiL, (160)
N ?9;15 (10 L34y — Lggo +2L3_ +2L3,, —2L;,, —2L%,) U +
+ Ti\ﬁ (6 Looo + L2 oo + Lioo + Lo+ Loyo + Lo+ L2y) V —
N 12/22 (6 Leoo + Lo + Ldoo + Lo o + Lo + L3 + L3y ) V
_w (6 Loso + Lowo + Loso + L2 g0 + Leo + Loa + L3uy ) V' —
ot (6 Leu + Lo+ L+ Loy + Lo + L+ L2y ) V=
_)g\)g—hg (10L30e = Leoa + 2 L3 +2L3, 0 =2 L0 — 2L, ) W =
=FVL, (161)
A+ 7 o
~ognz 0L = Lowo +2 L0 +2L50, =200 = 2L, ) U —
AT (1018~ L3 4205 2L~ 2Ly~ 2L0) V
- 122752 (6 Looo + L2 oo + Ligo + Lo + Loyo + Lo+ L2oy) W —
- 12Mhz (6 Laco + Luoo Lo - Loo Lo+ Lo Loy ) W -
s (6 Lot Lo Lo+ Lo+ Lyuo + Lo+ L2 ) W —
_Al;?f (6 Loa + Looe + Ldoe + L2 0a + L + L3+ L3y ) W =
=FigL, (162)

kde
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o=0, + = +1, - =-1

Operdtory v rovniciach st definované nasledovne:

P o m+p m-+p m+p
L.rsU - UI 1,J4+r,K+s 2U[ yJ+r, K+s UI+1 J+r,K+s
p — m+p
qusU - UI+qJ 1,K+s 2U[+q J,K+s UI+q J+1,K+s (163)

P _ m-+p m—+p
LqroU - U1+q,J+rK 1 2Ul+q J+r, K UI+q,J+rK+17

(] _ m m—+1
LU = UI+q,J+r s — 2Ul g sirkss Y Ul g airpcts s

D o m—‘rp
Leo U = —Ur i 1k4s+ + UM Piikas T UI+1 J—1,K+s UI+1 J+1,K+s
P o m-+p m~+p m—+p
LoroU - U] 1,J+r,K— 1 U —-1,J4+r,K+1 UI+1 J+r,K—1 UI—H J+r,K+1 >
p _
LiU = UI+q,J 1LK—1 T Urys Tiagiik—1+ UI+qJ 1LK+1 U1+q, J+1,K+1
(164)
p _ _grmtp m-+p m-—+p m-—+p
LU = r—2.7-2k+s tUr—agrarkes Y Urio g oxis — Urio jio ks s
- B
LU = Uy o rirr—2 UL 2J+'I‘K+2+UI+2J+7‘K 2 UI+2J+7‘K+27
p _
LrU = UI+q J—2,K—2 UI+q J+2,K—2 T Ul+q,J 2, K+2 U1+q,J+2 K+2 -
(165)

3.2.3 Sietova disperzia optimalne presnej schémy

Rovnako, ako sme v kapitole 3.2.1 vySetrovali sietovd disperziu pre konvenéni
schému, budeme vySetrovat’ aj odvodenu optimalne presnd schému. Odvodili sme
analogicku rovnicu k rovnici (146) a na zdklade nej vykreslili grafy chyby fazovej
rychlosti, ktoré st na obr. 17-19. Porovnanim s obr. 8-10 zistime, Ze chyba fazove;j
rychlosti je podstatne menSia vo vSetkych pripadoch. V smere diagonaly 69”d

telesovej diagondly ﬁlggd su vSak rovnako ako pri Dconv2 chyby vicSie a preto
aj disperzia DOA2 méa podobny charakter ako disperzia Dconv2. Dolezité je, ze
pokles chyby je pre Doptm2 podstatne rychlejsi so zvac¢sujicim sa N — to znamend

rychlejsiu konvergenciu.
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Obr. 17. Relativna chyba

krokov na minimdlnu vinovu dlzku) a p (pomeru stability).
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Obr. 18. Relativna chyba fazovej rychlosti 3D schémy DOA?2 v smere diagonaly ako funkcia N (poctu sietovych
krokov na minimdlnu vinovi dizku) a p (pomeru stability).
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3.2.4 Prediktor-korektor schéma

Operatory na obrazkoch 15 a 16 vyuZivaju aj posunutia v ¢asovej hladine m +1 (Cas
t+ At), ktoré v ¢ase vypoctu m-tej hladiny nie si zndme. Preto je schéma implicitnd.
RieSenie implicitnej schémy zostavenim sudstavy rovnic, ktord by mala 3 x NX x
NY x NZ (Casto stovky miliénov) rovnic, je neefektivne a Casto aj prakticky
nerealizovatelné. Preto zrejme jedinou moznostou, ako schému implementovat,
je rieSenie pomocou prediktor-korektor algoritmu, ktory je zovSeobecnenim 1D
pripadu (pozri kapitolu 1.3.9). Na vypocet korekcie budeme potrebovat rozdiely

konvenénych a optimélne presnych operitorov:

0G; = Gi — G, (166)
Cely algoritmus mdzeme zapisat analogicky ako v 1D pripade:
m—+1

1. vo vSetkych priestorovych poziciach vypocitame konvencné rieSenie uj';
m—+1 m—+41 s £ 4 . £
VI 7 ks Wiy zrovnic (39), ktoré su explicitné.

2. vo vsetkych priestorovych pozicidch vypocitame korekciu posunuti z rovnic:

(5u§”j}( = (168)
_7 (G xx uf'y o + OHyy %% V' e + OH %% WI’(LK),

5@??;}{ = (169)
_7 (OH % uy; g+ 0Gyxx Vi g+ 0H, xx WLLK),

owljk = (170)
_7 (0H,, ** uy; g+ OH % VI o+ 0G, xx WLJK),

ktoré sd analdgiou rovnice (111).

3. vypocitame korigované hodnoty hodnoty posunutia, ktoré priamo priradime do

s m+1 m+1 m+1 .
poli Ur gk Vrgxs WrJgKs:

m+1 . m+1 m+1
up' = Ul ouy g,

m+1 ._  m+1 m+1
Vi Kk = Vg T OV ks

m+1 . m—+1 m—+1
Wiy g = Wi e+ 0wy .
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4. m :=m + 1, pokraujeme dal§im ¢asovym krokom (1. krok).

V jednej ¢asovej hladine sa teda najskor pocita konvencné rieSenie, nasledne po-
mocou neho urc¢ime korekciu a vykondme ju. Prediktor-korektor schému, ktorej
prediktorom je Dconv2, budeme nazyvat’ Doptm?2.

Znacné chyby fazovej rychlosti pri Sireni v smere diagondly a telesovej diagondly
schémy Dconv2 by mohli znamenat’ znacné chyby aj v rieSeni ziskanom pomocou
Doptm?2, ak korekcia do prvého radu nie je dostatocnd. MoZe nds zaujimat, ako
sa zmeni presnost’ ak zvolime presnej$i prediktor. Testovali sme Dconv4, v ktorej
su priestorové aproximdcie aproximované s presnostou do 4. rddu - rovnice (40) a
(41). Tato prediktor-korektor schému budeme oznacovat Doptm4. Jej algoritmus je
formalne identicky s algoritmom Doptm?2, prediktor je vS§ak Dconv4 a aj rozdielové

operdtory optimdlne presnej a konven¢nej schémy 0G; a JH,; budd iné.

3.2.5 Vypoctové programy Dconv2, Dconv4, Doptm2, Doptm4

Zostavili sme vypoctové programy Dconv2, Dconv4, Doptm?2 a Doptm4 v prog-
ramovacom jazyku Fortran 90/95. Su urcené na vypocet seizmického pohybu v
homogénnom dokonale elastickom neobmedzenom prostredi metédou konecnych
diferencii. Implementované su v nich kone¢no-diferencné schémy, ktoré pouzivaji

konvencni siet’ (obr. 2):

e Dconv2 - schéma druhého radu v Case aj priestore (rovnice 39),

e Dconv4 - schéma druhého radu v Case a Stvrtého raddu v priestore (rovnice 39
s aproximdciami 40 a 41),

e Doptm?2 - prediktor-korektor schéma, prediktorom je Dconv?2, korektor je zosta-
veny na zdklade optimdlne presnej schémy (rovnica 159),

e Doptm4 - prediktor-korektor schéma, prediktorom je Dconv4, korektor je zosta-

veny na zdklade optimalne presnej schémy (rovnica 159).

Sidradnicovy systém: pravotocivy suradnicovy systém s osami rovnobeZnymi so
sietovymi rovinami, z-ova os smeruje nadol, z-ova os smeruje na sever. Tieto kon-

vencie st dolezité kvoli orientdcii bodového DC (double couple) zdroja.
Vypoctova oblast’: vypoctovi oblast tvori kvader ohraniceny neodrazajicimi hra-
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nicami. Uzivatel' zadd NX, NY a NZ. Potom model obsahuje
(NX—1)x (NY —1) x (NZ—-1)
kone¢no-diferenénych buniek a ma rozmery
(NX —=1)h x (NY —1)h x (NZ — 1)h,
kde h je sietovy krok.

Hranice vypoctovej oblasti: neodrdzajice hranice; k dispozicii je 9 typov, je mozné

zvolit aj pevnu hranicu.

Implementacia seizmickych zdrojov: programy umoziujui dva typy excitcie vl-

nového pola:

e bodovy DC zdroj

e bodovy explozivny zdroj

Bodové zdroje je mozné vzdjomne kombinovat a ich pocet je lubovolny. Casova

zéavislost’ sa uddva ako normovand zavislost sklzu od ¢asu volbou typu signélu.

Vystupy programu: Ako prijimace (body, v ktorych chceme zaznamendvat’ casovi
zdvislost’ posunutia) je mozné Specifikovat’ Tubovolné body siete. Programy ukla-
daju hodnoty seizmogramov do osobitnych stuborov pre kazdu zlozku a prijimac.
Programy méZu ukladat’ aj hodnoty posunuti v celych zvolenych xy-rovindch. Tieto

je mozné potom vyuzit' na tvorbu animacii.
Naroky na operacnu pamat’:

Dconv2, Dconv4:

NX XNY xXNZx9 x4 byty =36 NXxNY x NZ bytov

Doptm2, Doptm4:

NX X NY xNZ x 12 x4 byty = 48 NX X NY x NZ bytov

Zvysené vypoctové naroky prediktor-korektor si z dovodu uchovavania korekcie

posunuti v paméiti.
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3.2.6 Numerické testovanie konecno-diferen¢nych schém

Presnost’ kone¢no-diferenénych schém pri modelovani Sirenia vinenia v homogén-
nom prostredi budeme analyzovat na zaklade porovndvania numerického a analy-
tického rieSenia.

Analytické rieSenie pre bodovy zdroj (program PDS)

Ak na ploche A v prostredi so Smykovym modulom x doslo k priemernej diskonti-
nuite v posunuti %(t), charakterizujeme tento zdroj vlnenia skaldrnym seizmickym

momentom My (t) = pa(t)A. Uvazujme stradnicovi ststavu na obr. 20. Posunutie

v mieste s polohovym vektorom 7 vzhladom na plochu A mdZeme vyjadrit’ nasle-

dovne ( , ) vztahom

o 1 =y /8

L /T/a TMo(t — 1) dt + (171)
,ATI“M<t—T>+A”5M t—— )+
4mpa®r? 0 Q 4mpB2r? 0 16}

1 - . T ]_ — . r

AF‘;‘M(t—) —— AT My [t — =
4T podr 0 a + 47 p33r 0 B’

kde zlozky vektorovych amplitid su uvedené v tab. 1. Tieto vztahy boli implemen-
tované do vypoctového programu PDS vyvinutom v Oddeleni fyziky Zeme KAFZM

FMFI Univerzity Komenského v Bratislave.

Obr. 20. Konfiguracia bodového zdroja ( , ).
a B
7 ) ¢ 7 ) ¢
AN | 4+9sin20 cos ¢ | —6cos20cos¢p | +6cosfsing | +9sin26cos¢p | —6cos20cosd | +6cosfsin ¢
A" | 4+45in26 cos ¢ | —2cos20cos¢p | +2cosfsing | —3sin260cos¢ | +3cos20cosd | —3cosfsing
AF | +1sin20 cos ¢ +1cos20cos¢ | —1cosfsin ¢

Tab. 1. Vektorové amplitidy analytického rieSenia
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Pri analyze budeme skimat presnost modelovania Sirenia vlnenia v dvoch za-
kladnych smeroch, ktoré ozna¢ime Fs a Fp:

Fs: ¢=0, 0=m/2, (172)
Fp: ¢=0, 6=n/4. (173)

Smery Sirenia a kmitania su zobrazené v tab. 2.

Smer Fs: ¢ =0, 6 = /2 2
a B
Lo O I S N S I S P
N 6 +6 0=r/2
1 2 -3 X
7
F -1

Smer Fp: ¢ =0, 0 =n/4

N
b

Q
=

0=n/4

S=The
-
=P
TR
-

Z
— | O |3p

+

Ne

Tab. 2. Vektorové amplitidy pre smery Fis a Fp.

Pri numerickych testoch budeme pouZzivat signdl charakterizujici casovy priebeh

sklzu na zlomovej ploche, ktory m4 tvar
9 t—ts)?
a(t) = e 2 (5°) cos(2nf, (t — t5) +6), (174)

kde f, = 1 je prevladajica frekvencia, parameter v = 5 urCuje tlmenie signdlu,
ts = 2.5 Casovy posun a § = /2 fazovy posun (obr. 21). V simuldcidch sme volili
skalarny seizmicky moment My = 10 Nm.

Modelom, v ktorom sa vlnenie bude §irit, je homogénny priestor s hustotou p =
1000 kg/m? a rychlostou §irenia S vin 3 = 175 m/s. Rychlost §irenia P vin budeme
volit v = 350 m/s (r = «/B = 2, Poissonov pomer o = 1/3), a = 875 m/s
(r=5,0=0479)aa =1758.75 m/s (r = 10.05, o = 0.495). Jednotlivé pripady
budeme skritene oznaCovat’ R2, RS a R10. Hodnota pomeru rychlosti $irenia je

reprezentativnou hodnotou pre mnohé situdcie. V pripade lokdlnych sedimentarnych
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Obr. 21. Casovi zévislost' sklzu a jej amplitidové spektrum.

Struktir nie zriedkavostou pomer r = 5, ktory reprezentuje rychlost P vin vo
vodou nasytenych sedimentoch a zodpovedajicu rychlost' S vin. Ani » = 10 nie
je hrani¢nou hodnotou — pomer r v sedimentoch pod hlavnym mestom Mexika

dosahuje hodnotu r ~ 20.
S

Seizmogram vo vzdialenosti d = 65,

pre krajné pripady R2 a R10 je na obr.
22. Vo vztahu (172) st ¢leny rozdelené do troch skupin podla rychlosti poklesu
ich amplitdd na blizke ¢leny (Na, N3 - near) imerné r—3, stredné ¢leny (I, 13 -
intermediate) imerné r~2 a daleké ¢leny (Fav, F3 - far) imerné r 1. Blizke, stredné

a vzdialené Cleny st na obr. 22 farebne odliSené. Ako prvé prichddza vzdy vinova

skupina $iriaca sa rychlostou «, nasledne vinova skupina Siriaca sa rychlostou 3 —
5

5om St dobre odliSitelné. Vzdialend P vina md v pripade R10

vo vzdialenosti d = 6
velmi malé amplitidy, ktoré nie su viditeIné.

Vzdialenost d = 6)\3, = je stdle relativne blizko zdroja, stredné ¢leny majd
eSte amplitddy porovnatelné s amplitidami dalekych ¢lenov. Kedy sa amplitidy
vzdialenych ¢lenov stand dominantné, zdvisi od hodnoty o a 3. Na obr. 23 mdZeme
vidiet, Ze sklon vSetkych kriviek charakterizujicich dtlm amplitdd je pre dand
Cast'rieSenia rovnaky na vSetkych obrdzkoch. Posun kriviek sposobuji len hodnoty
rychlosti, pretoZe amplitidy rieSenia st dmerné 1/a? a 1/ pre stredné a 1/a® a
1/3? pre daleké Cleny. V pripade Fp R10 st amplitidy P vin velmi malé, preto ani
vo vzdialenosti 100)\35, == 10A\L  nie je vzdialeny ¢len dominantny.

Ako sme uz uviedli, bodovy zdroj je singularita, ktord nemdzeme v metode

kone¢nych diferencii simulovat presne. Blizke a stredné ¢leny su pravdepodobne
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Smer Fs: vertikélna zlozka (67): Na, NG, I, 18, F3

1000

R2, Fy, d=6.0A), =3.0Ap, R10, Fy, d=6.0A;,, =0.6Apr,

| .

5001

posunutie [mm]
(=]

-5001

— PDS — PDS
------ PDS_N .s PDS_N
— PDS_| — PDS_I
— PDS_F — PDS_F
-10000 2 4 6 8 10 120 2 4 6 8 10 12

as [s] &as [s]

Smer F'p: radidlna zlozka (7%'): Na, NG, Ia, 18, Fa

S P S P
R2, d=6.0Ay,, =3.0\,,, R10, d=6.0Ay,, =0.6),,
1000
500
€
£
2 A PN Ao Ao
5 \J 'V J A4
g
-5001
— PDS — PDS
------ PDS_N <o PDS_N
— PDS_I — PDS_|
1000F| — PDS_F : : : ||| — PDS_F
0 2 4 6 8 10 120 2 4 6 8 10 12
&as [s] Cas [s]

Obr. 22. Priebeh posunutia generovaného bodovym DC zdrojom vo vzdialenosti d = 65, .

najviac ovplyviiované touto nepresnostou, a preto je potrebné vediet, ¢i si domi-

nantnou ¢astou rieSenia alebo nie.

Konfiguracia numerickych testov

Vypoctovou oblastou programov Dconv2, Dconv4, Doptm2 a Doptm4 je kvader
tvoreny (NX — 1) x (NY — 1) x (NZ — 1) kone¢no-diferenénymi bunkami s
hranou h. Jeden zo sietovych bodov sme zvolili ako polohu bodového DC zdroja.
Casovy priebeh posunutia je moZné zaznamendvat' v fubovolnom sietovom bode.
Hlavnym cielom modelovania je vySetrovanie sietovej disperzie. Aby sme ziskali
seizmogramy pri Sireni vlnenia v smere sietovej osi a v smere diagondly, umiestnili
sme prijimace rovnomerne v radidlnom smere od seizmického zdroja v tychto dvoch

smeroch do vzdialenosti 6 dominantnych vlnovych dizok — vypodty pre visie

76



3D probléem

Smer Fls: vertikdlna zlozka (5): Na, NG, I, 18, F3
R2, Smer Fg R10, Smer Fy

Amplitida casti rieSenia [mm]

0 : S 1 0 ; s ' ‘
10" yzdialenost' / A, 0 10 vzdial. / Ay, 1° 10

Smer F'p: radidlna zlozka (1%'): Na, NG, Ia, 16, Fa
R2, Smer F) R10, Smer Fp

Amplitada casti rieSenia [mm]

10 3 B T X R S T
10 vzdialenost' / A5 10 10" yzdial. / AS 10 10

dom dom

Obr. 23. Amplitida ¢lenov presného rieSenia pre bodovy DC zdroj v zdvislosti od vzdialenosti.

vzdialenosti vyZadovali vykonnejsie pocitace. Sucasne sme zvolili orientdciu zdroja
tak, aby smer osi a diagondlny smer v sieti boli suCasne aj smermi Fs a Fp (pre
orientdciu S1 bola os © smerom Fg, pre S2 smerom F'p).

Dvojrozmerny rez modelom s vyznacenim prijimacov (trojuholniky) je na obr.
24. V programoch si implementované neodrdzajice hranice, ktoré vSak nie si do-
konalé. Preto sme velkost modelu v pripadoch R2 volili takd, aby odrazy od hranic
prichddzali aZ po skonceni uzZito¢ného signdlu a nemohli spdsobit’ chybu rieSenia.
Fyzické rozmery modelu urcuji pocty kone¢no-diferencnych buniek v jednotlivych
smeroch, ak predpiSeme priestorovy krok /. Ten sa urcuje tak, aby najmensia vinova
dfika, ktora sa sietou bude Sirit, bola dostatoéne vzorkovana. Pri modelovani lokal-
nych efektov sa pre schémy druhého radu sa ¢asto pouziva kritérium \,,;, = 12h,

pre schémy 4. rddu A,,;, = 6h. V naSich experimentoch budeme volit' hodnoty
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vzorkovania \,,;, = (6,8, 10,12, 14)h, aby bolo mozné skimat aj rychlost’konver-
gencie k analytickému rieSeniu. Uvddzame priklad jednoduchého urcenia velkosti

vypoctového modelu pre pripad R2 a vzorkovanie \,,;, = 12h:

> <

A
\

a)

Obr. 24. Vypoctovy model. a) odraz od spodnej hranice, b) odraz od hranice za radom prijimacov.

a =350 m/s, B =175 m/s, f, =1 Hz, fi,4, = 1.75 Hz

)\min = ﬁ/fmax =100 m

Agomzﬁ/fdom:175 m, /\P :a/fdom:350m

dom

h = Amin/12 = 8 1/3 m, 12h = Apin, 21h = A5

dom

Podmienka pre odrazy: ¢as konca signdlu na poslednom prijimaci t; = d/3 + 2tg
musi byt mensi ako ¢as prichodu odrazu od vzdialenejSej a blizSej steny k zdroju:
a) D>ty + 25 =d/B+ 2t

b) M2 > ¢y 4+ 29 =d/B+ 2

d=06)\; =1050 m=126 h

dom

b> $350(6+5)m =1925m =231 h

a > £350(6 + 5) — 51050 m = 1400 m = 168 &
2 x 231 = 462, 231+ 126 + 168 = 525
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N | rozmery potrebnd paméit’ (Dconv?2) potrebnd pamit’ (Dconv2)

6 | 263,231,263 | 263 x 231 x 263 x 36 = 548 MB 263 x 231 x 263 x 48 = 731 MB
8 350, 308, 350 | 350 x 308 x 350 x 36 = 1295 MB | 350 x 308 x 350 x 48 = 1727 MB
10 | 438,385,438 | 438 x 385 x 438 x 36 = 2536 MB | 438 x 385 x 438 x 48 = 3381 MB
12 | 525,462,525 | 525 x 462 x 525 x 36 = 4372 MB | 525 x 462 x 525 x 48 = 5829 MB
14 | 613,539,613 | 613 x 539 x 613 x 36 = 6953 MB | 613 x 539 x 613 x 48 = 9271 MB

Tab. 3. Rozmery modelov pre vzorkovanie N = Amin/h = (6,8,10,12,14).

V tab. 3 su uvedené pocty konecno-diferen¢nych buniek v jednotlivych smeroch
a sucasne aj pamitové naroky programov Dconv2 a Dconv4, Doptm2 a Doptm4 v
zavislosti od zvoleného vzorkovania N = \,,;,/h = (6, 8,10, 12, 14). Pre program
VSstag4 bola pouzitd rovnaka vypoctova oblast, pamétové naroky su rovnaké ako
pre Dconv?2.

Prijimace boli umiestnené v kazdom siedmom sietovom bode v smere osi x a v
kaZzdom piatom v diagondlnom smere preto, aby sa v oboch smeroch vinenie Sirilo
do priblizne rovnakej vzdialenosti (5v/2 ~ 7).

Vypocty, ktoré boli vykonané v rdmci testovania vypoctovych metdd, si sumari-
zované v tab. 4. Porovnanim ndrokov na operacnd pamit’ zistime, Ze Doptm?2 je asi
10-krat naro¢nejSia na vypoctovy ¢as ako Dconv2 a 2-krat ndro¢nejsia ako Dconv4.
VSstag4 ma priblizne dvakrat vacsie vypoctové naroky pri /N = 6, rast ndrokov na
vypoctovy Cas je viacsi ako pre Dconv2, Dconv4, Doptm?2 — pri N = 10 je VSstag4
2-krét ndrocnejSia ako Doptm?2.

S Dconv2 sme pocitali so vzorkovanim N = 10,12, 14; hodnota N = 12 sa
povazuje za minimélnu na ziskanie dostato¢ne presnych vysledkov pri modelovani
lokdlnych efektov. S Doptm?2 sme pre R2 pocitali pre vSetky hodnoty vzorkovania,
pre RS a R10 sme pocitali aZ od hodnoty N = 10, pretoZze sme predpokladali,
Ze pre nizSie hodnoty nebude rieSenie dostatocne presné. S VSstag4 sme pocitali
pre hodnoty N = 6,8,10 pre vSetky hodnoty pomeru rychlosti, pretoZze hodnota
N = 6 sa pri modelovani lokdlnych efektov povazuje za dostatocnd. S Dconv4
a Doptm4 sme pocitali pre hodnoty N = 6,8, 10, pretoZze obsahuju aproximadcie
4. rddu podobne ako VSstag4. Mali byt preto presnejSie uz pri niz§ich hodnotich

vzorkovania.
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Vysledky dizertacnej prdce

Okrem vysledkov ziskanych metédou konecnych diferencii sme vyhodnotili aj
vysledky ziskané metédou kone¢nych elementov. Vypocty vykonal a poskytol M.
Galis. Aplikovanad bola Gaussova a Lobattova kvadratira (FE_G, FE_L; ,

). Bolo pouzité len vzorkovanie N = 12, ktoré nam poskytlo indikaciu, aka
je chyba v pripade vysokého pomeru rychlosti v Standardnej formulécii kone¢nych
elementov. Teoretickd analyza i numerické vysledky potvrdili, Ze FE_L je schéma
temer identickd s Dconv?2. Preto vysledky pre FE_L nebudeme komentovat’ osobitne,
uvedieme len charakteristiku pre Dconv?2.

Ziskané seizmogramy sme kvantitativne porovnédvali pomocou ¢asovo-frekvenc-

nych misfitov ( , ).

Analyza a zhodnotenie numerickych testov

Misfity EM a PM pre R2 a RS su na obr. 26-43. Misfity pre R10 sud na obr. 55-64 v
prilohe.

MoZeme konStatovat, Ze s rasticim N sa EM aj PM u vSetkych metéd zmensSuje
a to v smere diagondly aj osi. Preto dalej budeme pre jednotlivé hodnoty r charak-

terizovat priebeh misfitov so vzdialenostou. '

R2 - pomer rychlosti SireniaP a S vin r = 2

metdda o . EM PM
Dconv2 | Fs | o rastie rastie
d rastie rastie
Fp | o | rastie, potom klesa rastie minimalne
d | vd=2.5sa ustali rastie
FE_G Fs | o mierne rastie mierne rastie
d mierne rastie mierne rastie
Fp | o mierne rastie rastie minimalne
d v d = 2 sa ustali rastie minimalne
Dconvd | Fs | o nerastie nerastie
d rastie rastie
Fp | o | rastie, potom klesa rastie minimalne
d | klesa, potom rastie rastie
Doptm2 | Fs | o nerastie nerastie
d rastie rastie
Fp | o | rastie, potom klesa | klesa, potom rastie minimalne
d mierne rastie mierne rastie
VSstagd | Fs | o nerastie nerastie
d nerastie nerastie
Fp | o | rastie, potom klesa | klesa, potom rastie minimalne
d nerastie nerastie

'V tabulkéch v stipci oznadenom o je vyznadeny typ vyzarovania, v stipci e je smer $irenia (0 = os, d =

diagondla). Vzdialenost budeme skritene udévat' v jednotkdch A3,
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3D probléem

Dconv?2 dava najhorsie vysledky, FE_G je 2—3x lepSia. Dconv4 je mierne lepSia
ako FE_G. Doptm?2 je systematicky lepSia ako Dconv4, vSetky hodnoty EM a PM
st do 0.1. VSstag4 je spolocne s Doptm?2 najlepsia, vSetky hodnoty EM a PM st do
0.1.

RS - pomer rychlosti SireniaPa S vin r = 5

metoda o ° EM PM
Dconv2 | Fs | o v d = 2.5 sa ustali klesa, od d = 2.5 rastie
d rastie rastie, od d = 5 klesa
Fp|o v d = 2.5 sa ustali rastie, od d = 1.5 klesa
d rastie rastie
FE_G Fs | o mierne rastie rastie
d rastie rastie
Fp | o v d = 2 sa ustali mierne rastie
d v d = 4 sa ustali rastie
Dconvd | Fs | o v d = 2.5 sa ustali nerastie
d rastie rastie
Fp | o | rastie, od d = 2.5 mierne klesd | klesa, ustalisavd=2.5
d rastie rastie
Doptm2 | Fs | o nerastie nerastie
d rastie rastie
Fp|o v d = 2.5 sa ustali klesa, ustali sa
d rastie mierne rastie
Doptm4 | Fs | o v d = 2.5 sa ustali nerastie
d rastie rastie
Fp|o v d = 2.5 sa ustali klesa, ustali sa
d rastie mierne rastie
VSstagd | Fs | o nerastie nerastie
d nerastie nerastie
Fp | o ustalisa vd=2 mierne klesa
d nerastie nerastie

S vynimkou VSstag4 su chyby vSetkych inych rieSeni dramaticky vicSie ako v
pripade R2. Dconv2 dédva najhorsSie vysledky zo vSetkych metéd. FE_G méa podobny
charakter ako Dconv2, ale EM a PM maju 2 — 5x menSie hodnoty. Dconv4 je
mierne lepSia ako FE_G. Doptm?2 je systematicky lepSia ako Dconv4. Doptm4 je
systematicky lepSia ako Doptm2. EM a PM pre VSstag4 temer nerastd, vSetky
hodnoty su do 0.1.
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RI0 - pomer rychlosti §irenia P a S vin 7 = 10

metdda o | e EM PM
Dconv2 | Fg | o v d = 2.5 sa ustali klesa, od d = 2.5 rastie
d rastie rastie, od d = 3 klesa
Fp | o v d = 2.5 sa ustali rastie, od d = 1.5 klesa
d rastie rastie, od d = 4 klesa
FE_G Fg | o v d = 3 sa ustali mierne rastie
d rastie rastie, od d = 5 klesa
Fp | o v d = 2.5 sa ustali rastie, d = 1.5 klesa
d rastie rastie
Dconvd | Fs | o v d = 2.5 sa ustali nerastie
d rastie rastie
Fp | o | rastie, vd = 2.5 sa ustali klesa, ustali sa v d = 2.5
d rastie rastie
Doptm2 | Fs | o v d = 2.5 sa ustali nerastie
d rastie rastie
Fp | o v d = 2.5 sa ustali klesa, ustali sa v d = 2.5
d rastie rastie
Doptm4 | Fs | o v d = 2.5 sa ustali mierne klesa
d rastie rastie
Fp | o v d = 2.5 sa ustali klesa, ustali sa v d = 2.5
d rastie rastie
VSstagd | Fs | o nerastie nerastie
d nerastie nerastie
Fp | o ustali sa v d =2 mierne klesa, od d = 3 rastie
d nerastie nerastie

Dconv2 dava najhorsie vysledky zo vSetkych metéd. FE_.G m4 podobny charakter
ako Dconv2, ale EM a PM maji menSie hodnoty. Dconv4 je podstatne lepSia ako
FE_G. Doptm?2 je systematicky lepsia ako Dconv4. Doptm4 je systematicky lepSia
ako Doptm?2. VSstag4 je najlepSia, oproti pripadu R2 a RS pozorujeme len malé

zmeny.

Konvergencia rieSeni

Ddlezitou vlastnostou numerickych metdd je rychlost, s akou sa numerické rieSenie
bliZi presnému rieSeniu. Na obr. 44 - 49 je zdvislost EM a PM vo vzdialenosti
d = 6Agom 0d vzorkovania.

MoZeme konStatovat, Ze Doptm2, Doptm4 a Dconv4 maju najrychlejSiu konver-
genciu. PredovSetkym v EM maju krivky vacsi sklon ako krivky VSstag4. Krivky
pre Doptm?2, Doptm4, Dconv4, Dconv2 a FE_G su s rasticim 7 postvané nahor.
Pri VSstag4 sa krivky zavislosti EM od vzorkovania temer nemenia s rasticim r,
krivky PM dokonca mierne klesaju s rasticim 7. Maju ale mensi sklon, ¢o znamend

pomalSiu konvergenciu.
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3D probléem

Sumarizdcia analyzy numerickych vysledkov

Zistili sme, Ze v pripade nizkeho pomeru rychlosti P a S vin ddva odvodens schéma
Doptm?2 velmi dobré vysledky, ktoré si porovnatelné s VSstagd. V smere diago-
naly sa so vzdialenostou prejavuje disperzia a EM aj PM rastie. Tento nedostatok
kompenzuje rychlejsia konvergencia Doptm2 vzhladom na VSstag4. ZvySujici sa
pomer rychlosti P a S vin md na chybu rieSenia vyrazny vplyv. Tak, ako to indiko-
vala analyza, chyba fazovej rychlosti predovSetkym v diagondlnom smere sposobuje
vyraznd chybu rieSenia. Tento jav je dobre pozorovatelny pre schému Dconv2. Pre
r = 10 je relativne presnd a9 a 6%” v smere osi, ale velmi nepresnd 55" v
smere diagonaly pri relativne presnych o a Bfrid. Na seizmogramoch (obr. 54)
modZzeme vidiet' separdciu vlnovych skupin $iriacich sa rychlostou a7, Blg”d a

974y zhode s teoretickou analyzou.

Charakter chyby mdZeme dobre pozorovat’ na obrazoch vinového pola na obr.
50-53. Pre porovnanie je zobrazeny pripad R2 a R10. Aj v pripade R2 mdZeme
pozorovat malé rozdiely v smere diagondly pre Dconv2. V pripade R10 dochadza
k jasnému deformovaniu vinoploch v dosledku vysSej rychlosti Sirenia v smere
diagonadly, ako to indikuje smerova zavislost rychlosti 63”"1 (obr. 11).

So zvySenou rychlostou Sirenia v diagondlnom smere sui spojené aj zvySené
amplitidy, ktoré zrejme spdsobuju pokles amplitid v smere osi (obr. 54). Tento
pokles je intenzivny pri vicSom zakriveni vlnoploch v blizkosti zdroja, postupne
ako Sirenie prechdadza do smeru osi sa pokles zastavuje a vinenie sa dalej v smere osi
$iri spravne. Dal§fm moZnym vysvetlenim zastavenia rastu EM v smere osi moZe
byt aj postupny pokles zastipenia blizkych a strednych ¢lenov v rieSeni (obr. 23).

Analyza ukdzala, Ze schéma VSstag4 ma najlepsie vlastnosti pri vysokom pomere

rychlosti P a S vin. Presnost rieSeni je temer identicka pre pripady R2, R5 aj R10.

Rychlost’konvergencia VSstag4 je niZSia ako v pripade Doptm4, Doptm2 aj Dconv4.
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Obr. 44. R2, smer Fp: EM a PM v zdvislosti od vzorkovania.

104



3D probléem

<
—
o
—
N O n
8 — 8
(@] (@]
2 o
oI s}
= =
] o
L HO@ - {0
LT:/)
| - —~ —
()] o
E —
w0
AN
o
8 8
0 0
o o
= =
L o
— ~
o
—

Obr. 45. R2, smer Fs: EM a PM v zdvislosti od vzorkovania.
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Obr. 46. R5, smer Fp: EM a PM v zdvislosti od vzorkovania.
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Vysledky dizertacnej prdce
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Vysledky dizertacnej prdce
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Obr. 50. R2 - Obraz vinového pola, radidlna zlozka.
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3D probléem

R10 radialna zlozka t = 6.02 s
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Vysledky dizertacnej prdce

R2 transverzalna zlozka t = 5.99 s
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Obr. 52. R2 - Obraz vinového pola, transverzdlna zlozka.
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3D probléem

R10 transverzalna zlozka ¢t = 6.02 s
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Obr. 53. R10 - Obraz vinového pola, transverzalna zloZka
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Vysledky dizertacnej prdce
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Zdvery

4 Zavery

Vysledky dizertacnej prace su prispevkom k vyvoju efektivnych numerickych met6éd

na simuldciu seizmického pohybu. MoZno ich zhrnut nasledovne:

1. Analyzovali sme konvencné a striedavo usporiadané kone¢no-diferen¢né schémy
pouZivané v sicasnosti pri modelovani $irenia seizmickych vin. V 1D pripade
sme skumali sietovi fazovu rychlost’ Sirenia a na zdklade jej chyby interpreto-
vali hodnoty fazovych misfitov a misfitov obélky. V 3D pripade sme analyzovali
konvencnu konecno-diferencnu schému a zistili existenciu dvoch vo vSeobec-
nosti roznych sietovych rychlosti 49" a 39", Pri pomere rychlosti irenia P a
S vin r = 10 m4 v smere diagondly vyraznii chybu len 6§Tid. V smere telesovej
diagondly majt relativne velki chybu 897 i 5§

2. Analyzovali sme dosial vyvinuté/publikované optimélne presné operatory a opti-
mélne presné schémy. Navrhli sme odvodenie, ktoré je vSeobecnejsSie ako do-
sial' zndme odvodenia. Analyzovali sme prediktor-korektor schému a zistili, Ze
v pripade homogénneho prostredia sa redukuje na Lax-Wendroffovu schému.
Prediktor-korektor schéma bude mat pravdepodobne lepSie vlastnosti v hetero-
génnom prostredi.

3. Navrhli sme optimélne presné operdtory pre 3D pripad a odvodili implicitna
3D optimdlne presnd schému. Navrhli sme prediktor-korektor algoritmus na
explicitné rieSenie optimdalne presnej schémy.

4. Vyvinuli sme vypoctové programy Doptm?2 a Doptm4 implementujice prediktor-
korektor algoritmus.

5. Vykonali sme rozsiahle parametrické vypocty, ktoré umoZznili numerické porov-
nanie vyvinutej schémy s dosial’ zndmymi schémami.

6. Analyzovali sme vysledky numerickych vypoctov. PouZili sme pritom ¢asovo-
frekvecné misfity obdlky a fazy.

Analyza konvencnej konecno-diferencnej schémy 2. rddu v priestore a cCase
(Dconv?2) ukézala, Ze najvicsiu chybu ma sietovd fazova rychlost'v smere diagondly.

V pripade vysokého pomeru rychlosti §irenia P a S vin chyba dosahuje hodnoty az

200% v zavislosti od vzorkovania. Odvodena optimélne presna schéma (DOA?2)
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Zdvery

md chybu vyrazne mengiu, aviak pre vysoky pomer rychlosti §irenia P a S vin je
chyba pre nizke hodnoty vzorkovania tieZ pomerne vysokd. Chyba DOA2 vSak so
vzorkovanim klesé ovela rychlejsie, ako je to pre Dconv2.

Numerické vysledky potvrdzuju teoreticky indikované vlastnosti konvencnej
schémy. Teoretickd analyza aj numerické vysledky potvrdili, Ze FE_L (Standardna
formuldcia metédy konecnych elementov s pouzitim Lobattovej kvadratiry) je
schéma temer identickd s Dconv2.

Dconv2 mala najhorSie vlastnosti zo vSetkych testovanych schém. FE_G (Stan-
dardnd formuldcia metédy kone¢nych elementov s pouZitim Gaussovej kvadratury)
ma lepsSie vlastnosti, ako FE_L. Doptm?2 a Doptm4 mali najrychlejSiu konvergenciu.

Presnost’ VSstag4 sa temer nemeni s rasticim pomerom rychlosti Sirenia P a S vin.
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