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Turbulentný stav vo vonkaj²om zemskom jadre je dôvodom pre uváºenie anizotropných
difúznych koe�cientov, a to hlavne viskozity a tepelnej difuzivity. Preto v nekone£nej
rovinnej vrstve sú ²tudované 4 modely rotujúcej magnetokonvekcie, v ktorých izotropný
prípad difúznych koe�cientov je porovnávaný s tromi rôznymi anizotropnými prípadmi.

Sú odvodené matematické vyjadrenia anizotropného koe�cientu tepelnej difuzivity
a viskozity v cylindrickej aj kartézskej geometrii, a to v najjednoduch²ej forme, t.j. vo
forme diagonálneho tenzora, ktorý má dve z troch zloºiek rovnaké, ale rôzne od tretej
zloºky. Rôzne typy anizotropie súvisia teda s tým, ktoré dve zloºky sú rovnaké, resp. £i
hodnota u dvojice je vä£²ia alebo men²ia ako u tretej zloºky. Dôleºitým pojmom je ho-
rizontálna izotropia, ktorá znamená rovnaké difúzne koe�cienty práve v horizontálnych
smeroch. Anizotropiu, pri ktorej je zachovaná horizontálna izotropia, nazývame strati�-
ka£ná anizotropia (SA). Ak je difuzivita v horizontálnych smeroch vä£²ia ako vo vertikál-
nom smere, hovoríme o strati�ka£nej anizotropii oceánskeho typu a ozna£ujeme ju So; ak
platí opak, t.j. difuzivita vo vertikálnom smere je vä£²ia, ako v horizontálnych smeroch,
hovoríme o strati�ka£nej anizotropii atmosférického typu a ozna£ujeme ju Sa. Pod©a Bra-
ginského a Meytlisa je v¤aka lokálnej turbulencii v zemskom jadre zvý²ená difúzia v smere
osi rotácie a v smere magnetického po©a. Základný stav modelu III nám umoº¬uje zavies´
anizotropiu tak, ºe difúzne koe�cienty sú v smeroch y a z rovnaké a vä£²ie, ako v smere
x, teda νyy = νzz > νxx. Túto anizotropiu nazývame anizotropiou pod©a Braginského
a Meytlisa. Táto BM anizotropia, de�novaná v modeli III, je jediný vy²etrovaný prípad,
pri ktorom je poru²ená horizontálna izotropia.

4 modely rotujúcej magnetokonvekcie (I-IV) sa odli²ujú hlavne kon�guráciou základ-
ného magnetického po©a, orientáciou osi rotácie a súradnicovou sústavou, v ktorej sú dané
modely rie²ené. Lineárnou stabilitnou analýzou je vy²etrovaný vplyv anizotropií na zá-
kladné parametre, opisujúce £asovú a priestorovú ²truktúru konvekcie (kritické Rayleigh-
ove £íslo, kritické vlnové £ísla a kritická frekvencia) v priestore vstupných parametrov,
popisujúcich základný stav (Ekmanove, Elsasserove, Robertsove, magnetické Prandtlove,
Rossbyho £íslo, a parameter anizotropie,...).

Vo v²etkých skúmaných modeloch bol objavený viac alebo menej výrazný vplyv ani-
zotropií difúznych koe�cientov na vznikajúcu magnetokonvekciu, pri£om boli anizotropiou
ovplyvnené nielen podmienky nástupu konvekcie (kritické Rayleighove £íslo), ale aj pries-
torové a £asové vlastnosti konvekcie (kritické vlnové £ísla a kritická frekvencia). So anizot-
ropia má vo v²eobecnosti stabilizujúci ú£inok na vrstvu a zvä£²uje horizontálne rozmery

iv



konvektívnych útvarov. Sa anizotropia má opa£ný ú£inok, teda u©ah£uje vznik konvekcie
a zmen²uje horizontálne rozmery konvektívnych roliek. V kaºdom z modelov I-IV je moºné
nájs´ také hodnoty anizotropného parametra α ̸= 1, ktoré dávajú mnohé charakteristiky
vznikajúcich nestabilít bliº²ie k reálnym hodnotám, ako v izotropnom prípade α = 1.

V modeli I sa ²tuduje vplyv anizotropie nielen na tepelne, ale aj na magneticky hnané
nestability, pretoºe v¤aka nehomogénnemu základnému magnetickému po©u tie druhé
vznikajú len tu. V prípade dokonca slabej So anizotropie vznikajú módy, ktoré v izot-
ropnom prípade nemajú obdobu. Sú to východným smerom sa ²íriace magneticky hnané
MAC módy.

Lineárna analýza modelu II v cylindrickej súradnej sústave s vertikálnym základným
magnetickým po©om umoºnila aspo¬ indikova´, ºe nestacionárna osovosymetrická kon-
vekcia môºe aj bez horizontálnej zloºky magnetického po©a vybudi´ nestability, ktoré
z kinematického h©adiska môºu ma´ charakter torzných oscilácií zemského jadra. Model
II (podobne ako model IV) sa vyuºíva aj na ²túdium vplyvu BM anizotropie, av²ak za-
chovávajúcej horizontálnu izotropiu, £ím vlastne BM je tu, ako aj v modeli IV sú£asne
i SA (tu So a v modeli IV Sa) anizotropiou.

Model III umoº¬uje ukáza´, ako BM anizotropiou difúznych koe�cientov naru²ená
horizontálna izotropia výrazne ovplyvní vznikajúce nestability. Jedine v tomto modeli sa
ú£inne môºu porovna´ dôsledky SA i BM anizotropie.

Vplyv anizotropie v modeli IV s leºatou rota£nou osou je odli²ný, lebo anizotropia má
rôzny vplyv na stacionárnu a na nestacionárnu konvekciu. Teda rovnaký, ako v modeloch
I−III so zvislou rota£nou osou na stacionárnu konvekciu, ale opa£ný na nestacionárnu kon-
vekciu. U leºatej osi rotácie, modelujúcej rovníkové oblasti jadra, nestacionárna konvekcia
©ah²ie (´aº²ie) nastupuje a horizontálne rozmery roliek má men²ie (vä£²ie) pri So (Sa)
anizotropii, ako v izotropnom prípade. Predkladané ²túdium modelov so zvislou a leºatou
osou rotácie umoº¬uje vysvetli´ pre£o podobné (ale jednoduch²ie) modely v zloºitej²ej
sférickej geometrii sa v nie£om odli²ujú vo výsledkoch od modelov v horizontálnej vrstve,
ale so zvislou rota£nou osou.

k©ú£ové slová: anizotropné difúzne koe�cienty, rotujúca magnetokonvekcia, turbulencia,
zemské jadro, geomagnetické pole
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The turbulent state in the Earth's outer core is the reason for the anisotropic di�usive
coe�cients, in particular the viscosity and thermal di�usivity. Therefore, in in�nite planar
layer 4 models of rotating magnetoconvection are studied with comparing of isotropic case
and three various anisotropic cases of di�usive coe�cients.

Mathematical formulas of anisotropic coe�cients of thermal di�usivity and viscosity
in cylindrical and cartesian geometry are derived in the most possibly simple form, i.e. in
the form of diagonal tensor which has two of its three components the same, but di�erent
from the third component. Various types of anisotropy correspond to the choice of two
equal components. The notion of horizontal isotropy is important, which means the same
di�usive coe�cients in the horizontal directions. Anisotropy, for which the horizontal isot-
ropy is preserved, we call strati�cation anisotropy (SA). If the di�usivity in horizontal
directions is greater than the di�usivity in vertical direction, we call it strati�cation ani-
sotropy of oceanic type and label it So. If the opposite is valid, i.e. the di�usivity in
vertical direction is greater than in horizontal ones, we call it strati�cation anisotropy
of atmospheric type or Sa. By Braginsky and Meytlis the di�usivity is enhanced in the
direction of rotation axis and magnetic �eld due to local turbulence in the Earth's core.
The basic state of the model III allows us to introduce anisotropy in the sense, that the
di�usion coe�cients are equal in the y and z directions, but greater than the coe�cient in
the x direction, i.e. νyy = νzz > νxx. We call it the anisotropy by Braginsky and Meytlis.
This BM anisotropy de�ned in the model III is the single investigated case, in which the
horizontal isotropy is broken.

4 models of rotating magnetoconvection (I-IV) di�er mostly in con�guration of basic
magnetic �eld, orientation of rotation axis and coordinate system in which the models
are studied. Linear stability analysis was used for investigating of the in�uence of anisot-
ropy on basic parameters describing the temporal and spatial structure of the convection
(critical Rayleigh number, critical wave numbers and critical frequency) in the space of
input parameters of basic state (Ekman, Elsasser, Roberts, magnetic Prandtl and Rossby
numbers and anisotropic parameter,. . . ).

More or less signi�cant e�ect of anisotropy of di�usive coe�cients on arising convection
was found in all investigated models. The anisotropy a�ects not only the conditions of the
onset of the convection (critical Rayleigh number), but also spatial and temporal features
of the convection (critical wave numbers and critical frequency). In general So anisotropy
has stabilizing e�ect on the layer and increases the horizontal size of the convective cells.
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The e�ect of Sa anisotropy is opposite, i.e. it facilitates the onset of the convection and
decreases the horizontal size of the convective cells. In each of the models I-IV it is possible
to �nd such values α ̸= 1 of anisotropic parameter, α, for which the properties of arising
instabilities are closer to the realistic ones than for isotropic case, α = 1.

In model I the in�uence of anisotropy is studied on thermal, as well as on magnetically
driven instabilities, which arise due to the nonhomogeneous basic magnetic �eld (only here
in the model I). Even in weak So anisotropy case the modes arise, which have no analogy
in isotropic case. They are magnetically driven MAC modes propagating eastward.

In cylindrical coordinates, linear analysis of the model II with vertical basic magnetic
�eld allows at least to indicate, that nonstationary axisymmetric convection can excite
instabilities even without horizontal component of the magnetic �eld, which can have the
form of torsional oscillations of the Earth's core from the kinematic point of view. Model II
(as well as model IV) is used to study the in�uence of BM anisotropy, however, preserving
horizontal isotropy, too. Thus, here as well as in model IV, the BM is simultaneously SA
anisotropy (So and Sa in II and IV, respectively).

Model III enables to show how BM anisotropy of di�usive coe�cients, non-preserving
horizontal isotropy, strongly a�ects arising instabilities. Only here the e�ective comparison
of BM and SA anisotropy results is possible.

The in�uence of anisotropy in the model IV with lying rotation axis is di�erent, be-
cause the anisotropy has various e�ects on steady and nonstationary convection. Thus,
by the same way like in models I-III, with vertical rotation axis, in stationary convection,
but oppositely on overstability. In case of lying rotation axis modelling the core equatorial
regions, the overstability arises more easily (heavily) and horizontal sizes of rolls are smal-
ler (greater) in the So (Sa) case than in the isotropic case. The presented study of models
with vertical and lying axis of rotation allows to explain why similar (but simpler) models
in the more complex spherical geometry are di�erent in any results from the models in
horizontal planar layer, but with vertical rotation axis.

key words: anisotropic di�usive coe�cients, rotating magnetoconvection, turbulence, Earth's
core, geomagnetic �eld
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1 Terminológia a pouºité skratky

Rozmerové veli£iny

B̃0 základné magnetické pole [T ]
BM magnitúda charakteristického základného magnetického po©a [T ]

b̃ porucha magnetického po©a [T ]

ũ porucha rýchlostného po©a [ms−1]

d hrúbka rovinnej vrstvy [m]
g gravita£né zrýchlenie [ms−2]

T̃0(z̃) vertikálny teplotný pro�l [K]
s̃ vzdialenos´ od osi rotácie, radiálna súradnica v cylindrickej geometrii [m]
z̃ vertikálna kartézska a cylindrická súradnica [m]
αT koe�cient teplotnej roz´aºnosti [K−1]

∆T teplotný rozdiel medzi dolnou a hornou hranicou vrstvy [K]
η koe�cient magnetickej difúzie [m2s−1]
κ koe�cient (molekulárnej) tepelnej difuzivity [m2s−1]
κ koe�cient (turbulentnej) tepelnej difuzivity so zloºkami κss, κφφ, κzz (modely I a II)

[m2s−1]
κ koe�cient (turbulentnej) tepelnej difuzivity so zloºkami κxx, κyy, κzz

(modely III a IV) [m2s−1]
ν kinematická viskozita [m2s−1]
ν kinematická (turbulentná) viskozita so zloºkami νss, νφφ, νzz (modely I a II) [m2s−1]
ν kinematická (turbulentná) viskozita so zloºkami νxx, νyy, νzz (modely III a IV)

[m2s−1]

Ω vektor uhlovej rýchlosti [s−1]
Ω0 ve©kos´ vektora uhlovej rýchlosti [s−1]

Bezrozmerné veli£iny

a horizontálne vlnové £íslo a = (l2 +m2)1/2

ac kritické horizontálne vlnové £íslo
b porucha magnetického po©a so zloºkami bs, bφ, bz (modely I a II)
b porucha magnetického po©a so zloºkami bx, by, bz (modely III a IV)
b skalárna funkcia, ur£ujúca poloidálnu zloºku poruchy magnetického po©a

(29, 45, 80, 120)
B reprezenta£ná funkcia poloidálnej zloºky poruchy magnetického po©a
B0

0 , B
1
0 amplitúdy poloidálnej zloºky poruchy magnetického po©a (model II)

B0 základné magnetické pole
Ekin kinetická energia (model II)
Emag magnetická energia (model II)

Etor
kin azimutálna £as´ kinetickej energie (model II)

Emer
kin meridionálna £as´ kinetickej energie (model II)

Etor
mag azimutálna £as´ magnetickej energie (model II)

Emer
mag meridionálna £as´ magnetickej energie (model II)

j skalárna funkcia, ur£ujúca toroidálnu zloºku poruchy magnetického po©a
(29, 45, 80, 120)

J reprezenta£ná funkcia toroidálnej zloºky poruchy magnetického po©a
J kompexne zdruºená hodnota reprezenta£nej funkcie J
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J0 amplitúda toroidálnej zloºky poruchy magnetického po©a
Jm Besselova funkcia 1. druhu rádu m; £astokrát pouºité J0 a J1 pre m = 0 a 1
k radiálne vlnové £íslo, bezrozmerné horizontálne vlnové £íslo v smere x (model II)
l horizontálne vlnové £íslo v smere x (modely III a IV)
m azimutálne vlnové £íslo (modely I a II)
m horizontálne vlnové £íslo v smere y (modely III a IV)
u porucha rýchlostného po©a so zloºkami us, uφ, uz (modely I a II)
u porucha rýchlostného po©a so zloºkami ux, uy, uz (modely III a IV)
w skalárna funkcia, ur£ujúca poloidálnu zloºku poruchy rýchlosti (29, 45, 80, 120)
W reprezenta£ná funkcia poloidálnej zloºky poruchy rýchlosti
W0 amplitúda poloidálnej zloºky poruchy rýchlosti
x horizontálna kartézska súradnica, horizontálny smer
x̂ jednotkový vektor v horizontálnom smere x
y horizontálna kartézska súradnica, horizontálny smer
ŷ jednotkový vektor v horizontálnom smere y
z vertikálna kartézska a cylindrická súradnica, vertikálny smer
ẑ jednotkový vektor vo vertikálnom smere z
γ uhol medzi osou roliek a magnetickým po©om B0 (modely III a IV)
γc kritický uhol medzi osou roliek a magnetickým po©om B0 (modely III a IV)
λ komplexná frekvencia λ = iσ (= λr + iλi)
λr rýchlos´ rastu (growth rate); λr = ℜe(λ) (pozri λ)
λi frekvencia; λi = ℑm(λ) = σ (pozri λ)
σ frekvencia (reálna); σ = λi (pozri λ)
ϑ porucha teplotného po©a (29, 45, 80, 120)
Θ reprezenta£ná funkcia teplotnej poruchy
φ uhlová súradnica v cylindrickej geometrii
φ̂ jednotkový vektor v azimutálnom smere φ
ω skalárna funcia, ur£ujúca toroidálnu zloºku poruchy rýchlosti (29, 45, 80, 120)
Ω reprezenta£ná funkcia toroidálnej zloºky poruchy rýchlosti
Ω kompexne zdruºená hodnota reprezenta£nej funkcie Ω
Ω0 amplitúda toroidálnej zloºky poruchy rýchlosti (model II)

Bezrozmerné £ísla

E Ekmanove £íslo; E = ν/2Ω0d
2

Ez Ekmanove £íslo v smere z; Ez = νzz/2Ω0d
2

Es Ekmanove £íslo v smere s; Es = νss/2Ω0d
2

p obrátené magnetické Prandlove £íslo; p = η/νzz = Ro/Ez

q Robertsove £íslo; q = κ/η
qz Robertsove £íslo v smere z; qz = κzz/η
qs Robertsove £íslo v smere s; qs = κss/η
qα anizotropné modi�kované Robertsove £íslo; qα = qzlα
Q Chandrasekharove £íslo; Q = Λ/Ez

R modi�kované Rayleighove £íslo; R = αTg∆Td/2Ω0κ
Ra klasické Rayleighove £íslo; Ra = R/Ez

Ro modi�kované Rossbyho £íslo; Ro = η/2Ω0d
2

Ta Taylorove £íslo; Ta = E−2
z

α parameter anizotropie; α = κss/κzz = νss/νzz alebo α = κxx/κzz = νxx/νzz
αν parameter anizotropie viskozity
αϑ parameter anizotropie tepelnej difúzie
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Λ Elsasserove £íslo; Λ = B2
M/2Ω0ρlµη

ζ obrátené Robertsove £íslo; ζ = η/κzz = q−1
z

Pomocné premenné

ã ã = β/π2 (model II), alebo ã = l̃ + m̃ (modely II, III a IV)
A A = 1 + ã (modely II, III a IV)
Aα Aα = 1 + αl̃ + m̃ alebo Aα = 1 + αã (modely II, III a IV)
cα cα = EzKK

2
α/π (model IV)

Cα Cα = π2EzA
3/2 + Λm̃A−1/2 (model IV)

K2 K2 = a2 + π2 (modely III a IV)
K2

α K2
α = αl2 +m2 + π2 alebo K2

α = αa2 + π2 (modely III a IV)

l̃ l̃ = l2/π2 (modely III a IV)
lα lα(ã, α) = (1 + αã)/(1 + ã) (modely II a IV)
m̃ m̃ = m2/π2 (model III)
Q Q = (q + 1)/Λ (model IV)
Ro predpis pre Rayleighove £íslo nestacionárnej konvekcie (model IV)
Rs predpis pre Rayleighove £íslo stacionárnej konvekcie (model IV)
R̃ R̃ ∼ Ro (model IV)
β ²tvorec radiálneho (resp. horizontálneho) vlnového £ísla; β = k2 (model II)
ϕ ϕ = Λm2/πK (model IV)
ε ε = π2E/Λ (model IV)
σ1 pre²kálovaná frekvencia; σ1 = σ/π2

πl πl = lπ
ψ ψ = ϕlα/(qz + lα) model (IV)
Q1 pre²kálované Chandrasekharove £íslo; Q1 = Q/π2

R1 pre²kálované Rayleighove £íslo; R1 = Ra/π
4

T1 pre²kálované Taylorove £íslo; T1 = Ta/π
4

Symboly a skratky

A Archimedova (vztlaková) sila
C Coriolisova sila
M magnetická (Lorentzova) sila
MAC MAC módy, MAC vlny, MAC rovnováha
MC MC módy, MC vlny
IR induk£ná rovnica
NS Navier-Stokesova rovnica
BM anizotropia pod©a Braginského a Meytlisa (modely III a IV)
SA strati�ka£ná anizotropia
Sa strati�ka£ná anizotropia atmosférického typu
So strati�ka£ná anizotropia oceánskeho typu
OC mód nestacionárnej konvekcie v tvare horizontálnych roliek kolmých

na magnetické pole B0 (modely III a IV)
OC' mód nestacionárnej konvekcie v tvare horizontálnych roliek takmer kolmých

na magnetické pole B0 (model IV)
OO mód nestacionárnej konvekcie v tvare horizontálnych roliek ²ikmých

na magnetické pole B0 (modely III a IV)
SC mód stacionárnej konvekcie v tvare horizontálnych roliek kolmých

na magnetické pole B0 (modely III a IV)
SO mód stacionárnej konvekcie v tvare horizontálnych roliek ²ikmých
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na magnetické pole B0 (modely III a IV)
P mód stacionárnej konvekcie v tvare horizontálnych roliek rovnobeºných

s magnetickým po©om B0 (modely III a IV)

Operátory

Diferenciálne operátory

D D = d/dz

D2 D2 = d2/dz2

Dα Dα = D2 − αl2 −m2 alebo Dα = D2 − αl2 − αm2 = D2 − αβ
Dβ Dβ = D2 − β2

Dλ Dλ = D2 − a2 − λ
∂s ∂s = ∂/∂s
∂t ∂t = ∂/∂t
∂φ ∂φ = ∂/∂φ

∂2φφ ∂2φφ = ∂2/∂φ2

∂2zz ∂2zz = ∂2/∂z2

∂2xx ∂2xx = ∂2/∂x2

∂2zs ∂2zs = ∂2/∂z∂s

∇2 ²tandartný izotropný Laplaceov operátor
∇2

α anizotropný Laplaceov operátor (74−76, 117, 118)

Integrálne operátory (model II, str. 53)

⟨ ⟩z ustred¬ovanie vo vertikálnom smere
⟨ ⟩s ustred¬ovanie v radiálnom smere
⟨ ⟩t ustred¬ovanie v £ase
⟨ ⟩zs ustred¬ovanie vo vertikálnom a radiálnom smere
⟨ ⟩zst ustred¬ovanie vo vertikálnom a radiálnom smere a v £ase
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2 Úvod

Pri sú£asných poznatkoch o vnútre Zeme sa verí, ºe konvekcia v zemskom jadre je pri-
márnym zdrojom dynamo procesu a teda je zodpovedná za geomagnetické pole. Vonkaj²ie
tekuté jadro Zeme je premie²avané tepelnou a kompozi£nou konvekciou. Pri tepelnej kon-
vekcii je vztlak zabepe£ovaný tepelnými �uktuáciami a teplotným gradientom a v prípade
kompozi£nej konvekcie je to uvol¬ovaním ©ah²ieho (s men²ou hustotou) materiálu pri pro-
cese solidi�kácie vnútorného jadierka [24]. Konvekcia je vysoko nadkritická a je výrazne
ovplyv¬ovaná magnetickým po©om a rotáciou.

V¤aka vysoko rozvinutej konvekcii sú toky v jadre turbulentné a difúzne procesy pre-
biehajú v efektívnej²om turbulentnom reºime. Na rozdiel od molekulárnej difúzie (ktorá
je vlastnos´ou materiálu) je turbulentná difúzia ve©mi závislá na charakteristických to-
koch. Turbulentné difúzne koe�cienty sú o nieko©ko rádov vä£²ie ako molekulárne difúzne
koe�cienty (viskozita ν, koe�cient tepelnej a magnetickej difúzie κ a η)1. Je to spôsobené
tým, ºe prená²a£mi (napr. tepla pri tepelnej difúzii, alebo hybnosti pri viskozite) sú málo²-
kálové turbulentné víry s charakteristickým £asom výrazne krat²ím, ako charakteristický
£as u molekulárnych difúznych procesov.

Pri ²túdiu lokálnej turbulencie v jadre Zeme Braginsky a Meytlis [5] ukázali, ºe ne-
stabilná hustotná strati�kácia môºe vies´ k malo²kálovej vysoko nadkritickej nestabilite
lokálneho charakteru, dôsledkom ktorej vzniká malo²kálová turbulencia2. Táto turbulencia
je vysoko anizotropná v¤aka vplyvu rotácie Zeme a magnetického po©a. Turbulentné víry
sa vplyvom Lorentzovej a Coriolisovej sily deformujú do tvaru, ktorý minimalizuje ú£inok
týchto síl. To znamená, ºe Coriolisova silaC (∼ Ω×u) a magnetická silaM (M ∼ |u×B|)
sú ve©mi malé a môºu by´ v tomto smere zanedbate©né. Víry majú tvar palaciniek pre-
d¨ºených v smere osi rotácie a v smere magnetického po©a. Dôsledkom toho je zvý²ená
difuzivita v týchto smeroch. V geofyzikálnych tokoch bez vplyvu rotácie, £i magnetického
po©a samotná hustotná strati�kácia, ur£ená smerom gravitácie g, môºe takisto ovplyvni´
tvar vírov. Pri uvaºovaní turbulentného stavu je preto vhodnej²ie pracova´ s difúznym
koe�cientom nie ako so skalárnou veli£inou, ale ako so zloºitej²ou tenzorovou veli£inou.

Táto práca teda okrajovo súvisí s dvoma zaujímavými a stále otvorenými problémami
- problémom turbulencie v zemskom jadre a paradoxom geodynama. Pri probléme turbu-
lencie ide v dne²nej dobe hlavne o vyuºitie poznatkov o turbulencii v jadre na správnu
parametrizáciu, ktorá by sa dala úspe²ne vyuºi´ pri numerických modeloch geodynama3

(ale aj iných te£ení v zemskom telese). Sú£asné po£íta£e stále nedosahujú dostato£ný vý-
kon na to, aby mali numerické modely dostato£ne ve©kú rozli²ovaciu schopnos´ a mohli
úspe²ne zahrnú´ turbulentné procesy. Aj najlep²ie modely geodynama pracujú s najmen-
²ou priestorovou ²kálou stále o nieko©ko rádov vä£²ou ako sú priestorové ²kály spojené
s turbulentnými vírmi. Preto je ºiadúce vy²etrova´ lokálne vlastnosti turbulencie a skú-
ma´ jej globálnej²í vplyv na ve©ko²kálové procesy - parametrizova´ turbulenciu.

Posledné po£íta£ové simulácie geodynama poskytli modely geomagnetického po©a, ktoré
dávajú reálny obraz so v²etkými dôleºitými vlastnos´ami pozorovaného po©a s jeho seku-

1V ¤al²om texte nebudeme v zna£ení rozli²ova´, £i ide o turbulentné alebo molekulárne difuzivity, napr. ν, ak sa iná£
nezdôrazni, bude reprezentova´ viskozitu v²eobecne, t.j. iba na základe jej hodnoty bude moºné usúdi´, o akú viskozitu ide.
V prípade turbulentnej viskozity ν bude znamena´ jej charakteristickú hodnotu.

2Sústredili pozornos´ na iný zdroj ako u klasickej turbulencie, a to na vztlakovú silu pôsobiacu v nestabilne strati�ko-
vaných tekutinách. V tejto tzv. konvektívne budenej turbulencii vznikajú víry vo v²etkých priestorových ²kálach, ale ich
ºivotnos´ je výrazne ohrani£ená. Na rozdiel od klasickej turbulencie budenej ²mykovými napätiami, u ktorej sa energia
prená²a od vä£²ích ku stále men²ím vírom, tu v¤aka vztlakovým silám vznikajú víry v²etkých moºných rozmerov; ºijú si
krátko samy o sebe nestíhajúc pritom ovplyvni´ víry iných rozmerov.

3Problematike numerického modelovania geodynama v sférickej geometrii sa od r. 2008 venuje Ján �imkanin, bývalý
doktorand na na²ej katedre [46].
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lárnymi variáciami. Problém paradoxu geodynama spo£íva v tom, ºe tieto úspe²né mo-
dely kvôli po£íta£ovým obmedzeniam pouºívajú nerealisticky vysoké difúzne koe�cienty
(napr. viskozita). Dokonca aj s uváºením turbulentných difuzivít zemského jadra sú hod-
noty pouºívané v týchto simuláciách výrazne vä£²ie. K úspe²nému zníºeniu viskozity, t.j.
k priblíºeniu jej hodnoty ku reálne odhadovanej turbulentnej hodnote zaviedli Glatzmaier
a Roberts [22] hyperviskozitu, £ím hlavne z numerických dôvodov formálne vniesli do
po£íta£ových simulácií geodynama anizotropiu viskozity takú, ºe v horizontálnych sme-
roch (na sférickej ploche) bola viskozita vä£²ia ako vo vertikálnom (radiálnom) smere, £o
zhruba pripomína anizotropiu difúznych koe�cientov v oceánskych povrchových vodách,
v ktorých v²ak hodnoty v horizontálnych smeroch prevy²ujú tieto vo vertikálnom aº o nie-
ko©ko rádov. Tým v²ak zaviedli iný typ anizotropie, ako zaviedli Braginsky a Meytlis [5],
ktorých (nami pomenovaný [49]) BM typ anizotropie difúznych koe�cientov znamená, ºe
koe�cienty tepelnej difuzivity a viskozity prevaºujú v smeroch magnetického po©a (azi-
mutálny smer φ) a osi rotácie (os z).

K rie²eniu nazna£ených problémov, a to turbulentného stavu jadra a paradoxu geody-
nama môºe výrazne pomôc´ fakt, ºe od r. 2000 sa rýchlo hromadia laboratórne expe-
rimenty a ¤al²ie misie magnetických druºíc (Oersted, CHAMP, SWARM. . . ) [25, 41].
Druºice zabezpe£ujú celoplanetárne spojité pozorovanie geomagnetického po©a, ktoré sa
úspe²ne zahájilo druºicou Magsat, ktorá síce pracovala len v priebehu roka 1980, ale
dala najnov²ím a budúcim dátam nevyhnutný základ. Obrovské mnoºstvo údajov pri do-
siahnutej vysokej so�stikovanej úrovni ich spracovania dáva ²ancu výrazne detailnej²ie
modelova´ stav a £asový vývin magnetického po©a na povrchu jadra. Na základe rozum-
ných predpokladov sa modelujú toky na povrchu jadra s vysokou priestorovou a £asovou
rozlí²ite©nos´ou (uº nie£o menej ako 10 km a 1 rok). Získali sa [1] informácie o anizotropnej
magnetickej difuzivite (typu silnej SA; pozri kapitolu 5), ktorú v na²ich modeloch kvôli
vysokej elektrickej vodivosti jadra stále predpokladáme izotropnú. Prístupy DNS a LES
v po£íta£ových simuláciach [21] a zamerané aj na vlastnosti turbulencie pri rovnováheM ,
A a C síl [26] sú takisto ve©mi s©ubné.

V problematike geodynama, napriek dominantnému prínosu numerických simulácií
a prudkému nárastu druºicami získavaných dát, majú stále svoju nezastúpite©nú a dô-
leºitú úlohu klasické prístupy, významne reprezentované asymptotickými metódami. Pek-
ným príkladom je napr. magnetohydrodynamika stredných polí [40], práve ktorej jazyku
je dávaná prednos´ pri interpretácii výsledkov simulácií. Je to napriek tomu, ºe simulácie
rie²ia rovnice s uváºením takmer v²etkých nelineárnych £lenov, a pritom v interpretáciach
sú pouºívané pojmy, ktoré £astokrát súvisia iba s viac, £i menej presnými priblíºeniami
reality. Tieto pojmy MHD stredných polí v²ak dávajú najlep²iu ²ancu pochopi´ zloºité
mechanizmy, zabezpe£ujúce £innos´ geodynama. Ve©mi efektívne sú zjednodu²enia, ke¤
zloºitosti sférickej geometrie aproximujeme modelmi v rovinných vrstvách. Práve dyna-
mika je takto modelovaná dos´ spo©ahlivo. Preto v zloºitej dynamickej rovnováhe základ-
ných M , A a C síl, ktorá je citlivo závislá na rozmanitom súperení rôznych difúznych
javov, je tvorba modelov v planárnej geometrii dostato£ne heuristická, aj ke¤ chceme
rozumie´ procesom v sférických vrstvách. Rovinná geometria na rozdiel od sférickej nemá
výrazné numerické obmedzenia, pretoºe v nej sa netreba zaobera´ konvektívnymi ²truktú-
rami ve©mi malých rozmerov, ak sa zvolia vhodné hrani£né podmienky. Preto v nej moºno
sústredi´ pozornos´ na menej preskúmané aspekty problémov bez výrazných ohrani£ení
na hodnoty difúznych koe�cientov.

V tejto práci vy²etrujeme marginálnu stabilitu rovinnej vrstvy, pri£om apriórne zavá-
dzame rôzne typy anizotropie viskozity a tepelnej difuzivity. Lineárnou stabilitnou ana-
lýzou skúmame vplyv anizotropie na podmienky nástupu stacionárnej aj nestacionárnej
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konvekcie ako aj vplyv na priestorovú a £asovú ²truktúru konvekcie. V probléme rotujúcej
magnetokonvekcie, ktorý je rie²ený v tejto práci, je dynamika riadená troma základnými
silami: magnetická (Lorentzova), vztlaková (Archimedova) a Coriolisova sila. Táto MAC
rovnováha je ovplyv¬ovaná difúznymi procesmi (ktoré môºu oslabova´ jednotlivé sily),
preto ²túdium difúznych nestabilít ako aj anizotropie difúznych koe�cientov je ºiadúce.
Nami zavedená anizotropia má najjednoduch²í moºný tvar, pri ktorom majú koe�cienty
tepelnej difuzivity a viskozity tvar diagonálneho tenzora so zloºkami rovnakými v dvoch
smeroch, ale odli²nými od zloºky v tre´om smere (pre konkrétne de�nície anizotropie pozri
popis jednotlivých modelov v nasledujúcich kapitolách).

2.1 Ciele práce

• de�nova´ základné pojmy (anizotropia difúznych koe�cientov, anizotropný parame-
ter, typy anizotropie SA a BM)

• lineárnou stabilitnou analýzou vy²etri´ vplyv anizotropie difúznych koe�cientov na
4 modely rotujúcej magnetokonvekcie v horizontálnej rovinnej vrstve (vi¤ kap. 4)

� model I Ω = Ω0 ẑ, B̃0 = BM s̃/d φ̂

� model II Ω = Ω0 ẑ, B̃0 = BM ẑ

� model III Ω = Ω0 ẑ, B̃0 = BM ŷ

� model IV Ω = Ω0 x̂, B̃0 = BM ŷ

• porovna´ vplyv anizotropií na viaceré módy a formy konvekcie

• geofyzikálna diskusia pre podmienky v zemskom jadre.

Na²ou stratégiou je modi�kova´ niektoré vybrané modely, prípadne vytvori´ nové modely
rotujúcej magnetokonvekcie v horizontálnej rovinnej vrstve zavedením viacerých typov
anizotropie difúznych koe�cientov a preskúma´ ich vplyv na vznikajúce nestability. Pri
vo©be modelov nám i²lo o vyuºitie na²ich rozpracovaných problémov, a takisto o upria-
menie sa na tie otvorené problémy geodynama a rotujúcej magnetokonvekcie, kde inter-
pretácia výsledkov po£íta£ových simulácií je vo©nej²ia kvôli zásadným numerickým ob-
medzeniam, neumoº¬ujúcim priblíºi´ sa k fyzikálne reálnym malým hodnotám difúznych
koe�cientov, napr. viskozity.

V modeli I nám i²lo o lep²ie chápanie �viskóznych� západným smerom sa ²íriacich
MC módov s azimutálym vlnovým £íslom m = 1, ktorých existencia si vyºaduje vy²²ie
hodnoty viskozity (E = O(10−3)) a magnetického po©a (Λ = O(103)) tak, ºe ΛE

.
= 1

[9, 47]. Dúfali sme, ºe isté pravdepodobné typy anizotropie zreálnia tieto viskózne MC(W)
módy v zemskom jadre.

Model II nás pritiahol klasickou predlohou v [13] a nami objavenou moºnos´ou rie²i´ ju
v cylindrickej geometrii [63, 66, 67], £ím sa otvorila moºnos´ skúma´ vzájomnú interakciu
inerciálnych oscilácií s konvekciou v zemskom jadre. Navy²e torzné oscilácie ako výstup
po£íta£ových simulácií geodynama moºno konfrontova´ s jednými najspo©ahlivej²ie ur£o-
vanými sekulárnymi variáciami geomagnetického po©a.

V modeli III sa ukazovala moºnos´ vyuºi´ fakt, ºe súperenie stacionárnej a nestacionár-
nej konvekcie je ve©mi citlivé na hodnotách difúznych koe�cientov, a to práve tých, ktoré
môºu odpoveda´ turbulentnému stavu zemského jadra. Práve preto pozna´ dôsledky ani-
zotropných difúznych koe�cientov ve©mi prirodzene spojených s turbulenciou v zemskom
jadre, dynamicky ur£ovanou vplyvom práve M , A a C síl, bolo ve©mi lákavé.
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Model IV nebol len prirodzeným rozvinutím modelu III. Motiváciu pre¬ sme získali zo
zaujímavých výsledkov kolegov z univerzity v Sydney [33, 34], ktorých výsledná konvekcia
v sférickej vrstve, ovplyvnená anizotropnými difúznymi koe�cientami, mala iné vlastnosti,
ako dávali na²e dovtedaj²ie výsledky. Na²e modely so zvislou rota£nou osou v horizontálnej
vrstve, vhodné hlavne pre pripolárne oblasti jadra sme práve cez model III preona£ili
prostredníctvom modelu IV na konvekciu v horizontálnej vrstve, ale s leºatou osou rotácie,
£o dobre vystihuje rovníkové oblasti jadra.

2.2 �truktúra práce

Práca je £lenená nasledujúcim spôsobom. Po zozname symbolov, skratiek a operátorov
pouºitých v práci (kapitola 1) a úvodnej kapitole 2 nasleduje diskusia o základných rovni-
ciach, opisujúcich procesy v zemskom jadre. Rovnice sú najprv formulované v najv²eobec-
nej²om tvare a ¤alej sa na ne aplikujú uºito£né zjednodu²ujúce operácie ako linearizácia
a prechod na bezrozmerný tvar s de�níciami bezrozmerných £ísel (kapitola 3). �tvrtá kapi-
tola v stru£nosti opisuje a porovnáva ²tyri modely rotujúcej magnetokonvekcie, ²tudované
v tejto práci a ich geofyzikálne opodstatnenie. V k©ú£ovej piatej kapitole je matematická
formulácia anizotropie difúznych koe�cientov v cylindrickej a kartézskej geometrii a za-
vedenie dôleºitého parametra anizotropie α, ktorý je mierou anizotropie. Pod©a toho, £i
je v horizontálnych smeroch zachovaná alebo poru²ená izotropia difúznych koe�cientov,
rozde©ujeme zavedenú anizotropiu na strati�ka£nú anizotropiu (SA; horizontálna izotro-
pia je zachovaná), alebo anizotropiu pod©a Braginskeho a Meytlisa (BM ; horizontálna
izotropia môºe by´ poru²ená). V nasledujúcich ²tyroch kapitolách (6�9) je uº detailne
²tudovaný vplyv anizotropie na ²tyri rôzne modely rotujúcej magnetokonvekcie v hori-
zontálnej rovinnej vrstve. Kaºdá kapitola je pritom písaná dos´ samonosne, aby sa £itate©
vracal k predchádzajúcim kapitolám iba minimálne.

V kapitole 6 je ²tudovaný vplyv anizotropie na model so základným azimutálnym mag-
netickým po©om lineárne rastúcim so vzdialenos´ou od osi rotácie. Vznikajúce nestability
majú tvar vlny ²íriacej sa v azimutálnom smere pozd¨º magnetického po©a západným
alebo východným smerom. Pri tejto kon�gurácii po©a môºu vznika´ okrem tepelne hna-
ných nestabilít typu MAC v¨n (pri nestabilnej strati�kácii) aj magneticky hnané MC
módy (pri nulovej strati�kácii) a magneticky hnané MAC módy (pri stabilnej strati�-
kácii), a to preto, lebo samotné magnetické pole, ktoré je krivo£iare a nehomogénne, je
zdrojom nestabilít. V²etky nestability, ²tudované v tomto modeli I, sú osovonesymetrické
a sú ovplyvnené anizotropiou difúznych koe�cientov, pri£om pre niektoré módy je anizot-
ropia nutnou podmienkou ich existencie (v izotropnom prípade nemôºu existova´). Oso-
vosymetrické nestability v tomto modeli nemôºu vznika´, preto sme sa na tieto nestability
zamerali v nasledujúcom modeli s homogénnym vertikálnym magnetickým po©om.

V kapitole 7 je pozornos´ sústredená hlavne na také módy tepelnej konvekcie, ktoré
môºu ovplyvni´ inerciálne oscilácie, ktoré sú v zemskom jadre typickým prejavom rotácie
Zeme. Vy²etrované osovosymetrické nestability majú z kinematického h©adiska charakter
torzných oscilácií. Z dominancie magnetickej nad kinematickou energiou sú v²ak tieto
nestability tepelnou konvekciou na pozadí magnetického po©a a rotácie systému, a nie
Alfvénove vlny, s ktorými sú spájané torzné oscilácie v zemskom jadre. V tomto modeli
II môºu by´ ²tudované aj osovonesymetrické nestability, ako aj nestability v tvare hori-
zontálnych roliek (²tudované v kartézskej geometrii), lebo sa ukázalo, ºe sú opísané úplne
rovnakými rovnicami a naviac aj kritické Rayleighove £íslo v²etkých uvaºovaných typov
nestabilít je rovnaké.

Základný stav v modeli III, vy²etrovanom v kapitole 8, umoº¬uje zavies´ a porovnáva´
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BM aj SA anizotropiu a preskúma´ teda prípady, ke¤ horizontálna izotropia je poru²ená
s prípadmi, ke¤ je zachovaná. Pozornos´ je venovaná hlavne vy²etrovaniu preferencie rôzne
orientovaných stacionárnych a nestacionárnych roliek v priestore vstupných parametrov
a z toho vyplývajúcej diskusie o vplyvoch základných síl na tvar konvekcie.

Model IV s leºatou (horizontálnou) rota£nou osou je skúmaný v kapitole 9, pri£om
v tomto prípade má uº ²túdium izotropného prípadu svoju dôleºitos´, ke¤ºe tento model
e²te nebol skúmaný ani v izotropnom prípade. Základný stav, pri ktorom magnetické pole
a na neho kolmá os rotácie leºia v horizontálnej rovine, pri sú£asnom pôsobení gravitácie
vo vertikálnom smere, je dobrá analógia podmienok v rovníkových oblastiach zemského
jadra. Práve v tomto modeli IV je prezentácia analytického odvodenia mnohých vlastností,
získaných numerickými výpo£tami, dotiahnutá naj¤alej, preto je ve©ká £as´ kapitoly 9
venovaná analytickému (£asto asymptotickému) prístupu k rie²eniu problému.

Výsledky, získané v tejto práci, sú diskutované a zhrnuté v poslednej kapitole 10.
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3 V²eobecné rovnice v Boussinesqovej aproximácii

Pohyb elektricky vodivej nestla£ite©nej kvapaliny v systéme, ktorý rotuje kon²tantnou
uhlovou rýchlos´ou Ω, je preniknutý základným magnetickým po©om B a v gravita£nom
poli g, je opísaný nasledujúcou sústavou ²tyroch rovníc.

Pohybová Navier-Stokesova rovnica opisujúca £asový vývoj rýchlostného po©a U , má
nasledujúci tvar

∂U

∂t
+ (U · ∇)U + 2Ω ×U = − 1

ρ0
∇P +

1

µρ0
(∇×B)×B +

ρg

ρ0
+ ν∇2U . (1)

Táto rovnica je v tzv. Boussinesqovej aproximácii, pri ktorej sa uvaºuje kon²tantná hustota
ρ0 vo v²etkých £lenoch, okrem £lena ρg, vyjadrujúceho vztlakovú Archimedovu silu.

Prvé dva £leny vyjadrujú totálnu (materiálovú) deriváciu DU/Dt a opisujú zmenu
rýchlostného po©a v £ase a pozd¨º prúdo£iar. Tretí £len 2Ω × U vyjadruje Coriolisovu
silu. Tlak P, vystupujúci v prvom £lene na pravej strane rovnice, obsahuje okrem hyd-
rostatického tlaku aj odstredivú silu ρ/2|Ω × r|2, preto ho nazývame modi�kovaným
tlakom. ρ je hustota a r je polohový vektor. Vplyv magnetického po©a na rýchlostné pole
je zabezpe£ený Lorentzovou silou, ktorá je vyjadrená £lenom (1/µρ0)(∇ × B) × B na
pravej strane rovnice, kde µ je magnetická permeabilita. Tepelná konvekcia kvapaliny
je umoºnená Archimedovou vztlakovou silou, ktorá je v rovnici opísaná £lenom ρg/ρ0.
Posledný £len ν∇2U opisuje viskózne sily, ktoré aj ke¤ sú oproti ostatným silám zaned-
bate©ne malé, sú ve©mi dôleºité hlavne v hrani£ných vrstvách, ν je koe�cient kinematickej
viskozity [m2s−1].

Najdôleºitej²ou rovnicou magnetohydrodynamiky je induk£ná rovnica, ktorá opisuje
£asový vývoj magnetického po©a v pohybujúcej sa kvapaline a jeho interakciu s rýchlost-
ným po©om. Dá sa odvodi´ z Maxwellových rovníc v kvázistacionárnej aproximácii (bez
posuvných prúdov) a z Ohmovho zákona pre pohybujúce sa prostredie. Jej najv²eobecnej²í
tvar je

∂B

∂t
= ∇× (U ×B) + η∇2B. (2)

�len ∇× (U ×B), ktorý nazývame genera£ným £lenom, opisuje interakciu magnetického
po©a s rýchlostným po©om. Vo v²eobecnosti je neznáme ako rýchlostné, tak aj magnetické
pole a genera£ný £len je nelineárny. Posledný £len η∇2B opisuje rozpad magnetického
po©a ohmickou disipáciou, pri£om mierou tohto rozpadu je koe�cient magnetickej difúzie
η = 1/µσ [1m2s−1].

Ak platí ∇ ·B = ∇ · U = 0, moºno genera£ný £len zapísa´ pod©a známej vektorovej
identity v tvare

∇× (U ×B) = −(U · ∇)B + (B · ∇)U ,

kde prvý £len reprezentuje advekciu (uná²anie) induk£ných £iar rýchlos´ou, druhý £len
reprezentuje vy´ahovanie a deformáciu induk£ných £iar magnetického po©a rýchlostným
po©om.

V problémoch magnetohydrodynamiky sa £asto uvaºuje nestla£ite©ná kvapalina, ktorej
hustota sa môºe meni´ jedine v závislosti na teplote v¤aka teplotnej roz´aºnosti (zmena
hustoty v dôsledku tlaku sa neuvaºuje). V takom prípade stavovú rovnicu, popisujúcu
závislos´ hustoty od termodynamických veli£ín, reprezentuje jednoduchá závislos´ hustoty
ρ na teplote T
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ρ = ρl[1− αT (T − Tl)] = ρl[1− αT δT ], (3)

kde ρl je hustota pri teplote Tl (oby£ajne na niektorej z hraníc), δT = T − Tl je teplotný
rozdiel a αT je koe�cient teplotnej roz´aºnosti. Práve teplotná roz´aºnos´ je ve©mi dôle-
ºitá, lebo je zodpovedná za vznik Archimedovských vztlakových síl, ktoré sú �motorom�
konvekcie (v zemskom jadre je dôleºitej²ia kompozi£ná konvekcia, ktorá sa v²ak vo vä£²ine
modelov simuluje tepelne hnanou konvekciou).

�al²ou dôleºitou rovnicou je rovnica vedenia tepla, ktorá má v Boussinesqovej aproxi-
mácii takýto tvar

∂T

∂t
+ (U · ∇)T = κ∇2T + ϵ′, (4)

kde κ je koe�cient tepelnej difuzivity [m2s−1] a ϵ′ sú tepelné zdroje, ktoré sa vo vä£-
²ine modeloch neuvaºujú. K týmto ²tyrom základným rovniciam musíme e²te prida´ dve
dôleºité rovnice

∇ ·U = 0, ∇ ·B = 0, (5)

ktoré vyjadrujú neºriedlovos´ magnetického po©a B a rýchlostného po©a U .

3.1 Poruchové rovnice a linearizácia

Z pohybovej rovnice vidíme, ºe £asový vývoj rýchlostného po©aU je v¤aka Lorentzovej sile
ovplyvnený aj magnetickým po©om B a podobne z induk£nej rovnice vyplýva, ºe £asový
vývoj magnetického po©a B je cez induk£ný £len ovplyvnený rýchlostným po©om U . Vo
v²eobecnosti je aj magnetické aj rýchlostné pole neznámou a £leny (1/µρ0)(∇×B)×B
a ∇ × (U × B), ktoré túto previazanos´ zabezpe£ujú (ale aj £len (U · ∇)T v rovnici
vedenia tepla) sú nelineárne, £o robí z rovníc analyticky ´aºko rie²ite©ný problém.

Jeden spôsob, ako tieto nelinearity obís´, je vy²etrovanie problému rotujúcej magneto-
konvekcie lineárnou stabilitnou analýzou, pri ktorej sa uvaºujú nekone£ne malé poruchy,
ktoré sa naloºia na základný stav, ktorý je charakterizovaný v £ase nemenným rýchlost-
ným, magnetickým a teplotným po©om. V tejto práci budeme ¤alej uvaºova´ model neko-
ne£nej horizontálnej vrstvy hrúbky d, ktorá rotuje uhlovou rýchlos´ou Ω = Ω ẑ (v jednom
z modelov ²tudovaných v tejto práci rotuje vrstva okolo horizontálnej osi rotácie platí
Ω = Ω x̂) a je vyplnená elektricky vodivou kvapalinou zohrievanou zospodu, pri£om sa
v kvapaline udrºiava lineárny teplotný pro�l T0 = Tl −∆T (z/d + 1/2). Gravita£né pole
má vertikálny smer, g = −g ẑ.

Na základný £asovo nemenný stav (B̃0, Ũ 0, T̃0, P̃0) naloºíme poruchy magnetického
a rýchlostného po©a a poruchy teploty a tlaku. Potom celkové veli£iny môºeme napísa´
nasledovne

U = Ũ 0 + ũ, vä£²inou sa uvaºuje Ũ 0 = 0,

B = B̃0 + b̃,

T = T̃0 + ϑ̃,

P = P̃0 + p̃.

Ak takéto celkové veli£iny dosadíme do rovníc, a od£ítame od nich rovnice pre základný
stav a zenedbáme nelineárne £leny

ũ · ∇̃ũ, b̃ · ∇̃b̃, ∇̃ × (ũ× b̃) a ũ · ∇̃ϑ̃,
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dostaneme linearizovaný systém rovníc pre poruchy ũ, b̃, ϑ̃ a p̃

∂ũ

∂t̃
+ 2Ω × ũ = − 1

ρl
∇̃p̃+ 1

µρl
[(∇̃ × B̃0)× b̃+ (∇̃ × b̃)× B̃0]− αϑ̃g + ν∇̃2ũ, (6)

∂b̃

∂t̃
= ∇̃ × (ũ× B̃0) + η∇̃2b̃, (7)

∂ϑ̃

∂t̃
+ (ũ · ∇̃)T̃0 = κ∇̃2ϑ̃, (8)

∇̃ · ũ = 0, (9)

∇̃ · b̃ = 0. (10)

3.2 Zbezrozmernenie a bezrozmerné parametre

Rovnice môºeme zbezrozmerni´ pouºitím nasledujúcich substitúcií4,

z̃ = d z, a podobne s̃ = d s (resp. x̃ = d x, ỹ = d y),

t̃ =
d2

η
t, ũ =

η

d
u, p̃ = 2Ω0ηρlp, B̃0 = BMB0, b̃ = BMb, ϑ̃ =

η∆T

κzz
ϑ,

kde vlnkované veli£iny sú s rozmerom, zatia© £o ich nevlnkované verzie sú uº bezrozmerné,
pri£om sa uº v nasledujúcich rovniciach objavujú len bezrozmerné veli£iny. ρ0 a p sú
hustota a tlak (s príspevkom od odstredivej sily). Napríklad [ z̃ ] = 1m, [ z ] = 1, pretoºe
[ d ] = 1m. Podobne [ t̃ ] = 1 s, [ t ] = 1, pretoºe [d2/η] = 1 s . . . Z typických hodnôt
pre jadro BM = 0, 5 mT je charakteristická hodnota azimutálneho magnetického po©a na
povrchu jadra. Vyuºije sa v modeloch I, III a IV. V modeli II jeBM zhruba viac ako 100krát
men²ie, teda ≤ 5µT, pretoºe azimutálne pole je Rm krát, teda 100 aº 1000krát vä£²ie ako
poloidálne (Rm je magnetické Reynoldsovo £íslo). �alej hrúbka vrstvy d v modeloch sa
ml£ky predpokladala 2200 km, teda hrúbky vonkaj²ieho jadra. Pri vä£²ích hodnotách E
táto hrúbka by mohla súvisie´ napr. so stabilne strati�kovanou podvrstvou hrúbky 70 aº
1000 km (niº²ia hodnota je pravdepodobnej²ia), alebo e²te ten²ou vrstvou pri povrchu
jadra, ktorej by mohli odpoveda´ zdroje sekulárnych variácií men²ích periód (menej ako
100 rokov); pozri Tabu©ku v Prílohe MH. Systém zbezrozmernených lineárnych rovníc má
nasledujúci tvar

Ro
∂u

∂t
+ ẑ× u = −∇p+ Λ[(∇×B0)× b+ (∇× b)×B0] +Rϑẑ+ E∇2u, (11)

∂b

∂t
= ∇× (u×B0) +∇2b, (12)

1

q

∂ϑ

∂t
− u · ẑ = ∇2ϑ, (13)

4²peciálny tvar ²kálovania teplotnej poruchy ϑ̃ = η∆T
κ

ϑ sa pouºil preto, aby malo modi�kované Rayleighove £íslo ako
aj rovnica vedenia tepla beºne pouºívaný tvar. Pri pouºití jednoduch²ieho ²kálovania ϑ̃ = ∆T ϑ by malo modi�kované
Rayleighove £íslo tvar R = αT g∆Td/2Ω0 η a rovnica vedenia tepla tvar 1

q
∂ϑ
∂t

= 1
q
ẑ · u+∇2

αϑ.
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∇ · u = 0, (14)

∇ · b = 0. (15)

V rovniciach sa objavujú bezrozmerné parametre, vyjadrujúce pomery veli£ín s rovnakým
rozmerom, napr. jednotlivých síl, resp. jednotlivých difúznych koe�cientov

Ro =
η

2Ω0d2
, Λ =

B2
M

2Ω0ρlµη
, E =

ν

2Ω0d2
, R =

αTg∆Td

2Ω0κ
, q =

κ

η
, (16)

kde
Ro � modi�kované Rossbyho £íslo je mierou pomeru periódy rotácie a magnetického difúz-
neho £asu (klasické Rossbyho £íslo Ro = U/Ω0d je mierou pomeru periódy rotácie a £asu
d/U , za ktorý charakteristický tok v systéme s rýchlos´ou U prejde charakteristickú d¨ºku
systému d);
Λ � Elsasserovo £íslo dáva do pomeru magnetickú silu a Coriolisovu silu;
E � Ekmanove £íslo je mierou viskóznych síl vzh©adom ku Coriolisovej sile;
R � modi�kované Rayleighove £íslo meria efektívnu vztlakovú silu vzh©adom ku Coriolisej
sile (kde αT je koe�cient teplotnej roz´aºnosti);
q � Robertsove £íslo je de�nované ako pomer magnetického a teplotného difúzneho £asu.
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4 Modely rotujúcej magnetokonvekcie

Vplyv anizotropie difúznych koe�cientov bol v tejto práci vy²etrovaný v ²tyroch mode-
loch rotujúcej magnetokonvekcie v horizontálnej rovinnej vrstve. Jednotlivé modely sa
lí²ia hlavne kon�guráciou základného magnetického po©a B̃0, orientáciou osi rotácie Ω
a súradnicovou sústavou, v ktorej je daný model rie²ený.

4.1 Základné stavy

Prvé dva modely (model I a model II) sú osovosymetrické vzh©adom na os rotácie, a boli
rie²ené v cylindrickej súradnicovej sústave. Modely III a IV boli rie²ené v kartézskej sú-
radnicovej sústave. Vo v²etkých vy²etrovaných modeloch pôsobí gravita£ná sila kolmo
na horizontálnu vrstvu, teda v smere vertikály g = −gẑ a vrstva je zohrievaná zospodu
a chladená zvrchu5 a vo vrstve je udrºiavaný rovnomerný teplotný gradient. V modeloch
I, II a III má os rotácie takisto vertikálny smer Ω = Ω0 ẑ. V modeli IV je os rotácie
horizontálna Ω = Ω0 x̂. Základné magnetické pole B̃0 je jedine v modeli I nehomogénne
a krivo£iare (B̃0 = BMs/d φ̂ - azimutálne a lineárne rastúce od osi rotácie). V modeli II
je základné magnetické pole homogénne v smere osi z (B̃0 = BM ẑ) a v modeloch III a IV
je homogénne v smere osi y (B̃0 = BM ŷ). V nasledujúcej tabu©ke sú preh©adne opísané
základné vlastnosti modelov rie²ených v tejto práci.

model I − Ω = Ω0 ẑ, B̃0 = BM s̃/d φ̂

model II − Ω = Ω0 ẑ, B̃0 = BM ẑ

model III − Ω = Ω0 ẑ, B̃0 = BM ŷ

model IV − Ω = Ω0 x̂, B̃0 = BM ŷ

z vertikálna os || Ω

vertikálna

Aprox.
vrstva

Polárne oblasti

Ω = Ω0 ẑ

Rovníkové oblasti

Ω = Ω0 x̂

os ⊥ Ω

z

x

jadro
Zeme

jadro
Zeme

Aproximujúca vrstva

6 6
� � 6

-

Obr. 1: Aproximácia polárnych alebo rovníkových oblastí nekone£nou rovinnou vrstvou.

5V modeli I vy²etrujeme aj prípady neutrálnej (s nulovým teplotným gradientom) a stabilnej strati�kácie.
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Kaºdý z týchto modelov má v istých oblastiach zemského jadra svoje geofyzikálne
opodstatnenie a detailný opis jednotlivých modelov je v nasledujúcich kapitolách práce.
Pri vy²etrovaní procesov v zemskom jadre sa ve©mi £asto vyuºíva rozklad geomagnetic-
kého po©a na toroidálnu a poloidálnu £as´. V podmienkach jadra Zeme je toroidálna £as´
reprezentovaná azimutálnym po©om a poloidálna £as´ napr. dipólovým po©om.

Model I je hrubou analógiou podmienok v polárnych oblastiach zemského jadra, nie prí-
liº blízko pólu s dominantným azimutálnym magnetickým po©om. Model II je takisto pre
polárne oblasti jadra, pri£om pozornos´ je sústredená na homogénne vertikálne pole, ktoré
je hrubou analógiou dipólového magnetického po©a v najvrchnej²ích £astiach jadra Zeme.
Model III môºeme povaºova´ za aproximáciu podmienok v polárnych oblastiach jadra,
dostato£ne vzdialených od osi rotácie a teda od pólu, kde je uº homogénne horizontálne
pole dobrým priblíºením azimutálneho magnetického po©a. Posledný model IV, v kto-
rom je smer gravitácie kolmý na rota£nú os, je aproximáciou podmienok v rovníkových
oblastiach jadra Zeme. V¤aka dostato£nej vzdialenosti od stredu Zeme, je homogénne
horizontálne magnetické pole takisto dobrou aproximáciou dominantného azimutálneho
magnetického po©a.

4.2 Módy konvekcie

Vo v²etkých modeloch I−IV vznikajúce poruchy u, b a ϑ môºu by´ osobité, ale aj ve©mi
podobné. Ak poruchy rýchlosti a magnetického po©a u a b, pretoºe sú to bezºriedlové
polia, rozloºíme na poloidálne a toroidálne zloºky (pritom a je horizontálne vlnové £íslo
poruchy)

u = a−2[∇× (∇× wẑ) +∇× ωẑ] a b = a−2[∇× (∇× bẑ) +∇× jẑ], (17)

£ím ako u, tak aj b môºeme vyjadri´ dvojicami skalárnych funkcií w, ω a b, j, tak poruchy
u, b a ϑ, kde ϑ je porucha teploty, môºeme reprezentova´ 5-icou skalárnych reálnych funkcií
w, ω, b, j, ϑ, resp. 5-icou komplexných funkcií W , Ω, B, J , Θ, a to pri f = w, ω, b, j, ϑ
a F =W , Ω, B, J , Θ takto

f(x, y, z, t) = ℜe[F (z)Φ(x, y) exp(λt)] a f(s, φ, z, t) = ℜe[F (z)Φ(s, φ) exp(λt)], (17a)

kde λ = iσ, pri£om σ je frekvencia. Tým poruchy u, b a ϑ v jednotlivých modeloch
I−IV moºno rozlí²i´ formou skalárnej reálnej funkcie f(x, y, z, t), resp. f(s, φ, z, t), teda
formou reprezentovanou rovinnou komplexnou funkciou Φ(x, y), resp. Φ(s, φ). Postupne
rozli²ujeme osovosymetrické a osovonesymetrické poruchy v cylindrickej geometrii, alebo
horizontálne rolky v kartézskej geometrii. Pritom môºu by´ stacionárne (na £ase nezávislé)
alebo nestacionárne, teda λ = 0 alebo λ ̸= 0.

U kaºdého jednotlivého modelu, charakterizovaného základnými po©ami, má konvekcia
svoj osobitý charakter a formu, ktoré sme postupne predpokladali
model I � azimutálne sa ²íriace vlny bu¤ západne alebo východne (σ > 0 alebo σ < 0)
model II � nestacionárne osovosymetrické módy, teda kinematicky ako torzné oscilácie

� stacionárne osovosymetrické módy, teda azimutálne dýzové prúdenia - jets
� horizontálne rolky s osami orientovanými v smere y
(pritom ako v modeli I osovonesymetrické módy, teda západné a východné
vlny sme nevy²etrovali)

model III � horizontálne rolky, ktorých orientácia osí je ur£ená vstupnými parametrami
model IV � horizontálne rolky, ktoré podobne ako v modeli III rozli²ujeme v smere mag.

po©a, kolmo a ²ikmo na¬.
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Ak v modeli I i²lo len o nestacionárne poruchy, tak v ostatných modeloch II−IV pod©a
vstupných parametrov môºu by´ preferované stacionárne alebo nestacionárne poruchy.

Postupne v jednotlivých modeloch máme
model I � f(s, φ, z, t) = ℜe[F (z)Jm(ks) exp(imφ) exp(λt)], m = 1, 2, 3, . . .

model II � f(s, φ, z, t) = ℜe[F (z)Jm(ks) exp(imφ+ λt)], m = 1, 2, 3, . . . (ako v I)
� f(s, φ, z, t) = ℜe[F (z)Jm(ks) exp(imφ+ λt)], m = 0
� f(x, y, z, t) = ℜe[F (z) exp(ikx+ λt)] (17b)

model III � f(x, y, z, t) = ℜe [F (z) exp(ilx+ imy + λt)]

model IV � f(x, y, z, t) = ℜe [F (z) exp(ilx+ imy) exp(λt)] (teda ako v modeli III),

kde Jm(ks) je Besselova funkcia 1. druhu rádu m.
Konvekcia vo forme stacionárnych a nestacionárnych horizontálnych roliek, vy²etrovaná

v modeloch III a IV, je jednozna£ne popísaná dvoma zloºkami l a m horizontálneho
vlnového £ísla. Pár l a m môºe by´ nahradený iným párom

a = (l2 +m2)1/2 a γ = arctg(m/l), (18)

kde ve©kos´ a horizontálneho vlnového £ísla zjednodu²ene voláme horizontálne vlnové £íslo
a γ je uhol sklonu roliek vzh©adom na orientáciu základného magnetického po©a v smere
osi y. Vektor (l, m) ur£uje orientáciu konvektívnych roliek (rolky sú kolmé na vektor)
a v prípade nestacionárnej konvekcie tento vektor ur£uje tieº smer ²írenia vlny [56, 55];
pozri obr. 29 na str. 67.

Treba poznamena´, ºe podobné rolky predpokladáme aj v modeli II, ale ich orientácia
v horizontálnej vrstve je ©ubovo©ná, a preto ich zjednodu²ene orientujeme v smere osi y
pri a = k v (17ab).
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5 Anizotropie difúznych koe�cientov

Anizotropia difúznych koe�cientov má v tejto práci k©ú£ový význam, ke¤ºe hlavným
cie©om tejto práce je zavies´ anizotropiu do modelov rotujúcej magnetokonvekcie a pre-
skúma´ vplyv tejto anizotropie na rôzne vznikajúce módy konvekcie. Na fakt, ºe turbu-
lentné difúzne koe�cienty sú charakterizované anizotropiou, prvýkrát upozornili Braginsky
a Meytlis [5]. Vo vonkaj²om zemskom jadre predpokladali rozvinutú turbulenciu budenú
konvektívne a pokúsili sa ju popísa´ modelom rotujúcej magnetokonvekcie. Nesústredili
sa v²ak na marginálne nestability, ale na tie, ktoré majú najrýchlej²í exponenciálny rast
amplitúdy. Odvodili rozmery vírov, ktoré boli výrazne ovplyvnené základnými silami M
a C, a tým dostali anizotropiu turbulentných difúznych koe�cientov s hodnotami výrazne
zvý²enými v smeroch magnetického po©a a rota£nej osi.

Ná² prístup ku ²túdiu anizotropie difúznych koe�cientov je zásadne iný, ako doteraz
prevládali. Napr. v [16] je príklad vplyvu anizotropných difúznych koe�cientov na £innos´
dynama a v [32] analogicky ako u [5] sa odvádzajú vlastnosti turbulentných difúznych
koe�cientov z modelu rotujúcej magnetokonvekcie. Zatia© £o podmienky nástupu kon-
vekcie s najrýchlej²ím exponenciálnym rastom amplitúdy sa u [5] ²tudovali v nekone£ne
roz©ahlom prostredí, tak v [32] je to v kvádriku (box) na guli, £ím neh©adiac na pries-
torovú ohrani£enos´ bolo moºné ²tudova´ závislosti od zemepisnej ²írky. Hlavný rozdiel
na²eho prístupu nie je v geometrii, teda v na²ich rovinných vrstvách oproti uº spomenu-
tým zjednodu²eniam (neohrani£ený priestor, resp. kvádrik na guli), resp. oproti pokusom
o sférickú geometriu [34]. Nie je ani v na²om dôraze na marginálne módy. My a priori
predpokladáme anizotropné difúzne koe�cienty (podobne ako v [16] v prípade dynama),
a potom ²tudujeme podmienky nástupu konvekcie s tým, ºe vstupné parametre, teda napr.
charakteristické hodnoty difuzivít predpokladáme uº ovplyvnené turbulenciou, a nie ako
v iných, napr. vy²²ie spomenutých ²túdiach rotujúcej magnetokonvekcie s východiskovými
izotropnými difuzivitami a s molekulárnymi hodnotami.

Aj ke¤ sú difúzne £leny v základných rovniciach zanedbate©ne malé oproti ostatným
£lenom, ich vplyv na správanie sa systému je zásadne dôleºitý, ke¤ºe sú to £leny s najvy²-
²ím stup¬om derivácie. Uváºením turbulentného stavu sa charakter difúznych procesov
mení, lebo difúzia uº neprebieha na molekulárnej úrovni, ale je zabezpe£ovaná turbu-
lentnými vírmi. Difúzia uº teda primárne nezávisí od typu tekutiny, ale je skôr funk-
ciou te£ení. Turbulentné víry, ako difúzne prená²a£e, môºu by´ ve©mi výrazne ovplyvnené
rôznymi silami (napr. v prípade geofyzikálnych tokov hlavne Lorentzovou, Coriolisovou,
Archimedovou,. . . ). To vedie k deformácii vírov a v kone£nom dôsledku k zvý²enej di-
fúzii v ur£itých smeroch. Turbulencia a sily pôsobiace na turbulentné toky môºu teda
spôsobova´ anizotropiu difúznych procesov.

V modeloch, prezentovaných v tejto práci, sme v¤aka týmto argumentom uvaºovali
anizotropnú viskozitu a tepelnú difuzivitu6. Koe�cienty viskozity a tepelnej difuzivity
sme do modelov zaviedli v najjednoduch²ej forme, a to vo forme diagonálneho tenzora

ν =

 νss 0 0
0 νφφ 0
0 0 νzz

 alebo

 νxx 0 0
0 νyy 0
0 0 νzz

 , (19)

ktorý má dve z troch zloºiek rovnaké, ale rôzne od tretej zloºky. Rôzne typy anizotropie
súvisia teda s tým, ktoré dve zloºky sú rovnaké.

6Koe�cient magnetickej difúzie nechávame na¤alej izotropný, pretoºe jeho molekulárna hodnota kvôli vysokej vodivosti
jadra je aspo¬ tak ve©ká, ako odpovedajúca turbulentná hodnota.

17



Pomer dvoch rôznych zloºiek nazývame parameter anizotropie, ktorý je jednoduchou
mierou anizotropie a ozna£ujeme ho α. V modeloch I a II, resp. v modeloch III a IV je
parameter anizotropie de�novaný7 nasledovne

α = κss/κzz = νss/νzz, resp. α = κxx/κzz = νxx/νzz. (20)

Dôleºitý je pojem horizontálnej izotropie, ktorý ozna£uje stav, pri ktorom uvaºujeme
difúzne koe�cienty v horizontálnych smeroch rovnaké (νφφ = νss alebo νxx = νyy).

5.1 Strati�ka£ná anizotropia (SA)

Ak je horizontálna izotropia zachovaná, teda ak sú difúzne koe�cienty v horizontálnych
smeroch rovnaké (ale rôzne od koe�cientu vo vertikálnom smere z), nazývame takúto ani-
zotropiu strati�ka£ná anizotropia. Ozna£ujeme ju aj SA anizotropia. V SA prípade má
na dynamiku vírov dominantný vplyv hustotná strati�kácia, ur£ená vertikálnym smerom
gravitácie, resp. Archimedovej vztlakovej sily. Môºeme de�nova´ dva typy strati�ka£nej
anizotropie pod©a toho, £i sú koe�cienty v horizontálnych smeroch vä£²ie alebo men²ie
od koe�cientu vo vertikálnom smere. Ak sú koe�cienty v horizontálnych smeroch vä£²ie
ako vo vertikálnom smere (νφφ = νss > νzz a νxx = νyy > νzz), hovoríme o strati�ka£-
nej anizotropii oceánskeho typu, ktorá je analogická stavu najvrchnej²ích vrstiev oceánu,
ktorý je v¤aka zohrievaniu zvrchu strati�kovaný stabilne, £o má za následok zhor²ený
turbulentný prenos vo vertikálnom smere a ozna£ujeme ju So. Parameter anizotropie je
v tomto prípade vä£²í ako jedna (α > 1).

Ak platí opak, t.j. koe�cient vo vertikálnom smere je vä£²í, ako v horizontálnych sme-
roch (νφφ = νss < νzz a νxx = νyy < νzz), hovoríme o strati�ka£nej anizotropii atmo-
sférického typu a ozna£ujeme ju Sa. Tentokrát ide o analógiu s najspodnej²ou vrstvou
atmosféry, v ktorej je v¤aka rozvinutej konvekcii u©ah£ený turbulentný prenos vo ver-
tikálnom smere. Parameter anizotropie má hodnoty α < 1. V modeloch I, II a IV je
horizontálna izotropia vºdy zachovaná, a preto uvaºujeme len strati�ka£nú anizotropiu
((aj ke¤ Sa alebo So formálne môºe by´ chápaná ako BM ; pozri niº²ie).

5.2 Anizotropia pod©a Braginského a Meytlisa (BM)

Model III umoº¬uje okrem SA anizotropie zavies´ aj anizotropiu, pri ktorej sú difúzne
koe�cienty rovnaké v smeroch y a z, ale vä£²ie od koe�cientu v smere x. V tomto prí-
pade je horizontálna izotropia poru²ená (νyy = νzz > νxx), a túto anizotropiu nazývame
anizotropiou Braginského a Meytlisa a ozna£ujeme ju BM .

Táto BM anizotropia kore²ponduje záverom ²túdie [5] lokálnej turbulencie zemského
jadra, ºe rotácia a azimutálne magnetické pole zvy²ujú difúziu v smeroch rota£nej osi
a magnetického po©a, teda vo vertikálnom smere z a v azimutálnom smere φ, £o vlastne
de�nuje anizotropiu difúznych koe�cientov v nasledujúcom tvare: νzz ∼ νφφ ≫ νss a κzz ∼
κφφ ≫ κss (v cylindrických súradniciach). V základnom stave modelu III je magnetické
pole orientované v smere y a os rotácie v smere z a pod©a [5] je zvý²ená difúzia práve
v týchto smeroch. Pod©a týchto argumentov môºeme v modeli II formálne stotoºni´ Sa
anizotropiu s BM anizotropiou, lebo aj os rotácie aj magnetické pole sú orientované vo
vertikálnom smere z. Podobne aj v modeli IV môºeme formálne stotoºni´ So anizotropiu
s BM anizotropiou, lebo aj os rotácie aj magnetické pole leºia v horizontálnych smeroch
a horizontálna izotropia je zachovaná.

7Pri zavedení anizotropie sme vyuºili nasledujúce zjednodu²enia. Anizotropia je zadaná len dvoma koe�cientami, lebo
dva z troch koe�cientov sú vºdy rovnaké. Anizotropia viskozity aj tepelnej difuzivity je rovnaká, t.j. parameter anizotropie
α pre viskozitu aj pre tepelnu difuzivitu je rovnaký.

18



6 Model I

6.1 Model s azimutálnym magnetickým po©om

Model vychádza z práce Sowarda [50], v ktorej skúmal stabilitu systému s azimutálnym
magnetickým po©om a na²iel analytické rie²enie v tvare periodických tepelne alebo mag-
neticky hnaných nestabilít. Tieto tepelne hnané nestability nazývame nestability typu
MAC v¨n, pretoºe vznikajú ako dôsledok základnej rovnováhy troch dominantných síl,
Lorentzovej (magnetickej), Archimedovej (vztlakovej) a Coriolisovej, a ku svojmu vzniku
potrebujú nestabilnú strati�káciu (Rayleighove £íslo je kladné). Magnetickými nestabili-
tami ozna£ujeme bu¤ nestability typu MC v¨n, ktoré môºu vznika´ v nestrati�kovanom
prostredí (Rayleighove £íslo je nulové), alebo magneticky hnané MAC vlny, ktoré existujú
v stabilne strati�kovanom prostredí (Rayleighove £íslo je záporné). Tepelné aj magnetické
nestability sú osovo nesymetrické vlny ²íriace sa v azimutálnom smere pozd¨º silo£iar mag-
netického po©a západným alebo východným smerom. Tieto nestability môºu by´ dôleºitou
sú£as´ou genera£ných procesov a môºu by´ dôleºité pri chápaní niektorých sekulárnych
variácií. Magneticky hnané nestability £erpajú energiu ku svojmu vzniku z magnetického
po©a, £ím ho oslabujú, a preto môºu slúºi´ ako regulátor, ktorý zabra¬uje extrémnemu
nárastu magnetického po©a a môºu by´ dôleºité pri inverziách magnetického po©a [20].

Pôvodný Sowardov model bol na na²om pracovisku vo viacerých krokoch modi�kovaný
s uváºením niektorých ¤al²ích zloºitostí lep²ie modelujúcich reálne podmienky. Problém
bol rie²ený nielen s rovnomernou ale aj s nerovnomernou strati�káciou [2], [42], bol ²tu-
dovaný z h©adiska magnetohydrodynamiky stredných polí [6], [7], [44], uvaºovali sa rôzne
kombinácie mechanických a elektrických hrani£ných podmienok a ich vplyv na vlastnosti
vznikajúcich nestabilít [7], [8], [44], [43], [45]. �alej boli uvaºované viskózne sily, ktoré sú
oproti trom základným silám zanedbate©ne malé, ale napriek tomu výrazne ovplyv¬ujú
výsledné rie²enia [43], £o viedlo napr. k objavu nových módov typu MC v¨n, ktoré ku
svojej existencii potrebujú práve viskozitu [9]. V posledných rokoch sa pri rie²ení tohto
problému pouºili nové matematické (hlavne asymptotické postupy), ktoré potvrdili a vy-
svetlili mnohé vlastnosti nestabilít, ktoré boli zistené v predchádzajúcich numerických
postupoch [47]. V prípadoch jednoduch²ích hrani£ných podmienok bola aplikovaná aj
slabo nelineárna analýza [36].

V modeli I (a neskôr aj v modeli II) pouºívame cylindrickú geometriu, v ktorej máme
horizontálne smery (azimutálny φ � smer a radiálny s � smer) a vertikálny z � smer.
Anizotropiu zavádzame do problému v takom zmysle (najjednoduch²ia moºná forma), ºe
tepelná difuzivita má v horizontálnych smeroch inú hodnotu (κss, κφφ) ako vo vertikálnom
smere (κzz), pri£om predpokladáme, ºe v horizontálnych smeroch uvaºujeme izotropnú
difuzivitu (tepelná difuzivita je vo φ � smere rovnaká ako v s � smere, κss = κφφ) [10,
71, 72]. Uvaºovaním anizotropných difuzivít sa s koe�cientom difúzie ¤alej narába ako
s diagonálnym tenzorom (19)

ν =

 κss 0 0
0 κφφ 0
0 0 κzz


a difúzny £len má potom nasledujúci tvar

∇ · (κ · ∇ϑ̃) = ∇ ·
[
κzz(∂zϑ̃)ẑ+ κss(∂sϑ̃)ŝ+ κφφs

−1(∂φϑ̃)φ̂
]
.

Ak predpokladáme, ºe κss = κφφ, tak po vykonaní príslu²ných derivácií dostaneme difúzny
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£len do tvaru
κzz∂

2
zzϑ̃+ κsss

−1∂s(s∂sϑ̃) + κsss
−2∂2φφϑ̃.

�alej vyberieme pred zátvorku koe�cient κzz, v zátvorke sa nám tak objaví podiel koe�-
cientov κss/κzz a výraz napí²eme v tvare

κzz

[
∂2zzϑ̃+

κss
κzz

(
s−1∂s(s∂sϑ̃) + s−2∂2φφϑ̃

)]
.

Tento podiel κss/κzz ozna£íme symbolom αϑ a budeme ho ¤alej nazýva´ koe�cientom
anizotropie, lebo udáva mieru anizotropie, t.j. odchýlku od izotropného prípadu (αϑ = 1).
Kone£ný tvar difúzneho £lena po jednoduchých algebraických úpravách v anizotropnom
prípade vyzerá nasledovne

κzz
[
(1− αϑ) ∂

2
zz + αϑ∇2

]
ϑ̃. (21)

�ahko môºeme overi´, ºe v izotropnom prípade (αϑ = 1) sa difúzny £len zmení na známy
tvar κ∇2ϑ̃. Úplne rovnaký postup pouºijeme na odvodenie viskózneho £lena pre anizot-
ropný prípad, pri£om koe�cient anizotropie je teraz podiel koe�cientov viskozity νss/νzz
a ozna£ujeme ho αν . Viskózny £len môºeme potom napísa´ v tvare

νzz
[
(1− αν) ∂

2
zz + αν∇2

]
u. (22)

�alej budeme predpoklada´, ºe obidva koe�cienty anizotropie sú rovnaké, t.j. αν = αϑ =
α, ale v rovniciach ich budeme rozli²ova´, aby bolo zrejmé, ktorý koe�cient kore²ponduje
svojej difúzii.

Pojem anizotropie difúznych koe�cientov je v tejto práci k©ú£ový. Preto opakujeme,
ºe pod©a hodnoty, ktorú nadobúda koe�cient anizotropie α, rozli²ujeme dva prípady ani-
zotropie: v prípade, ke¤ je difuzivita vo vertikálnom smere vä£²ia ako v horizontálnom
smere (κzz > κss, α < 1), hovoríme o anizotropii atmosférického typu (alebo o Sa ani-
zotropii); naopak, ke¤ je difuzivita vo vertikálnom smere men²ia ako v horizontálnom
smere (κzz < κss, α > 1), hovoríme o anizotropii oceánskeho typu (alebo o So anizot-
ropii). Názvy oceánska a atmosférická anizotropia súvisia s analogickými prípadmi ani-
zotropií, ktoré sa predpokladajú v povrchových vrstvách oceánu, resp. v najspodnej²ej
£asti atmosféry. Oceány (cez de¬) sú zahrievané zvrchu, a preto sú s´aºené podmienky
pre konvekciu, prípadne turbulentné premie²avanie vo vertikálnom smere. Av²ak v¤aka
¤al²ím efektom (napr. te£eniami indukovanými vetrami, slapovými javmi, pridnovými
te£eniami, . . . ) premie²avanie v horizontálnych smeroch je výrazné. Molekulárna visko-
zita vody je ν ∼ 10−6m2s−1. Hodnoty turbulentných viskozít sú silne závislé na charak-
tere te£ení v oceánoch, a preto ich hodnoty sú uvádzané v ²irokých intervaloch. Máme
νzz ∈ (10−5, 10−1) a νss ∈ (10, 105) v jednotkách m2s−1, £o jednozna£ne nazna£uje, ºe ani-
zotropný koe�cient α ≫ 1 pre povrchové vody oceánov; pozri napr. [14]. Najspodnej²ia
£as´ atmosféry je zahrievaná zo spodu, a preto na základe analogických úvah ako pre oce-
ány máme pre spodnú atmosféru α ≪ 1. Takºe môºeme rozli²ova´ �silnú� , resp. �slabú�
anizotropiu, pod©a toho, ako ve©mi sa lí²ia koe�cienty κzz a κss. Pre silnú anizotropiu
platí α≫ 1 alebo α≪ 1 a pre slabú anizotropiu platí α = O(1), ale α ̸= 1.

6.2 Základné rovnice

V tomto modeli uvaºujeme nasledujúci základný stav

Ũ 0 = 0, B̃0 = BM
s̃

d
φ̂, T̃0 = Tl −∆T

z̃ + d/2

d
, (23)
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Obr. 2: Model rotujúcej magnetokonvekcie s azimutálnym základným magnetickým po©om lineárne ras-
túcim so vzdialenos´ou od osi rotácie v nekone£nej horizontálnej nestabilne strati�kovanej vrstve s verti-
kálnym teplotným pro�lom T̃0(z̃).

kde Ũ 0 je rýchlos´, B̃0 je azimutálne magnetické pole, lineárne rastúce so vzdialenos´ou
s̃ od z-ovej osi rotácie a T̃0(z̃) je vertikálny teplotný pro�l.

V¤aka predpokladu nekone£ne malých amplitúd porúch môºeme základné rovnice zli-
nearizova´ a zbezrozmerni´ na takýto tvar, pri£om uº uvaºujeme anizotropný koe�cient
viskozity a tepelnej difuzivity

[Ro∂tu+] ẑ× u =

= −∇p+ Λ [(∇× sφ̂)× b+ (∇× b)× sφ̂] +Rϑẑ+ Ez

[
(1− αv) ∂

2
zz + αv∇2

]
u, (24)

∂tb = ∇× (u× sφ̂) +∇2b, (25)

(1/qz)∂tϑ = ẑ · u+
[
(1− αϑ) ∂

2
zz + αϑ∇2

]
ϑ, (26)

∇ · u = 0, ∇ · b = 0. (27)

V rovniciach sa objavujú bezrozmerné £ísla (16), pri£om anizotropia spôsobila, ºe Ekma-
nove aj Robertsove £íslo majú dve varianty, vertikálnu a horizontálnu. Máme teda dve Ek-
manove £ísla Ez = νzz/2Ω0d

2, Es = νss/2Ω0d
2 a dve Robertsove £ísla qz = κzz/η, qs =

κss/η. V¤aka vhodne zavedeným koe�cientom anizotropie αϑ = κss/κzz a αv = νss/νzz
v rovniciach priamo vystupujú len vertikálne zloºky týchto bezrozmerných £ísel. Ostatné
bezrozmerné £ísla sú ²tandartné uº opísané bezrozmerné £ísla: R - modi�kované Rayleigh-
ove £íslo, Λ - Elsasserove £íslo a Ro - Rossbyho £íslo.

Rozdelením porúch rýchlosti u a porúch magnetického po©a b na poloidálnu a toro-
idálnu £as´

u = k−2[∇× (∇× wẑ) +∇× ωẑ],

b = k−2[∇× (∇× bẑ) +∇× jẑ], (28)

s neznámymi funkciami (w, ω, b, j), ktoré majú tvar

f(z, s, φ, t) = ℜe[F (z)Jm(ks) exp(imφ+ λt)], (29)

sú poruchy u, b reprezentované funkciami W (z), Ω(z), B(z), J(z). Pre skalárne teplotné
poruchy ϑ a ich funkciu Θ(z), ktorá ich reprezentuje, takisto platí vz´ah (29). Teda sym-
boly f, F znamenajú v (29) v²etky odpovedajúce dvojice ϑ, Θ ; w, W ; ω, Ω ; b, B a j, J .
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Pritom w, W a b, B reprezentujú poloidálne, zatia©£o ω, Ω a j, J toroidálne zloºky vek-
torov u a b (rovnako je to aj v nasledujúcich modeloch v tejto práci). Jm(k s) je Besselova
funkcia, celé £íslo m a reálne k sú azimutálne a radiálne vlnové £íslo, λ je komplexná frek-
vencia v zmysle λ = iσ pri reálnej frekvencii σ.

Reprezentujúce funkcie w, ω, b, j a ϑ pre nestability, t.j. poruchu rýchlosti u , poruchu
magnetického po©a b a poruchu teploty ϑ, sa riadia nasledujúcim systémom lineárnych
oby£ajných diferenciálnych rovníc

0 = DW − Λ(2DB − imJ) + [Ez(D
2 − ανk

2)−Roλ]Ω , (30)
k2RΘ = −DΩ + Λ[2DJ + im(D2 − k2)B] + (D2 − k2)[Ez(D

2 − ανk
2)−Roλ]W, (31)

λB = (D2 − k2)B + imW, (32)
λJ = (D2 − k2)J + imΩ , (33)
λ

qz
Θ = W + (D2 − αϑk

2)Θ , (34)

kde D = d/dz.
Kvôli matematickej zvládnute©nosti zavedenia anizotropie difúznych koe�cientov sme

volili najjednoduch²ie moºné hrani£né podmienky na z = ±1/2, t.j. mechanicky vo©né,
a tepelne i elektricky nekone£ne vodivé

W = D2W = DΩ = B = DJ = Θ = 0. (35)

Elimináciou funkcií Ω, J, B aΘ z rovníc (30−34) a uvaºovaním rie²eniaW = W0 cos(πlz),
kde πl = (2l−1)π (l = 1, 2, 3, . . .) je vertikálne vlnové £íslo, dostávame disperznú rovnicu,
resp. vz´ah pre Rayleighove £íslo v tvare

Rk2
K2 + λ

K2
α + ζλ

=
π2(K2 + λ− 2miΛ)2 +K2 [Ez(K

2 + λ)K2
α +m2Λ]

2

Ez(K2 + λ)K2
α +m2Λ

, (36)

kde ζ = 1/qz, K2 = π2
l + k2 a K2

α = π2
l + αk2. Pritom sme predpokladali, ºe Rossbyho

£íslo Ro = 0. �alej v podkapitole 6.5 Numerické výsledky u MAC módov sú výpo£ty
prezentované len pre vertikálne vlnové £íslo πl = π, pretoºe MAC módy s práve najmen²ím
πl sú preferované, teda práve ony majú ²ancu ma´ najmen²ie Rayleighove £íslo. U MC
módov je v 6.5 takisto len πl = π, a to hlavne kvôli stru£nosti a jednoduchosti.

6.3 Minimalizácia; ur£enie kritických £ísel Rc, kc a σc u MAC módov

Pri lineárnej stabilitnej analýze v problémoch rotujúcej magnetokonvekcie sa pri zadaných
vstupných parametroch h©adajú také základné charakteristiky nestability (vlnové £ísla
a frekvencia), ktoré ur£ia naj©ah²ie sa vybudite©nú poruchu.

K naj©ah²iemu vybudeniu nestability sa pristupuje dvoma rôznymi spôsobmi. Prvý -
známy ako ur£enie marginálnej nestability, resp. konvekcie, a ktorý je vyuºívaný v tejto
práci, sústre¤uje pozornos´ na Rayleighove £íslo, a to na ur£enie jeho minimálnej hodnoty
pri a priori daných vstupných parametroch, vedúce k jeho minimalizácii pri uváºení jeho
závislosti na vlnových £íslach a frekvencii vznikajúcej nestability. Marginálna konvekcia je
pomenovaná pod©a toho, ºe amplitúdy vznikajúcich porúch v £ase ani nerastú, ani nekle-
sajú. Pri predpokladanom £asovom exponenciálnom vývine, teda pri poruchách úmerných
expλt sa pre λ = λr + iσ poºaduje λr = 0.

V druhom prístupe ur£enia naj©ah²ie vybudenej nestability sa dôraz kladie na kom-
plexnú frekvenciu λ s tým, ºe �rýchlos´ rastu� (growth rate) nestabilít λr, závislé od
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vlnových £ísel, sa maximalizuje. Teda pri a priori daných vstupných parametroch (tento-
raz aj Rayleighove £íslo) je naj©ah²ie vybudená tá nestabilita, ktorej amplitúdy porúch
v £ase exponenciálne najvýraznej²ie rastú. Rast je dôleºitý, a preto musí by´ splnená
podmienka λr ≥ 0.

�alej uº pozornos´ sústre¤me len na prvý spôsob ur£enia �naj©ah²ie vybudených mó-
dov nestability� - na marginálnu nestabilitu s λr = 0. Znamená to aj, ºe h©adáme takú
poruchu, ktorá vznikne pri najmen²om moºnom Rayleighovom £ísle. Toto Rayleighove
£íslo uº nazývame kritickým Rayleighovým £íslom Rc, jemu odpovedajúce kritické ra-
diálne vlnové £íslo kc a kritickú frekvenciu σc. Pri h©adaní kritických £ísel sa vychádza
z výrazu (36) pre Rayleighove £íslo, ktorý má tvar komplexného £ísla. Teda sa dá na-
písa´ vo v²eobecnosti v tvare R = ℜe(R) + iℑm(R). Rayleighove £íslo je bezrozmerné
£íslo vhodne poskladané zo základných fyzikálnych veli£ín, a teda je to reálne £íslo. Preto
môºme poloºi´ imaginárnu £as´ výrazu (36) rovnú nule (ℑm(R) = 0), £o nám dá dôleºitú
rovnicu pre výpo£et frekvencie σ v tvare polynómu piateho stup¬a. Reálna £as´ nám dá
predpis pre výpo£et hodnoty Rayleighovho £ísla. Teda postup na výpo£et Rayleighovho
£ísla je taký, ºe pri zadaných vstupných parametroch (Elsasserove £íslo Λ, Ekmanove
£ísla Ez a Es, Robertsove £ísla qz a qs, parameter anizotropie α, vertikálne vlnové £íslo
πl a azimutálne vlnové £íslo m)8 si zvolíme radiálne vlnové £íslo k, spo£ítame korene po-
lynómu ℑm(R) = 0, z ktorých vyberieme fyzikálne vhodný kore¬ (kladný alebo záporný
reálny kore¬ pod©a toho, £i vy²etrujeme západné alebo východné módy). Takto vypo£í-
tanú frekvenciu spolu s k nej prislúchajúcim radiálnym vlnovým £íslom a ostatné vstupné
parametre dosadíme do výrazu ℜe(R) a spo£ítame Rayleighove £íslo. Úlohou je nájs´
také radiálne vlnové £íslo a jemu odpovedajúcu frekvenciu, ktoré pri v²etkých ostatných
kon²tantných vstupných parametroch dávajú najmen²ie Rayleighove £íslo. Nasledujúce
obrázky objas¬ujú postup h©adania kritického Rayleighovho £ísla ako aj základné vlast-
nosti MAC módov [61].

V prezentácii numerických výsledkov pomocou kriviek a grafov na obrázkoch a po-
dobrázkoch budeme pouºíva´ systematicky nasledujúce pomenovania. Obrázky budú ma´
beºne pouºívaný význam a zna£ené budú prirodzeným £íslom (napr. obrázok 3, resp. obr.
3). Podobrázky na nich pomenujeme grafy a ich zna£enie bude £íslo odpovedajúce ob-
rázku, ale s indexom - malým písmenom abecedy (napr. graf 3c alebo grafy 3ab). Krivky
na obrázkoch, resp. grafoch budú ²peci�kované plnos´ou, bodkovaním, prípadne farbou
a £asto k nim bude pridaná hodnota parametra alebo veli£iny, na ktoré sa vz´ahujú.

Na grafe 3a vidíme závislos´ Rayleighovho £ísla na radiálnom vlnovom £ísle, kde jed-
notlivé krivky súvisia s rôznymi hodnotami Elsasserovho £ísla Λ, pri£om v²etky ostatné
vstupné parametre sú kon²tantné. �al²ie dva grafy 3b a 3c opisujú závislos´ kritického
Rayleighovho £ísla Rc a kritického radiálneho vlnového £ísla kc na Elsasserovom £ísle pre
jeden konkrétny MAC mód v izotropnom prípade. V²imnime si najprv krivku s Λ = 0,01
na grafe 3a. Rayleighove £íslo ako funkcia radiálneho vlnového £ísla k má dve lokálne
minimá. Prvé minimum sa dosahuje pri hodnote radiálneho vlnového £ísla pribliºne k ∼ 3
a Rayleighove £íslo v ¬om má hodnotu R ∼ 40000. Druhé minimum je pri hodnote
k ∼ 200 a Rayleighove £íslo v tomto minime má hodnotu R ∼ 1300. Druhé minimum
teda dáva men²iu hodnotu Rayleighovho £ísla R, a ke¤ºe sa zaujímame o najmen²ie
moºné Rayleighove £íslo, práve toto druhé minimum je h©adané kritické Rayleighove £íslo
Rc. Z fyzikálneho h©adiska to znamená, ºe sú moºné dva nezávislé módy spojené s dvoma
lokálnymi minimami, pri£om je preferovaný druhý mód, ktorý nazývame aj viskózny mód

8Takto postupujeme, ak máme dôvod predpoklada´, ºe niektoré pevne dané zloºky vlnového £ísla, napr. ako v práve
rie²enom probléme πl = π a m = 1, garantujú minimálne Rayleighove £íslo, ktoré vnímame aj ako funkciu v²etkých zloºiek
vlnového £ísla. Môºe by´ aj iný dôvod sústredi´ záujem len na vybrané zloºky vlnových £ísel.
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Obr. 3: (a) Rayleighove £íslo R v závislosti na radiálnom vlnovom £ísle k pre rôzne hodnoty Elsasserovho
£ísla Λ. Lokálne minimum dáva h©adané kritické Rayleighove £íslo Rc (b) a kritické radiálne vlnové £íslo
kc (c).

(lebo v neviskóznom prípade neexistuje)9. Prvý nepreferovaný mód nazývame hydromag-
netický MAC mód. Na grafoch 3b a 3c vidíme, ºe pri hodnote Elsasserovho £ísla Λ = 0,01
(teda pri relatívne slabom magnetickom poli) je kritické Rayleighove £íslo Rc ∼ 1300
a kritické radiálne vlnové £íslo kc ∼ 200. Ak sa na grafe 3a pozrieme na krivku s Λ = 0,05,
vidíme, ºe má opä´ dve minimá, pri£om prvé minimum uº dáva men²iu hodnotu Ray-
leighovho £ísla R ako v prípade prvej krivky s Λ = 0,01. Druhé minimum sa zvý²ením
hodnoty Λ nezmenilo a hlavne dáva stále men²iu hodnotu Rayleighovho £ísla ako prvé
minimum. Teda aj pri Λ = 0,05 je viskózny mód preferovaný pred hydromagnetickým.
Z grafov 3b a 3c vidie´, ºe aj pri hodnote Λ = 0,05 je kritické Rayleighove £íslo Rc ∼ 1300
a kritické radiálne vlnové £íslo kc ∼ 200. Viskózny mód, ktorý je na magnetickom poli
nezávislý, je stále preferovaný. Podobné správanie je aº po hodnotu Λ ∼ 0,3, pri ktorej
(ako vidno na krivke 0,3 na prvom grafe) sa prvé minimum vyrovná druhému. Obidve
minimá, ktoré sa dosahujú pri rôznych hodnotách radiálneho vlnového £ísla k, dávajú rov-
nakú hodnotu Rayleighovho £ísla R. Znamená to, ºe existuje istá hodnota Elsasserovho
£ísla Λ, pri ktorej sú viskózny a hydromagnetický mód rovnako preferované. Na krivke
grafu 3b je táto rovnaká preferencia v mieste, kde sa mení charakter krivky z takmer
kon²tantnej na krivku podobnú parabole. Graf 3c ukazuje túto vlastnos´ nespojitos´ou

9Sakuraba [38] mal rozumný dôvod pomenova´ tento mód ako geostro�cký mód; napriek tomu, ºe geostro�cká rovnováha
uvaºuje len 2 sily, a to Coriolisovu a gradient tlaku. U tohoto geostro�ckého, resp. viskózneho módu e²te základná rovnováha
nie je ur£ovaná silami M, A a C, ktoré zabezpe£ujú dynamickú rovnováhu u MACmódov. U MACmódov, £i u �geostro�ckého
módu� síce základnú rovnováhu ur£ujú sily M, A a C, £i sily od ∇p a C, ktoré svojou ve©kos´ou prevaºujú nad ostatnými
silami, ale tým, ºe ich sú£et je blízky nule, sa dáva ²anca prejavi´ sile aj ke¤ zanedbate©nej ve©kosti (u nás viskózna sila),
ale najvýznamnej²ím spôsobom dorovnávajúcej takmer nulový sú£et M+A+C, resp. ∇p+C.
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a skokom z hodnoty k ∼ 200 na hodnotu k ∼ 3. �al²ím zvy²ovaním Elsasserovho £ísla
je uº prvé minimum (dosahované pri radiálnom vlnovom £ísle k ∼ 3) men²ie ako druhé
minimum (k ∼ 200), £o znamená, ºe hydromagnetický mód je uº preferovaný pred viskóz-
nym módom. Ak si v²imneme krivku Λ = 10, tak vidíme, ºe minimum hydromagnetického
módu je uº výraznej²ie men²ie ako minimum viskózneho módu. Pre vy²²ie hodnoty Λ uº
druhé minimum prestáva existova´, £o vidíme napr. na krivke Λ = 100, kde je uº len akýsi
zákmit, ale uº tam nie je lokálne minimum. Pre e²te vy²²ie hodnoty Λ (napr. Λ = 500)
uº existuje jediné lokálne minimum súvisiace s hydromagnetickým módom a zvy²ovaním
hodnoty Λ sa toto minimum dosahuje pri vä£²ích hodnotách radiálneho vlnového £ísla k
a Rayleighove £íslo v tomto minime sa tieº postupne zvä£²uje. Na grafoch 3b a 3c je to
potom zrejmé z rastúcej závislosti ako Rc na Λ, tak aj kc na Λ.
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Obr. 4: Ur£enie Rc a kc pre magneticky hnaný MAC mód; Rayleighove £íslo R v závislosti na radiál-
nom vlnovom £ísle k pre rôzne hodnoty Elsasserovho £ísla Λ. Lokálne maximum dáva h©adané kritické
Rayleighove £íslo Rc a kritické radiálne vlnové £íslo kc.

Pre úplnos´ e²te schematicky opí²eme postup h©adania kritických £ísel magneticky
hnaných MAC módov, ktoré vznikajú v stabilne strati�kovanom prostredí (Rayleighove
£íslo je záporné). V takomto prípade v podstate uº neide o minimalizáciu Rayleighovho
£ísla R vzh©adom na radiálne vlnové £íslo k a frekvenciu σ, ale o maximalizáciu, ke¤ºe sa
zameriavame na MACmódy so záporným Rayleighovým £íslom [61]. V absolútnej hodnote
v²ak opä´ h©adáme minimálne Rayleighove £íslo, preto sa postup v ni£om neodli²uje od
postupu h©adania Rc, kc a σc v nestabilne strati�kovanom prostredí (kladné Rayleighove
£ísla). Na obrázku 4 máme krivky závislosti R vs k pre rôzne hodnoty Elsasserovho £ísla Λ.
V²etky krivky majú rovnaký tvar podobný obrátenej parabole s lokálnym maximom, ktoré
dáva h©adanú hodnotu kritického Rayleighovho £ísla Rc a radiálne vlnové £íslo, pri ktorom
sa toto maximum dosahuje, je h©adané kritické radiálne vlnové £íslo kc s ktorým tieº súvisí
kritická frekvencia σc. Z polohy lokálnych maxím vidíme, ºe sa nárastom Elsasserovho
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£ísla Λ posúvajú smerom k niº²ím hodnotám Rc (v absolútnej hodnote) a dosahujú sa pri
vä£²²ích radiálnych vlnových £íslach k.

6.4 Nulová strati�kácia R = 0; ur£enie k a σ u MC módov

Ak sa zaoberáme magneticky hnanými módmi typu MC v¨n, tak základné charakteristiky
týchto módov, radiálne vlnové £íslo k a frekvenciu σ uº h©adáme iným spôsobom ako
minimalizáciou. Pre MC módy je charakteristické, ºe existujú v nestrati�kovanom pro-
stredí, teda pri nulovom Rayleighovom £ísle (R = 0) [47, 61]. Zatia© £o pri minimalizácii
a h©adaní kritického Rayleighovho £ísla bola úloha taká, ºe sme mali nájs´ mód s takým
radiálnym vlnovým £íslom a frekvenciou, ktorý vznikne naj©ah²ie (teda pri najmen²om lo-
kálnom minime z existujúcich lokálnych miním R), v tomto prípade h©adáme mód s takým
radiálnym vlnovým £íslom k a frekvenciou σ, ktorý vznikne pri presne nulovom Rayle-
ighovom £ísle. Takºe odpadá uprednost¬ovanie módov s najmen²ím |R| (vo v²eobecnosti
nenulovým R) a ak si pripomenieme, ºe u preferovaných MAC módov malo vertikálne
vlnové £íslo πl zo v²etkých moºných prirodzených násobkov π práve najmen²iu hodnotu
πl = π, tak teraz u MC módov v²etky hodnoty πl = π, 2π, 3π, . . . sú rovnocenné. Kvôli
jednoduchosti a hlavne pri dôraze na ²túdium vplyvu anizotropie difúznych koe�cientov
na¤alej budeme predpoklada´, ºe πl = π, hoci ostatné πl s celo£íselnými násobkami π
práve u MC módov majú výrazné fyzikálne opodstatnenie [47].

Disperznú rovnicu (36) pri R = 0 a λ = iσ môºeme vníma´ ako systém dvoch rovníc
pre dve neznáme σ a k, pretoºe z nulovej hodnoty komplexného £ísla sú rovné nule i jeho
reálna a imaginárna £as´. Pri K2 = k2 + π2

l , K
2
α = αk2 + π2

l , πl = π l (l = 1, 2, 3, . . .)
a A = K2/π2 máme

(Ez σ lα)2A = 1 a σ =
2mΛ

1 + µ lαA(1 + εl lαA2)
. (37)

Pritom lα = K2
α/K

2, µ = m2EzΛ, εl = (π4
l Ez)/(m

2Λ), kde πl = π je vertikálne vlnové
£íslo.

Osobitý význam, a to £asto v prechodoch MAC módov na MC módy a opa£ne má
prípad nulového radiálneho vlnového £ísla k = 0, kedy K2 = π2 a A = 1. �alej lα = 1,
a práve tento vz´ah dokazuje, ºe pri k = 0 anizotropný koe�cient α stráca svoj vplyv na
(37), a teda na MC módy. Pritom z (37) vyplýva dôleºitý a jednoduchý vz´ah

ΛEz = 1 + π4E2
z l

4, (38)

kde uvaºujeme l = 1 a pri Ez ≪ 1 máme ΛEz
.
= 1 pre v²etky α, £o sa £asto vyuºíva v £asti

9.5.2 v numerických výsledkoch. Izotropná verzia (37) s α = 1 a lα = 1 spolu s (38) boli
odvodené v [47].

Vzh©adom na zadané vstupné parametre sa vy£lenili dva rôzne prípady h©adania MC
módov. Rozhodujúci je typ anizotropie (hodnota α) a hodnota Ekmanovho £ísla Ez, ktorá
cez podmienku ΛEz = 1 dáva hodnotu Elsasserovho £ísla Λ = 1/Ez, ktorá ur£í, £i existujú
dva MC módy (Λ < 1/Ez), alebo len jeden MC mód Λ > 1/Ez. V obidvoch prípadoch
dochádza pri ve©kých hodnotách Elsasserovho £ísla Λ a Ekmanovho £ísla Ez k poklesu
kritického Rayleighovho £ísla Rc MAC módu k nulovej hodnote. Rozdiel je v tom, ako
sa správa krivka R = R(k), dôleºitá pri minimalizácii. Najprv sa pozrieme na prípad
Λ < 1/Ez, ke¤ existujú dva MC módy. Tento prípad môºe nasta´ jedine v prípade So
anizotropie, teda pri α > 1.

Na obrázku 5, vyjadrujúcom závislos´ R = R(k) v anizotropnom prípade α = 10, sa
jednotlivé krivky lí²ia rôznou hodnotou Elsasserovho £ísla Λ. V²imnime si najprv krivku
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Obr. 5: Prechod MAC módu na dva MC módy pri rastúcom Λ v anizotropnom prípade α = 10; Rayleigh-
ove £íslo R v závislosti na radiálnom vlnovom £ísle k pre rôzne hodnoty Elsasserovho £ísla Λ. Priese£níky
kriviek s priamkou R = 0 dávajú radiálne vlnové £ísla MC módov.

ozna£enú Λ = 223,5. Lokálne minimum je spojené s kritickým Rayleighovym £íslom MAC
módu. Pre vä£²ie hodnoty Λ sa toto minimum posúva k e²te men²ím hodnotám Rc (vi¤
krivku Λ = 224). Existuje hodnota Λo, pri ktorej sa lokálne minimum dotkne priamky
R = 0 (na grafe to nie je nakreslené). Takému módu hovoríme MC mód, lebo Archimedova
(vztlaková) sila je nulová, a teda systém je bez strati�kácie. �al²ím zvy²ovaním Λ sa
lokálne minimum posúva do záporných hodnôt R a krivka R = R(k) teda pretne priamku
R = 0 v dvoch bodoch. Znamená to, ºe pri ur£itej hodnote Λ existujú dva rôzne MC
módy s rôznymi radiálnymi vlnovými £íslami k a frekvenciami σ. Platí pritom, ºe MC mód
s men²ím radiálnym vlnovým £íslom má vy²²iu frekvenciu a naopak. MC mód s vy²²ou
frekvenciou pomenujeme rýchly, a ten druhý pomalý MC mód. Postupným zvy²ovaním
Elsasserovho £ísla Λ sa krivka R = R(k) posúva k stále men²ím hodnotám a priese£níky
tejto krivky v nulovej hodnote sa od seba stále viac vzdia©ujú (vi¤ napr. krivku Λ = 225,5).
To znamená, ºe zvy²ovaním magnetického po©a (zvy²ovaním Λ) sa dva vznikajúce MC
módy od seba stále viac odli²ujú v radiálnych vlnových £íslach a aj vo frekvenciách.

Teraz sa môºme pozrie´ na druhý prípad Λ > 1/Ez, kde existuje vºdy len jeden MC
mód. V izotropnom prípade a v prípade Sa anizotropie môºe nasta´ len tento prípad.
To znamená, ºe pre α ≤ 1 moºe existova´ len jeden MC mód, pre ktorý je nutnou pod-
mienkou existencie práve Λ > 1/Ez, bez oh©adu na hodnotu parametra anizotropie α.
Znovu sú dôleºité krivky závislosti R = R(k), ktoré sú nakreslené na obrázku 6. Rôzne
krivky opä´ súvisia s rôznou hodnotou Elsasserovho £ísla Λ. Ak sa pozrieme na krivku
Λ = 900, vidíme, ºe tieº obsahuje lokálne minimum, ktoré nám dáva kritické Rayleigh-
ove £íslo pre MAC mód. Zvä£²ením Λ na hodnotu 995 sa toto minimum dosahuje pri
men²ej hodnote radiálneho vlnového £ísla k a kritické Rayleighove £íslo spojené s týmto

27



0,01 0,1 1 10
-1000

-500

0

500

1000

1050100510011000.1

1000 995 Λ = 900

R

k

MAC -> MC,  E = 1.e-3,  q = 1.001
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s priamkou R = 0 dáva radiálne vlnové £ísla MC módu.

minimom je tieº men²ie. �al²ím zvy²ovaním Λ sa minimum pribliºuje k nulovej hodnote
a pre Λ > 1000 sa tvar krivky úplne mení10. Krivka uº nemá ºiadne lokálne minimum,
ale je uº rastúcou, pri£om rastie zo záporných hodnôt cez nulu aº ku kladným. Ke¤ºe sa
zaoberáme vlastnos´ami MC módov, zaujímavý je pre nás priese£ník krivky s priamkou
R = 0, teda hodnota radiálneho vlnového £ísla k a frekvencie σ, pri ktorých dochádza
k tomuto priese£níku. �al²ím postupným zvy²ovaním Elsasserovho £ísla Λ vznikajú MC
módy s vy²²ími radiálnymi vlnovými £íslami k a s niº²ou frekvenciou σ.

6.5 Numerické výsledky

V tomto modeli rotujúcej magnetokonvekcie v nekone£nej horizontálnej vrstve preniknutej
azimutálnym základným magnetickým po©om, rastúcim so vzdialenos´ou od osi rotácie
má vznikajúca konvekcia tvar postupnej vlny, ²íriacej sa pozd¨º magnetického po©a. Táto
periodická nestabilita sa môºe ²íri´ bu¤ západným, alebo východným smerom. Vrstva je
nestabilne strati�kovaná (zohrievaná zospodu a chladená zvrchu) a pri lineárnej stabilitnej
analýze h©adáme takú nestabilitu, ktorá ku svojmu vzniku potrebuje minimálnu strati�-
káciu. Jej odpovedajúce Rayleighove £íslo nazývame kritickým Rayleighovým £íslom Rc

a nestabilita s práve takým £íslom súvisí s konkrétnym radiálnym vlnovým £íslom a frek-
venciou, ktoré tieº nazývame kritickými a ozna£ujeme ich kc a σc. Nasledujúce obrázky
obsahujú závislosti týchto kritických £ísel na vstupných parametroch, a to na Elsassero-
vom £ísle Λ, Ekmanových £íslach Ez a Es a parametri anizotropie α = qs/qz = Es/Ez.

10Ke¤ºe obrázok 6 je pri hodnote Elsasseroveho £ísla Ez = 10−3, tak práve Λ > 1000 je tou dôleºitou podmienkou
Λ > 1/Ez existencie MC módov.
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Zaujímavým prípadom vznikajúcich nestabilít sú magnetické nestability typu MC mó-
dov, ktoré ku svojmu vzniku nepotrebujú strati�káciu (R = 0), ale len dostato£ne silné
magnetické pole, lebo energiu ku svojmu vzniku berú práve z magnetického po©a. Tieto
nestability sa nazývajú aj magneticky hnané nestability, na rozdiel od doteraz uvaºova-
ných MAC módov, ktoré sú tepelne hnané (neskôr sa budeme venova´ MAC módom, ktoré
sú magneticky hnané). Pri opise týchto MC módov na¤alej sledujeme závislos´ £ísel k a σ
na vstupných parametroch; pritom k a σ nie sú kritické a závislos´ nulového Rayleighovho
£ísla R na vstupných parametroch v²ak zrejme stráca zmysel (R = 0 pri nulovom teplot-
nom gradiente). V tomto modeli sa hlavne zameriavame na vplyv anizotropie difúznych
koe�cientov, ktorú sme zaviedli do systému tak, ºe uvaºujeme tepelnú difuzivitu a visko-
zitu inú vo vertikálnom smere, ako v horizontálnych smeroch (κzz ̸= κss = κφφ), kde je
uvaºovaná izotropia. Rozli²ujeme dva typy anizotropie, a to Sa anizotropiu, pri ktorej je
difuzivita vo vertikálnom z-smere vä£²ia ako v horizontálnych smeroch, teda κzz > κss,
v druhom type So anizotropie je to naopak, κzz < κss. Parameter anizotropie α je za-
de�novaný ako pomer koe�cientu v horizontálnom smere ku koe�cientu vo vertikálnom
smere. Predpokladáme, ºe rovnaký pomer platí pre tepelnú difuzivitu aj pre viskozitu,
a teda ºe platí α = κss/κzz = νss/νzz. Potom pre Sa anizotropiu platí α < 1 a pre So
anizotropiu platí α > 1.

Pripomíname, ºe u v²etkých nasledujúcich obrázkoch pomenúvame ich podobrázky
jednoducho grafy, ktoré takmer vºdy obsahujú viac kriviek. �íslovanie a zna£enie grafov
je ur£ované obrázkom, ktorého sú sú£as´ou, napr. grafy 7ad alebo 7def.

6.5.1 Nestabilná strati�kácia; MAC módy

Obrázok 7 obsahuje 3 dvojice grafov, opisujúcich závislosti kritického Rayleighovho £ísla
Rc na Elsasserovom £ísle Λ (7ad), kritického radiálneho vlnového £ísla kc na Λ (7be)
a kritickej frekvencie σc na Λ (7cf). Na prvý poh©ad vidie´, rôzne krivky pri rôznych pa-
rametroch anizotropie α predstavujú dva odli²né módy, z ktorých MAC mód je aº pri
vä£²ích Λ. Ke¤ºe je parameter anizotropie zadaný aº dvoma koe�cientami, napr. qz a qs,
existuje teoreticky nekone£né mnoºtvo výberov dvoch koe�cientov pre jednu konkrétnu
hodnotu parametra α. Na grafoch 7abc je jedno Robertsove £íslo, konkrétne qs �xované
na hodnote qs = 1,001 a rôzna anizotropia je daná rôznou hodnotou druhého Robertsovho
£ísla qz, daného vz´ahom11 qz = qs/α. Druhá trojica grafov 7def má �xovanú hodnotu Ro-
bertsovho £ísla qz = 1,001 a anizotropia je daná rôznymi hodnotami qs. U oboch módov
bola uvaºovaná silná aj slabá So anizotropia aj Sa anizotropia (α≫ 1 a α ≪ 1 pre silné;
α ∼ 1 pre slabé anizotropie). Jednotlivé módy sú na v²etkých grafoch rozoznate©né úplne
odli²ne sa správajúcimi £as´ami. Prvej £asti odpovedá viskózny mód, ktorý existuje pri
malých hodnotách Elsasserovho £ísla Λ. Kritické Rayleighove £íslo tohto módu je kvázi-
kon²tantné vzh©adom na Elsasserove £íslo Λ a výrazne závisí od anizotropie, pri£om platí,
ºe £ím vä£²ia So anizotropia, tým vä£²ie Rc a naopak, £ím vä£²ia Sa anizotropia, tým
men²ie Rc. Nárastom hodnoty Λ dochádza k prechodu na druhý mód, ktorého kritické
Rayleighove £íslo je uº funkciou Λ, a ktorý nazývame hydromagnetickým módom a je
uº na²im MAC módom. Závislos´ Rc na Λ má v tomto prípade tvar podobný parabole
s lokálnym minimom. Hodnoty Elsasserovho £ísla Λ, pri ktorých dochádza ku prechodu
viskózneho módu na hydromagnetický a pri ktorých sa dosahuje lokálne minimum, závisia
na anizotropii, pri£om táto závislos´ je výraznej²ia pri Sa anizotropii, ako pri So anizot-

11Táto koncepcia pre rôzne prípady anizotropie bola pouºitá len v tomto modeli I. V ¤al²ích ²tudovaných modeloch II,
III a IV uº bola anizotropia zadaná koe�cientom anizotropie α a kon²tantnou hodnotou vertikálneho Robertsovho £ísla qz ,
lebo práve vertikálna zloºka koe�cientu tepelnej difuzivity vstupuje do de�nície modi�kovaného Rayleighoveho £ísla R.
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Obr. 7: Prechody módov rastom Λ - viskózneho na MAC a MAC na iný MAC mód; závislos´ kritického
Rayleighovho £ísla Rc (a, d), kritického radiálneho vlnového £ísla kc (b, e) a kritickej frekvencie σc (c, f)
v závislosti na Elsasserovom £ísle Λ pre rôzne prípady anizotropie.
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ropii. Sa anizotropia posúva Λ prechodu a Λ minima smerom k vy²²ím hodnotám. Pri
vy²²ích hodnotách Elsasserovho £ísla Λ (Λ = O(1000)) a jedine pri So anizotropii (α > 1)
dochádza ku prechodu na ¤al²í MAC mód, ktorého kritické Rayleighove £íslo klesá s ná-
rastom Λ. Druhý graf 7b ukazuje ve©mi zloºitú závislos´ kritického radiálneho vlnového
£ísla kc na Elsasserovom £ísle Λ pri rôznych anizotropiach. Na prvý poh©ad vidno zna£ný
rozdiel medzi viskóznymi módmi s takmer kon²tantnou hodnotou kc a hydromagnetickým
módom, kde uº kc výrazne závisí na Λ. Prechod medzi viskóznym a hydromagnetickým
módom je tu spojený so skokom kritického vlnového £ísla na hodnoty o nieko©ko rádov
men²ie. Pre viskózne módy platí, ºe Sa anizotropia zvy²uje hodnotu kritického radiál-
neho vlnového £ísla a So anizotropia ju zniºuje. O hydromagnetických módoch sa to nedá
poveda´, lebo pri vy²²ích hodnotách Λ sa objavujú zloºitosti spojené s prechodmi na iné
módy, £o moºno vidie´ ako nespojitosti a skoky. V prípade So anizotropie ide uº o opísané
skoky na ¤al²í mód pri ve©kých hodnotách Λ. Ku prechodu na iný mód v²ak dochádza aj
pri silnej Sa anizotropii (α = 0,001), kde sa hodnota kc skokom zmení na niº²iu hodnotu.
Podobné správanie nazna£uje uº prípad slab²ej Sa anizotropie (α = 0,01), tu ale nedochá-
dza k nespojitému skoku, ale k spojitému prechodu na ¤al²í mód. Kaºdopádne pre ve©ké
hodnoty Elsasserovho £ísla Λ uº anizotropia nemá výraznej²í vplyv na kritické radiálne
vlnové £íslo kc. Tretí graf 7c ukazuje ve©mi slabý vplyv anizotropie na kritickú frekvenciu
σc, kde sa rozdiely prejavia akurát pri prechodoch z viskózneho na hydromagnetický mód
a pri prechode z jedného hydromagnetického módu na iný v prípade So anizotropie. Obi-
dva typy prechodov sú spojené so skokom kritickej frekvencie na iné (men²ie v prípade So
anizotropie a vä£²ie v prípade Sa anizotropie) hodnoty. Ako vidíme, na skoro celom uvaºo-
vanom intervale Λ je kritická frekvencia rastúcou funkciou Λ a pre viskózny mód nezávisí
od anizotropie. �al²ia trojica grafov opisuje módy pri �rovnakých� vstupných paramet-
roch, akurát Robertsove £ísla qs a qz si vymenili úlohu, teda na grafoch 7def je qz = 1,001
a rôzna anizotropia je daná rôznymi hodnotami druhého Robertsovho £ísla qs, pri£om sa
vyberú tak, aby boli preskúmané rovnaké typy anizotropie ako u predchádzajúcej trojice.
Aj na týchto trojiciach sú módy rozdelené na viskózny a hydromagnetický. Kvalitatívne sú
tie prechody rovnaké, ako na predchádzajúcej trojici. Hne¤ si v²imneme, ºe v prípade So
anizotropie nedochádza k prechodom na nový mód pri ve©kých hodnotách Elsasserovho
£ísla Λ. Objavil sa v²ak prechod na nový mód pri relatívne vysokej hodnote Λ a pri slabej
Sa anizotropii (α = 0,1). Na grafe 7d sa tento prechod prejaví v zmene nárastu krivky,
ktorá za£ne by´ menej strmá. Graf 7e ukazuje, ºe prechod je spojený so skokom kritického
radiálneho vlnového £ísla kc na men²iu hodnotu, pri£om sa aj monotónnos´ mení z rastú-
cej na klesajúcu. Z grafu 7f vidno, ºe na rozdiel od prípadu na grafe 7c teraz je uº kritická
frekvencia σc zna£ne závislá od uvaºovanej anizotropie. Frekvencia viskózneho módu sa
nárastom So anizotropie zvä£²uje (oproti izotropnému prípadu α = 1) a nárastom So
anizotropie zmen²uje. Podobne je to aj v prípade hydromagnetického módu, kde to ale
nie je aº také výrazné. Prechod medzi viskóznym a hydromagnetickým módom sa kvali-
tatívne lí²i pre prípad α ≥ 1 (teda So anizotropia) a α < 1 (Sa anizotropia). V prípade
So-anizotropie je prechod spojený so skokom frekvencie na men²ie hodnoty a v prípade
Sa-anizotropie na vä£²ie hodnoty. V oboch prípadoch sa rozdiel medzi frekvenciami vis-
kózneho a hydromagnetického módu zvä£²uje s nárastom anizotropie. Najmen²í je teda
v izotropnom prípade.

6.5.2 Nulová strati�kácia; MC módy

�al²í obrázok 8 obsahuje trojicu grafov závislostí Rc vs Λ, kc vs Λ a σc vs Λ pri rôz-
nych anizotropiach, ktoré sú zadané rôznymi kombináciami Robertsových £ísel qz a qs.
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Obr. 8: Prechody módov rastom Λ - viskózneho na MAC a MAC na MC mód; závislos´ kritického Ray-
leighovho £ísla Rc (a), kritického radiálneho vlnového £ísla kc (b) a kritickej frekvencie σc (c) v závislosti
na Elsasserovom £ísle Λ pre rôzne prípady anizotropie.

Ekmanove £íslo Ez sa tentokrát zvolilo ve©ké (Ez = 10−3). Na predchádzajúcom obrázku
malo hodnotu Ez = 3 · 10−7. Netreba zabúda´, ºe ak uvaºujeme anizotropiu difúznych
koe�cientov, tak potom máme dve Ekmanove £ísla Ez a Es, medzi ktorými platí rovnaký
vz´ah ako medzi ostatnými veli£inami, ktoré súvisia s difúznymi koe�cientami, a teda
s anizotropiou, teda platí α = Es/Ez. Takú ve©kú hodnotu Ekmanovho £ísla sme zvolili
preto, lebo uº v izotropnom prípade sa ukázalo, ºe pri ΛE ∼ 1 kritické Rayleighove £íslo
Rc dosahuje nulovú hodnotu, £o znamená, ºe existuje nová trieda nestabilít, ktoré nazý-
vame MC módy. Tieto módy nepotrebujú ku svojmu vzniku strati�káciu a energiu £erpajú
z magnetického po©a [61]. Je preto ºiaduce pre²etri´, ako tieto módy ovplyvní anizotropia
difúznych koe�cientov. Tieto grafy sa venujú vlastnostiam MAC módov aº po prechod na
MC módy. Na prvom grafe 8a si môºme v²imnú´, ºe krivky s α ≥ 1 pri ur£itých dos´ ve©-
kých hodnotách Λ prudko zmenia monotónnos´ a z rastúcej závislosti prejdú na klesajúcu,
pri£om dôjde k prechodu na záporné hodnoty Rc (kvôli preh©adnosti grafu uº nie je táto
£as´ krivky vykreslená). V prípade α < 1 je prechod na záporné kritické Rayleighove £íslo
nespojitý jav, kde podmienka prechodu je ΛEz = 1, a ktorá je nezávislá od parametru
anizotropie. Ako uº bolo opísané na obrázku 6, pre α < 1 je prechod MAC módu na MC
mód spojený so zmenou správania sa závislosti R = R(k), ktorá sa pre Λ > 1/Ez mení
z krivky s lokálnym minimom na rastúcu krivku, ktorá s nárastom k rastie zo záporných
na kladné hodnoty (a nepredchádza mu pokles kritického Rayleighovho £ísla MAC módu
k nulovým hodnotám, ako je to v prípade α ≥ 1, lebo teraz uº lokálne minimum a s ním
spojený MAC mód neexistuje). Ke¤ºe obrázok 8 má maximálne zobrazené Λ = 1000, £o
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je pri Ez = 10−3 a podmienke Λ > 1/Ez tieº hrani£né Λ pre MAC módy, tak prechod na
MC módy pre α < 1 nie je zobrazený. Predmetom ná²ho záujmu je ²peci�cký prípad, ke¤
R = 0. Vtedy hovoríme o magneticky hnaných MC módoch. Z grafu tieº vidno, ºe £ím
je So anizotropia vä£²ia (£ím je vä£²ia hodnota α), tým men²ia je hodnota Elsasserovho
£ísla Λ, pri ktorom dôjde k prechodu MAC módov na MC módy. Druhý graf 8b ukazuje,
ºe prechodu MAC na MC tak isto predchádza zmena monotónnosti kritického radiálneho
vlnového £ísla kc z rastúcej závislosti na klesajúcu závislos´ na Λ. Nedosahuje sa v²ak
nulová hodnota, ako je to u Rc, ale MC mód jednoducho za£ne existova´ pri takom radiál-
nom vlnovom £ísle, pri akom skon£í MAC mód. Podobne sa správa aj kritická frekvencia
σc; nedochádza tu v²ak k poklesu na men²ie hodnoty, ale jednoducho MAC mód prejde
na MC mód pri rovnakej frekvencii.

Nasledujúci obrázok 9 sa uº venuje vlastnostiam MC módov (nesie v²ak informáciu aj
o prechodovom MAC móde; pozri ¤alej) a obsahuje ²es´ grafov závislosti k a σ na Ez,
treba zdôrazni´ nekritických £ísel k a σ (nie kc a σc). Pre£o nekritických je vysvetlené
niº²ie. Grafy 9abc vyjadrujú závislos´ radiálneho vlnového £ísla k na Ekmanovom £ísle Ez

a jednotlivé krivky súvisia s rôznou hodnotou Elsasserovho £ísla Λ. �al²ia trojica grafov
9def vyjadruje závislos´ frekvencie σ na Ekmanovom £ísle Ez. Tri dvojice grafov (napr.
9ad) máme preto, lebo uvaºujeme tri prípady So anizotropie, α = 10; 100 a 1000. Rôzne
krivky teraz súvisia s rôznymi hodnotami Elasasserovho £ísla Λ. Kaºdá krivka má dve
vetvy, teda krivka opisuje vlastnosti dvoch MC módov - rýchleho a pomalého. Rýchly
mód je znázornený plnou £iarou a pomalý preru²ovanou £iarou. Rýchly mód je pri rastú-
cej hodnote Ekmanovho £ísla Ez charakterizovaný poklesom radiálneho vlnového £ísla k
a nárastom frekvencie σ. Pre pomalý mód je to naopak. Rovnaké správanie týchto módov
je u v²etkých uvaºovaných typov anizotropie. Ako si moºno v²imnú´ na grafoch s vy²²ou
anizotropiou (α = 100; 1000), rastúce radiálne vlnové £ísla (pomalý mód s preru²ovanou
krivkou) dosiahnu lokálne maximum a s nárastom Ez za£nú klesa´. Zvy²ovanie anizot-
ropie podporuje takéto správanie. Frekvencie MC módov sa v závislosti na Ekmanovom
£ísle Ez správajú odli²ne, kde frekvencia pomalého módu je stále klesajúca, zatia© £o
frekvencia rýchleho módu postupne konverguje ku kon²tantnej hodnote. Na grafoch 9ad
môºeme vidie´ zánik rýchleho MC módu (plná krivka). Tento zánik nastane pre vä£²ie
hodnoty Elsasserovho £ísla Λ a pri vä£²ích hodnotách Ekmanovho £ísla Ez. Radiálne vl-
nové £íslo pri ur£itej hodnote Ez klesne aº k nulovej hodnote a takéto módy pre vä£²ie
Ez uº neexistujú. Ekmanove £ísla, pri ktorých dochádza k zániku rýchleho MC módu,
závisia od anizotropie a od Elsasserovho £ísla Λ. Pravdepodobne rovnakým spôsobom by
zanikli v²etky rýchle MC módy, ale pri hodnotách vstupných parametrov, ktoré sú uº
mimo uvaºovaného rozsahu. Omnoho zaujímavej²ie sú v²ak podmienky, pri ktorých MC
módy vznikajú. MC módy vznikajú pri podmienkach, ke¤ kritické Rayleighove £íslo Rc

dosiahne nulovú hodnotu a ¤al²ou zmenou jedného zo vstupných parametrov klesá do
záporných hodnôt. V takom prípade existujú dve dvojice parametrov k a σ, pri ktorých
je Rayleighove £íslo rovné presne nule, tieto £ísla uº nenazývame kritickými £íslami, lebo
nesúvisia s lokálnym minimom Rc Rayleighoveho £ísla R, pre ktoré teraz platí R = 0
(R nie je Rc). Prechod MAC módu na MC mód vidíme na grafoch ako spojenie plných
a preru²ovaných kriviek (vrchol �kvázi-paraboly�). Pre danú konkrétnu anizotropiu (napr.
grafy 9ad pre prípad α = 10) existuje pre kaºdú uvaºovanú hodnotu Elsasserovho £ísla Λ
(kaºdú dvojicu plnej a preru²ovanej krivky) jednozna£né Ekmanove £íslo Ez, pri ktorom
za£nú existova´ MC módy. Samozrejme platí, ºe pre kaºdé Ekmanove £íslo Ez existuje El-
sasserove £íslo Λ, pri ktorom za£nú existova´ MC módy. Takéto dvojice budeme ozna£ova´
Ezo a Λo a nazýva´ ich nástupnými hodnotami. Z grafov vidie´, ºe £ím vä£²ie Elsasserove
£íslo Λo, tým men²ia hodnota Ezo.
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Z nástupných hodnôt Ezo a Λo a ich vzájomnej závislosti je zostavený nasledujúci
obrázok (obr. 10). Vyjadruje závislos´ Ezo vs Λo pre tri rôzne anizotropie So typu. Kaºdá
z troch kriviek na tomto grafe tvorí hranicu existencie MC módov, kde MC módy existujú
pre parametre Ez a Λ nad krivkou a neexistujú pod krivkou. Pri uvaºovanom rozsahu
nástupného Elsasserovho £ísla Λo ∈ ⟨100, 1000⟩ sa zvy²ovaním anizotropie (zvy²ovaním
parametra α) posúvajú nástupové Ekmanove £ísla Ezo k men²ím a teda geofyzikálnej²ím
hodnotám.

Posledný obrázok 11, venovaný MC módom, obsahuje dva grafy 11ac závislosti k vs Λ
a dva grafy 11bd σ vs Λ. Na horných dvoch grafoch 11ab sú znázornené vlastnosti MC
módov pri kon²tantnom Robertsovom £ísle qs = 1,001 a rôzne krivky súvisia s rôznou
anizotropiou So typu (α > 1) danou rôznymi hodnotami druhého Robertsovho £ísla qz.
Robertsove £ísla na dolnej dvojici grafov majú vymenenú úlohu. To znamená, ºe kon-
²tantné je Robertsove £íslo qz = 1,001 a rôzna anizotropia (tentokrát uº Sa typu) je daná
rôznou hodnotou Robertsovho £ísla qs. Na grafe 11a vidíme opä´ dvojice kriviek (plné
a preru²ované) dvoch MC módov. Pri uvaºovanej kon²tantnej hodnote Ekmanovho £ísla
Ez = 10−3 môºeme vidie´, ºe nárastom anizotropie sa nástupová hodnota Elsasserovho
£ísla Λ posúva k men²ím hodnotám. Zaujímavo sa správajú MC módy s klesajúcim ra-
diálnym vlnovým £íslom k (plné krivky), ktoré zanikajú pri hodnote Elsasserovho £ísla
Λ = 1000. Izotropný prípad (α = 1), pre ktorý platí (dá sa to ukáza´ analyticky), ºe
za£ne existova´ pre vstupné parametre spl¬ajúce podmienku ΛE ∼ 1, túto vetvu MC
módu nemá. Druhá vetva MC módu s rastúcim radiálnym vlnovým £íslom (preru²ované
krivky) existuje aj pri hodnotách Λ > 1000, pri£om radiálne vlnové £íslo je uº málo cit-
livé ako na Λ, tak aj na anizotropii. Graf 11b, opisujúci závislos´ σ vs Λ, ukazuje zánik
jednej vetvy MC módov pri Λ = 1000 a pri konkrétnej hodnote frekvencie σ, ktorá je pre
v²etky uvaºované prípady anizotropie rovnaká. Pomalé MC módy druhej vetvy s klesajú-
cou frekvenciou existujú aj pre Λ > 1000 a frekvencia klesá s nárastom anizotropie dos´
výrazne. Na ¤al²ích dvoch grafoch 11cd sú opísané vlastnosti MC módov pri hodnotách
Elsasserovho £ísla Λ > 1000 a pri anizotropii Sa typu. Vidíme, ºe existuje len vetva poma-
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Obr. 11: MC módy; závislos´ radiálneho vlnového £ísla k (a, c) a frekvencie σ (b, d) na Elsasserovom £ísle
Λ pre rôzne prípady anizotropie a rôzne hodnoty Robertsových £ísel qs = 1,001 (a, b); qz = 1,001 (c, d).

lých MC módov s rastúcim radiálnym vlnovým £íslom k (preru²ované krivky). Nástupná
hodnota Λo uº nie je závislá na anizotropii a v²etky uvaºované módy za£nú existova´ pri
Λo = 1000, pri frekvencii σ = 1000 a hodnote radiálneho vlnového £ísla k = 0. Radiálne
vlnové £ísla sú relatívne malé a na anizotropii nie ve©mi citlivé. Frekvencie sú na anizot-
ropii citlivej²ie viac, dokonca sa prechodom od izotropného prípadu na anizotropný mení
závislos´ na Elsasserovom £ísle Λ z klesajúcej na rastúcu.

6.5.3 Stabilná strati�kácia; magneticky hnané MAC módy

Tesne pod plá²´om v najvrchnej²ích £astiach jadra sa nachádza vrstva hrúbky asi 100
km elektricky vodivej kvapaliny, ktorá s vysokou pravdepodobnos´ou je hustotne stabilne
strati�kovaná. Existencia tejto podvrstvy men²ej hustoty, ako je hustota ostatného jadra,
je indikovaná úbytkom rýchlosti seizmických vln o 1%, av²ak spo©ahlivos´ týchto informá-
cií je nízka kvôli zloºitej ²truktúre najspodnej²ej D� vrstvy zemského plá²ta. Z h©adiska
²truktúry Zeme a jej vývinu je v²ak v²eobecne prijímaný fakt, ºe pri tuhnutí jadierka do
jeho zloºenia nevstupuje ©ah²ia prímes jadra. Tá, ostávajúc v kvapalnom jadre, vsplýva
nahor a má tendenciu hromadi´ sa tesne pod plá²´om, £ím vzniká spomínaná stabilne
strati�kovaná podvrstva pod©a Braginského [4] �stabilne strati�kovaný oceán zemského
jadra� (SSOZJ) s �dnom� na hranici jadra a plá²´a (CMB) a s �prechodom do atmo-
sféry� v h¨bke ∼ 3000 km. Je zrejmé, ºe v dôsledku vysokej elektrickej vodivosti jadra sa
detailné informácie o ²truktúre magnetického po©a týkajú len najpovrchovej²ích oblastí
jadra. Preto rozumie´ dynamike a procesom v SSOZJ je ve©mi dôleºité. Pritom je tu zau-
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jímavá analógia v bohatosti procesov v povrchových oceánoch. Navy²e procesy v SSOZJ
sú výrazne ovplyvnené magnetickým po©om. Najmä v²ak v procesoch spojených s MAC
módmi ²tudovanými v prezentovanom modeli [61, 69].

Preto v ²tudovanom modeli sústredíme pozornos´ na magneticky (nie tepelne) hnané
MAC módy, ktoré, ako ukáºeme, vznikajú v stabilne strati�kovanej vrstve, teda vo vrstve
so záporným Rayleighovým £íslom, resp. so záporným teplotným gradientom (vrstva je
chladená zdola a zohrievaná zhora, teplota s vý²kou narastá). Teda, ak sme doteraz ²tudo-
vali tepelne hnané MAC módy a magneticky hnané MC módy, tak k nim pridáme i mag-
neticky hnané MAC módy. Vznikajúce nestability majú aj v prípade stabilnej strati�kácie
tvar postupnej vlny, ²íriacej sa pozd¨º azimutálneho magnetického po©a, a to bu¤ západ-
ným smerom (σ > 0), alebo východným smerom (σ < 0). Pri lineárnej stabilitnej analýze
sa pri daných vstupných parametroch h©adajú také nestability, ktoré vznikajú naj©ah²ie,
ktoré potrebujú najmen²í teplotný rozdiel, a teda najmen²ie Rayleighove £íslo (nazývame
ho kritické Rayleighove £íslo Rc). V prípade stabilnej strati�kácie sú Rayleighove £ísla
záporné, a preto kritické Rayleighove £íslo je najvä£²ie (ale minimálne v absolútnej hod-
note). Kritické Rayleighove £íslo Rc sa pri daných vstupných parametroch (Elsasserove
£íslo Λ, Ekmanove £íslo Ez, parameter anizotropie α = νss/νzz = κss/κzz) dosiahne pri
jemu odpovedajúcej hodnote kritického radiálneho vlnového £ísla (kc) a kritickej frekven-
cie (σc). Nasledujúce obrázky obsahujú grafy, ktoré opisujú závislos´ týchto kritických
£ísel na Elsasserovom £ísle Λ, ktoré je mierou magnetického po©a. Rôzne krivky v rámci
jedného grafu súvisia s rôznymi anizotropiami, pri£om je anizotropia ur£ená paramet-
rom anizotropie, de�novaným pomerom dvoch Robertsových £ísel v dvoch základných
smeroch (α = qs/qz). Pri danej trojici grafov (Rc vs Λ, kc vs Λ a σc vs Λ) je hodnota jed-
ného Robertsovho £ísla vºdy �xovaná (povedzme qs) a rôzna anizotropia súvisí s rôznymi
hodnotami druhého Robertsovho £ísla (v tomto prípade qz).

Nasledujúce obrázky budú rozdelené do dvoch hlavných skupín, a to pod©a toho, £i
bude uvaºovaná slabá alebo silná anizotropia (t.j. £i je rozdiel medzi qs a qz malý alebo
ve©ký). �alej kaºdá z týchto skupín bude e²te rozdelená pod©a smeru ²írenia nestabilít,
t.j. na západné (σc > 0) W - módy, alebo východné (σc < 0) E - módy.

Na prvom obrázku (obr. 12), obsahujúcom tri grafy Rc vs Λ, kc vs Λ a σc vs Λ,
sú opísané vlastnosti magneticky hnaných MAC módov, ²íriacich sa západným smerom
pri slabej anizotropii. V tomto prípade je �xovaná hodnota Robertsovho £ísla v z-ovom
smere qz = 1,1 a rôzne krivky súvisia s rôznymi hodnotami qs, a teda s rôznou anizot-
ropiou (qs = 0,1; 0,5; 1; 1,1; 5; 10). Vidíme, ºe západné módy s hodnotou qz = 1,1
existujú aj pri anizotropii oceánskeho typu (qs > 1,1), aj pri anizotropii atmosférického
typu (qs < 1,1). Krivka izotropného prípadu (qs = qz = 1,1) je preru²ovaná. Zo v²et-
kých troch grafov hne¤ vidno, ºe anizotropia rozde©uje krivky do dvoch kvalít, £o sa týka
nástupovej hodnoty Elsasserovho £ísla Λ, pri ktorom za£ínajú dané módy existova´. Ur-
£ujúca je hodnota parametra anizotropie α = qs/qz. V prípade α ≤ 1, teda v prípade
Sa anizotropie nezávisí nástupové Λ od anizotropie a v²etky krivky za£ínajú prakticky
pri jednej konkrétnej hodnote Λ (konkrétne Λ

.
= 285 pre tento prípad). Naopak, pri So

anizotropii je uº táto hodnota nástupového Λ závislá od zvolenej anizotropie a platí, ºe
£ím vä£²ia anizotropia (£ím vä£²ia hodnota α, resp. qs), tým men²ia hodnota nástupo-
vého Elsasserovho £ísla Λ. Z fyzikálneho h©adiska to znamená, ºe anizotropia oceánskeho
typu u©ah£uje vznik magneticky hnaných MAC módov pri men²om magnetickom poli. Na
prvom grafe 12a môºme vidie´, ºe kritické Rayleighove £íslo Rc je citlivé na hodnotu qs,
a teda na anizotropný parameter α. Anizotropia So typu kritické Rayleighove £íslo zvä£-
²uje (v absolútnej hodnote zmen²uje, ¤alej uº budeme uvaºova´ vºdy absolútnu hodnotu
Rc), u Sa anizotropie je to presne naopak. To znamená, ºe vznikajúce módy nepotrebujú
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Obr. 12: Kritické £ísla Rc, kc a σc v závislosti na Elsasserovom £ísle Λ pre magneticky hnané MAC
módy ²íriace sa západným smerom pri slabej anizotropii. Robertsove £íslo qz = 1,1 a anizotropia je daná
rôznymi hodnotami druhého Robertsovho £ísla (qs = 0,1; 0,5; 1; 1,1; 5; 10).

ku svojmu vzniku v prípade So anizotropie takú silnú strati�káciu, ako v prípade Sa
anizotropie. Platí pritom, ºe £ím vä£²ia So anizotropia, tým men²ie kritické Rayleighove
£íslo a opa£ne pre Sa anizotropiu. Kritické Rayleighove £íslo s nárastom Elsasserovho £ísla
Λ pri So anizotropii postupne klesá a blíºi sa ku kvázikon²tantnej hodnote. V prípade
Sa anizotropie sa dosahuje ur£ité minimum a Rc za£ne znova mierne rás´. Z grafu 12b
môºeme vidie´, ºe kritické radiálne vlnové £ísla kc vo v²etkých uvaºovaných prípadoch ani-
zotropie sú relatívne malé (maximálne O(10)). S nárastom Elsasserovho £ísla Λ aj kritické
radiálne vlnové £ísla kc ve©mi mierne rastú, pri£om najvýraznej²í nárast je v prípade Sa
anizotropie pri hodnotách Elsasserovho £ísla spojeného s nástupom týchto módov, kritické
radiálne vlnové £ísla na za£iatku prudko rastú z ve©mi malých hodnôt na hodnoty O(1),
kde sa tento prudký nárast zmierni. Anizotropia typu Sa zmen²uje hodnotu kritického
radiálneho vlnového £ísla kc. Na grafe 12c vidíme jednozna£ne fakt, ºe So anizotropia zvy-
²uje a Sa anizotropia zniºuje kritickú frekvenciu σc. �alej môºeme vidie´, ºe £ím vä£²ia
Sa anizotropia, tým men²ia citlivos´ kritickej frekvencie na Elsasserovom £ísle Λ.

Na druhom obrázku 13 sú opísané základné charakteristiky západných MAC módov
pri �xovanej hodnote Robertsovho £ísla qs = 1,1, pri£om rôzna anizotropia súvisí s rôznou
hodnotou druhého Robertsovho £ísla qz. Teda krivky s qz > 1,1 predstavujú Sa anizotropiu
a krivky s qz < 1,1 So anizotropiu. Izotropný prípad je znázornený preru²ovanou krivkou.
Zo v²etkých troch grafov vidno, ºe hodnota Elsasserovho £ísla Λ, pri ktorej za£ínajú
jednotlivé krivky existova´, závisia od hodnoty qz, a to tak, ºe £ím je qz vä£²ie, tým men²ie
je nástupné Λ. V tomto prípade to znamená, ºe výraznej²ia Sa anizotropia umoº¬uje vznik
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Obr. 13: Kritické £ísla Rc, kc a σc v závislosti na Elsasserovom £ísle Λ pre magneticky hnané MAC
módy ²íriace sa západným smerom pri slabej anizotropii. Robertsove £íslo qs = 1,1 a anizotropia je daná
rôznymi hodnotami druhého Robertsovho £ísla (qz = 0,99; 1; 1,1; 2; 5; 10).

západných MAC módov pri men²ej hodnote Elsasserovho £ísla Λ a naopak tieto módy
potrebujú ku svojmu vzniku v So anizotropii vysoké hodnoty Λ. Preto pri danom rozsahu
Λ existujú len módy pri slabej So anizotropii. Na grafe 13a vidie´, ºe £ím je hodnota
qz vä£²ia, tým je kritické Rayleighove £íslo Rc men²ie a pri zvä£²ovaní Elsasserovho £ísla
Λ sa postupne stráca závislos´ Rc na Λ. Druhý graf 13b ukazuje, ºe kritické radiálne
vlnové £ísla kc týchto módov sú relatívne malé a anizotropia ich ve©mi neovplyv¬uje
(aj ke¤ je zrejmé, ºe Sa anizotropia kritické radiálne vlnové £íslo kc oproti izotropnému
prípadu mierne zvä£²uje a So anizotropia mierne zmen²uje), pri£om sa jej vplyv s nárastom
Λ zmen²uje (krivky konvergujú ku konkrétnej hodnote). Z tretieho grafu 13c vidie´, ºe
kritická frekvencia σc dos´ výrazne závisí na hodnote qz a teda na anizotropii, pri£om
platí, ºe Sa anizotropia zvy²uje kritickú frekvenciu a So anizotropia ju zniºuje a frekvencia
u v²etkých tu uvaºovaných prípadov anizotropie rastie s nárastom Elsasserovho £ísla Λ.

Nasledujúci obrázok 14 opisuje závislosti Rc vs Λ, kc vs Λ a σc vs Λ východných
MAC módov (σc < 0) pri �xovanej hodnote Robertsovho £ísla qs = 1,1. Rôzne krivky
súvisia s rôznymi hodnotami Robertsovho £ísla qz = 0,99; 0,9; 0,5; 0,1, a teda rôznymi
anizotropiami oceánskeho typu. Nástupová hodnota Elsasserovho £ísla je ve©mi citlivá na
anizotropii, pri£om v izotropnom prípade tento mód pri danom rozsahu Λ ani neexistuje.
�ím silnje²ia So anizotropia, tým men²ia hodnota nástupového Λ. Charakter kriviek na
grafe 14a je kvalitatívne rovnaký, kritické Rayleighove £íslo najprv s nárastom Λ prudko
klesá z ve©kých hodnôt, dosahuje minimum a potom pozvo©na rastie. Krivka s qz = 0,99
sa správa úplne rovnako, ale minimum sa dosahuje pri hodnotách Λ, ktoré sú uº mimo
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Obr. 14: Kritické £ísla Rc, kc a σc v závislosti na Elsasserovom £ísle Λ pre magneticky hnané MAC módy,
²íriace sa východným smerom pri slabej anizotropii. Robertsove £íslo qs = 1, 1 a So anizotropia je daná
rôznymi hodnotami druhého Robertsovho £ísla (qz = 0,99; 0,9; 0,5; 0,1).

uvaºovaného intervalu. Z grafu 14b vidno, ºe kritické radiálne vlnové £ísla sú relatívne
malé a vä£²ia So anizotropia (men²ie qz) dáva men²ie kritické radiálne vlnové £íslo kc.
Zaujímavá je závislos´ kritickej frekvencie σc na Elsasserovom £ísle Λ. So zvä£²ovaním
anizotropie sa charakter kriviek postupne mení, pri qz = 0,1 má krivka pri ur£itej hodnote
Λ lokálne minimum, £o sa pri ve©mi slabej anizotropii (qz = 0,9; 0,99) nepozoruje. Pri
vä£²ích hodnotách Λ platí, ºe nárastom Λ sa kritická frekvencia zvä£²uje a platí tieº, ºe
So anizotropia zvy²uje hodnotu kritickej frekvencie.

Posledný obrázok 15 venovaný MAC módom pri slabej anizotropii obsahuje grafy zá-
vislosti kritických £ísel na Elsasserovom £ísle Λ. Opisované sú vlastnosti východných MAC
módov pri �xovanej hodnote Robertsovho £ísla qz = 1,1 a rôzne krivky súvisia s rôznou
Sa anizotropiou (s rôznymi hodnotami Robertsovho £ísla qs = 0,8; 0,5; 0,2; 0,1). Opä´
platí, ºe £ím vä£²ia anizotropia, tým men²ia hodnota nástupného Elsasserovho £ísla Λ.
Izotropný prípad pri zvolenom rozsahu Λ neexistuje. Z prvého grafu 15a vidíme, ºe Sa
anizotropia zmen²uje hodnotu kritického Rayleighovho £ísla Rc a klesá s nárastom Elsas-
serovho £ísla Λ. Druhý graf 15b ukazuje, ºe anizotropia zvy²uje kritické radiálne vlnové
£ísla kc a s nárastom Λ pozvo©ne klesajú, pri£om sa aj zmen²ujú rozdiely v hodnotách kc
pre rôzne anizotropie. Graf 15c ukazuje ve©mi zaujímavé správanie sa kritických frekvencií
σc. Nárastom Sa anizotropie (poklesom qs) sa postupne mení závislos´ σc vs Λ z rastúceho
správania na mierne klesajúce, pri ktorom vplyv Elsasserovho £ísla Λ je uº ve©mi slabý.
Z grafu 15c tieº vidie´, ºe silnej²ia Sa anizotropia dáva men²ie hodnoty kritickej frekvencie
σc.
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Obr. 15: Kritické £ísla Rc, kc a σc v závislosti na Elsasserovom £ísle Λ pre magneticky hnané MAC módy
²íriace sa východným smerom pri slabej anizotropii. Robertsove £íslo qz = 1, 1 a Sa anizotropia je daná
rôznymi hodnotami druhého Robertsovho £ísla (qs = 0,8; 0,5; 0,2; 0,1).

Nasledujúcim obrázkom (obr. 16) sa za£ína druhá skupina, opisujúca vlastnosti magne-
ticky hnaných MAC módov pri uvaºovaní aj silných anizotropií, kde rozdiel medzi dvoma
Robertsovými £íslami qs a qz uvaºujeme aj viac ako dva rády (α > 100 alebo α < 0,01).
Grafy opisujúce závislosti Rc vs Λ, kc vs Λ a σc vs Λ západných MAC módov ukazujú, ºe
pri �xovanej hodnote Robertsovho £ísla qz = 1,1 existujú tieto módy v oboch prípadoch
anizotropie (Sa anizotropia s qs = 1; 0,1; 0,01 a So anizotropia s qz = 10, 100, 1000). Izot-
ropný prípad qs = qz = 1,1 je znázornený preru²ovane. Rovnako ako v prípade obrázku
15, vidno rozdiel v kvalite kriviek s qs ≤ 1,1 a s qs > 1,1 (v podstate ide o ten istý obrázok,
ktorý je obohatený o krivky súvisiace so silnou anizotropiou, preto sa ¤alej sústredíme
na opis práve týchto kriviek). Na prvom grafe 16a môºeme vidie´, ºe kritické Rayleighove
£ísla Rc sú v prípade So anizotropie men²ie a v prípade Sa anizotropie vä£²ie v porov-
naní s izotropným prípadom. �o je v²ak zaujímavé, ºe v oboch prípadoch so vzrastajúcou
anizotropiou sa kritické Rayleighove £íslo Rc zvä£²uje. V prípade Sa aizotropie v²ak vi-
díme ur£ité nasýtenie, kde zvy²ovaním anizotropie (zmen²ovaním hodnoty qs) sa kvalita
kriviek uº výrazne nemení. Pri So anizotropii kritické Rayleighove £íslo Rc nárastom El-
sasserovho £ísla Λ mierne klesá, zatia© £o pri Sa anizotropii dosahuje kritické Rayleighove
£íslo lokálne minimum. Graf 16b ukazuje, ºe kritické radiálne vlnové £íslo kc v obidvoch
prípadoch anizotropie s ich nárastom klesajú a sú rastúcimi funkciami Elsasserovho £ísla
Λ. Závislos´ kritickej frekvencie σc na Elsasserovom £ísle Λ opísaná grafom 16c ukazuje
výrazný vplyv anizotropie, pri£om So anizotropia frekvenciu zvy²uje a Sa anizotropia ju
zniºuje. S rastom Elsasserovho £ísla Λ kritická frekvencia pri v²etkých prípadoch anizot-
ropie rastie, ale pre prípad silnej Sa anizotropie uº vplyv Elsasserovho £ísla nie je taký
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Obr. 16: Kritické £ísla Rc, kc a σc v závislosti na Elsasserovom £ísle Λ pre magneticky hnané MAC módy
²íriace sa západným smerom pri slabej a silnej anizotropii. Robertsove £íslo qz = 1,1 a anizotropia je
daná rôznymi hodnotami druhého Robertsovho £ísla (qz = 0,01; 0,1; 1; 1,1; 10; 100; 1000).

významný (krivky s qs < 0,1 uº nie sú také strmé).
Obrázok 17 opisuje vlastnosti západných MAC módov pri �xovanej hodnote Robert-

sovho £ísla qs = 1,1 a pozornos´ je sústredená na silnú Sa anizotropiu (qz = 100; 1000).
Zo v²etkých troch grafov vidie´, ºe £o sa týka nástupových hodnôt Elsasserovho £ísla Λ,
pri ktorých za£ínajú vy²etrované módy existova´, dochádza tu k istému nasýteniu, lebo
¤al²ím zvy²ovaním (aj extrémnym) anizotropie, sa tieto hodnoty Elsasserovho £ísla Λ
uº ve©mi zmen²ova´ nebudú. Krivky grafu 17a ukazujú, ºe vä£²ia Sa anizotropia dáva
men²ie hodnoty kritického Rayleighovho £ísla Rc a rozdiely medzi jednotlivými prípadmi
anizotropie sú výraznej²ie pri vä£²ích hodnotách Elsasserovho £ísla Λ. Aj rozdiely kritic-
kých radiálnych vlnových £ísel kc pre rôzne prípady anizotropie sa prejavia aº pri vä£²ích
hodnotách Elsasserovho £ísla Λ, ako ukazuje graf 17b, stále v²ak predstavujú relatívne
malé hodnoty. Prípad ve©mi silnej Sa anizotropie (qz = 1000) vykazuje ve©mi zaujímavú
závislos´ na Λ, po po£iato£nom prudkom náraste z ve©mi malých hodnôt sa postupne
ustáli na kvázi�kon²tantnej hodnote a teda kritické radiálne vlnové £íslo kc je uº na Elsas-
serovom £ísle (a teda na magnetickom poli) skoro nezávislé. Vplyv anizotropie na kritické
frekvencie σc je zobrazený na tre´om grafe 17c. Frekvencia s nárastom Elsasserovho £ísla
rastie a silnej²ia anizotropia dáva aj vä£²ie frekvencie, £o v²ak výraznej²ie za£ína plati´
aº pri ve©kých hodnotách Λ.

Na ¤al²om obrázku (obr. 18) je vy²etrovaný vplyv So anizotropie na východné MAC
módy. Robertsove £íslo qs má kon²tantnú hodnotu qs = 1,001 a rôzna anizotropia je
daná rôznymi hodnotami Robertsovho £ísla qz. Pozornos´ sústredíme na silnú anizotro-
piu s qz = 0,01; 0,001 a 0,0001. Nástupné hodnoty Λ sa s nárastom anizotropie posúvajú
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Obr. 17: Kritické £ísla Rc, kc a σc v závislosti na Elsasserovom £ísle Λ pre magneticky hnané MAC módy
²íriace sa západným smerom pri slabej a silnej anizotropii. Robertsove £íslo qs = 1,1 a anizotropia je daná
rôznymi hodnotami druhého Robertsovho £ísla (qz = 1, 10, 100, 1000).

k niº²ím hodnotám, pri£om sa v²ak vplyv anizotropie postupne zniºuje, £o znamená ºe ani
uvaºovaním extrémne ve©kej anizotropie sa nemôºme dosta´ k ©uvovo©ne malej hodnote
Λ. Z grafu 18a vidíme, ºe £ím je vä£²ia anizotropia (£ím je men²ia hodnota qz) tým je
kritické Rayleighove £íslo vä£²ie. Kvalitatívne sa tu v²etky krivky správajú rovnako, t.j.
po po£iato£nom prudkom poklese v oblasti nástupových Λ sa dosahuje lokálne minimum
a nasleduje mierny nárast. Graf 18b ukazuje, ºe kritické radiálne vlnové £ísla kc dosahujú
vo v²etkých uvaºovaných prípadoch anizotropie relatívne malé hodnoty. Radiálne vlnové
£ísla nárastom Λ tieº rastú a zaujímavý je úsek hodnôt Λ ∼ 10, na ktorom je najvýraz-
nej²í kvantitatívny rozdiel medzi jednotlivými prípadmi anizotropie. Pre vä£²ie hodnoty
Elsasserovho £ísla sa vplyv anizotropie na kritické radiálne vlnové £íslo zniºuje (krivky
postupne konvergujú ku kon²tantnej hodnote). Aj tretí graf 18c ukazuje, ºe najvä£²í roz-
diel v kritických frekvenciach σc je v oblasti hodnôt Λ ∼ 10, kde je ve©mi zrete©ne vidie´,
ºe tu So anizotropia výrazne zniºuje hodnotu kritickej frekvencie. Pre vä£²ie hodnoty Λ
sa opä´ rozdiel medzi rôznymi anizotropiami stráca.

Ve©mi zaujímavé je trochu viac rozanalyzova´ kritické frekvencie a ich vz´ah ku geofyzi-
kálnym procesom, v tomto prípade hlavne v tenkej stabilne strati�kovanej vrstve. Výsledné
(bezrozmerné) frekvencie σc (resp. odpovedajúce periódy τc = 2πσ−1

c ) vznikajúcich MAC
módov, prezentované na grafe 18c, odpovedajú typickým periódam sekulárnych variácií.
Ukáºeme to nasledujúcimi odhadmi v nasledujúcej tabu©ke, ktorá ukazuje typické peri-
ódy MAC módov (τ dimc tentokrát uº s rozmerom, teda v rokoch) pri rôznych hodnotách
parametra anizotropie α = qs/qz. Pri zbezrozmer¬ovaní sme pouºili charakteristický
£as magnetickej difúzie τ = d2/η

.
= (105m)2/3m2s−1 .

= 3 · 109s .
= 100 rokov, £o dáva
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Obr. 18: Kritické £ísla Rc, kc a σc v závislosti na Elsasserovom £ísle Λ pre magneticky hnané MAC módy
²íriace sa východným smerom pri slabej a silnej anizotropii. Robertsove £íslo qs = 1,001 a So anizotropia
je daná rôznymi hodnotami druhého Robertsovho £ísla (qz = 0,9; 0,5; 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001).

α σc τc τdimc [roky]
2 10 0,6 60
10 4 1,5 150
100 1 6 600
1000 0,4 15 1500
10000 0,1 60 6000

Tabu©ka 1: Typické periódy východným smerom sa ²íriacich magneticky hnaných MAC módov pre rôzne
hodnoty parametra anizotropie α.

τ dimc = ττc v rokoch. Pritom sme predpokladali charakteristickú hrúbku stabilne strati�-
kovanej vrstvy d = 100 km.

Posledný obrázok 19 z tejto série opisuje východné MAC módy pri kon²tantnej hodnote
Robertsovho £ísla qz = 1,001 a pri rôznej Sa anizotropii danej hodnotami Robertsovho
£ísla qs = 0,1; 0,01 a 0,001. Podobne, ako v predchádzajúcich prípadoch, aj z týchto grafov
vidno, ºe hodnota nástupového Elsasserovho £ísla Λ sa s nárastom anizotropie posúva
k men²ím hodnotám, ale postupne sa tento vplyv oslabuje a nemoºno dosiahnu´ existenciu
daných módov pri ©ubovo©ne malom Elsasserovom £ísle len zvy²ovaním anizotropie. Graf
19a ukazuje, ºe kritické Rayleighove £íslo Rc je klesajúcou funkciou Λ a anizotropia zniºuje
jeho hodnotu. Presne opa£ne sa správa kritické radiálne vlnové £íslo kc, ktoré je rastúcou
funkciou Λ a s nárastom anizotropie sa jeho hodnota ve©mi slabo zvy²uje. Charakter
kriviek závislosti σc vs Λ na grafe 19c je ve©mi podobný krivkám z grafu 19a.
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Obr. 19: Kritické £ísla Rc, kc a σc v závislosti na Elsasserovom £ísle Λ pre magneticky hnané MAC módy
²íriace sa východným smerom pri slabej a silnej anizotropii. Robertsove £íslo qz = 1,001 a anizotropia je
daná rôznymi hodnotami druhého Robertsovho £ísla (qs = 0,001; 0,01; 0,1).

6.6 Závery - model I

Lineárnou stabilitnou analýzou bol vy²etrovaný vplyv anizotropie difúznych koe�cientov
na model rotujúcej magnetokonvekcie v rovinnej horizontálnej vrstve. Vrstva je preniknutá
azimutálnym magnetickým po©om lineárne rastúcim so vzdialenos´ou od osi rotácie.

Tepelne a magneticky hnané nestability. Vy²etrované nestability majú tvar po-
stupnej vlny ²íriacej sa pozd¨º magnetického po©a západným alebo východným smerom.
V prípade nestabilne strati�kovanej vrstvy vznikajú nestabilty typu MAC v¨n, ktoré sú
tepelne hnané. V¤aka základnému magnetickému po©u, ktoré je krivo£iare a nehomo-
génne, môºu vznika´ aj iné typy nestabilít. Nazývame ich magneticky hnané nestability,
lebo vznikajú v nestrati�kovanom, alebo v stabilne strati�kovanom prostredí. Energiu ku
svojmu vzniku berú z magnetického po©a, ktoré práve v¤aka zakrivenosti a nehomogén-
nosti môºe by´ nestabilné. Nestability vznikajúce v nestrati�kovanom prostredí nazývame
MC módy, ktoré ku svojmu vzniku nepotrebujú vztlakovú silu. Nestability, vznikajúce
v stabilne strati�kovanom prostredí, nazývame magneticky hnané MAC módy.

Tepelný MAC mód. Anizotropia difúznych koe�cientov, zavedená v tomto modeli,
zachováva horizontálnu izotropiu. Uvaºujeme teda Sa aj So anizotropiu, pri£om je anizot-
ropia zadaná dvoma rôznymi hodnotami dvoch uvaºovaných Robertsových £ísel qz a qs.
Vplyv anizotropie na tepelne hnané MAC módy úzko súvisí s de�níciou anizotropie (obr.
7). V prípade malých hodnôt Elsasserovho £ísla (Λ ≤ O(10)) So anizotropia stabilizuje
vrstvu (zvy²uje kritické Rayleighove £ísla) a zvä£²uje radiálny rozmer módov (zmen²uje
kritické radiálne vlnové £íslo). Sa anizotropia má presne opa£ný ú£inok. Pre vä£²ie hod-
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noty Λ je vplyv anizotropie na konvekciu zloºitej²í, lebo vznikajú nové módy konvekcie
(obr. 7def).

Viskózny MC(W) mód. Pri dostato£ne ve©kej hodnote Ekmanovho £ísla Ez dochá-
dza k prechodu tepelne hnaného a západným smerom sa ²íriaceho MAC módu s azimu-
tálnym vlnovým £íslom m = 1 na magneticky hnaný �viskózny� MC(W) mód s m = 1
(kritické Rayleighove £íslo Rc dosiahne nulovú hodnotu). V prípade So anizotropie vzni-
kajú dva MC módy, pri£om existencia MC módu v anizotropnom prípade je obmedzená
podmienkou ΛEz < 1 (obr. 9). So anizotropia zvýhod¬uje nástup MC módov, lebo pre
vä£²ie α sa nástupové Ezo (minimálne Ekmanove £ísla) posúva smerom k men²ím a teda
geofyzikálnej²ím hodnotám (obr. 10). V izotropnom prípade a v prípade Sa anizotropie
uº existuje len jeden MC mód, ktorý existuje pre ΛEz > 1 (obr. 11). Tieto viskózne
MC(W) módy pri anizotropných difúznych koe�cientoch môºu by´ bliº²ie k realite, teda
môºu vznika´ pri men²ích magnetických poliach. Azimutálne pole vo vrstve je symetrické
vzh©adom na strednú rovinu z = 0, £o odpovedá ve©mi stabilnému po©u Q-symetrie (Q,
D- kvadrupólová a dipólová). Na základe prezentovaných výsledkov tu v modeli I pre
pole Q-symetrie, ale aj na základe ²túdií [31] s ove©a menej stabilným po©om D-symetrie
moºno o£akáva´ významnú úlohu viskóznych MC(W) módov pri regulovaní ve©kosti mag-
netického po©a v zemskom jadre.

Magnetický MAC mód. Oba typy anizotropie ovplyv¬ujú aj vlastnosti magneticky
hnaných MAC módov, pri£om vplyv Sa alebo So anizotropie súvisí s de�níciou anizot-
ropie, t.j. s tým, ktoré Robertsove £íslo je kon²tantné a ktoré sa mení (£ím sa mení aj
anizotropia). V prípade západných MAC módov môºe aj So anizotropia (obr. 12) aj
Sa anizotropia (obr. 13) pôsobi´ destabilizujúco, t.j. zniºova´ kritické Rayleighove £íslo,
a teda umoº¬i´ vznik nestabilít aj pri slab²ej strati�kácii. Rovnako obe anizotropie majú
vplyv aj na kritické radiálne vlnové £ísla a kritické frekvencie v zmysle, ºe anizotropia,
ktorá zniºuje kritické Rayleighove £íslo, tak zvy²uje kritické radiálne vlnové £íslo a zvy²uje
aj frekvenciu. Ak pôsobí anizotropia destabilizujúco, tak posúva tieº hranicu existencie
západných MAC módov smerom k men²ím Elsasserovým £íslam. Východné magneticky
hnané MAC módy sú ovplyvnené anizotropiou e²te výraznej²ie, lebo anizotropia je nutnou
podmienkou ich existencie (skúmané módy v izotropnom prípade neexistujú). Aj v tomto
prípade môºe ma´ destabilizujúci efekt aj So (obr. 14) aj Sa anizotropia (obr. 15), pri£om
opä´ platí, ºe £ím silnej²ia anizotropia, tým ²ir²í interval Elsasserovho £ísla Λ existencie
východných MAC módov (obr. 18, 19).
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7 Model II

7.1 Model s homogénnym vertikálnym magnetickým po©om

Vychádzame z modelu prezentovaného v Chandrasekharovej knihe [13], pri£om problém
rie²ime aj v cylindrickej súradnicovej sústave. Ako £asovú jednotku pouºívame magne-
tický difúzny £as d2/η (Chandrasekhar uvaºoval difúzny £as odvodený od viskozity d2/ν)
a v cylindrickej geometrii rozlí²ime osovosymetrické (∂φ = 0) a osovonesymetrické nesta-
bility (∂φ ̸= 0). Budeme sa zaobera´ obomi prípadmi (∂φ = 0, ̸= 0). Ukáºeme, ºe vz´ahy
(60, 61), odvodené v cylindrickej geometrii, sú ako v anizotropných, tak aj v izotrop-
ných prípadoch totoºné s analogickými vz´ahmi, odvodenými v kartézskej geometrii pre
Rayleighove £ísla a frekvencie v tvare horizontálnych roliek.

V cylindrickej geometrii v modeli I sme ²tudovali vplyv základného azimutálneho mag-
netického po©a len na osovonesymetrické nestability. V tejto kapitole v²ak vy²etríme vplyv
homogénneho vertikálneho magnetického po©a tak ako na osovosymetrické, tak aj na oso-
vonesymetrické nestability [65, 63].

Tu v modeli II je motivácia pre cylindrickú geometriu iná, ako v modeli I. Sústredíme
sa na tie módy tepelnej konvekcie, ktoré môºu efektívne ovplyvni´ inerciálne oscilácie sys-
tému s niº²ou frekvenciou, teda s periódami výrazne vä£²ími od periódy rotácie - 1 d¬a
a výrazne men²ími od zvoleného charakteristického £asu - £asu magnetickej difúzie ∼ 104

rokov. V modeli I s azimutálnym magnetickým po©om sme z ná²ho ²túdia vylú£ili iner-
ciálne oscilácie jednoduchým neuváºením inerciálneho £lena v Navier-Stokesovej rovnici,
resp. v bezrozmerných rovniciach uváºením Ro = 0, t.j. nulového Rossbyho £ísla; pozri
(24, 30, 31) a napokon (36). Pozornos´ sa tam sústredila na MAC a MC módy, ²íriace sa
pozd¨º azimutálneho magnetického po©a, £omu odpovedal tvar (29) pre osovonesymetrické
poruchy (m = 1, 2, 3, . . .).

Inerciálne oscilácie v zemskom jadre sú typickým prejavom rotácie Zeme a sú to vlastne
vlastné kmity rotujúcej tekutiny [23, 41]. �iarové spektrum týchto oscilácií obsahuje mini-
málnu periódu 12 hodín, ¤al²ie periódy sú hlavne v rozmedzí 12 aº 24 hodín, ostatné pe-
riódy z nízkofrekven£nej £asti spektra sú moºné a teoreticky idú aº do nekone£ne ve©kých
hodnôt. Niektoré nízkofrekven£né inerciálne oscilácie môºu ma´ periódy blízke základným
a typickým periódam £innosti geodynama. Z historického h©adiska rie²eniu rovníc, spoje-
ných s geodynamom, ve©mi pomáhalo priblíºenie splnenosti tzv. Taylorovej podmienky12,
ktorá sa opráv¬ovala zanedbaním viskóznych a inerciálnych síl (aº na Coriolisovu). E²te
pred rozbehnutím úspe²ných po£íta£ových simulácií geodynama sa ukazovali problémy
splni´ Taylorovu podmienku. Jej modi�kácie s pripustením viskóznych síl, resp. inerciál-
nych síl sa ukázali ako rozumné, £o potvrdili a potvrdzujú geodynamové simulácie. E²te
Braginsky [3] upozornil na tzv. torzné oscilácie - ²peci�cký typ osovosymetrických inerciál-
nych oscilácií, kde �elastická tuhos´� pre tieto torzné oscilácie sa zabezpe£uje radiálnymi
zloºkami geomagnetického po©a, kolmými na os rotácie. Takisto podal (teraz v²eobecne
prijímané) vysvetlenie korelácie zmeny d¨ºky d¬a a niektorých módov geomagnetických
sekulárnych variácií. Torzné oscilácie, ktoré súvisia v sú£asnosti s najspo©ahlivej²ie ur-
£ovanými geomagnetickými sekulárnymi variáciami, a ktoré moºno ²tudova´ aj v rámci
numerických geodynamových simulácií, významným spôsobom zabezpe£ujú prechody me-
dzi stavmi, ke¤ Taylorova podmienka je splnená, a stavmi, ke¤ nie je splnená.

Ostáva v²ak otvorený problém. �o budí a £o udrºiava torzné oscilácie v rotujúcich sys-
témoch? Tento problém nie je zaujímavý len pre Zem, ale aj pre planéty, Slnko a hviezdy.

12Ustrednený moment Lorentzovej sily v zemskom jadre cez cylindrické povrchy rovnobeºné s osou rotácie je nulový. Je
to silná podmienka, podmie¬ujúca priestorový priebeh magnetického po©a v jadre.
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V prípade zemského jadra by torzné oscilácie mali by´ utlmené viskozitou a magnetic-
kou difuzivitou po ich nieko©kých oscila£ných periódach (jedna perióda ∼ 60 rokov), teda
v £ase výrazne krat²om ako je magnetický difúzny £as zemského jadra. Budi´ a udrºiava´
ich môºe tepelná konvekcia [30]. Významnú úlohu pritom môºu zohráva´ Reynoldsove
napätia, ktorých príspevok k turbulentnej viskozite zrejme zabezpe£í aj jej anizotropiu.
Preto v modeli II v rámci zvládnute©ného analytického prístupu ²tudujeme nástup te-
pelnej konvekcie v prítomnosti magnetického po©a. Toto vertikálne pole má síce nulovú
radiálnu zloºku, ale napriek tomu získame cenné informácie o osovosymetrických a osovo-
nesymetrických módoch tepelnej konvekcie, ktoré prispejú k chápaniu torzných oscilácií
£i uº planét alebo hviezd aspo¬ z kinematického h©adiska (ke¤ uº nie z dynamického).

7.2 Základné rovnice

Sústre¤me sa teraz v prípade homogénneho vertikálneho po©a na poruchy vyjadrené v cy-
lindrickej geometrii (29, 45), £o, ako sa ukáºe, bude aplikovate©né aj na poruchy v kar-
tézskej geometrii, teda na horizontálne rolky v smere napr. y [13]. Uvaºujeme nekone£nú
horizontálnu vrstvu, ktorá rotuje okolo vertikálnej osi, je tepelne strati�kovaná a pre-
niknutá homogénnym vertikálnym magnetickým po©om. Uvaºujeme nasledujúci základný
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Obr. 20: Model rotujúcej magnetokonvekcie s homogénnym vertikálnym základným magnetickým po-
©om v nekone£nej horizontálnej nestabilne strati�kovanej vrstve s vertikálnym teplotným pro�lom T̃0(z̃)
v cylindrickej geometrii (a) a v kartézskej geometrii (b).

stav

Ũ 0 = 0, B̃0 = BM ẑ, T̃0 = Tl −∆T
z̃

d
, (39)

kde Ũ 0 je rýchlos´, B̃0 je homogénne vertikálne magnetické pole a T̃0(z̃) je vertikálny tep-
lotný pro�l. Uvaºovaním nekone£ne malých porúch môºeme základné rovnice zlinearizova´
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a zbezrozmerni´ na nasledujúci tvar

Ro ∂tu+ ẑ× u = −∇p+ Λ (∇× b)× ẑ+Rϑẑ+ Ez

[
(1− αν) ∂

2
zz + αν∇2

]
u, (40)

∂tb = ∇× (u× ẑ) +∇2b, (41)

1

qz
∂tϑ = ẑ · u+

[
(1− αϑ) ∂

2
zz + αϑ∇2

]
ϑ, (42)

∇ · u = 0, ∇ · b = 0. (43)

V rovniciach sa objavujú rovnaké bezrozmerné £ísla, ako v prípade, ke¤ základným magne-
tickým po©om je azimutálneho pole. Bezrozmerné poruchy rýchlosti a magnetického po©a
u a b môºeme rozloºi´ (rovnako ako (28) v prípade modelu I) na poloidálnu a toroidálnu
£as´

u = k−2[∇× (∇× wẑ) +∇× ωẑ],

b = k−2[∇× (∇× bẑ) +∇× jẑ], (44)

kde w, ω reprezentujú poruchy rýchlosti u a b, j poruchy magnetického po©a b a ϑ je
porucha teploty. Neznáme funkcie (w, ω, b, j, ϑ) majú tvar

f(z, s, φ, t) = ℜe[F (z) Jm(ks) exp(imφ+ λt)], (45)

kde F (z) = W (z), Ω(z), B(z), J(z) a Θ(z), Jm je Besselova funkcia 1. druhu rádu m, k
je radiálne vlnové £íslo. Azimutálne vlnové £íslo m svojimi hodnotami m = 0 a m ̸= 0
(m = ±1,±2,±3, . . .) rozde©uje vznikajúce nestability na osovosymetrické a na osovo-
nesymetrické. Osovosymetrické nestability kore²pondujú torzným osciláciam, zatia© £o
osovonesymetrické predstavujú vlnové poruchy, ²íriace sa azimutálne a rovnako prefero-
vane východným i západným smerom. V prípade horizontálnych roliek v smere y treba
Jm(ks) exp(imφ+λt) v (45) nahradi´ exp(ikx+λt), resp. z funkcie Jm(ks) exp(imφ) prejs´
na funkciu exp(ikx). Neznáme funkcie F (z) sa tak, ako v prípadoch osovosymetrických
a osovonesymetrických porúch, tak aj v prípade horizontálnych roliek, riadia nasledujúcim
systémom oby£ajných diferenciálnych rovníc

0 = [Ez(D
2 − αk2)−Roλ]Ω +DW + ΛDJ, (46)

k2RΘ = (D2 − k2)[Ez(D
2 − αk2)−Roλ]W −DΩ + Λ(D2 − k2)DB, (47)

0 = (D2 − k2 − λ)J +DΩ , (48)
0 = (D2 − k2 − λ)B +DW, (49)
0 = (D2 − αk2 − q−1

z λ)Θ +W. (50)

Uvaºujeme najjednoduch²ie hrani£né podmienky u z = 0; 1, t.j. mechanicky vo©né, tepelne
dokonale vodivé a dokonale elektrické izolanty

W = D2W = DΩ = Θ = J = 0.

Elimináciou v²etkých premenných okrem premennej W dostaneme diferenciálnu rovnicu
pre W [

Dβ

{
(Dβ − λ) (Dα − pλ)−QD2

}2
+ Ta (Dβ − λ)2D2

]
(Dα − ζλ)W =

βRa

{
(Dβ − λ) (Dα − pλ)−QD2

}
(Dβ − λ)W, (51)
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kde Dβ = D2 − β a Dα = D2 − αβ sú diferenciálne operátory 2. rádu, pritom pouºí-
vame β = k2 pre ²tvorec horizontálneho vlnového £ísla. �alej Ta = E−2

z , Q = Λ/Ez, Ra =
R/Ez, p = Ro/Ez = η/νzz a ζ = q−1

z = η/κzz, sú bezrozmerné £ísla (Taylorove, Chandra-
sekharove, klasické Rayleighove, p−1 je magnetické Prandtlove a qz je Robertsove £íslo).
Kedºe ná² záujem je sústredený na vzájomný vz´ah tepelnej konvekcie a inerciálnych os-
cilácií, tak v nasledujúcich výpo£toch Ro a p uvaºujeme nenulové na rozdiel od modelu I,
kde sme predpokladali p = 0.

Zo systému diferenciálnych rovníc (46−50) a z hrani£ných podmienok predpokladáme
nasledujúce rie²enia pre funkcie F (z), t.j.

W (z) = W0 sin lπz, (52)
Θ(z) = Θ0 sin lπz, (53)
Ω(z) = Ω0 cos lπz, (54)
B(z) = B0

0 cos lπz +B1
0 × chkz, (55)

J(z) = J0 sin lπz. (56)

Do diferenciálnej rovnice (51) pre W dosadíme navrhované rie²enie W (z) = W0 sin lπz
a po algebraických úpravách (a po substitúciach R1 = Ra/π

4, Q1 = Q/π2, T1 = Ta/π
4

a iσ1 = λ/π2) dostaneme vyjadrenie pre Rayleighove £íslo v nasledujúcom tvare

R1 =
A

A− 1

{
(Aα + iζσ1)(Aα + ipσ1) +Q1

Aα + iζσ1
A+ iσ1

+
T1
A

(Aα + iζσ1)(A+ iσ1)

(Aα + ipσ1)(A+ iσ1) +Q1

}
.

Pritom (57)
A = 1 + ã a Aα = 1 + αã, kde ã = k2/π2. (58)

Takéto vyjadrenie Rayleighovho £ísla je komplexný výraz, preto ho musíme rozdeli´ na
reálnu a imaginárnu £as´. Fyzikálny zmysel má len reálna £as´ Rayleighovho £ísla, ktorú
moºno po zavedení pomocnej funkcie

lα = lα(ã, α) =
1 + αã

1 + ã
=
Aα

A
(59)

vyjadri´ nasledovne

ℜe(R1) =
A

A− 1

{
AAα − pζσ2

1 +Q1
AAα + ζσ2

1

A2 + σ2
1

+

+
T1
A

[AAα − ζσ2
1][AAα − pσ2

1 +Q1] + A2(ζ + lα)(p+ lα)σ2
1

[AAα − pσ2
1 +Q1]2 + A2(p+ lα)2σ2

1

}
. (60)

Imaginárna £as´, ktorá nám dáva dôleºitú rovnicu pre výpo£et frekvencie, má tvar

ℑm(R1) =
T1
A

(ζ − p)[A2 + σ2
1] +Q1ζ l−1

α

[AAα − pσ2
1 +Q1]2 + A2(p+ lα)2σ2

1

+
Q1

lα

ζ − lα
A2 + σ2

1

+ p+ ζ. (61)

Rovnice (60, 61) sú modi�káciou odpovedajúcich vz´ahov (65, 66) v kapitole V v [13].
Rozdiely nie sú len kvôli anizotropnému parametru α ̸= 1, ale aj v dôsledku zmenenej
£asovej ²kály d2/η (a nie d2/νzz). Je zaujímavé, ºe rovnice (60, 61) sú tie isté pre osovo-
symetrické a osovonesymetrické nestability v cylindrickej geometrii (tento model) a pre
nestability v rovinnej vrstve v kartézskej geometrii [13]. ã vo v²etkých troch prípadoch
reprezentuje ²tvorec horizontálneho vlnového £ísla.
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Z podmienky ℑm (R1) = 0 dostaneme algebraickú rovnicu 3. stup¬a pre neznámu
σ2
1, £o je ²tvorec frekvencie nestability (pretoºe vo výraze (60) pre Rayleighove £íslo sa

frekvencia σ1 vyskytuje vºdy v druhej mocnine, nemusíme uvaºova´ algebraickú rovnicu
6. stup¬a pre neznámu σ1, ale sta£í nám algebraická rovnica 3. stup¬a pre σ2

1)

C3(σ
2
1)

3 + C2(σ
2
1)

2 + C1(σ
2
1)

1 + C0 = 0. (62)

Koe�cienty polynómu v algebraickej rovnici (62) majú po zavedení pomocnej premennej
A = 1 + ã nasledujúce tvary

C3 = p2(ζ + p)A,

C2 = A
{
ζp2Q1l−1

α + (ζ + p)A2
α

}
+ (ζ − p)T1 − p(3p+ 2ζ)Q1A+ 2p2(p+ ζ)A3,

C1 = l−1
α

{
ζQ1T1 − 2pζQ2

1A+ p2ζQ1A
3
}
+ (3ζ + 2p)Q1AαA

2 −Q1A
2
αA+ 2(ζ + p)A2

αA
3 +

+Q1T1 + (ζ + 3p)Q1A+ 2(ζ − p)T1A
2 − p(2ζ + 3p)Q1A

3 + p2(ζ + p)A5,

C0 = l−1
α

{
ζQ3

1A+ ζQ1T1A
2
}
−Q3

1 +Q1T1A+ (3ζ + p)Q2
1A

2 + (ζ − p)T1A
3 −

−2Q2
1AAα + (3ζ + 2p)Q1A

3Aα −Q1A
2A2

α + (ζ + p)A4A2
α.

Máme teda predpis, ako vypo£íta´ Rayleighove £íslo R1. Pre zadané vstupné parametre
(Elsasserove £íslo Λ, Ekmanove £íslo Ez, magnetické Prandtlove £íslo p−1 a Robertsove
£íslo qz) a pre vybrané konkrétne radiálne vlnové £íslo k numericky vypo£ítame korene
polynómu, £o sú vlastne ²tvorce frekvencie nestability σ2

1. Vyberieme fyzikálne vhodný
kore¬ (reálny a nezáporný) a dosadíme ho (spolu so v²etkými vstupnými parametrami
Λ, Ez, p, qz a s vybraným radiálnym vlnovým £íslom k) do výrazu pre Rayleighove £íslo
R1. My ale chceme nájs´ takú nestabilitu, ktorá sa pri daných vstupných parametroch
vybudí naj©ah²ie, t.j. h©adáme také radiálne vlnové £íslo, ktorému odpovedá minimálne
Rayleighove £íslo. Také £íslo nazývame kritické radiálne vlnové £íslo kc, jemu odpovedajúce
Rayleighove £íslo Rc kritické a frekvenciu σc nazývame tieº kritickou.

Program, ktorý po£íta kritické Rayleighove £ísla, pracuje nasledovne. Pri vstupných
parametroch (Ez, Λ, qz, p) si zoberieme po£iato£ný interval radiálnych vlnových £ísel
k ∈ ⟨0, 01; 200⟩, ktorý sa rozdelí na tisíc podintervalov, ktorých hranice nám dajú sadu
radiálnych vlnových £ísel. V kaºdom z týchto £ísel spo£ítame korene polynómu 3. stup¬a
a po vybratí fyzikálne vhodného kore¬a (σ2

1) vypo£ítame Rayleighove £íslo. Z danej sady
radiálnych vlnových £ísel vyberieme také, ktorému odpovedá najmen²ie Rayleighove £íslo.
Okolo tohto radiálneho vlnového £ísla utvoríme nový interval (malé okolie), ktorý opä´
rozdelíme na men²ie podintervaly a predchádzajúce výpo£ty zopakujeme. Postupne de-
líme stále men²ie a men²ie intervaly aº po poºadovanú presnos´. Takto získané Rayleighove
£íslo, radiálne vlnové £íslo a frekvencia sú uº kritické. Týmto sme vlastne získali jeden bod
jednej krivky na grafoch, vyjadrujúcich závislos´ Rc = Rc(Λ), kc = kc(Λ) a σc = σc(Λ),
ak uvaºujeme závislos´ na Elsasserovom £ísle Λ. Celú krivku získame, ak necháme pred-
chádzajúce výpo£ty spravi´ v cykle pre rôzne hodnoty Λ (prípadne Ekmanovho £ísla Ez

pri závislostiach Rc = Rc(Ez), kc = kc(Ez), a σc = σc(Ez)).
Na výpo£et kore¬ov polynómu 3. stup¬a sme pouºili procedúru zroots, ktorá je sú£as-

´ou balíka programov Numerical Recipes [35]. Táto procedúra po£íta korene polynómu
Laguerreovou metódou, ktorej konvergencia je ve©mi zriedkavo poru²ená a je dostato£ne
rýchla aj v prípadoch, ke¤ sú koe�cienty polynómu rôznych rádov. Navy²e Laguerreova
metóda je univerzálne pouºite©ná metóda k výpo£tu kore¬ov polynómov, pretoºe ve©mi
dobre konverguje v prípade ©ubovo©ných typov kore¬ov, £i uº reálnych, komplexných,
jednoduchých alebo viacnásobných.
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Treba pripomenú´, ºe v²etky odvodené vz´ahy pre Rayleighove £ísla R a frekvencie σ
v závislosti od vlnových £ísel k sú rovnaké pre v²etky vy²etrované módy, £i v cylindrickej
alebo kartézskej geometrii. Podobne to platí aj pre kritické £ísla Rc, kc, σc. Dostávame
tak rovnakú preferenciu (to isté Rc) pre osovosymetrické módy (torzné oscilácie), pre
osovonesymetrické azimutálne £i západným alebo východným smerom ²íriace sa vlnové
nestability (nezávislé od hodnoty m v (45)), alebo napokon horizontálne rolky ©ubovo©ne
orientované vo vrstve. V²etkým týmto rozdielnym módom popri rovnakom Rc prináleºia
aj ostatné kritické £ísla, teda σc a kc, a to s rovnakými hodnotami.

7.3 Energetické úvahy

Lineárna stabilitná analýza nám okrem ur£enia kritických £ísel Rc, kc a σc (teda ur£enie,
pri akých vstupných parametroch sa rozhýbe konvekcia), umoº¬uje vypo£íta´ niektoré
fyzikálne veli£iny, ktoré súvisia s pomermi amplitúd jednotlivých porúch a dajú sa ¤alej
pouºi´ pri niektorých energetických úvahach. Môºeme napríkad preskúma´, ako sa dodá-
vaná energia (vrstvu zdola zohrievame) rozdelí medzi kinetickú a magnetickú, prípadne
v akom pomere sú kinetické energie v azimutálnom a meridionálnom smere [63]. Na vý-
po£et týchto pomerov bude potrebné ustred¬ovanie v priestore a v £ase. V nasledujúcej
£asti tejto kapitoly je podrobný popis, ako sa k týmto ustredneným veli£inám dospeje.
Sústredíme sa v²ak iba na osovosymetrické �torzné oscilácie� , ktoré v na²om modeli sú
reprezentované nulovým azimutálnym vlnovým £íslom m = 0, £omu odpovedá v (45)
Besselova funkcia J0(ks). Nebol by v²ak problém podobne postupova´ aj v prípadoch
osovonesymetrických nestabilít s m ̸= 0.

Nájde sa rie²enie rovnice (51) pre W , teda zo vstupných parametrov Λ, Ez, p, ζ a α
sa ur£í Rayleighove £íslo R, frekvencia σ a radiálne vlnové £íslo k. V lineárnom probléme
máme potom rie²enie (51) v tvare W = W0 sin πlz (πl = lπ), pri£om môºeme zjedno-
du²ene predpoklada´, ºe v²eobecne komplexná amplitúda W0 je rovná 1. W0 = 1 nepro-
tire£í predpokladu, ºe amplitúdy nestabilít sú nekone£ne malé. V lineárnom probléme
nemôºeme totiº ur£i´ skuto£nú hodnotu amplitúdy a pri normovaní jednotlivých ampli-
túd bude výhodné normovanie práve vzh©adom na W0 = 1. Potom z rovníc (50, 52, 53)
ur£íme Θ = Θ0 sin πlz, teda Θ0 = W0(π

2
l + αβ + ζλ)−1. �alej zo (46, 48) a (54, 56) ur-

£íme Ω(z) = Ω0 cosπlz a J(z) = J0 sinπlz. Pritom13 pre komplexné amplitúdy platí Ω0 =
πlE

−1
z (π2

l +β+λ)W0/det, J0 = −πlE−1
z W0/det pri det = (π2

l +β+λ)(π
2
l +αβ+pλ)+π

2
lQ.

Rie²enie B(z) = B0
0 cos πlz +B1

0 ch kz dostaneme z (49), teda rie²ením oby£ajnej diferen-
ciálnej rovnice so ²peciálnou pravou stranou. Na B(z) sú zloºitej²ie hrani£né podmienky,
ako na predchádzajúce funkcie W (z),Ω(z), J(z) a Θ(z), a preto h©adané rie²enie má v²e-
obecný tvar (ako moºno nájs´ v hocktorej u£ebnici matematickej analýzy). Koniec koncov
formálnym dosadením predpokladaných �trigonometrických� rie²ení (52−56) do (46−50)
dostaneme údaje o amplitúdach porúch W0,Ω0, B

0
0 , J0 a Θ0. V linearizovanom probléme

sú amplitúdy nekone£ne malé. Ich skuto£né hodnoty sú nezistite©né. Dokáºeme v²ak ur-
£i´ napr. pomery Ω0/W0, B

0
0/W0, J0/W0 a Θ0/W0, £o je typické pre rie²enie získaného

systému homogénnych algebraických rovníc. Je moºné ur£i´ fyzikálne veli£iny, de�nované
pomocou amplitúdW0,Ω0 aº Θ0, pre rôzne vstupné parametre. V lineárnej analýze zmysel
v²ak má porovnáva´ iba podiely takýchto veli£ín, napr. závislos´ podielu kinetickej energie
a magnetickej energie nestabilít na vybranom vstupnom parametre � Elsasserovom £ísle
Λ pri kon²tantných hodnotách iných parametrov. Napokon jednotlivé druhy energie bude
rozumné spája´ s ich ustrednenými hodnotami, £i uº v priestore alebo £ase. Pri procedúre

13J0 £astokrát reprezentuje amplitúdu �prúdovej hustoty� J(z), a nie Besselovu funkciu nultého rádu.
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ustrednenia máme istú vo©nos´, av²ak musia by´ splnené Reynoldsove pravidlá tak, ako je
to typické v hydrodynamike [15, 39], resp. magnetohydrodynamike stredných polí [29, 21].

Pripome¬me si vz´ahy pre jednotlivé zloºky bezrozmerných porúch (nestabilít) mag-
netického po©a a rýchlosti v prípade ich osovej symetrie (m = 0)

bφ = φ̂ · b = −k−2∂sj = J1(ks)k
−1ℜe

{
J(z)eλt

}
,

bz = ẑ · b = −k−2
(
∂s + s−1

)
∂sb = k−1

(
∂s + s−1

)
J1(ks)ℜe

{
B(z)eλt

}
,

bs = ŝ · b = ∂2zsb = k−1J1(ks)ℜe
{
DB(z)eλt

}
,

uφ = φ̂ · u = −k−2∂sω = k−1J1(ks)ℜe
{
Ω(z)eλt

}
,

uz = ẑ · u = −k−2
(
∂s + s−1

)
∂sw = k−1

(
∂s + s−1

)
J1(ks)ℜe

{
W (z)eλt

}
,

us = ŝ · u = ∂2zsw = −k−1J1(ks)ℜe
{
DW (z)eλt

}
.

Rozumné bude porovnáva´ rôzne druhy energie v závislosti na vstupných paramet-
roch. Napr. kinetická energia nestabilít Ekin je úmerná sú£tu ²tvorcov v²etkých zloºiek
rýchlosti, teda Ekin ∝ u2z + u2s + u2φ. Rozlí²ime jej azimutálnu £as´ Etor

kin ∝ u2φ od meri-
dionálnej Emer

kin ∝ u2z + u2s. Podobne pre magnetickú energiu nestabilít máme Etor
mag ∝ b2φ

a Emer
mag ∝ b2z + b2s. Aby sme si u©ah£ili porovnávanie energií pre rôzne vstupné parametre,

zavedieme si ustred¬ovanie, napr. ⟨E⟩ = ⟨E⟩zst, pri£om ⟨E⟩z, ⟨E⟩s, resp. ⟨E⟩t znamená
ustred¬ovanie vo vertikálnom smere z, v radiálnom smere s, resp. v £ase t. Je zrejmé, ºe
ustrednenie v²etkých vektorových zloºiek v £ase, ktorý je ove©a vä£²í ako perióda nestabi-
lít, je nula. Av²ak ustrednenie ²tvorcov týchto zloºiek dáva nenulovú hodnotu vyuºívajúc
fakt, ºe 1/2π

∫ 2π
0 cos2 tdt = 1/2π

∫ 2π
0 sin2 tdt = 1/2. Podobne v smere z ustred¬ujeme

hlavne trigonometrické funkcie. Ustrednenie v radiálnom smere s je trochu zloºitej²ie
⟨f(s)⟩s ≡ 1/(so − si)

∫ so
si
f(s) s ds, kde sú£in f(s) a s v integrande je v dôsledku de�nície

elementárneho objemu v cylindrickej geometrii. Integra£né medze si a so môºu odpoveda´
napr. prvému a druhému kore¬u rovnice J ′

1(x) = 0, £ím rozumne priblíºime na²u neko-
ne£nú vrstvu v zmysle s ∈ ⟨0,∞) geometrii reálneho kone£ného telesa, napr. cylindrickej
vrstve s polomermi porovnate©nými s hrúbkou vrstvy d.

Takºe vyjadríme si podiel ustrednených azimutálnej a meridionálnej kinetickej energie.
Máme

⟨u2φ⟩
⟨u2z + u2s⟩

=
⟨J1(ks)⟩s

⟨
{(
∂s +

1
s

)
J1(ks)

}2
+ J2

1 (ks)⟩s
Ω · Ω , (63)

kde

Ω · Ω =
π2
l E

−2
z [(π2

l + β)2 + σ2]

[(π2
l + β)2 − pσ2 + π2

lQ]
2
+ σ2 [π2

l + αβ + p(π2
l + β)]

2 . (64)

Dá sa tu²i´ a aj sa ukáºe pre v²etky geofyzikálne reálne vstupné parametre, ºe azimutálne
energie, £i uº kinetická alebo magnetická dominujú nad ich meridionálnym doplnkom.
Preto budeme porovnáva´ podiely azimutálnej kinetickej a magnetickej energie. Zrejme
platí

⟨u2φ⟩
⟨b2φ⟩

=
Ω · Ω
J · J

=
(π2

l + β)2 + σ2

π2
l

, (65)

pri£om ⟨u2φ⟩/⟨b2φ⟩ e²te nevyjadruje to, £o potrebujeme. Aby sme vyjadrili podiel kinetickej
a magnetickej energie nestabilít, tak obidve energie musíme vyjadri´ v ich jednotkách, t.j.
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musíme urobi´ transformácie z bezrozmerných veli£ín bφ a uφ na veli£iny s rozmerom b̃φ
a ũφ, teda b̃φ = bφBZ a ũφ = uφ(η/d). Pritom charakteristická rýchlos´ η/d = d/(d2/η) je
podiel charakteristickej d¨ºky d a charakteristického £asu d2/η, t.j. magnetického difúzneho
£asu. Máme

⟨(bφBZ)
2⟩/2µ0

ρ0/2⟨(uφη/d)2⟩
=

⟨b2φ⟩
⟨u2φ⟩

B2
Zd

2

µ0ρ0η2
=

⟨b2φ⟩
⟨u2φ⟩

Q

p
, (66)

kde

Q =
Λ

Ez

=
B2

Zd
2

µ0ρ0νzzη
.

Takºe podiel ustrednených kinetickej a magnetickej energie osovosymetrických nestabilít,
kore²pondujúcich torzným osciláciam, je

⟨Etor
kin⟩

⟨Etor
mag⟩

=
⟨u2φ⟩
⟨b2φ⟩

p

Q
=

(π2
l + β)2 + σ2

π2
l

p

Q
, (67)

kde Q je Chandrasekharove £íslo a p = η/νzz je prevrátená hodnota magnetického Prandt-
lovho £ísla.

7.4 Numerické výsledky
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Obr. 21: Vplyv anizotropie difúznych koe�cientov na stacionárnu konvekciu. Závislos´ kritického Rayleig-
hovho £ísla Rc a kritického radiálneho vlnového £ísla kc na Elsasserovom £ísle Λ (a, b) a na Ekmanovom
£ísle Ez (c, d). Vä£²ie mnoºstvo kriviek kore²ponduje rôznym hodnotám parametra anizotropie α.
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Obr. 22: Zmena preferencie medzi stacionárnou konvekciou a periodickou nestabilitou. Kritické £ísla Rc,
kc a σc v závislosti na Elsasserovom £ísle Λ pre parameter anizotropie α = 100 pre prípad stacionárnej
konvekcie (preru²ovaná krivka) a pre prípad periodickej nestability (plná krivka).

Numerické výsledky môºeme rozdeli´ do dvoch základných skupín pre {1} kritické £ísla
a {2} pomery energií. Pritom kritické £ísla v skupine {1} sú analyzované pre v²etky typy
nestabilít, t.j. v cylindrickej geometrii pre osovosymetrické a nesymetrické a v kartézskej
geometrii pre horizontálne rolky. Pomery energií v skupine {2} sú analyzované len pre
osovosymetrické nestability s m = 0 v (45).

Prvá skupina {1} obsahuje grafy, opisujúce základné charakteristiky vznikajúcich ne-
stabilít � kritického Rayleighovho £ísla Rc, kritického radiálneho vlnového £ísla kc a kri-
tickej frekvencie σc a ich závislosti na vstupných parametroch, ktoré sú: Elsasserove £íslo
Λ (ktoré je mierou magnetického po©a), Ekmanove £íslo v z-smere Ez (ktoré je mierou vis-
kóznej sily, pretoºe sme zaviedli anizotropiu viskozity, máme aj Ekmanove £íslo v s smere
Es = αEz) a parameter anizotropie α, ktorý je mierou anizotropie (£ím vä£²ia odchýlka
tohto parametra od jednotky, tým výraznej²ia anizotropia).

Druhá skupina {2} obsahuje grafy opisujúce závislosti niektorých energetických veli£ín
daných nestabilít na vstupných parametroch Λ, Ez a α. Tieto energetické veli£iny sú
(a) ⟨u2φ⟩/⟨u2s+u2z⟩ � £o je podiel ustrednených azimutálnej a meridionálnej kinetickej ener-
gie,
(b) Ekin/Emag � podiel ustrednených kinetickej a magnetickej energie v azimutálnom
smere.

V tomto modeli rotujúcej magnetokonvekcie s homogénnym vertikálnym základným
magnetickým po©om môºu vznika´ dva základné módy konvekcie: stacionárna konvekcia
(frekvencia nestability σ = 0), ktorá má tvar stacionárneho driftujúceho toku, teda dife-
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Obr. 23: Zmena preferencie medzi stacionárnou konvekciou a periodickou nestabilitou. Závislos´ kritických
£ísel Rc, kc a σc na Elsasserovom £ísle Λ pre prípad stacionárnej konvekcie (preru²ovaná krivka) a pre
prípad periodickej nestability (plná krivka) pri Ekmanovom £ísle Ez = 3 · 10−7. Vä£²ie mnoºstvo kriviek
kore²ponduje rôznym hodnotám parametra anizotropie α = 1, 10, 100 a 106.

renciálnej rotácie, alebo je to periodická nestabilita (frekvencia σ je nenulová), ktorá má
tvar torzných oscilácií. Tu nejde o torzné oscilácie, typické pre zemské jadro [3, 17, 25, 41],
pretoºe základné pole nemá radiálnu s-zloºku. Preto pre na²e oscilácie, pre ktoré je typická
osová symetria porúch u a b, upustíme od názvu torzné. Ostaneme pri osovo symetrických
osciláciach, teda ²peci�ckých nestabilitách spojených s tepelnou konvekciou v rotujúcej
vrstve preniknutej magnetickým po©om.

Obrázok 21 pozostáva zo ²tyroch grafov, pri£om prvé dva (21ab) opisujú závislosti kri-
tického Rayleighovho £ísla Rc a kritického radiálneho vlnového £ísla kc na Elsasserovom
£ísle Λ pri kon²tantnej hodnote Ekmanovho £ísla Ez = 3 · 10−7, druhé dva (21cd) opisujú
závislosti tých istých veli£ín, ale teraz na Ekmanovom £ísle Ez pri kon²tantnej hodnote
Elsasserovho £ísla Λ = 1. V²etky krivky na tomto obrázku sa vz´ahujú len na stacionárnu
konvekciu (σ = 0). Rôzne krivky na jednotlivých grafoch kore²pondujú rôznym hodnotám
parametra anizotropie α = 0,01; 0,1; 1; 10 a 100. Z grafov 21ac vidie´, ºe anizotropia typu
oceánu (α > 1) zabra¬uje konvekcii, lebo zvy²uje kritické Rayleighove £ísla, zatia© £o ani-
zotropia typu atmosféry zmen²ovaním kritického Rayleighovho £ísla konvekciu u©ah£uje.
Z grafov 21bd zase vidíme, ºe Sa anizotropia zvä£²uje kritické radiálne vlnové £ísla (zmen-
²uje horizontálny rozmer konvek£ných buniek) a So anizotropia naopak kritické radiálne
vlnové £ísla zmen²uje (na´ahuje horizontálny rozmer konvek£ných buniek). Na grafe 21a
môºeme vidie´, ºe krivky sú zloºené z dvoch £asti, a teda módov; prvá £as´ je charakte-
rizovaná �kvázikon²tantnou� závislos´ou na Λ, druhá £as´ má tvar paraboly s lokálnym
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Obr. 24: Zmena preferencie medzi stacionárnou konvekciou a periodickou nestabilitou. Závislos´ kritických
£ísel Rc, kc a σc na Elsasserovom £ísle Λ pre prípad stacionárnej konvekcie (preru²ovaná krivka) a pre
prípad periodickej nestability (plná krivka) pri Ekmanovom £ísle Ez = 10−3. Vä£²ie mnoºstvo kriviek
kore²ponduje rôznym hodnotám parametra anizotropie α = 1, 10, 100 a 106.

minimom. Hodnota Λ, pri ktorej sa dosahuje toto minimum, je pre rôzne krivky (teda
rôzne hodnoty parametra anizotropie α) rôzna. Rôzne sú aj hodnoty, pri ktorých dochá-
dza ku prechodu z jedného môdu na druhý. Tomuto prechodu odpovedá skok v hodnote
kritického radiálneho vlnového £ísla kc z hodnoty kc ≫ 1 na hodnotu kc = O (1). K ta-
kému prechodu dochádza pri daných vstupných parametroch Λ = 1 aj na grafoch 21cd,
ale len v prípade silnej Sa anizotropie (α = 0,01).

Grafy na obrázku 22 opisujú závislosti Rc, kc a σc na Elsasserovom £ísle Λ pri hodnote
Ekmanovho £ísla Ez = 3 · 10−7 v prípade silnej So anizotropie (α = 100), kde preru²o-
vané krivky odpovedajú stacionárnej konvekcii a plné krivky periodickej nestabilite. Na
grafe 22a vidíme dve plné krivky, ktoré odpovedajú dvom módom periodickej nestability.
Prvý mód existuje len pri malých hodnotách Λ a nie je preferovaný, lebo jeho kritické
Rayleighove £ísla Rc sú vä£²ie ako Rc, odpovedajúce stacionárnej konvekcii (preru²ovaná
krivka). Druhý mód je uº preferovaný pred stacionárnou konvekciou a existuje pre Λ∼> 1.
V prípade týchto dvoch módov nedochádza k prechodu jedného módu na druhý, lebo exis-
tuje interval hodnôt Λ, v ktorom neexistuje ani jeden mód periodickej nestability. Grafy
22bc ukazujú ¤al²ie odli²nosti týchto dvoch módov, napr. kc prvého módu s nárastom Λ
klesá, ale kc druhého módu narastá aº po ur£ité maximum, a potom tieº klesá. Kritické
frekvencie σc prvého módu nadobúdajú len ve©ké hodnoty, zatia© £o frekvencie druhého
módu môºu nadobúda´ aj relatívne malé (a geofyzikálne reálnej²ie) hodnoty. Na grafe 22c
nie je preru²ovaná krivka, odpovedajúca stacionárnej konvekcii s nulovou frekvenciou.
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Obr. 25: Podiel ustrednených azimutálnej a meridionálnej kinetickej energie nestabilít v závislostiach na
Ekmanovom £ísle Ez a Elsasserovom £ísle Λ pri rôznych hodnotách anizotropného koe�cientu α > 1.
Minimálne Λ na krivkách na pravom obrázku sú nástupové hodnoty vznikajúcich periodických nestabilít.

Trojica grafov na obrázku 23 opisuje tie isté závislosti ako grafy na obrázku 22 (závis-
losti Rc, kc a σc na Λ), pri£om je zobrazený len preferovaný mód periodickej nestability.
Ten nepreferovaný u men²ích Lambda uº nie je zobrazený (ako e²te je na obr. 22). Rôzne
dvojice kriviek (preru²ovaná � stacionárna konvekcia a plná � preferovaná periodická ne-
stabilita) kore²pondujú rôznym hodnotám parametra anizotropie α = 1, 10, 100 a aj ex-
trémne ve©kej hodnote 106. Pre túto trojicu grafov boli pouºité tieto vstupné parametre:
Ez = 3 · 10−7, p = 0,91 a ζ = 0,9, kde Ez je Ekmanove £íslo, p = η/νzz a ζ = η/κzz (η
je magnetická difuzivita, νzz je vertikálny koe�cient kinematickej viskozity a κzz je ver-
tikálna tepelná difuzivita). Numerická analýza ukázala, ºe periodická nestabilita nemôºe
existova´ pre α < ζ, £o vylu£uje prípad silnej Sa anizotropie. Na prvom grafe 23a mô-
ºeme opä´ vidie´, ºe £ím výraznej²ia So anizotropia (£ím vä£²ia hodnota α) tým vä£²ie
hodnoty kritického Rayleighovho £ísla Rc. Podobne druhý graf 23b ukazuje, ºe vä£²ia So
anizotropia dáva men²ie hodnoty kritického radiálneho vlnového £ísla, t.j. konvektívne
bunky sa v radiálnom smere na´ahujú. Z tretieho grafu 23c vidíme, ºe nástupové hod-
noty Λo (hodnoty, pri ktorých za£ína existova´ periodická nestabilita, ktorá je preferovaná
pred stacionárnou konvekciou) sa s narastajúcou hodnotu parametra anizotropie posú-
vajú k men²ím hodnotám Λ, t.j. £ím vä£²ie α, tým men²ie Λo. Kritické frekvencie σc sú
pre Λ ≥ Λo najniº²ie, a teda geofyzikálne najreálnej²ie. Pre vä£²ie Λ uº nie sú frekvencie
ve©mi citlivé na anizotropii.

Obrázok 24 opisujú tie isté závislosti, ako grafy na predchádzajúcom obrázku, ale pri
vä£²ej hodnote Ekmanovho £ísla Ez = 10−3. Porovnaním týchto dvoch obrázkov vidíme
minimálne kvalitatívne zmeny. �o sa týka kvantitatívnych zmien, tak zvý²enie Ekmanovho
£ísla spôsobilo zníºenie v²etkých troch sledovaných kritických £ísel Rc, kc aj σc a zmen²ili
sa aj hodnoty nábehových Λo. Na grafe 24c môºeme e²te zrete©nej²ie vidie´, ºe vä£ia
So anizotropia umoº¬uje vznik periodickej nestability pri men²ích magnetických poliach
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Obr. 26: Podiel ustrednených azimutálnych kinetickej a magnetickej energie nestabilít v závislostiach na
Ekmanovom £ísle Ez a Elsasserovom £ísle Λ pri rôznych hodnotách anizotropného koe�cientu α > 1.
Minimálne Λ na krivkách na pravom obrázku sú nástupové hodnoty vznikajúcich periodických nestabilít.

(men²ích hodnotách Λ) a s men²ími frekvenciami, ktoré sú realistickej²ie pre vysvetlenie
dekadických variácií geomagnetického po©a.

Druhá £as´ numerických výsledkov za£ína obrázkom 25, ktorý pozostáva z dvoch grafov,
vyjadrujúcich závislos´ podielu azimutálnej a meridionálnej kinetickej energie ⟨u2φ⟩/⟨u2s +
u2z⟩ na Ekmanovom £ísle Ez (25a) pri kon²tantnej hodnote Elsasserovho £ísla Λ = 10, resp.
na Elsasserovom £ísle Λ (25b) pri kon²tantnej hodnote Ekmanovho £ísla Ez = 3 · 10−7.
Rôzne krivky odpovedajú rôznym prípadom So anizotropie (rôzne hodnoty parametra
anizotropie α). Na grafe 25a môºeme vidie´, ºe azimutálna kinetická energia dominuje
nad meridionálnou a táto dominancia je pre vä£²iu anizotropiu výraznej²ia. Podiel týchto
dvoch kinetických energií s nárastom Ekmanovho £ísla Ez klesá aº pri vä£²ích hodnotách
Ez; pri men²ích hodnotách je tento podiel skoro kon²tantný vzh©adom na Ez. Aj druhý
graf 25b ukazuje, ºe azimutálna kinetická energia dominuje nad meridionálnou pre celý
uvaºovaný interval hodnôt Λ. V²etky tri krivky na tomto grafe majú podobný tvar, t.j. pri
ur£itej hodnote Λ sa dosahuje lokálne maximum, v ktorom je azimutálna kinetická energia
vo£i meridionálnej najvä£²ia. Poloha tohto maxima je pre rôzne prípady So anizotropie
rôzna.

�al²í obrázok 26 znázor¬uje podiel ustrednených azimutálnej kinetickej a magnetickej
energie v závislosti na Ekmanovom £ísle Ez a Elsasserovom £ísle Λ pre rôzne hodnoty
koe�cientu anizotropie α. Z prvého grafu 26a vidie´, ºe pre v²etky α > 1 logaritmus
tohto podielu sa pre malé hodnoty Ez správa ako lineárna funkcia od logaritmu Ez. Pre
vä£²ie hodnoty sa táto �linearita� poru²uje. Magnetická energia na celom uvaºovanom
intervale Ez dominuje. Podobnú dominanciu magnetickej energie môºeme vidie´ aj na
grafe 25b, ale tu uº nemôºeme hovori´ o lineárnej závislosti na logaritme Elsasserovho
£ísla Λ. Nárastom Ekmanovho Ez aj Elsasserovho £ísla Λ sa kinetická energia postupne
vyrovnáva magnetickej. Pri men²ích hodnotách Ez a Λ dominuje magnetická energia, tak
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Obr. 27: Podiel ustrednených azimutálnych kinetickej a magnetickej energie nestabilít v závislostiach na
Ekmanovom £ísle Ez a Elsasserovom £ísle Λ pri rôznych hodnotách anizotropného koe�cientu α < 1.
Minimálne Λ na krivkách na pravom obrázku sú nástupové hodnoty vznikajúcich periodických nestabilít.

ako je to typické pre nestability typu MAC v¨n v zemskom jadre, zatia©£o pri vä£²ích Ez

a Λ sa dosahuje pribliºná ekviparti£nos´ kinetickej a magnetickej energie tak, ako je to
typické pre Alfvénove vlny. Anizotropia typu So výrazne neovplyv¬uje tieto závislosti.

Posledný obrázok 27 opisuje závislosti podielu ustrednených azimutálnej kinetickej
a magnetickej energie ⟨Ekin⟩/⟨Emag⟩ a podielu azimutálnej a meridionálnej kinetickej
energie ⟨u2φ⟩/⟨u2s + u2z⟩ na Elsasserovom £ísle Λ pri kon²tantnej hodnote Ekmanovho £ísla
Ez = 3 · 10−7. Na rozdiel od predchádzajúcich obrázkov, tu skúmame vplyv anizotropie
atmosférického typu (α < 1). Pretoºe platí uº spomínaná podmienka, ºe periodická ne-
stabilita existuje len pre hodnoty koe�cientu anizotropie α < ζ (kde ζ = η/κzz = q−1

z , £o
je obrátená hodnota Robertsovho £ísla), zvolili sme hodnotu ζ ve©mi malú, t.j. ζ = 0,01.
Z grafu 27a vidíme, ºe aj pri tomto type anizotropie dominuje magnetická energia nad
kinetickou a nárastom Elsasserovho £ísla Λ sa kinetická energia vyrovnáva magnetickej.
�alej je vidie´ kvalitatívny rozdiel medzi izotropným prípadom α = 1 a anizotropnými
prípadmi α < 1, u ktorých podiel energií je ve©mi slabo citlivý na koe�ciente anizot-
ropie α. Krivky na grafe 27b ukazujú, ºe azimutálna kinetická energia dominuje nad
meridionálnou kinetickou energiou. Na tomto grafe je rozdiel medzi izotropným prípadom
a anizotropnými prípadmi e²te výraznej²í. V izotropnom prípade podiel ⟨u2φ⟩/⟨u2s + u2z⟩
s nárastom Λ narastá, zatia© £o pri anizotropných prípadoch klesá. V oboch prípadoch aº
pri ve©kých hodnotách Λ∼>O(1000) dosiahne kvázikon²tantnú hodnotu ∼ 20, resp. ∼ 100
v anizotropných, resp. v izotropnom prípade.

7.5 Závery � model II

Lineárnou stabilitnou analýzou bol skúmany vplyv anizotropie difúznych koe�cientov na
model rotujúcej magnetokonvekcie v horizontálnej rovinnej vrstve, preniknutej základným
homogénnym vertikálnym magnetickým po©om.
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Stacionárna a nestacionárna konvekcia. Rovnako, ako v prípade modelu I, bol
systém rie²ený v cylindrickej súradnicovej sústave. Skúmali sa osovosymetrické, resp. oso-
vonesymetrické nestability, ktoré boli bu¤ £asovo nezávislé (stacionárna konvekcia), alebo
£asovo závislé (overstabilita). Uvaºované boli dva typy anizotropie viskozity a tepelnej
difuzivity; So strati�ka£ná anizotropia oceánskeho typu a Sa strati�ka£ná anizotropia
atmosférického typu. V prípade stacionárnej konvekcie platí (obr. 21), ºe oproti izotrop-
nému prípadu Sa anizotropia destabilizuje vrstvu (zmen²uje kritické Rayleighove £íslo Rc)
a zmen²uje radiálny rozmer konvektívnych buniek (zvä£²uje kritické radiálne vlnové £íslo
kc). So anizotropia má presne opa£ný ú£inok na stacionárnu konvekciu, teda stabilizuje
vrstvu a zvä£²uje radiálny rozmer konvekcie.

Nestacionárna konvekcia nemôºe existova´ pre α < ζ, £o vylu£uje prípad silnej Sa
anizotropie, kde ζ = η/κzz je obrátená hodnota Robertsovho £ísla. So anizotropia zvä£²uje
radiálny rozmer aj nestacionárnej konvekcie a ovplyv¬uje aj kritické Rayleighove £íslo, ale
stabilizujúci, resp. destabilizujúci ú£inok závisí aj od hodnoty Elsasserovho £ísla Λ (obr.
23).

Inerciálne módy a magnetokonvekcia. V tomto modeli bol vy²etrovaný aj vplyv
anizotropie na fyzikálne veli£iny, de�nované pomermi amplitúd jednotlivých porúch, ktoré
sme vyuºili pri niektorých energetických úvahách. Napríklad, ako sa dodávaná energia roz-
delí medzi kinetickú a magnetickú a v akom pomere sú kinetické energie v azimutálnom
a meridionálnom smere. Azimutálna kinetická energia za kaºdých okolností dominuje nad
meridionálnou. Pri men²ích hodnotách Ekmanovho a Elsasserovho £ísla magnetická ener-
gia výrazne dominuje nad kinetickou, ako je to typické pre nestability typu MAC v¨n
v zemskom jadre, zatia© £o pri vä£²ích hodnotách Ez a Λ sa dosahuje pribliºná ekvipar-
ti£nos´ kinetickej a magnetickej energie tak, ako je to typické pre Alfvénove vlny. Aj tak
nestability nie sú MAC módy, ktoré podobne ako Alfénove vlny sa ²íria v smere magnetic-
kého po©a. Sa aj So anizotropia za ur£itých okolností výrazne ovplyv¬ujú oba vy²etrované
pomery energií, pri£om ale nezmenia dominanciu magnetickej resp. azimutálnej kinetickej
energie (obr. 25 a 26).

Dominancia magnetickej nad kinetickou energiou osovosymetrických nestabilít indi-
kuje to, £o sa dalo £aka´. Nestability sú tepelnou konvekciou na pozadí magnetického
po©a a rotácie systému, a nie Alfvénove vlny, s ktorými sú spájané torzné oscilácie v zem-
skom jadre, zaloºené na �elasticite� jadra od radiálneho magnetického po©a. Z kinema-
tického h©adiska v²ak tieto nestability majú charakter torzných oscilácií. Takºe máme
aspo¬ indikáciu pre moºný záver. Vybudená tepelná konvekcia, ktorej vlastnosti sú vý-
razne ovplyvnené vertikálnym magnetickým po©om, po©om v smere rota£nej osi, môºe by´
v rezonancii s vlastnými kmitmi rotujúceho systému. Pozoruhodné pritom je, ºe nástup
tejto konvekcie je moºný len od istých hodnôt magnetického po©a (pozri nástupové Λo na
obr. 22-24), citlivých od iných parametrov systému, napr. α - anizotropného parametra.

Horizontálne rolky, osovosymetrické a osovonesymetrické nestability. Na zá-
ver treba pripomenú´, ºe v ²tudovanom modeli sme rozlí²ili nestability v kartézskej a cylin-
drickej geometrii. V kartézskej geometrii ²tudované rolky v horizontálnej vrstve kvapaliny
poskytli o£akávaný výsledok. Vznikajúce nestability citlivo závisia od anizotropie difúz-
nych koe�cientov. Na lineárnej úrovni stabilitnej analýzy nevieme rozhodnú´, £i rolky sú
preferované pred nestabilitami iných tvarov, napr. s bunkami konvekcie ²tvorcovej alebo
²es´uholníkovej základne. Posledne spomínané prípady s dvomi na seba kolmými rolkami,
resp. s tromi rolkami zvierajúcimi 120◦(= 360◦/3) sme ne²tudovali. V prípade jediného
systému roliek je zrejmé, ºe ich orientácia v horizontálnej vrstve je ©ubovo©ná, t.j. pri
kaºdom smere roliek je konvekcia budená pri rovnakom kritickom Rc.

V cylindrickej geometrii sme rozlí²ili osovosymetrické a osovonesymetrické nestability,
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t.j. s m = 0 a m = ±1,±2,±3, . . .. Pre v²etky m sme dostali rovnaké hodnoty kritických
£ísel, teda aj Rc, a to e²te s rovnakými hodnotami, ako pre rolky v kartézskej geometrii.

Je zrejmé, ºe z lineárnej stabilitnej analýzy nevieme rozhodnú´, £i osovosymetrické ne-
stability sú preferované. Av²ak ich dominanciu nad osovonesymetrickými nestabilitami ne-
môºeme vylú£i´. V kaºdom prípade zaujímavý výsledok, spájajúci na²e nestability sm = 0
s torznými osciláciami v zemskom jadre treba bra´ opatrne, pokia© v ²tudovanom modeli
neuváºime nelinearity, napr. aspo¬ v slabo nelineárnej analýze.
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8 Model III

8.1 Model s homogénnym horizontálnym magnetickým po©om

V tomto modeli je vy²etrovaná lineárna stabilita nekone£nej horizontálnej rovinnej vrstvy
vodivej nestla£ite©nej kvapaliny hrúbky d. Vrstva je preniknutá homogénnym horizontál-
nym magnetickým po©om B̃0 v smere osi y. Vrstva rotuje okolo osi vo vertikálnom smere
z, gravita£né pole g je v smere −z a vrstva je zohrievaná zospodu a chladená zvrchu,
pri£om je udrºiavaný lineárny teplotný pro�l T̃0.

8.2 Základné rovnice

Uvaºujeme teda základný stav systému (rotujúci uhlovou rýchlos´ou, Ω0 = Ω0 ẑ)

Ũ 0 = 0, B̃0 = BM ŷ, T̃0 = Tl −∆T
z̃ + d/2

d
, (68)

kde ŷ a ẑ sú jednotkové vektory v smeroch y a z. Tl je základná teplota na spodku
vrstvy z̃ = −d/2 a ∆T je základný teplotný rozdiel medzi spodkom a vrchom vrstvy.
Stabilitu systému ²tudujeme naloºením porúch rýchlostného po©a ũ, magnetického po©a b̃
a teploty ϑ̃ na systém základných rovníc. Tento systém je pre neznáme poruchy prerobený

-
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6
-

Ω = Ω0ẑ
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Obr. 28: Model rotujúcej magnetokonvekcie s homogénnym horizontálnym základným magnetickým po-
©om v nekone£nej horizontálnej nestabilne strati�kovanej vrstve s vertikálnym teplotným pro�lom T̃0(z̃).

na bezrozmerný a linearizovaný tvar

Ro
∂u

∂t
+ ẑ× u = −∇p+ Λ(∇× b)× ŷ +Rϑẑ+ Ez∇2

αu, (69)

∂b

∂t
= ∇× (u× ŷ) +∇2b, (70)

1

qz

∂ϑ

∂t
= ẑ · u+∇2

αϑ, (71)

∇ · u = 0 (72)

a ∇ · b = 0. (73)

Na prvý poh©ad môºeme vidie´ v (69) a (71), ºe Laplaceov oprátor ∇2 je nahradený
anizotropným Laplaceovým operátorom ∇2

α; pozri (74�76). Prvá rovnica (69) je pohybová
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Navier-Stokesova rovnica, ktorá opisuje £asový vývin poruchového rýchlostného po©a u.
Druhá rovnica (70), opisujúca £asový vývin poruchového magnetického po©a b, je induk£ná
rovnica. �al²ia rovnica (71), rovnica vedenia tepla, opisuje vývin poruchového teplotného
po©a ϑ v £ase. Posledné dve rovnice vyjadrujú solenoidálnos´ rýchlostného a magnetického
po©a. V Navier-Stokesovej rovnici uvaºujeme dva rôzne tvary posledného £lenu Ez∇2

αu,
opisujúceho viskózne sily, ke¤ºe uvaºujeme dva typy anizotropie. V prípade strati�ka£nej
anizotropie (SA) má viskózny £len tvar

Ez∇2
αu = Ez[(1− αν)∂

2
zz + αν∇2]u, (74)

a v prípade anizotropie pod©a Braginského a Meytlisa (BM) je viskózny £len nasledujú-
ceho tvaru

Ez∇2
αu = Ez[(αν − 1)∂2xx +∇2]u. (75)

Okrem anizotropného koe�cientu viskozity uvaºujeme tieº anizotropiu tepelnej difuzivity.
V rovnici vedenia tepla preto tieº uvaºujeme dva tvary difúzneho £lena ∇2

αϑ. V prípade
anizotropie SA, resp. BM sú tvary tohto £lena nasledovné

∇2
αϑ = [(1− αϑ)∂

2
zz + αϑ∇2]ϑ a ∇2

αϑ = [(αϑ − 1)∂2xx +∇2]ϑ. (76)

Ve©mi ©ahko v oboch prípadoch overíme, ºe poloºením anizotropných parametrov αν a αϑ

jednotke (teda uvaºovaním izotropného prípadu α = αν = αϑ = 1) sa difúzne £leny
v rovniciach (69, 71) zmenia na beºne pouºívané tvary E∇2u, resp. ∇2ϑ. �ím viac sa
α odli²uje od jednotky, tým vä£²ia je anizotropia. Bezrozmerné £ísla v rovniciach sú rov-
naké, ako v predchádzajúcich modeloch I a II, a teda zhodné s (16) vo v²eobecnej kapitole
3. Kvôli anizotropii viskozity a tepelnej difuzivity máme opä´ dve Ekmanove £ísla a dve
Robertsove £ísla, pri£om v rovniciach sa explicitne objavujú len bezrozmerné £ísla, de�no-
vané pomocou difúznych koe�cientov vo vertikálnom smere z. Kvôli pohodlnému £ítaniu
je rozumné e²te raz zopakova´ de�nície týchto £ísel14

Ro =
η

2Ω0d2
, Λ =

B2
M

2Ω0ρlµη
, Ez =

νzz
2Ω0d2

, R =
αTg∆Td

2Ω0κzz
, qz =

κzz
η
, α =

νxx
νzz

=
κxx
κzz

, (77)

kde opakovaný zápis α je kvôli uvedeniu kompletnej sady bezrozmerných £ísel, s ktorými
budeme rie²i´ formulovaný problém. Pre úplnos´ e²te uvedieme aj druhé Ekmanove £íslo
Ex = νxx/2Ω0d

2 a druhé Robertsove £íslo qx = κxx/η (v predchádzajúcich modeloch I a II
to boli £ísla Es = νss/2Ω0d

2 a qs = κss/η).
Je tieº uºito£né zavies´ pä´ ¤al²ích bezrozmerných £ísel

ζ =
η

κzz
= q−1

z , p =
η

νzz
=
Ro

Ez

, Q =
Λ

Ez

, Ta = E−2
z , Ra =

R

Ez

, (78)

kde ζ a p sú dve Prandtlove £ísla, bezrozmerné pomery difuzivít, ζ � obrátené Robertsove
a p � obrátené magnetické Prandtlove £íslo15. �al²ie tri £ísla, Q � Chandrasekharove, Ta
� Taylorove a Ra � klasické Rayleighove £íslo sú uºito£né pre porovnanie odpovedajúcich
výrazov tu a v [13, 18, 19].

14Modi�kované Rayleighove £íslo R, ktoré je mierou efektívnej vztlakovej sily vzh©adom ku Coriolisovej sile, je aj v tomto
modeli de�nované pomocou κzz - vertikálnej zloºky koe�cientu tepelnej difuzivity.

15Symbol p pouºijeme pre jedno £asto pouºívané bezrozmerné £íslo p = pz , pretoºe tlak uº nebudeme uvaºova´.
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8.3 Metóda rie²enia

�al²í postup je v rozloºení porúch rýchlostného u a magnetického po©a b na poloidálnu
a toroidálnu £as´ (pre porovnanie pozri (28) a (44))

u = a−2 [∇× (∇× wẑ) +∇× ωẑ] a b = a−2 [∇× (∇× bẑ) +∇× jẑ ]. (79)

V²etky poruchy (w, ω, b, j a ϑ) majú tvar

f(x, y, z, t) = ℜe [F (z) exp(ilx+ imy) exp(λt)] , (80)

kde horizontálne zloºky vlnového £ísla l a m ur£ujú a2 = l2 + m2. Odmocnina a2 je
horizontálne vlnové £íslo a a λ = iσ je komplexná frekvencia. �alej aplikujeme na Navier-
Stokesovu rovnicu operátor rotácie a dvojitej rotácie. To isté spravíme s induk£nou rov-
nicou a po dosadení porúch (w, ω, b, j a ϑ) do týchto rovníc a do rovnice vedenia tepla
a uváºením ẑ�zloºiek dostaneme nasledujúci systém oby£ajných diferenciálnych rovníc pre
neznáme funkcie F (z) = W (z), Ω(z), B(z), J(z) a Θ(z)

[EzDα −Roλ]Ω +DW + imΛJ = 0, (81)
(D2 − a2) [EzDα −Roλ]W −DΩ + imΛ(D2 − a2)B = a2RΘ , (82)

(D2 − a2 − λ)J + imΩ = 0, (83)
(D2 − a2 − λ)B + imW = 0, (84)

(Dα − ζλ)Θ +W = 0, (85)

kde D = d/dz a operátor Dα má dva rôzne tvary, a to

Dα = D2 − αl2 −m2 a Dα = D2 − αl2 − αm2 = D2 − αa2 (86)

v prípade BM , resp. SA anizotropie. Pritom u SA je zachovaná, zatia©£o u BM naru²ená
horizontálna izotropia. Z týchto piatich rovníc (81�85) postupne eliminujeme 4 neznáme
funkcie aº na funkciu W a dostaneme oby£ajnú diferenciálnu rovnicu 12-eho rádu pre W
v nasledujúcom tvare[

(Dα − ζλ)
(
(D2 − a2)

{
Dλ (Dα − pλ) +Qm2

}2
+ TaD2

λD
2
)
+

+a2RaDλ

{
Dλ (Dα − pλ) +Qm2

} ]
W = 0, (87)

kde Dλ = D2 − a2 − λ a kde systém bezrozmerných parametrov (77) bol nahradený
systémom (78).

Pre priame porovnanie s [13] a [18, 19] zavedieme tieº substitúcie

l̃ =
l2

π2
, m̃ =

m2

π2
, σ1 = − iλ

π2
, T1 =

Ta
π4
, Q1 =

Q

π2
a R1 =

Ra

π4
. (88)

Ak uvaºujeme najjednoduch²ie hrani£né podmienky pre z = −1/2, 1/2, (v [37] sú pome-
nované illustrative conditions), t.j. hranice sú mechanicky vo©né a elektricky a tepelne
dokonale vodivé,

W = D2W = DΩ = Θ = B = DJ = 0,

potom v¤aka rie²eniu W =W0 cos(πz) môºeme operátory v (87) nahradi´ jednoduchými
algebraickými výrazmi. Nakoniec zavedením pomocných premenných

ã = l̃ + m̃, A = 1 + ã (89)
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a Aα =

{
1 + αl̃ + m̃
1 + αã

v prípade
BM

SA
anizotropie, (90)

dostaneme disperzný vz´ah pre Rayleighove £íslo R1 v tvare

(Aα + iζσ1)
{
A [(A+ iσ1)(Aα + ipσ1) +Q1m̃]2 + T1(A+ iσ1)

2
}
=

= R1(A− 1)(A+ iσ1) {(A+ iσ1)(Aα + ipσ1) +Q1m̃} . (91)

Disperzná rovnica (91) pre prípad horizontálneho základného magnetického po©a v smere
y je analogická prípadu s vertikálnym magnetickým po©om v ([13], kap. V). Prechod na
bezrozmerné parametre pouºité v [13, 18, 19] tu slúºi pre porovnanie a overenie zloºi-
tých výrazov, ale v nasledujúcom texte sú numerické výsledky prezentované v priestore
parametrov (77) � R, Ez, Λ, qz (alebo ζ = 1/qz), p (= Ro/Ez) a α [60, 59].

Rovnica, analogická rovnici (91), vo �vhodnej²om� priestore parametrov, má tvar

Ra2
qz(K

2 + λ)

(qzK2
α + λ)

=
K2[Ez(K

2 + λ)(K2
α + pλ) +m2Λ]2 + π2(K2 + λ)2

Ez(K2 + λ)(K2
α + pλ) +m2Λ

, (92)

kde pouºitím transforma£ných vz´ahov (88−90)

K2 = a2 + π2 (93)

a K2
α =

{
αl2 +m2 + π2

αa2 + π2 v prípade
BM

SA
anizotropie. (94)

Je zaujímavé vidie´ peknú zhodu ©avej strany tejto disperznej rovnice s ©avou stranou
rovnice (36) v modeli I, kde namiesto Robertsovho £ísla qz bola pouºitá jeho obrátená
hodnota ζ = 1/qz (£asto pouºívaná v astrofyzike), a kde je samozrejme radiálne vlnové
£íslo k namiesto horizontálneho vlnového £ísla a.

V posledných rokoch nastal výrazný pokrok v numerických simuláciach tepelnou kon-
vekciou hnaných dynám. Tieto numerické modely sú riadené rovnakými bezrozmernými
parametrami, ako tu skúmaný problém rotujúcej magnetokonvekcie. Dôleºitou limitou
pre tieto modely geodynama je limita, pri ktorej sa zanedbáva inerciálny £len ∂u/∂t,
pretoºe sa verí, ºe rýchle módy sú relatívne menej dôleºité. Napriek tomu v £astiach
8.5.3−8.5.5 s numerickými výsledkami pre nestacionárnu konvekciu sme uváºili aj p ̸= 0.
Základná disperzná rovnica v limitnom prípade p = 0, t.j. nulového inverzného magnetic-
kého Prandtlovho £ísla p = η/νzz v priestore bezrozmerných parametrov (77) Ez, Λ, qz
a α má tvar

Ra2
qz(K

2 + λ)

(qzK2
α + λ)

=
K2[Ez(K

2 + λ)K2
α +m2Λ]2 + π2(K2 + λ)2

Ez(K2 + λ)K2
α +m2Λ

. (95)

Limita p = 0 súvisí s priblíºením ν ≫ κ ∼ η, pri ktorom Roberts a Jones [37] rie²ili
izotropný problém, ale ktorá sa výrazne lí²i od limity ν ≪ η (p = ∞), pri ktorej rie²il
podobný problém Eltayeb [18]. Zdôrazníme e²te, ºe v izotropnom prípade α = 1 platí
K2

α = K2, qz = q, Ez = E, a podobne Aα = A a Dα = D2 − a2, £o je uºito£né pre
porovnanie výrazov (87 � 95) s odpovedajúcimi výrazmi v [13, 19, 37, 28]. Napr. rovnica
(95) v limite α = 1 je identická s (3.3) v [37].

8.4 Módy konvekcie vo forme roliek

Hlavným cie©om lineárnej stabilitnej analýzy je vy²etri´ nástup konvekcie, teda nájs´ také
základné vstupné parametre opisujúce systém a takú kon�guráciu nestability, ktorá sa

66



vybudí naj©ah²ie. Ide teda opä´ o h©adanie marginálnej konvekcie (vi¤ za£iatok podka-
pitoly 6.1). Nestabilita vznikne, ak Rayleighove £íslo, ktoré je pomerom destabilizujúcich
a stabilizujúcich síl, dosiahne ur£itú kritickú hodnotu. Úlohou je nájs´ pri zadaných vstup-
ných parametroch (Ekmanove £íslo, Elsasserove £íslo, Robertsove £íslo) taký tvar poruchy
(daný vlnovými £íslami), ktorá vznikne pri najmen²om Rayleighovom £ísle. Takéto Ray-
leighove £íslo nazývame kritickým Rayleighovým £íslom a ozna£ujeme ho Rc. H©adanie
Rc súvisí s procesom minimalizácie, ale najprv si zade�nujeme v²etky vy²etrované módy
konvekcie, ktoré sú´aºia o preferenciu v priestore bezrozmerných parametrov (77). Vy-
²etrujeme nástup stacionárnej a nestacionárnej konvekcie, ktorá má tvar horizontálnych
roliek a je jednozna£ne popísaná dvoma zloºkami l a m horizontálneho vlnového £ísla. Pár
l a m môºe by´ nahradený iným párom

a = (l2 +m2)1/2 a γ = arctg(m/l), (96)

kde ve©kos´ a horizontálneho vlnového £ísla zjednodu²ene voláme horizontálne vlnové £íslo
a γ je uhol sklonu roliek vzh©adom na orientáciu základného magnetického po©a v smere
osi y. V¤aka (80) vektor (l, m) ur£uje orientáciu konvektívnych roliek (rolky sú kolmé na
vektor) a v prípade nestacionárnej konvekcie tento vektor ur£uje tieº smer ²írenia vlny
[56, 55]. V prípade, ºe vlnové £íslo l je nulové, tak hovoríme o kolmých rolkách, lebo sú
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Obr. 29: Rôzne orientácie konvektívnych horizontálnych roliek. Uhol γ = arctg(m/l) je uhol medzi osou
roliek a magnetickým po©om B. Pre rolky kolmé na magnetické pole platí l = 0 ⇒ γ = π/2 (C) a pre
rolky rovnobeºné s magnetickým po©om platí m = 0 ⇒ γ = 0 (P).

orientované kolmo na základné magnetické pole (cross). Iný extrémny prípad je, ke¤ vlnové
£íslom je nulové, a takéto rolky nazývame rovnobeºné (parallel). Ak sú obidve vlnové £ísla
nenulové, tak hovoríme o ²ikmých rolkách (oblique). Orientácia roliek je názorne zobrazená
na obrázku 29. Preskúma´ preferenciu znamená ur£i´, ktorá z týchto foriem konvekcie je
preferovaná pre dané Ez, Λ, qz a α; pozri (77). Kombináciou troch moºných orientácii
roliek so stacionárnou (steady) a nestacionárnou (overstable) konvekciou de�nujeme 5
rôznych módov konvekcie. Pouºijúc ozna£enia a názvy pod©a Robertsa a Jonesa [28, 37]
ich pomenujeme P, SC, SO, OC a OO módy. Zna£enie je od anglických názvov parallel,
steady cross, steady oblique, overstable cross a overstable oblique. P rolky nikdy nie sú
nestacionárne [37].
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8.4.1 Základné módy konvekcie v prípadoch SA a BM anizotropie

Rovnica (91) prejde pri p = η/νzz = Ro/Ez = 0 na

(Aα + iζσ1)
{
A [(A+ iσ1)Aα +Q1m̃]2 + T1(A+ iσ1)

2
}
=

= R1(A− 1)(A+ iσ1) {(A+ iσ1)Aα +Q1m̃} . (97)

Prejdeme teraz na zna£enie v [37], teda K2 = π2A, a2 = π2(A − 1). �alej vyuºijeme, ºe
E−2

z = Ta = π4T1, Λ/Ez = Q = π2Q1 a m̃ = m2/π2. Vynásobením (97) s E2
z máme

(Aα + iζσ1)
{
A
[
Ez(A+ iσ1)Aα + π−4Λm2

]2
+ π−4(A+ iσ1)

2
}
=

= π−4Ra2π−2(A+ iσ1)
{
(A+ iσ1)AαEz + π−4Λm2

}
(98)

a ¤al²ím vynásobením s π12 a e²te s qz (miesto ζ) a λ = iσ máme

(
qzK

2
α + λ

){
K2

[
Ez(K

2 + λ)K2
α + Λm2

]2
+ π2(K2 + λ)2

}
=

= Ra2qz(K
2 + λ)

{
Ez(K

2 + λ)K2
α + Λm2

}
, (99)

£o je iným vyjadrením (95). Vz´ah (99) je anizotropným zov²eobecnením izotropného
prípadu α = 1 z [37]. V zloºitej algebre bolo uºito£né vyuºi´ spreh©ad¬ujúce prístupy [37]
spojené so zavedením nových premenných

ϕ =
Λm2

πK
, y =

σ

K2
, yα =

σ

K2
α

a cα =
EzKK

2
α

π
, (100)

ktoré umoºnili disperznú rovnicu (99) vyjadri´ ako

qzx(1 + iy)λ {cα(1 + iy) + ϕ} = (qz + iyα)cα
{
[cα(1 + iy) + ϕ]2 + (1 + iy)2

}
. (101)

Pritom anizotropné zov²eobecnenie si vyºiadalo zade�nova´ yα a cα navy²e ku y a c.
V stacionárnom prípade pri λ = 0, xs = x a Rs = R vz´ahy (98−101) pre Rayleighove

£íslo sú

xs = cα

(
cα + ϕ+

1

cα + ϕ

)
;

Rs =
π(π2 + a2)3/2α

a2

(
Cα +

1

Cα

)
, kde Cα = cα + ϕ =

EzK
2K2

α + Λm2

πK
(102)

a symbol (π2 + a2)3/2α ≡
{

(π2 + a2)1/2(π2 + αa2)
(π2 + a2)1/2(π2 + αl2 +m2)

v prípade
SA

BM
anizotropie.

Tvar (101) disperznej rovnice sa ukázal ako ve©mi uºito£ný pri ²túdiu (analytickými,
asymptotickými metódami) vlastností zloºitej²ích nestacionárnych módov. V nasledujú-
cej podkapitole 8.5 sa týmto vlastnostiam venujeme numerickými metódami. Mnohé de-
taily ²túdia nestacionárnych OC a OO módov asymptotickými metódami sú prezentované
u ¤al²ieho modelu IV s leºatou rota£nou osou, a to hlavne v podkapitolách 9.3 a 9.4.
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8.4.2 Ur£enie hraníc medzi módmi P, SC a SO

Sústredíme sa hlavne na SA anizotropiu. Potom

Rs =
π(π2 + a2)1/2(π2 + αa2)

a2

(
Cα +

1

Cα

)
. (103)

Z podmienok

∂Rs

∂Cα

= 0 a
∂Rs

∂a2
= 0

máme kritické Cα a a2, teda

Cc = 1 a a2c = π21 +
√
1 + 8α

2α
= π22α. (104)

�alej K2
c = a2c + π2 = (2α + 1)π2 = 3απ

2 a K2
αc = π2 + αa2c = π2 + απ22α = π2(1 + α2α).

Z rovníc (102−104) pre zloºky kritického horizontálneho vlnového £ísla máme

m2
c =

√
3απ

2 − 9απ
4Ez

Λ
, l2c = 2απ

2 −m2
c , (105)

pri£om16 2α = (1 +
√
1 + 8α)/2α, 3α = 2α + 1 a 9α = 3α(1 + α2α).

Hranica SO/P je ur£ená podmienkou m = 0. Z rovnice (105) máme

E∗ =

√
3α
9α

π−2 =
π−2

√
3α(1 + α2α)

, (106)

z £oho okamºite vidie´, ºe v izotropnom prípade E∗ .
= 1,95 · 10−2 v súlade s [37] a ΛEz

reºimovým diagramom na grafe 30a. Po dosadení pomocných premenných 2α, 3α a 9α
dostávame predpis pre SO/P hranicu v tvare

E = E∗ = π−2


[
2α + 1 +

√
8α+ 1

2α

]1/2 (
3 +

√
8α+ 1

) 1
2


−1

=

2(2α)1/2

π2

{
(2α+ 1 +

√
8α + 1)1/2(3 +

√
8α + 1)

}−1
= E∗(α), (107)

teda v závislosti na anizotropnom parametri α, £o vystihuje vertikály E = E∗, teda hranice
SO/P na grafe 30a pre α = 0,5, 1 a 2. Dva limitné prípady majú nasledujúci tvar

E∗|α→0 =
α1/2

2π2
= O(α1/2), E∗|α→∞ =

(2α)−1/2

π2
→ 0 (108)

a nazna£ujú, ako extrémne prípady anizotropie α→ 0 a α→ ∞ môºu dramaticky meni´
charakter konvekcie. Pozri numerické výsledky v £asti 8.5.2.

Hranica SC/SO je ur£ená podmienkou l = 0. Z rovnice (105) dostávame

2απ
2 = m2 =

9απ
4

Λ
(E∗ − E) ⇒ Λ =

√
3α
2α

(
1− E

E∗

)
.

16Tu a v ¤al²om texte zavádzame nezvy£ajné ozna£enie nových parametrov 2α, 3α a 9α, závislých na anizotropnom
parametri α. Dôvodom je spreh©adni´ zloºitej²ie výrazy závislé na α tak, aby na prvý poh©ad bolo vidie´, aké hodnoty majú
tieto parametre v izotropnom prípade α = 1, t.j. 2α|α=1 = 2, 3α|α=1 = 3 a 9α|α=1 = 9.
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Teda matematický predpis pre hranicu SC/SO má tvar

Λ = Λ∗
(
1− E

E∗

)
, (109)

kde Λ∗ je funkciou len od α a je de�novaná nasledovne

Λ∗ =

√
3α
2α

= (2α)1/2

[
2α + 1 +

√
8α + 1

]1/2
1 +

√
8α + 1

. (110)

Vz´ah (109) reprezentuje úse£ky SC/SO na reºimovom ΛEz diagrame (obr. 30a) pre α =
0,5, 1 a 2. Dva limitné prípady tejto premennej majú nasledujúci tvar

Λ∗ |α→0 = α1/2 → 0, Λ∗ |α→∞ =
(
α

2

)1/4

→ ∞ (111)

a opä´ upozor¬ujú, aký význam má plánované ²túdium extrémnych prípadov anizotropie.
Ku ²túdiu hraníc medzi módmi v prípade BM anizotropie treba vychádza´ (102) z na-

sledujúceho výrazu pre Rayleighove £íslo

Rs =
π(π2 + a2)1/2(π2 + αl2 +m2)

a2

(
Cα +

1

Cα

)
,

u ktorého na prvý poh©ad vidie´ dôsledok stratenej horizontálnej izotropie difúznych ko-
e�cientov. Pozri £len π2+αl2+m2, ktorý na rozdiel od SA anizotropie s £lenom π2+αa2

sa nedá vyjadri´ cez a, ale len cez zloºky l a m. Av²ak stratená horizontálna izotropia
difúznych koe�cientov sa vo výraze pre Rayleighove £íslo prejaví aj cez Cα = cα + ϕ,
pretoºe pod©a (94, 100) cα = (Ez/π)(π

2 + a2)(π2 + αl2 +m2).
Pre odpovedajúce zloºitosti minimalizácie Rs v BM anizotropii a pri nemoºnosti zvlád-

nu´ ju analyticky £itate©a odkazujeme na podkapitolu 8.5 Numerické prístupy a výsledky.

8.5 Numerické prístupy a výsledky

Proces minimalizácie bol robený ve©mi jednoduchým, ale pre tento problém posta£ujúcim
spôsobom. Fyzikálne dôleºitá £as´ dvojrozmerného priestoru zloºiek l a m vlnového vek-
tora je pokrytá sie´ou. Rayleighove £íslo je po£ítané v kaºdom bode siete a je nájdený bod
s najmen²ím Rayleighovým £íslom. Vhodne vybrané okolie tohoto bodu je pokryté novou
sie´ou s vy²²ou hustotou bodov a opä´ sa h©adá bod s najmen²ím Rayleighovým £íslom.
Tento proces pokra£uje, pokia© sa nedosiahne poºadovaná presnos´; získané Rayleighove
£íslo je uº kritické Rc s odpovedajúcimi kritickými zloºkami horizontálneho vlnového vek-
tora lc a mc. V prípade nestacionárnej konvekcie bol formálne pouºitý ten istý proces
minimalizácie, ale v kaºdom bode siete bola naviac po£ítaná frekvencia σ. Frekvencia
σ je kore¬om polynómu siedmeho stup¬a, ktorý vznikol z podmienky ℑm(R) = 0, kde
R kore²ponduje výrazu (92). Evidentný kore¬ σ = 0 súvisí so stacionárnou konvekciou.
�al²ie korene tejto rovnice, súvisiace s nestacionárnou konvekciou, pochádzajú z poly-
nomiálnej rovnice tretieho stup¬a pre neznámu σ2. V prípade viac ako jednej fyzikálne
vhodnej frekvencie je kritická frekvencia odpovedajúca najmen²iemu Rayleighovemu £íslu,
rovnako ako kritické lc, mc a Rc pre nestacionárne módy. Nakoniec sú porovnané kritické
Rayleighove £ísla pre stacionárnu a nestacionárnu frekvenciu kvôli ur£eniu preferovaného
módu. Ur£enie orientácie preferovaného módu (vrátane P módov s m = 0 a SC a OC
modov s l = 0) je sú£as´ou minimaliza£ného procesu.
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8.5.1 Stacionárna konvekcia; ΛEz diagram

Nasledujúce numerické výsledky (obr. 30) ukazujú vplyv anizotropie na rozloºenie regió-
nov preferencie v ΛEz rovine, kde tri oblasti sú ozna£ené pod©a toho, aká orientácia roliek
je v tejto oblasti preferovaná.

P ⇒ Steady Parallel roll � stacionárne módy rovnobeºných roliek sú preferované;
SC ⇒ Steady Cross roll � stacionárne módy kolmých roliek sú preferované;
SO ⇒ Steady Oblique roll � stacionárne módy ²ikmých roliek sú preferované.

Jednotlivé diagramy 30abc vlastne reprezentujú funkciu Rc = Rc(Λ;Ez), pri£om krivky
predstavujú rovnaké hodnoty Rc pre dvojice súperiacich módov SC, SO, a P. Napr. krivka
SC/SO znamená hranicu preferencie v priestore parametrov Λ a Ez medzi módmi SC
a SO. Graf 30a ukazuje vplyv anizotropie typu SA, t.j. Sa a So na tieto oblasti. Plné
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Obr. 30: Reºimový diagram stacionárnej konvekcie pre oba SA a BM typy anizotropie. Reºimový diagram
ukazuje oblasti s preferovaným typom konvekcie v ΛEz-rovine.

a bodkované £iary znázor¬ujú hranice medzi jednotlivými oblas´ami v anizotropných Sa

a So prípadoch, teda pri α = 0,5 a α = 2 a preru²ované £iary platia pre izotropný prípad
α = 1.

Hranica medzi SO a P sa v oboch prípadoch silnejúcich Sa a So anizotropií posúva
k men²ím hodnotám Ekmanovho £ísla Ez, £o môºeme vidie´ na obrázku 31 ako aj zo
vz´ahu (107), ktorý má lokálne maximum práve v izotropnom prípade α = 1. V limitných
prípadoch α → 0 a α→ ∞ sa hranica SO/P (hodnota E∗ v (107)) posúva k nule, £o sme
ukázali analyticky v (108) a £o nazna£uje aj obrázok 31. Hranica SC/SO medzi SC a SO
je úse£ka daná pod©a (109) hodnotami E∗ a Λ∗, pri£om E∗ a Λ∗ sú hodnoty Ez pre Λ = 0
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Obr. 31: Parametre Λ∗ a E∗, ur£ujúce hranice SO/P a SC/SO pod©a vz´ahov (107, 109), ako funkcie
parametra anizotropie α.

a Λ pre Ez = 0. Závislosti Λ∗(α) a E∗(α) na obrázku 31, a to prvá monotónna a druhá
s maximom práve pre α = 1 u izotropného prípadu vysvet©ujú, pre£o hranica SC/SO je
v prípade silnejúcej Sa anizotropie posúvaná k men²ím hodnotám Elsasserovho £ísla Λ
a v prípade silnejúcej So anizotropie k vä£²ím hodnotám Λ. Z fyzikálneho h©adiska môºme
poveda´, ºe Sa anizotropia zosil¬uje ú£inok Lorentzovej sily, lebo tá istá oblas´ (oblas´
medzi dvoma ²ikmými úse£kami - hranicami SC/SO), ktorú sme v izotropnom prípade
nazývali reºim slabého magnetického po©a, je v prípade Sa anizotropie uº reºim silného
magnetického po©a (Λ∗ v izotropnom prípade je vä£²ia ako Λ∗ v prípade Sa anizotropie,
pozri diskusiu v [37]). Kedºe vplyv So anizotropie na hranicu SC/SO je opa£ný, tak
môºeme poveda´, ºe So anizotropia oslabuje ú£inok Lorentzovej sily. Podobne môºme
hovori´, ºe Sa aj So anizotropia zniºuje ú£inok Coriolisovej sily, lebo oblas´ medzi dvoma
vertikálnymi priamkami, ktorá v izotropnom prípade prislúcha reºimu silnej rotácie, je
v prípadoch Sa a So anizotropie e²te reºim slabej rotácie (E∗

z v izotropnom prípade je
vä£²ie ako E∗

z v prípadoch Sa a So anizotropie).
Graf 30b ukazuje vplyv anizotropie typu BM na ΛEz reºimový diagram. �ierne a £er-

vené £iary opä´ znázor¬ujú hranice medzi jednotlivými oblas´ami pre anizotropné prípady
(α = 0,5 a 0,1). Pre porovnanie sú na grafe aj hranice pre izotropný prípad α = 1 vykres-
lené modrými £iarami. Hranice medzi jednotlivými oblas´ami preferencie sa pod vplyvom
BM anizotropie menia ove©a výraznej²ie ako v prípade SA anizotropie, aj ke¤ hodnota
parametra anizotropie je rovnaká. Dochádza nielen ku kvantitatívnej zmene (pri SA ani-
zotropii sa hranice len posúvajú), ale hranice sa teraz menia aj kvalitatívne, lebo dochádza
aj ku zmene tvaru hraníc. Vplyv BM anizotropie na ú£inok Lorentzovej a Coriolisovej sily
je teda tieº ove©a výraznej²í ako v prípade SA anizotropie. Paralelné módy moºu by´ pre-
ferované aj v prípade ve©mi rýchlej rotácie (ve©mi malé Ez), ak je magnetické pole ve©mi
slabé (nezabúdajme v²ak, ºe BM anizotropia je spôsobená silnej²ím magnetickým po©om,
vi¤ komentár k obrázku 30c). Sta£í v²ak silnej²ie pole a jeho ú£inok je výrazný. Rolky,
kolmé na magnetické pole, sú preferované len vo ve©mi úzkej oblasti ako Ekmanovho £ísla
Ez tak aj Elsasserovho £ísla Λ. V prípade BM anizotropie uº nie je také jednozna£né roz-
delenie na rýchlo rotujúci prípad (Ez < E∗

z ) a na prípad s pomalou rotáciou (Ez < E∗
z ),

ako je to v prípade SA anizotropie a v izotropnom prípade, lebo hranica v ΛEz rovine,
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rozde©ujúca tieto dva reºimy, uº nie je vertikálna priamka daná E = E∗
z , t.j. £íslom E∗

z ,
nezávislým na Elsasserovom £ísle Λ, ale je jeho funkciou, t.j. Ez = Ez(Λ). Platí teda,
ºe £ím je magnetické pole silnej²ie, tým je hrani£ná hodnota E∗

z , ktorá odde©uje rýchlo
rotujúci reºim od pomalo rotujúceho reºimu, vä£²ia. Tretí graf 30c zobrazuje detailnej-
²ie oblas´ malých Ekmanových a Elsasserových £ísel, a teda oblas´ styku v²etkých troch
reºimov (SC, SO, P). Z tohoto grafu pekne vidno, ºe v reºime rýchlej rotácie vznikajú
nielen SC módy, ale tieº P módy, £o je typické len pre prípad BM anizotropie. Av²ak to
sa nemôºe sta´ pre slab²iu anizotropiu, lebo BM anizotropia musí by´ spôsobená silným
magnetickým po©om, t.j. musíme rozumne ignorova´ malé hodnoty Elsasserovho £ísla,
napr. Λ∼< 0,01. Preto ¤alej vo vy²etrovaných prípadoch slab²ej anizotropie BM (α = 0,5)
upriamime pozornos´ na len na SC a SO módy, ale nie na P módy. V prípade silnej²ej
BM anizotropie pre α = 0,1, prezentovanej £ervenou farbou na obrázku 30c, ale vidíme,
ºe P módy sú preferované aj pre Λ = O(1) a pri ve©mi malých hodnotách Ez, teda pre
veli£iny realistickej²ie pre vonkaj²ie zemské jadro.

8.5.2 Stacionárna konvekcia; kritické £ísla Rc, ac a γc

�al²ie numerické výsledky tejto stabilitnej analýzy sú prezentované na obrázku 32, ktorý
vyjadruje závislosti kritického Rayleighovho £ísla Rc, kritického horizontálneho vlnového
£ísla ac a kritického uhla sklonu roliek γc na Elsasserovom £ísle Λ. Hlavným cie©om tejto
práce je vy²etri´ vplyv anizotropie difúznych koe�cientov na rotujúcu magnetokonvekciu,
preto rôzne krivky na grafoch odpovedajú rôznym hodnotám parametra anizotropie, ktorý
je mierou anizotropie. Pre porovnanie sa na grafoch vºdy vyskytuje aj izotropný prípad
s α = 1.

Uvaºujúc nasledujúci rozsah vstupných parametrov (Elsasserove £íslo Λ ∈ (0,011, 100)
a Ekmanove £íslo Ez = 3 · 10−7 (Ex = αEz)), len dva typy (SC a SO) orientácie roliek
sú moºné, pretoºe vhodne vybrané hodnoty Ez a Λ vylu£ujú preferenciu P módov (po-
zri obrázok 30). Osi roliek sú kolmé na magnetické pole (uhol γc je rovný 90◦), alebo sú
naklonené k magnetickému po©u pod nejakým nenulovým uhlom. Tieto dva prípady roz-
li²ujeme rôznym typom kriviek. Pre vzájomné porovnanie anizotropií (obrázok 32) boli
vybrané tri rôzne hodnoty parametra anizotropie α = 1; 0,5; 0,1 (kvôli kompletnosti je So
anizotropia reprezentovaná len jedným α = 10). Rôzne orientácie roliek sú odlí²ené typom
kriviek - preru²ované krivky pre kolmé SC rolky pre v²etky α, plné krivky pre ²ikmé SO
rolky v prípade SA anizotropie a bodkované krivky pre prípad BM anizotropie. Kolmé
rolky sú ovplyvnené jedine SA anizotropiou a v prípade BM anizotropie máme len jeden
prípad kolmých roliek, stotoºnený s krivkou α = 1. Ak sa pozrieme na rovnice (92−94),
ktoré vyjadrujú predpis pre Rayleighove £íslo R, tak vidíme, ºe koe�cient anizotropie α
v prípade BM anizotropie je vºdy násobený s premennou l2 � ²tvorcom horizontálneho
vlnového £ísla l. Pre rolky kolmé na základné magnetické pole v smere y je horizontálne
vlnové £íslo l nulové. To spôsobí zánik závislosti vlastností kolmých roliek (napr. hod-
noty Rayleighovho £ísla) na BM anizotropii. Preto sústredíme pozornos´ na ²ikmé rolky,
t.j. na plné a bodkované krivky pre hodnoty parametra anizotropie α = 0,5 a α = 0,1
(a samozrejme tieº na izotropný prípad α = 1).

Na grafe 32a vidíme, ºe obe anizotropie, BM a Sa, u©ah£ujú konvekciu zniºovaním
kritického Rayleighovho £ísla Rc (So typ anizotropie, So s α > 1, zabra¬uje nástupu
konvekcie, pretoºe zvy²uje Rc). Sa anizotropia u©ah£uje nástup konvekcie efektívnej²ie ako
BM anizotropia, lebo kritické Rayleighove £ísla v prípade Sa anizotropie sú men²ie ako
v prípade BM anizotropie. Tento rozdiel je najvýraznej²í pre hodnoty Elsasserovho £ísla
Λ = O(1) a pre ve©ké hodnoty sa tento rozdiel zmen²uje. Hodnoty Λ, u ktorých dochádza
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Obr. 32: Porovnanie oboch typov anizotropií. Závislos´ (a) kritického Rayleighovho £ísla Rc, (b) kritického
horizontálneho vlnového £ísla ac a (c) kritického uhla medzi rolkami a základným magnetickým po©om γc
na Elsasserovom £ísle v prípade strati�ka£nej anizotropie (SA) a anizotropie pod©a Braginského a Meytlisa
(BM). Rolky, kolmé na magnetické pole � preru²ované krivky, rolky ²ikmé vzh©adom k magnetickému
po©u - plné krivky (SA), bodkované krivky (BM).

k zmene preferencie (z kolmých na ²ikmé rolky), sú men²ie v prípade BM anizotropie.
Graf 32b ukazuje, ºe rozdiel medzi kritickými horizontálnymi vlnovými £íslami ac medzi

anizotropiami SA a BM je malý. Kritické horizontálne vlnové £íslo je v prípade BM

anizotropie tro²ku vä£²ie. Pre ve©ké hodnoty Λ sa aj tento malý rozdiel úplne stráca.
Z grafu 32c najlep²ie vidno, ºe najvä£²í rozdiel medzi oboma anizotropiami je v hod-

notách Elsasserovho £ísla Λ, pri ktorých dochádza k prechodu z kolmých na ²ikmé rolky.
Napr. pre prípad relatívne ve©kej anizotropie (α = 0,1) je tento rozdiel skoro o jeden
rád, a preto môºme uzavrie´, ºe kritický uhol γc je pri BM anizotropii men²í, ako pri SA
anizotropii, pri£om aj v prípade uhlu γc platí, ºe pre ve©ké Elsasserove £ísla Λ sa rozdiel
medzi BM a SA anizotropiami stráca.

8.5.3 Nestacionárna konvekcia; Λqz reºimové diagramy

Z geofyzikálneho h©adiska je zaujímavej²ie analyzova´ vplyv anizotropie na nestability,
ktoré sú na £ase závislé, a ktoré nazývame nestacionárnou konvekciou (v literatúre sa to
niekedy ozna£uje ako overstabilita, resp. periodická nestabilita). Nestacionárna konvekcia
má v tomto modeli tvar vlny, ²íriacej sa v smere kolmom na orientáciu roliek (danej zá-
kladnými vstupnými podmienkami; pozri obrázok 29). Ke¤ºe uhol γc medzi magnetickým
po©om (orientovaným v smere osi y) a osou rolky je jedným z výstupov ná²ho ²túdia, tak
uhol medzi magnetickým po©om a smerom ²írenia vlny je γc ± π/2. Vlna je v na²om prí-
pade popísaná dvoma zloºkami horizontálneho vlnového £ísla v horizontálnych smeroch x
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a y a frekvenciou σ.
Aj magnetické pole aj rotácia majú stabilizujúci ú£inok na kvapalinu, lebo môºu fun-

gova´ ako vratná sila, pôsobiaca na vychýlenú kvapalnú £asticu, £ím poskytujú základ pre
moºný vlnový pohyb v kvapaline. Preto môºeme o£akáva´, ºe vlnový pohyb je dôleºitý
v rotujúcich MHD systémoch ako napr. zemské jadro, Slnko, hviezdy,... Z meraní mag-
netického po©a Zeme na povrchu a z modelovaní magnetického po©a na povrchu jadra je
viacero dôkazov o vlnovom charaktere pohybov. Vlny teda môºme povaºova´ za prirodzenú
reakciu kvapalných systémov na poruchu.

Skúmaním nestacionárnej konvekcie sa do systému dostávajú ¤al²ie vstupné parametre
- Prandtlove £ísla, t.j. Robertsove £íslo q a obrátené magnetické Prandtlove £íslo p. Pries-
tor parametrov teda obsahuje q a p ako aj Λ a E. Presnej²ie v ²túdiach anizotropie17

máme pz, qz, Ez a α namiesto p, q a E. Reºimový diagram sa zmení z trojrozmerného
v stacionárnom prípade na viac komplikovaný pä´rozmerný v nestacionárnom prípade.
Ak chceme vy²etrova´ vplyv anizotropie na reºimový diagram nestacionárnych módov
v najjednoduch²om prípade, tak budeme uvaºova´ dokonale elektricky a tepelne vodivé
a mechanicky vo©né hranice (illustrative case [37, 28]). �al²ie zjednodu²enie je v zanedbaní
zotrva£ných síl (p = 0) a najmä uvaºovanie £asto pouºívaného neviskózneho priblíºenia
(E = 0). V tomto prípade je dvojrozmerný Λqz reºimový diagram de facto rezom v²eobec-
ného trojrozmerného diagramu ΛEzqz v rovine Ez = 0. Na nasledujúcom obrázku 33 sú
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Obr. 33: Reºimové diagramy v prípadoch oboch typov anizotropií, (a) SA a (b) BM. Reºimové diagramy
ukazujú oblasti v Λqz rovine s preferovaným typom konvekcie v neviskóznom prípade Ez = 0. (Pozí-
cia symbolov SO, SC, OO a OC kore²ponduje správnym oblastiam ohrani£eným plnými krivkami pre
izotropný prípad.)

dva Λqz reºimové diagramy získané numericky. Niektoré dôleºité detaily na diagramoch
boli potvrdené asymptoticky, ale v tejto práci to neprezentujeme.

Obrázky 33ab ukazujú vplyv anizotropií na tieto reºimové diagramy. Podobne, ako
v prípade stacionárnej konvekcie a ΛEz diagramu, je aj teraz Λqz reºimový diagram
z istého poh©adu znázornenie funkcie Rc = Rc(Λ, qz). Krivky znázor¬ujú hranice me-

17V podkapitole 3.1 sme uº de�novali (78) anizotropné Prandtlove £ísla p = pz a ζ = q−1
z .
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dzi oblas´ami s preferovaným typom a orientáciou roliek. Uvaºujeme (ako v [37, 28]) ²tyri
reºimy

SC ⇒ Stacionárna kolmá rolka je preferovaná;
SO ⇒ Stacionárna ²ikmá rolka je preferovaná;
OC ⇒ Nestacionárna kolmá rolka je preferovaná;
OO ⇒ Nestacionárna ²ikmá rolka je preferovaná.

Krivky Λqz diagramu teda opä´ predstavujú rovnaké hodnoty Rc pre dvojice súperiacich
módov SC, SO, OC a OO. Na grafe 33a je opísaný vplyv strati�ka£nej anizotropie (SA).
Hranice medzi základnými reºimami sú pre rôzne prípady SA anizotropie (rôzne hodnoty
anizotropného parametra α) odlí²ené rôznym typom kriviek a pre izotropný prípad boli
zvolené plné £iary. Hranica medzi SO a OO reºimom je vertikálna priamka nezávislá na
Elsasserovom £ísle Λ a je to v podstate jedno konkrétne £íslo qz = qpref . Táto hranica nie
je hranicou existencie18 nestacionárnej konvekcie, ale len hranicou preferencie.

Hranica medzi reºimami SO a SC je horizontálna priamka Λ = Λ∗(α) nezávislá na
qz (stacionárna konvekcia je vºdy nezávislá na Robertsovom £ísle), kde Λ∗(α) je rastú-
cou funkciou α. Tento fakt bol tieº diskutovaný pri obrázku 30 pre Ez = 0 v prípade
ΛEz reºimového diagramu pre stacionárnu konvekciu. Hranica OO/OC je opä´ priamka,
vyjadrujúca lineárnu závislos´ Λ = Λ(qz) so sklonom narastajúcim s α.

Ostatné hranice SO/OC a SC/OC medzi reºimami SO, SC a OC sú uº zloºité krivky
Λ = Λ(qz) a ich analytické vyjadrenie je ve©mi komplikované. Hlavnou úlohou je v²ak
preskúma´, ako sa jednotlivé hranice menia vplyvom anizotropie difúznych koe�cientov.
Hne¤ na prvý poh©ad vidíme, ºe SA anizotropia mení hranice len kvantitatívne � zá-
kladné £rty hraníc sú zachované. Celý súbor kriviek (hraníc) pre �xované α sa vplyvom
oceánskeho typu anizotropie (So, α > 1) anizotropie posúva smerom k men²ím hodnotám
Robertsovho £ísla a vä£²ím hodnotám Λ. V prípade atmosférického typu (Sa, α < 1) sa
posúvajú tieto krivky smerom k vä£²ím Robertsovým £íslam a men²ím Λ.

Vplyv anizotropie typu BM na reºimový diagram opisuje druhý graf 33b. Plné £iary
opä´ súvisia s izotropným prípadom a ostatné anizotropné prípady sú odlí²ené rôznymi
typmi kriviek. Porovnaním s predchádzajúcim grafom 33a vidíme, ºe BM anizotropia
mení reºimový diagram aj kvalitatívne. Hlavný rozdiel je v hranici SO/OO, ktorá je len
v izotropnom prípade jednoduchá vertikálna priamka qz = q∗z nezávislá na Elsasserovom
£ísle. Uº slabá anizotropia (α = 0,9) ju mení na krivku Λ = Λ(qz). Zo²ikmenie tejto
hranice oproti vertikále narastá s anizotropiou. �al²í dôleºitý rozdiel oproti prípadu SA

je v hranici medzi reºimami OC a OO, ktorá nie je ovplyvnená hodnotou parametra
anizotropie a je rovnaká ako v izotropnom prípade. Hranica medzi reºimami SC a SO je
horizontálna priamka podobne ako v prípade SA anizotropie na predchádzajúcom grafe
33a. Av²ak, tieto podobnosti SC/SO hraníc v SA a BM type anizotropie nie sú zrejmé
v prípade nenulového Ez na obrázku 30, ukazujúcom reºimový diagram v ΛEz rovine pre
stacionárnu konvekciu. Najpravdepodobnej²í dôvod je v dobre známom ve©kom rozdieli
medzi prípadom Ez → 0 a tu vy²etrovaným prípadom Ez = 0. Ostatné hranice SO/SC
a SC/OC medzi reºimami SO-OC a SC-OC sú opä´ zloºité krivky Λ = Λ(qz) ako v prípade
SA anizotropie.

18Hranica existencie qex pod©a [37] a ako je potvrdené aj v ¤al²om modeli IV s leºatou rota£nou osou je v izotropnom
prípade qex = 1. Táto v²ak závisí od anizotropného parametra α, a to podobne, ako v izotropnom prípade qex < qpref = 2,
kde qpref odpovedá SO/OO hranici preferencie. Teda na Λqz reºimovom diagrame na obr. 33a si treba v²etky vertikály
qz = qex(α) predstavi´ na©avo od vyzna£ených SO/OO hranic - vertikál qz = qpref (α).
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8.5.4 Nestacionárna konvekcia; závislos´ Rc, ac, σc a γc na Λ

Podobne ako v prípade stacionárnej konvekcie, aj teraz je v centre ná²ho záujmu vplyv
anizotropie na závislosti základných parametrov nestability (kritické Rayleighove £íslo Rc,
kritické horizontálne vlnové £íslo ac, kritický uhol γc a kritická frekvencia σc) na vstup-
ných parametroch, charakterizujúcich základný stav (Elsasserove £íslo Λ, Ekmanove £íslo
Ez, koe�cient anizotropie α, ale pre �xné hodnoty Prandtlových £ísel ζ a p). Nasledujúce
výsledky sú prezentované vo forme grafov, ktoré vyjadrujú závislosti Rc, ac, σc a γc na El-
sasserovom £ísle Λ pri kon²tantnom Ekmanovom £ísle Ez (alebo závislosti na Ekmanovom
£ísle pri kon²tantnom Elsasserovom £ísle), ke¤ sú uvaºované aj zotrva£né sily (nenulové
Rossbyho £íslo). Viaceré krivky na grafoch súvisia s rôznymi hodnotami parametra anizot-
ropie α, £o je pre nás najdôleºitej²ím výstupom numerického vy²etrovania, lebo preskúma´
vplyv anizotropie na vznikajúce nestability je hlavným cie©om tejto práce. Rôzna ve©kos´
anizotropie je reprezentovaná rôznymi krivkami (krivky sú ozna£ené hodnotou parametra
anizotropie α).
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Obr. 34: Vplyv anizotropie typu BM na nestacionárnu konvekciu. Závislos´ (a) kritického uhla medzi
rolkami a základným magnetickým po©om γc a (b) kritickej frekvencie σc a na Elsasserovom £ísle pri
kon²tantnej hodnote Ekmanovho £ísla Ez = 3 · 10−7 a pri p = 0,9 a ζ = 0,5.

Obrázky 34ab ukazujú γc a σc ako funkcie Λ v reºime rýchlej rotácie Ez = 3 · 10−7

a v prípade BM anizotropie (Rc a ac nie sú na obrázkoch prezentované, pozri komen-
tár niº²ie). Sedem kriviek odpovedá siedmim rôznym hodnotám parametra anizotropie
α = 1; 0,7; 0,6; 0,55; 0,5; 0,3; 0,1. Pre hodnoty parametra anizotropie 0 < α < 1, typické
pre BM anizotropiu zrejme platí, ºe £ím men²í parameter anizotropie, tým silnej²ia ani-
zotropia, t.j. pri α → 0 je BM anizotropia najsilnej²ia a pri α → 1 najslab²ia. Hne¤ na
prvý poh©ad môºeme vidie´ výrazný vplyv anizotropie, a to hlavne v ohrani£ení intervalu
Elsasserovho £ísla Λ, na ktorom môºe daná nestabilita existova´. Zvy²ovaním anizotro-
pie sa tento interval zmen²uje z pravej strany. �avá hranica tohto intervalu existencie
je na anizotropii nezávislá. To znamená, ºe ani extrémne silná BM anizotropia nezmení
fakt, ºe nestacionárna konvekcia existuje len pri dostato£ne silnom magnetickom poli (t.j.
Elsasserove £íslo musí by´ dostato£ne ve©ké; vi¤ ©avý koniec kriviek).

Na prvom grafe 34a môºeme vidie´, ºe pri ur£itej hodnote Elsasserovho £ísla za£ne
existova´ nestacionárna konvekcia OC, ktorej konvektívne rolky sú orientované kolmo na
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magnetické pole (γc = 90◦) a postupným zvy²ovaním Elsasserovho £ísla sa rolky na-
klá¬ajú k smeru magnetického po©a (OO konvekcia). Z grafu 34b vidno, ºe zatia© £o
frekvencia nestability v izotropnom prípade je kon²tantná a na Elsasserovom £ísle nezá-
vislá, pri anizotropných prípadoch je uº frekvencia klesajúcou funkciou a na uvaºovanom
intervale hodnôt Elsasserovho £ísla Λ sa od ur£itej anizotropie objavuje prechod nestaci-
onárnej konvekcie na stacionárnu prudkým poklesom frekvencie na nulu. Hodnota Λ tohto
prudkého poklesu frekvencie je rastúca funkcia parametra anizotropie α, £o znamená, ºe
táto hodnota je men²ia pri silnej²ej BM anizotropii. Toto ohrani£enie existencie nestaci-
onárnej konvekcie môºme ©ahko vidie´ aj na grafe 34a, ako náhly koniec kriviek. Toto je
jeden z dôleºitých objavených vplyvov BM anizotropie na nestacionárnu konvekciu, lebo
v izotropnom prípade a v prípade SA anizotropie nie je ani náznak po takomto správaní.
Kritické Rayleighove £íslo Rc a kritické horizontálne vlnové £íslo ac ako funkcie Λ nie sú
zobrazené, pretoºe v prípade ve©mi malého Ez = 3 · 10−7 BM anizotropia nemá vplyv
na tieto závislosti (ako aj v izotropnom prípade [28, 37]). Rc nie je závislé na Λ (a ani
na α pre OO - nestacionárne ²ikmé rolky), pretoºe Rc = 6ζ

√
3π2 ( .= 51,28 pre ζ = 0,5,

kde ζ je q−1
z ). Podobne kritické horizontálne vlnové £íslo ac má rovnakú vlastnos´. Naviac

ac = π
√
2
.
= 4,44 je kon²tanta, ktorá na rozdiel od Rc nezávisí dokonca ani na ζ. �al²í

dôvod, pre£o nezobrazova´ závislosti Rc(Λ) a ac(Λ), je fakt, ºe rôzne dlhé krivky týchto
závislostí pre rôzne α sa v prípade BM anizotropie prekrývajú a sú nerozoznate©né.
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Obr. 35: Vplyv anizotropie typu BM na nestacionárnu konvekciu. Závislos´ (a) kritického Rayleighovho
£ísla Rc, (b) kritického horizontálneho vlnového £ísla ac, (c) kritickej frekvencie σc a (d) kritického uhla
medzi rolkami a základným magnetickým po©om γc na Elsasserovom £ísle pri kon²tantnej hodnote Ek-
manovho £ísla Ez = 10−3 a pri p = 0, 9 a ζ = 0, 5.

�al²í obrázok 35 opisuje rovnaké závislosti ako predchádzajúci (teraz uº aj vrátane
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Rc a Λ a ac ako funkcie Λ) opä´ v reºime rýchlej rotácie, ale teraz pri vy²²ej hodnote
Ekmanovho £ísla Ez = 10−3 a pri rovnakých Prandtlových £íslach p = 0,9 a ζ = 0,5
ako na obrázku 34. Rôzne krivky odpovedajú hodnotám parametra anizotropie α =
1; 0,7; 0,6; 0,55; 0,5 a 0,3 ako v prípade men²ieho Ez = 3·10−7 v tomto BM prípade. Vplyv
BM anizotropie je zrejmý zo v²etkých ²tyroch grafov 35abcd a rozdiel medzi izotropným
prípadom α = 1 a ostatnými anizotropnými prípadmi narastá so zvä£²ujúcou sa anizotro-
piou výraznej²ie, ako v prípade ove©a men²ieho Ekmanovho £ísla Ez = 3 · 10−7. Rovnako
ako v predchádzajúcom prípade (obr. 34), z istého poh©adu pôsobí BM anizotropia ne-
priaznivo na vznik nestacionárnej konvekcie, lebo zuºuje interval hodnôt Elsasserovho
£ísla, na ktorom môºu nestability existova´. Z grafu 35a vidíme, ºe zvy²ovaním anizotro-
pie (zmen²ovaním α) sa minimálna hodnota Λ existencie nestacionárnej konvekcie mierne
zmen²uje, ale kritické Rayleighove £íslo sa mierne zvy²uje. Kritické horizontálne vlnové
£íslo ac má podobné správanie, t.j. je mierne klesajúcou funkciou od α u BM anizotropie.
Kritické frekvencie σc sú pre v²etky uvaºované anizotropie malé, pri£om sú klesajúcou
funkciou Elsasserovho £ísla. Prudký pokles frekvencií a následný koniec existencie nesta-
cionárnej konvekcie pre vy²²ie hodnoty Elsasserovho £ísla nastane pri v²etkých hodnotách
anizotropného parametra α < 1; samozrejme pri rôznych Λ = Λ(α).

Hodnota Λ, pri ktorej k tomuto poklesu dôjde, je men²ia pri silnej²ej BM anizotropii
(£ím men²ie α, tým men²ie Λ). Tie isté závislosti boli vy²etrované aj v prípade strati�ka£-
nej anizotropie. Vplyv tejto SA anizotropie na nestacionárnu konvekciu je ve©mi podobný,
a preto na obrázkoch nie je prezentovaný. Kritické Rayleighove £íslo Rc ako aj kritické
horizontálne vlnové £íslo ac nie sú ovplyvnené SA anizotropiou a majú rovnaké hodnoty
ako v izotropnom prípade [28, 37] Rc = 6ζ

√
3π2, kde ζ je q−1

z a ac = π
√
2
.
= 4,44). Obe

kritické £ísla spolu s kritickou frekvenciou σc sú nezávislé aj na Elsasserovom £ísle Λ. Kri-
tická frekvencia je men²ia pri silnej²ej Sa anizotropii rovnako, ako v prípade silnej²ej BM
anizotropie. Teda, £ím men²í anizotropný parameter α, tým men²ia kritická fekvencia σc.

8.5.5 Nestacionárna konvekcia; závislosti Rc, ac, σc a γc na Ez

Nasledujúci obrázok 36 opä´ súvisí s BM anizotropiou, ale teraz opisuje Rc, ac, σc a γc ako
funkcie Ekmanovho £ísla Ez pri kon²tantnom Elsasserovom £ísle Λ = 3. Prandtlove £ísla
p = 0,9 a ζ = 0,5 sú také isté, ako v ostatných ²túdiách prezentovaných na obrázkoch 34
a 35.

Kritické Rayleighove £íslo Rc nie je na Ekmanovom £ísle závislé pre malé Ez a nie
je ovplyvnené ani BM anizotropiou. Slabá závislos´ Rc na Ez a α je len pre vä£²ie
Ez > O(10−5). Pre men²ie Ekmanove £ísla nie je kritické horizontálne vlnové £íslo ac
ovplyvnené ani anizotropiou, ani samotným Ekmanovým £íslom. Av²ak, pre Ekmanove
£ísla vä£²ie ako Ez = O(10−5) za£ína by´ vplyv anizotropie evidentný a horizontálne vlnové
£íslo sa v prípade silnej anizotropie (α = 0,01) správa ako rastúca funkcia Ekmanovho
£ísla, ako aj klesajúca funkcia Ekmanovho £ísla pre slabú anizotropiu aº po izotropný
prípad (α = 1), pri£om je postupný prechod medzi týmito dvoma rôznymi správaniami.
Podobné správanie vidíme aj na grafe 36d, kde uhol nato£enia γc je pre malé Ez závislý
na anizotropii, ale nezávislý na samotnom Ekmanovom £ísle. Pre vä£²ie hodnoty Ez sa uº
objavuje aj závislos´ na samotnom Ez a vplyv BM anizotropie je tieº kvalitatívny. V izot-
ropnom prípade sa nárastom Ekmanovho £ísla Ez uhol γc zvä£²uje a rolky sa naklá¬ajú
do kolmého smeru vzh©adom na magnetické pole. BM anizotropia toto správanie zmení
na opa£né a rolky sa pre vä£²ie Ekmanove £ísla naklá¬ajú viac do smeru magnetického
po©a (uhol γc sa zmen²uje). Tretí graf 36c ukazuje, ºe v prípadoch silnej anizotropie na-
stáva prudký pokles frekvencie, £o teda znamená, ºe nestacionárna konvekcia neexistuje
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Obr. 36: Vplyv anizotropie typu BM na nestacionárnu konvekciu. Závislos´ (a) kritického Rayleighovho
£ísla Rc, (b) kritického horizontálneho vlnového £ísla ac, (c) kritickej frekvencie σc a (d) kritického uhla
medzi rolkami a základným magnetickým po©om γc na Ekmanovom £ísle Ez pri kon²tantnej hodnote
Elsasserovho £ísla Λ = 3 a pri p = 0, 9 a ζ = 0, 5.

pre hodnoty Ekmanovho £ísla vä£²ie, ako hodnota, pri ktorej dosiahne frekvencia nulovú
hodnotu (táto hodnota je rastúcou funkciou parametra anizotropie α). Anizotropia typu
BM teda znevýhod¬uje nestacionárnu konvekciu oproti stacionárnej v zmysle, ºe zmen²uje
rozsah hodnôt Ekmanovho £ísla, na ktorom nestacionárna konvekcia existuje (podobne
ako je to v prípade Elsasserovho £ísla Λ).

8.6 Závery � model III

V tejto kapitole bol ²tudovaný vplyv anizotropie difúznych koe�cientov (tepelnej difuzi-
vity a viskozity) na marginálnu stabilitu horizontálnej rovinnej vrstvy elektricky vodivej
kvapaliny. Vrstva je preniknutá homogénnym horizontálnym magnetickým po©om a rotuje
okolo vertikálnej rota£nej osi. Tento model v izotropnom prípade bol skúmaný Robertsom
a Jonesom [37, 28] a tieº Eltayebom [18, 19]. V tomto prípade sme rie²ili problém rovnako
ako Roberts a Jones [37] v limite ν ≫ κ ∼ η, £o je iné, ako v modeli rie²enom Eltayebom
[18, 19], kde uvaºoval inú limitu ν ≪ η. Uvaºovaním SA � strati�ka£nej anizotropie
(νzz ̸= νxx = νyy, κzz ̸= κxx = κyy) a BM � anizotropie pod©a Braginského a Meytlisa
[5] (νzz = νyy > νxx, κzz = κyy > κxx), sme roz²írili a obohatili tieto (doteraz izotropné)
²túdie.

Stacionárna konvekcia; SA a BM anizotropia. V prípade stacionárnej konvekcie
(ako v [37, 28, 18, 19]) sú moºné tri reºimy: P � rolky rovnobeºné s magnetickým po©om;
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SO � ²ikmé rolky a SC � kolmé rolky. Oba typy anizotropie ovplyv¬ujú ΛEz reºimový
diagram (obr. 30). Hranice medzi individuálnymi oblas´ami preferencie sú viac ovplyvnené
BM anizotropiou ako SA anizotropiou v porovnaní s izotropným prípadom. SA anizotropia
atmosférického typu zosil¬uje ú£inok Lorentzovej sily a oslabuje ú£inok Coriolisovej sily.
V prípade BM anizotropie je zmena týchto hraníc nielen kvantitatívna (hranice sa len
posúvajú v prípade SA anizotropie), ale hranice sa menia aj kvalitatívne, lebo sa mení ich
tvar. Vplyv BM anizotropie na ú£inok Lorentzovej a Coriolisovej sily je teda výraznej²í,
ako v prípade SA anizotropie. SA anizotropia atmosférického typu u©ah£uje konvekciu
efektívnej²ie ako BM anizotropia, lebo kritické Rayleighove £íslo je men²ie v tomto SA

prípade. Kritické horizontálne vlnové £ísla sú mierne vä£²ie v prípade BM anizotropie,
ako v prípade SA anizotropie a izotropnom prípade. Rozdiel medzi vplyvom SA a BM

anizotropií je najvýraznej²í pre Λ = O(1) a pre vä£ie hodnoty Λ klesá.
Nestacionárna konvekcia; SA anizotropia. Predpokladajúc nestacionárnu kon-

vekciu sa objavia nové vstupné parametre. Zanedbaním zotrva£ných síl a uvaºovaním
neviskózneho priblíºenia bol ²tudovaný vplyv oboch typov anizotropie na Λqz reºimový
diagram. Ako v [37, 28, 18, 19] sú porovnávané ²tyri reºimy: stacionárne kolmé rolky (SC);
stacionárne ²ikmé rolky (SO); nestacionárne kolmé rolky (OC) a nestacionárne ²ikmé rolky
(OO). SA anizotropia mení hranice medzi reºimami len kvantitatívne � základný charak-
ter hraníc je zachovaný (v porovnaní s izotropným prípadom [37]). Hranice jednotlivých
oblastí preferencie sú v prípade oceánskeho typu anizotropie (α > 1) posunuté smerom
k men²ím Robertsovým £íslam qz a smerom k vä£²ím Elsasserovým £íslam Λ, v prípade
atmosférického typu (α < 1) sú hranice posunuté v opa£ných smeroch.

Nestacionárna konvekcia. BM anizotropia mení reºimový diagram nielen kvanti-
tatívne, ale aj kvalitatívne (podobne ako v prípade stacionárnej konvekcie). V tomto BM
prípade hranica OC/OO je nezávislá na anizotropnom parametri a je teda rovnaká ako
v izotropnom prípade.

Kritické £ísla (Rc, ac, γc a σc) ako funkcie Elsasserovho £ísla Λ a Ekmanovho £ísla
Ez a vplyv anizotropií na tieto závislosti bol tieº vy²etrovaný. Pre prípad ve©mi malého
Ekmanovho £ísla Ez = 3·10−7 je kritické Rayleighove £ísloRc nezávislé na Λ (a ani na α pre
OO - nestacionárne ²ikmé rolky), pretoºe Rc = 6ζ

√
3π2 ( .= 51,28 pre ζ = 0,5). Podobne

aj kritické horizontálne vlnové £íslo ac má rovnakú vlastnos´. Naviac je ac = π
√
2
.
= 4,44

kon²tantné. Tieto vlastnosti platia pre obe anizotropie, £o znamená, ºe anizotropia nemení
preferenciu nestacionárnych módov v prípade ve©mi malého Ez = 3 · 10−7.

Vplyv BM anizotropie je výraznej²í pre ve©ké Ekmanove £íslo Ez = 10−3 (obr. 35).
Rozdiel medzi izotropným prípadom a prípadom BM anizotropie narastá s narastajúcou
anizotropiou výraznej²ie, ako v prípade men²ieho Ekmanovho £ísla Ez = 3 · 10−7. Rc a ac
uº nie sú jednoduché kon²tanty, ale obidve sú uº funkciami Λ a anizotropného parametra
α.

BM anizotropia má (v porovnaní s SA anizotropiou a/alebo izotropným prípadom)
jednu ²peci�ckú vlastnos´. BM anizotropia znevýhod¬uje nestacionárnu konvekciu redu-
kovaním intervalov Elsasserovho £ísla Λ ako aj Ekmanovho £ísla Ez, na ktorých nesta-
cionárna konvekcia existuje (pozri poklesy frekvencií na obrázkoch 34 - 36, na krivkách
σc(Λ) a σc(Ez)). Táto redukcia intervalov hodnôt je v zmysle, ºe £ím vä£²ia anizotropia,
tým men²ie maximum Λ a Ez, na ktorom prestane nestacionárna konvekcia existova´.
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9 Model IV

9.1 Model s homogénnym horizontálnym magnetickým po©om

V modeli IV je uvaºovaný základný stav so základným homogénnym magnetickým po©om
v smere osi y a s osou rotácie v horizontálnom smere x. Táto kon�gurácia je uváºením
tiaºe vo vertikálnom smere z hrubou analógiou k rovníkovým oblastiam zemského jadra
[52, 53, 54]. Pri tejto kon�gurácii základného stavu sú v²etky smery, ur£ujúce 3 základné
sily (M, A, C), na seba navzájom kolmé. Preto je dôleºité preskúma´, ako anizotropia di-
fúznych koe�cientov ovplyvní rovnováhu týchto síl a ako sa zmenia podmienky pre nástup
konvekcie a ako sa zmení £asová a priestorová ²truktúra samotnej konvekcie. Opä´ ako
v modeli III pod©a [37] rie²ime problém v limite ν ≫ κ ∼ η, £o je iné, ako v podobnom
modeli s horizontálnou rota£nou osou rie²il pri ν ≪ η Eltayeb [18]. Táto limita ν ≫ η
(p = η/ν = Ro/E = 0) má aj iný význam, lebo jej uváºením sa eliminujú inerciálne osci-
lácie, ktoré nie sú dôleºité pre £innos´ geodynama tak, ako aj nami ²tudované nestability
typu MAC v¨n. Na rozdiel od predchádzajúceho modelu III je de�nícia BM anizotropie
a SA anizotropie formálne rovnaká, lebo aj magnetické pole aj os rotácie leºia v hori-
zontálnej rovine. Difúzne koe�cienty sú teda v oboch horizontálnych smeroch rovnaké
(horizontálne izotropné), ale rôzne od koe�cientu vo vertikálnom smere (νxx = νyy ̸= νzz,
κxx = κyy ̸= κzz). Anizotropiu, pri ktorej predpokladáme vä£²ie koe�cienty difúzie v ho-
rizontálnych smeroch νxx = νyy > νzz, nazývame strati�ka£nou anizotropiou oceánskeho
typu (v tomto modeli je rovnako de�novaná aj anizotropia Braginského a Meytlisa, ale
v ¤al²om texte budeme túto anizotropiu vola´ len So anizotropia)19. Ak sú koe�cienty
v horizontálnych smeroch men²ie v porovnaní s koe�cientom vo vertikálnom smere, tak
hovoríme o strati�ka£nej anizotropii atmosférického typu νxx = νyy < νzz.

9.2 Základné rovnice

Tento model je popísaný rovnakými základnými rovnicami ako model III. Sú to nasledu-
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Obr. 37: Model rotujúcej magnetokonvekcie so základným homogénnym horizontálnym magnetickým
po©om v nekone£nej horizontálnej nestabilne strati�kovanej vrstve s vertikálnym teplotným pro�lom
T̃0(z̃) a rotujúcej okolo horizontálnej rota£nej osi.

júce rovnice, ktoré sú v linearizovanom a bezrozmernom tvare. Na zbezrozmernenie boli
pouºité tie isté substitúcie, ako v predchádzajúcom modeli III.

Ro
∂u

∂t
+ x̂× u = −∇p+ Λ(∇× b)× ŷ +Rϑẑ+ Ez∇2

αu, (112)

19V modeli II sme uvaºovali hrubú analógiu BM anizotropie pomocou Sa anizotropie. Teraz v modeli IV táto analógia
cez So anizotropiu je �lep²ia� , pretoºe os rotácie a magnetické pole sú v rôznych smeroch.
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∂b

∂t
= ∇× (u× ŷ) +∇2b, (113)

1

qz

∂ϑ

∂t
= ẑ · u+∇2

αϑ, (114)

∇ · u = 0, (115)

∇ · b = 0. (116)

V porovnaní s predchádzajúcim modelom III je zmena jedine v Navier-Stokesovej rov-
nici v Coriolisovom £lene (v tomto modeli uvaºujeme horizontálnu os rotácie v smere x),
ktorý sa zmení nasledovne

ẑ× u → x̂× u.

Ako uº bolo napísané, anizotropia pod©a Braginského a Meytlisa a strati�ka£ná anizotro-
pia majú formálne rovnakú matematickú formuláciu, preto viskózny £len Ez∇2

αu v Navier-
Stokesovej rovnici má tvar

Ez∇2
αu = Ez[(1− αν)∂

2
zz + αν∇2]u. (117)

Z rovnakého dôvodu má teraz difúzny £len ∇2
αϑ v rovnici vedenia tepla tvar

∇2
αϑ = [(1− αϑ)∂

2
zz + αϑ∇2]ϑ. (118)

Ak poloºíme parametre anizotropie αν a αϑ rovné jednej, tak z anizotropných verzií týchto
difúznych £lenov dostávame beºne pouºívané tvary E∇2u, resp. ∇2ϑ. Bezrozmerné £ísla,
objavujúce sa v týchto rovniciach, sú de�nované úplne rovnako ako v predchádzajúcom
modeli III, t.j.

Ro =
η

2Ω0d2
, Λ =

B2
M

2Ω0ρlµη
, Ez =

νzz
2Ω0d2

, R =
αTg∆Td

2Ω0κzz
, qz =

κzz
η
, α =

νxx
νzz

=
κxx
κzz

. (74)

V tomto modeli IV zanedbáme Rossbyho £íslo, teda dáme Ro = 0, a tým aj p = Ro/E =
η/ν = 0, pri£om p−1 je magnetické Prandtlove £íslo.

Pri ¤al²om postupe (rovnako ako u v²etkých predchádzajúcich modelov (pozri (28, 44,
79)) vyuºijeme fakt, ºe poruchy magnetického po©a b a po©a rýchlosti u môºeme rozloºi´
na toroidálnu a poloidálnu £as´ v tvare

u = a−2 [∇× (∇× wẑ) +∇× ωẑ] a b = a−2 [∇× (∇× bẑ) +∇× jẑ] . (119)

Rovnako ako v prípade modelu III majú poruchy (w, ω, b, j a ϑ) tvar

f(x, y, z, t) = ℜe [F (z) exp(ilx+ imy) exp(λt)] , (120)

kde l a m sú horizontálne zloºky vlnového £ísla a pri a2 = l2 + m2 nazývame a ho-
rizontálnym vlnovým £íslom a λ je komplexná frekvencia (λ = iσ). �alej aplikujeme
na Navier-Stokesovu rovnicu operátor rotácie a dvojitej rotácie. Operátor rotácie apli-
kujeme tieº na induk£nú rovnicu a po dosadení porúch (w, ω, b, j a ϑ) do týchto rov-
níc (∇×NS, ∇ × ∇×NS, IR, ∇×IR)20 a do rovnice vedenia tepla a uváºením ẑ zloºiek

20NS a IR je Navier-Stokesova a induk£ná rovnica.
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dostaneme nasledujúci systém oby£ajných diferenciálnych rovníc pre neznáme funkcie
F (z) = W (z), Ω(z), B(z), J(z) a Θ(z)

[EzDα −Roλ]Ω + ilW + imΛJ = 0, (121)
(D2 − a2) [EzDα −Roλ]W − ilΩ + imΛ(D2 − a2)B = a2RΘ , (122)

(D2 − a2 − λ)J + imΩ = 0, (123)
(D2 − a2 − λ)B + imW = 0, (124)

(Dα − ζλ)Θ +W = 0, (125)

kde D2 = d2/dz2 a Dα = D2 − αa2. Pri porovnani tohto systému rovníc s podobným
systémom (81-85) pre predchádzajúci model III vidíme, ºe rozdiel je len v dvoch £lenoch
v rovniciach (121) a (122). V rovnici (121) sa £len DW zmenil na ilW , v rovnici (122)
ide o zmenu −DΩ na −ilΩ . Operátor D ako aj v predchádzajúcich modeloch I, II a III
znamená d/dz. Operátor Dα má teraz jediný tvar Dα = D2 − αl2 − αm2 na rozdiel od
modelu III, kde má dva rôzne tvary (86) v závislosti od typu anizotropie SA £i BM .
Teraz v²ak Dα odráºa len horizontálnu izotropiu, ktorá v modeli III u BM anizotropie
bola naru²ená. Uvaºovaním najjednoduch²ích hrani£ných podmienok na z = −1/2, 1/2,
t.j. mechanicky vo©ných a tepelne a elektricky dokonale vodivých hraníc

W = D2W = DΩ = Θ = B = DJ = 0 (126)

a aplikovaním rovnakých algebraických postupov, ako v prípade modelu III, odvodíme
ve©mi podobnú disperznú rovnicu21

Ra2
qz(K

2 + λ)

(qzK2
α + λ)

=
K2[Ez(K

2 + λ)(K2
α + pλ) +m2Λ]2 + l2(K2 + λ)2

Ez(K2 + λ)(K2
α + pλ) +m2Λ

, (127)

kde K2 = π2 + a2 a K2
α = π2 + αa2. Rozdiel oproti predchádzajúcemu prípadu ((92)

v modeli III) je v poslednom £lene v £itateli pravej strany, ktorý sa zmenil nasledovne

π2(K2 + λ)2 → l2(K2 + λ)2.

Môºeme si v²imnú´, ºe Λ sa v rovnici (127) vyskytuje vºdy ako sú£in Λm2. Z toho vyplýva
zaujímavá vlastnos´, ºe v²etky módy s rovnakým R,Ez, qz, a a Λm2 majú rovnakú kom-
plexnú frekvenciu λ (= λr+ iλi, kde λr je rýchlos´ rastu amplitúdy a λi = σ je frekvencia.
Z toho tieº vyplýva, ºe λ paralelných módov, teda módov s m = 0, je nezávislé na Λ.
V prípade Λ = 0, teda bez magnetického po©a, vrstva nie je �horizontálne izotropná� ako
v prípade modelu s vertikálnou osou rotácie, ale stále existuje smer rovnobeºný s osou
rotácie, do ktorého sú nato£ené konvektívne rolky v tomto nemagnetickom prípade, ke¤ºe
magnetické pole viac neposkytuje preferovaný smer. Hlavnou úlohou ná²ho vy²etrovania
je nájs´ preferované módy, pri£om sa hne¤ od za£iatku zameriame na marginálne módy,
pre ktoré platí ℜe(λ) = 0. Prvým krokom je nájs´ pre v²etky l a m módy vo forme sta-
cionárnej konvekcie s ℑm(λ) = 0 alebo overstability s ℑm(λ) = σ ̸= 0. Z rovnice (127)
okamºite vidíme, ºe stacionárne módy sú nezávislé na Robertsovom £ísle qz a na obráte-
nom magnetickom Prandtlovom £ísle p. Rayleighove £íslo stacionárnej konvekcie ozna£íme
Rs a pre overstabilitu Ro. �al²ím krokom je nájs´ pre oba typy konvekcie (pre dané Ez, Λ,
qz a p) kritický mód, t.j. také l a m, pre ktoré sú Rs(l,m) a Ro(l,m) najmen²ie. Posledný
krok je ur£enie, ktoré z Rs

c a R
o
c je men²ie, a teda preferované. Z rovnice (127) ¤alej vi-

díme, ºe ak poloºíme p = 0 a α = 1, tak v prípade P módov, t.j. paralelných módov, teda
21Verzia tejto rovnice s p = 0, pouºitá v práci, je rovnica (144).
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módov rovnobeºných s magnetickým po©om (m = 0), ju môºeme prepísa´ na tvar

Rl2(l2 + π2)qE

q(l2 + π2) + λ
= E2(l2 + π2)3 + l2, (128)

lebo a = l a K2 = l2 + π2. Z toho vyplýva, ºe paralelné rolky nemôºu by´ nestacionárne,
lebo λ je reálne £íslo. Platí to aj v anizotropnom prípade α ̸= 1; ale pri nenulovej hodnote
p uº táto vlastnos´ neplatí.

9.3 Stacionárna a nestacionárna konvekcia vo forme roliek

Disperzná rovnica (127) je pre najv²eobecnej²ie východiskové zadanie problému. �alej
k nej pristúpime v rámci rôznych priblíºení, a vºdy potla£íme záujem o inerciálne osci-
lácie, teda poloºíme p = 0 (pozri (78)). Rôzne nato£enie konvektívnych horizontálnych
roliek vo£i magnetickému po©u (pozri obr. 29) je ovplyvnené súbojom dvoch hlavných síl
magnetickej a Coriolisovej. Informáciu o uhle medzi rolkami a magnetickým po©om máme
v zloºkách (l,m) horizontálneho vlnového £ísla (96). V minimalizácii Rayleighoveho £ísla
R = R(l,m) môºu nasta´ 2 extrémne prípady, P módy alebo C módy, kedy m = 0 alebo
l = 0. Nulovos´ jednej zloºky je jednou podmienkou v ur£ení minimálneho R. Druhá pod-
mienka je daná deriváciou ∂R/∂a2, resp. ∂R/∂ã, kde ã = a2/π2. V²eobecnému ²ikmému
nato£eniu roliek, kedy l,m ̸= 0 odpovedá zloºitej²í proces minimalizácie s nutnos´ou vy-
po£íta´ e²te ¤al²iu parciálnu deriváciu; £astokrát ∂R/∂l̃ = 0 a ∂R/∂m̃ = 0 pri l̃ = l2/π2

a m̃ = m2/π2. P alebo C rolky môºu predstavova´ £asté matematické zjednodu²enie po-
pisu konvekcie. Av²ak ¤al²ie výrazné zjednodu²enie je pre stacionárne módy, pre ktoré je
λ = 0. Tým v ¤al²ej £asti 9.3.1 dostaneme zo (127) výraz pre Rayleighove £íslo Rs ≡ R,
ak poloºíme nielen p = 0, ale hlavne λ = 0.

9.3.1 Stacionárne módy

V konvekcii, ktorej charakter sa v £ase nemení, sa stráca jej závislos´ aj od Robertsoveho
£ísla qz, teda podielu magnetického a teplotného difúzneho £asu. Okamºite to vidie´ z ©a-
vej strany (127), ke¤ λ = 0, £o umoºní v zlomku vykráti´ qz. V nasledujúcich vz´ahoch
je vyjadrené Rayleighove £íslo Rs pre stacionárnu konvekciu ako funkcia vstupných pa-
rametrov Ez,Λ a α a horizontálnych vlnových £ísel l a m, teda Rs = Rs(Ez,Λ, α; l,m).
Pritom opä´ kvôli preh©adnosti, ale i jednoduchosti si zavádzame pomocné parametre,
napr. m̃ = m2/π2, l̃ = l2/π2 a ã = a2/π2 (pozri (88−90)). Významným zjednodu²ením je
zavedenie funkcie lα = (1 + αã)/(1 + ã), ktorá umoºní preh©adne rozlí²i´ anizotropné od
izotropných prípadov (pozri (59, 148)).

Pracnou algebrou sa pri p = λ = 0 odvodí zo (127)

Rs = π lα
K3

a2

{
Cα +

l̃

Cα

}
= π2 lα

(1 + ã)3/2

ã

{
Cα +

l̃

Cα

}
, (129)

Cα =
Ez

π
lαK3 +

Λm2

πK
= π2Ezlα(1 + ã)3/2 +

Λm̃

(1 + ã)1/2
= cα + ϕ, (130)

pri£om
a2 = l2 +m2, resp. ã = l̃ + m̃ a cα = π2Ez lα(1 + ã)3/2, ϕ =

Λm̃

(1 + ã)1/2
. (131)

Pritom podobne ako v modeli III aj teraz v izotropnom prípade α = 1 platí lα = 1 a cα = c,
Cα = C. Vz´ahy (129−131) nazna£ujú moºnos´ vyjadri´ Rs cez iné nezávisle premenné,
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ako sú horizontálne zloºky vlnového £ísla, napr. Rs = Rs(a2, Cα), resp. Rs = Rs(ã, Cα),
teda moºnos´ vyjadri´ Rs pomocou nových nezávislých premenných ã a Cα. Potom pri
daných pevných vstupných parametroch Ez,Λ a α minimalizáciu Rs nemusíme robi´
zloºito z Rs = Rs(l,m), ale z jednoduch²ieho vyjadrenia Rs = Rs(ã, Cα).

Vz´ahy (130, 131) vyjadrujú prechod od nezávisle premenných l,m, resp. l̃, m̃ ku novým
nezávisle premenným Cα a a2, resp. Cα a ã. K tomu, aby v (129) bolo Rs = Rs(ã, Cα),
potrebujeme spätné transforma£né vz´ahy

l̃ = ã+
π2Ez

Λ
lα(1 + ã)2 − Cα

(1 + ã)1/2

Λ
, (132)

m̃ = −π
2Ez

Λ
lα(1 + ã)2 + Cα

(1 + ã)1/2

Λ
, (133)

teda aj l̃ = l̃(ã, Cα) a m̃ = m̃(ã, Cα). Rs s vyuºitím (132) pre l̃ teda je

Rs = π2 lα
(1 + ã)3/2

ã

{
Cα +

ã

Cα

+ ε
lα
Cα

(1 + ã)2 − (1 + ã)1/2

Λ

}
= Rs(ã, Cα), (134)

pri£om
ε =

π2Ez

Λ
. (135)

K minimalizácii Rs, a teda k h©adaniu kritických £ísel potrebujeme parciálne derivova´
Rs pod©a Cα a ã. Deriváciou ∂Rs/∂Cα a z podmienky ∂Rs/∂Cα = 0 dostávame

C2
α = ã+ ε lαA2, kde A = 1 + ã. (136)

Z de�ni£ného vz´ahu (130) pre Cα máme C2
αA = Λ2(m̃+ ε lαA2)2, £o spolu so (136) dáva

prvú rovnicu

(ã+ ε lαA2)A = Λ2(m̃+ ε lαA2)2. (137)

Podobne deriváciou ∂Rs/∂ã a z podmienky ∂Rs/∂ã = 0 dostaneme druhý vz´ah

m̃ =
[1− αã(1 + 2ã)] [ã+ A(1 + αã)ε]

1− αã2
, (138)

£ím uº máme vz´ahy pre výpo£et oboch neznámych22 m̃ a ã. �itate© si môºe ©ahko overi´,
ºe poloºením α = 1 dostane vzorce (170, 171) v £asti 9.4.1, venovanej stacionárnej kon-
vekcii izotropného prípadu. Samozrejme obidve podmienky ∂Rs/∂Cα = 0 a ∂Rs/∂ã = 0
sp¨¬ajú len SO (resp. OO) módy. Pre úplnos´ ku vz´ahom pre kritické vlnové £ísla (137,
138) pridávame v¤aka (136) výrazne zjednodu²ený vz´ah pre kritické Rayleighove £íslo
pre SO módy

RSO
c = π2lα

A3/2
c

ãc

{
2Cc −

A1/2
c

Λ

}
= RSO

c (ãc, Cc), (139)

kde lα(ã) a Cα(ã) sú vyjadrené pre ãc (Cc = Cα(ãc)).
Vzorce (129−139) sú najv²eobecnej²ie pre stacionárnu konvekciu. Pri viacerých zjedno-

du²ujúcich predpokladoch môºu v istých prípadoch da´ preh©adnú informáciu. Ukáºeme
22Vzorce (136, 137, 138) platia pre kritické £ísla, t.j. je potrebné si uvedomi´, ºe m̃, ã, A a Cα treba chápa´ ako m̃c, ãc,

Ac a Cc.
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teraz, ako tieto vzorce poskytnú dôleºité údaje o prechode SO módov na P módy (po-
zri obrázky 43, 46, 47). Numerické výpo£ty ukázali, ºe pri kon²tantnom Ez sa SO módy
zvy²ovaním Elsasserovho £ísla Λ postupne naklá¬ajú smerom k magnetickému po©u a pri
ur£itej hodnote Λ dosiahne uhol náklonu 0◦, £ím prejdú na P módy. Je preto zaujímavé od-
vodi´ hodnotu ESO/P Ekmanovho £ísla Ez = Ez(Λ, α), pri ktorom dochádza k prechodu
SO na P módy. Minimalizáciou Rayleighoveho £ísla pre P módy s m̃ = 0 dostaneme
zo (129 − 131), ºe kritické horizontálne vlnové £íslo ac, dané pomocnou premennou ãc
(ac = πã1/2c ), kde

ãc = 1/4
[
(1 + 8/α)1/2 − 1

]
= ãPc (α), (140)

závisí iba od anizotropného parametra α; pritom je nezávislé na Ekmanovom £ísle Ez.
Rovnica (137) pri m̃ = 0 má potom jednoduch²í tvar

(ã+ ε lαA2)A = Λ2ε2 l2αA
4,

a po dosadení ãPc (α) za ã a rie²ením pre neznámu Ez dostávame vyjadrenie Ez = Ez(Λ, α)
v tvare

Ez =

√
c1 +

√
c1 + c2Λ2

π2Λ
, (141)

kde c1 a c2 a sú funkcie len od parametra α a v izotropnom prípade α = 1 prechádzajú
na jednoduché £ísla c1 = 1/9 a c2 = 4/27, £o vedie na

ESO/P

∣∣∣
α=1

=
3 +

√
9 + 12Λ2

9π2Λ
.

Tejto hodnote ESO/P a vz´ahu (141) presne odpovedajú Ekmanove £ísla na obrázkoch 46b
a 47b (pri v²etkých α = 0,5, 1 a 2 a Λ = 1 a 3). Podobne môºeme v tomto priblíºení rie²i´
rovnicu (137) pre neznámu Λ, £ím dostaneme vyjadrenie Λ = Λ(Ez, α). Opä´ v izotropnom
prípade máme jednoduch²í tvar

ΛSO/P

∣∣∣
α=1

=
18π2E

27π4E2 − 4
(142)

a predstavuje £iarkovanú krivku prechodu SO/P na obr. 43, kde ostatné krivky prechodu
SO/P pre α = 0,5 a 2, vypo£ítané numericky, presne kore²pondujú analogickým vz´ahom
(142) s odpovedajúcimi koe�cientami.

Obrázky 43, 46 a 47, reprezentujúce výsledky numerických výpo£tov, odvíjajúcich sa
hlavne z disperznej rovnice (127), dávajú in²piráciu aj na ¤al²ie vyuºitie vzorcov (129−
131). Napr. k lep²iemu chápaniu prechodu SC roliek na SO rolky.

Z obrázkov 46 a 47 je zrejmý prechod SC/SO dvojakým spôsobom. Pri Λ = 1 kritické
horizontálne vlnové £íslo sa prechodom SC/SO mení spojito, zatia© £o pri Λ = 3 nespojito,
pri£om pri Λ = 1 uhol náklonu roliek prechádza spojito z 90◦ u SC módov na 90◦ u SO
módov, zatia©£o pri Λ = 3 je skok z 90◦ na nejaký iný uhol men²í ako 90◦ (pozri £as´
9.5.2).

Vyjadrime teraz analyticky spojitý SC/SO prechod. Porovnaním kritických horizon-
tálnych vlnových £ísel pre SC a SO módy dostaneme parametrické vyjadrenie funkcie
Λ = Λ(Ez, α) a pre preh©adnos´ to urobíme len pre izotropný prípad α = 1, ke¤ Ez = E.
Máme

E = π−2 ã

1 + ã

√
ã

(1− 2ã)(1− ã2)
a Λ =

√√√√(1− 2ã)(1 + ã)

(1− ã)ã
, (143)
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pri£om v úlohe parametra je ã = a2c/π
2, teda �normovaný� ²tvorec kritického horizontál-

neho vlnového £ísla. Priamym porovnaním tohto parametrického vyjadrenia a numericky
vypo£ítanej krivky dostávame, ºe hrani£né Λ = Λs, od ktorého parametrické vyjadrenie
vystihuje spojitý SC/SO prechod, je Λs

.
= 2,23 a jemu odpovedajúce Es

.
= 0,00864, teda

pre Λ > Λs a E < Es uº prechod SC/SO nie je spojitý a (143) nemoºno pouºi´. Teda pre
Λ ≤ Λs a E ≥ Es vz´ah (143) odpovedá £iarkovanej krivke, teda hranici medzi SC a SO
módmi pre α = 1 na ΛEz reºimovom diagrame na obrázku 43.

9.3.2 Nestacionárne módy

Pri vy²etrovaní nestacionárnej konvekcie poloºením p = 0 zanedbávame zotrva£né £leny
a rovnica (127) má v tomto priblíºení tvar

Ra2
qz(K

2 + λ)

(qzK2
α + λ)

=
K2[Ez(K

2 + λ)K2
α +m2Λ]2 + l2(K2 + λ)2

Ez(K2 + λ)K2
α +m2Λ

. (144)

Zavedieme nasledujúce pomocné substitúcie (sledujúc analógiu [37] v modeli s verti-
kálnou osou rotácie; pozri tieº vz´ahy (100) pre model III)

λ = iσ, y =
σ

K2
, yα =

σ

K2
α

, ϕ =
Λm2

πK
, x =

Ra2Ez

π2
a cα =

EzKK
2
α

π
. (145)

Pritom v izotropnom prípade α = 1 platí yα = y, Kα = K a cα = c. �alej si výraz
v hranatej zátvorke na pravej strane rovnice upravíme pod©a týchto substitúcií na tvar

Ez(K
2 + λ)K2

α +m2Λ = πK
{
Ez

πK
K2K2

α(1 + iy) + ϕ
}
= πK {cα(1 + iy) + ϕ}

a po ¤al²ích algebraických operáciach dostaneme rovnicu (144) v tvare

Ra2qz(1 + iy)

qz + iyα

K2

K2
α

=
π2K4 {cα(1 + iy) + ϕ}2 + l2K4(1 + iy)2

πK {cα(1 + iy) + ϕ}
.

Vyuºitím nasledujúceho pomocného výpo£tu

qzx

cα
=
qzRa

2Ez

π2

π

EzKK2
α

=
qz
π

Ra2

KK2
α

dostávame poslednú rovnicu postupne v tvaroch

qz(1 + iy)

qz + iyα

Ra2

πKK2
α

=
{cα(1 + iy) + ϕ}2 + (l2/π2)(1 + iy)2

cα(1 + iy) + ϕ
,

qzx(1 + iy) {cα(1 + iy) + ϕ} = (qz + iyα)cα
{
[cα(1 + iy) + ϕ]2 + (l2/π2)(1 + iy)2

}
, (146)

kde posledná rovnica je uº vhodná na ¤al²iu analýzu. Pritom v nej vystupujúce nové
premenné, úmerné fyzikálnym veli£inám, ako Rayleighove £íslo, Ekmanove £íslo alebo
frekvencia, sú vyjadrené pomocou vz´ahov (145). Napr. premenná x je úmerná Rayleig-
hovemu £íslu R, pre nás v²ak bude ¤alej uºito£ná premenná x/cα, ktorá je takisto úmerná
R, ale naviac je uº nezávislá na Ekmanovom £ísle Ez. Teda pri de�níciach parametrov
(145) je rovnica (146) dobrým východiskom pre ²túdium rôznych £iastkových problémov,
a to nielen v rámci nestacionárnej konvekcie, ale pri y = yα = 0 aj v rámci stacionárnej
konvekcie.
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9.3.3 Nestacionárne módy; limita Ez → 0

Limita Ez → 0 ⇒ cα → 0 vedie k nasledujúcemu zjednodu²eniu rovnice (146)

qzx

cα
(1 + iy)ϕ = (qz + iyα)[ϕ

2 + l̃(1− y2 + 2iy)],

kde sme e²te vyuºili l̃ = l2/π2 (88). Vynásobením tejto rovnice výrazom 1− iy dostaneme
rovnicu

qzx

cα
(1 + y2)ϕ = (qz + iyα)(1− iy)[ϕ2 + l̃(1− y2 + 2iy)], (147)

£ím ©avá strana rovnice (LHS) je reálna a pravú stranu (RHS) môºeme napísa´ v tvare
R+ i I, kde

R = (qz + yyα)[ϕ
2 + l̃(1− y2)]− 2yl̃(yα − qzy),

I = (qz + yyα)2yl̃ + (yα − qzy)[ϕ
2 + l̃(1− y2)].

Vyuºitím podmienky I = 0 a s vyuºitím spätných transforma£ných vz´ahov y = σ/K2

a yα = σ/K2
α dostaneme dôleºitý vz´ah pre frekvenciu σ

σ2 = K4

[
qz −K2/K2

α

qz +K2/K2
α

ϕ2

l̃
− 1

]
.

Kvôli preh©adnému porovnávaniu izotropných a anizotropných prípadov si zavedieme po-
mocnú premennú (pozri (59))

lα =
K2

α

K2
=
Aα

A
=

1 + αã

1 + ã
= lα(ã, α), (148)

ktorá v izotropnom prípade α = 1 je rovná 1, teda

lα(ã, α)|α=1 = 1.

Ak si ¤alej zavedieme

qα = qzlα (pri α = 1 je qα = qz = q), (149)

tak potom frekvenciu vyjadríme

σ2 = K4

[
qα − 1

qα + 1

ϕ2

l̃
− 1

]
. (150)

Zavedením novej pomocnej premennej

β =
qα − 1

qα + 1

1

l̃

dostaneme uºito£nú rovnicu y2 + 1 = βϕ2, £o nám umoºní vhodne upravi´ výraz

RHS ≡ R = qz(1 + β l̃)ϕ2 + (βϕ2 − 1)ϕ2 2 l−1
α

qα + 1

= 2ϕ2l−1
α (qα − 1)

1 + 1

l̃

(
ϕ

qα + 1

)2
 .
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�avú stranu rovnice (147) ozna£íme LHS a tieº upravíme pomocou premennej β

LHS =
qzx

o

cα
(1 + y2)ϕ =

qzx
o

cα
βϕ3.

Z rovnosti LHS = RHS dostávame rovnicu

qzϕ
xo

cα

lα/l̃
qα + 1

= 2

1 + 1

l̃

(
ϕ

qα + 1

)2
 ,

ktorú po zavedení ¤al²ej pomocnej premennej

ψ =
ϕ

qα + 1
(151)

dostávame v tvare

xo

cα
=

2

qα

l̃

ψ

{
1 +

ψ2

l̃

}
=

2

qα

{
ψ +

l̃

ψ

}
, (152)

ktorý nám umoº¬uje vyjadri´ predpis pre Rayleighove £íslo

Ro = π
KK2

α

a2

(
xo

cα

)
=

2π

qz

K3

a2

{
ψ +

l̃

ψ

}
. (153)

V²imnite si, ºe závislos´ Ro na anizotropii je skrytá (iba) v ψ, teda v závislosti ψ = ψ(α)
(151).

Vz´ah (150) dáva dva závaºné výsledky, pretoºe najprv z neho vyplýva, ºe v neviskóz-
nom prípade cα = 0 (Ez = 0) neexistujú OC módy, pretoºe pri l̃ = 0 je frekvencia neko-
ne£ne ve©ká, £o samozrejme nemôºe nasta´. Platí to pre v²etky α, teda ako pre izotropný,
tak i anizotropné prípady. �alej pre nestacionárne, teda OO i OC módy v izotropnom
prípade zrejme musí by´ q > 1, £o takisto potvrdia aj vz´ahy (165, 168, 186, 187); presne
ako v prípade so zvislou rota£nou osou v modeli III. Zo (150) v²ak vyplýva v²eobecnej²í
výsledok pre qex = qex(α) = l−1

α , ur£ujúce hranicu existencie OO módov, teda (nezobra-
zené) vertikály qz = qex(α) na Λqz reºimových diagramoch na obr. 42ab a 48 v podkapitole
9.5 Numerické výsledky. Pri l−1

α = [(1+8/α)1/2+1]/4 je zrejmé, ºe podobne, ako v modeli
III u vertikálnej rota£nej osi platí, ºe v²etky vertikály qz = qex(α) by mali by´ na©avo
od vertikál qz = qpref (α), predstavujúcich hranice SO/OO, teda hranice preferencie me-
dzi SO a OO módmi. Teda OO módy môºu existova´ aj v oblastiach mierne na©avo od
vyzna£ených SO/OO hraníc na obr. 42ab a 48, ale uº tam nie sú preferované.

9.3.4 Nestacionárne módy; izotropný prípad

Disperznú rovnicu (144) upravíme v izotropnom prípade pomocou substitúcií

y =
σ

K2
, ϕ =

Λm2

πK
, x =

Ra2E

π2
a c =

EK3

π
, (154)

na tvar analogický rovnici (5.3) v [37]

qxo(1 + iy) {c(1 + iy) + ϕ} = (q + iy)c
{
[c(1 + iy) + ϕ]2 + l̃(1 + iy)2

}
, (155)
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kde l̃ = l2/π2. Pritom substitúcie (154), úmerné doleºitým fyzikálnym veli£inám, sú izot-
ropným priblíºením uº de�novaných v²eobecnej²ích anizotropných substitúcií (145). Ana-
logickým zavedením ã = a2/π2 a m̃ = m2/π2 môºeme vz´ahy (154) pomocou vlnkovaných
veli£ín vyjadri´ nasledovne

ϕ =
Λm̃

(1 + ã)1/2
,

x

c
= π−1a2K−3R =

R

π2

ã

(1 + ã)3/2
a c = π2E(1 + ã)3/2. (156)

Dôleºitý vz´ah pre Ro teda je

Ro = π2
(
xo

c

)
(1 + ã)3/2

ã
. (157)

Poloºením imaginárnej £asti rovnice (155) rovnej nule dostaneme vyjadrenie pre premennú
y úmernú frekvencii v tvare

y2 =
cϕ2 + (2c2(q + 1)− qx)ϕ+ c

(
c2 + l̃

)
(2q + 1)− 2cqx

c
(
c2 + l̃

) , (158)

ktorá je analógiou k rovnici (5.4) v [37]. Elimináciou y2 z reálnej £asti (155) dostávame

xo

c
=

4(q + 1)c2 + (3q + 7)ϕc+ 3ϕ2 + 4l̃(q + 1)− Tϕ

2q(2c+ ϕ)
, (159)

£o je analógia k (5.5) v [37] (odpovedajúca rovnica má v²ak dve rie²enia, z ktorých len
(159) je fyzikálne vhodné, a ktoré budeme uvaºova´ v nasledujúcom texte). Pritom

T =
R− l̃(q + 1)

c
, (160)

R
c

=

√
(q + 1)2c2 + 2(q + 1)ϕc+

(
ϕ2 − 2l̃((q − 6)q + 1)

)
+ 2(l̃/c)(3q − 1)ϕ+ (l̃/c)2(q + 1)2

(161)

a odmocninový výraz R bol analogicky zavedený v [37] (vz´ah (5.6)). Pre presný nume-
rický výpo£et T v prípade c≪ 1 vyuºijeme zrejmú identitu

T =
R2 − l̃2(q + 1)2

c(R+ l̃(q + 1))
=

2l̃(3q − 1)ϕ+ ϕ2c− 2 [(q − 6)q + 1] l̃c+ 2(q + 1)ϕc2 + (q + 1)2c3

R+ l̃(q + 1)
.

(162)

Ak do rovnice (158) za x dosadíme xo z rovnice (159), tak dostaneme

y2 =
(T − ϕ)ϕ+ (q − 3)ϕc

2(l̃ + c2)
− 1, (163)

ve©mi vhodný výraz pre výpo£et frekvencie (150), maximálne eliminujúci chybu pri nume-
rických výpo£toch. Na základe (162) je dobre si uvedomi´, ºe v £itate©och zlomkov (159,
163) sa nasledujúce výrazy vyjadria ako

3ϕ2 − Tϕ = 4ϕ2/(q + 1) +O(c), (T − ϕ)ϕ = 2ϕ2(q − 1)/(q + 1) +O(c).

Vyuºije sa to v nasledujúcich vyjadreniach pre Ro a σ v priblíºení c≪ 1.
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Pri nízkych frekvenciách sa napokon nestacionárna konvekcia pri y2 = 0 stotoºní so
stacionárnou. Teda z rovnosti Rayleighových £ísel pre stacionárnu konvekciu (129−131)
a nestacionárnu konvekciu

xo|y2=0 =
c
(
ϕ2 + 2c(q + 1)ϕ+

(
c2 + l̃

)
(2q + 1)

)
q(2c+ ϕ)

(164)

dostaneme pri ©ubovo©ných pevných Λ a E odpovedajúcu hodnotu

q0 =
(c+ ϕ)

(
(c+ ϕ)2 + l̃

)
ϕ3 + c2ϕ− 2l̃ϕ+ ϕ+ c

(
2ϕ2 − 2l̃ + 2

) , (165)

pri ktorej kon£í, resp. za£ína existova´ nestacionárna konvekcia. Teda pre pevné (Λ, E),
resp. (ϕ, c) nestacionárna konvekcia nastupuje pre q > q0. Absolútne minimum pravej
strany výrazu (165) je pre ϕ → ∞ a je rovné 1. Je zrejmé, ºe nestacionárna konvekcia
nemôºe existova´ pre q < 1, ako nám to uº vyplynulo zo (150), a to presne tak, ako
v prípade vertikálnej rota£nej osi.

�alej sústredíme pozornos´ na nestacionárnu konvekciu v tvare roliek kolmých na mag-
netické pole - OC módy, pre ktoré platí l̃ = 0. Pri l̃ = 0 máme zjednodu²enia

R
c

∣∣∣∣
l̃=0

= T

∣∣∣∣
l̃=0

= (q + 1)(ψ + c), (166)

xo

c

∣∣∣∣
l̃=0

=
q + 1

q
(ψ + c), kde ψ =

ϕ

q + 1
, (167)

pri£om z parametra

y2|l̃=0 =
(q − 1)ϕ

c
− 1, (168)

úmerného ²tvorcu frekvencie OC módov (154), máme zaujímavý výsledok. Vo viskóznom
prípade, teda pri nenulovom c ̸= 0, resp. E ̸= 0, OC módy môºu existova´ na rozdiel od
neviskózneho prípadu, kedy neexistujú (pozri £as´ 9.3.3).

9.4 Izotropný prípad v limite E = 0 a pre E ≪ 1

Izotropný prípad tu v modeli IV leºatej rota£nej osi má oproti modelom I−III bohat²í
význam. V predchádzajúcich modeloch izotropné prípady slúºili iba na porovnanie s ani-
zotropnými prípadmi. Teraz v²ak ide o doteraz ne²tudovaný prípad, teda samotný izot-
ropný prípad v modeli IV prinesie nové poznatky a výsledky. Izotropný prípad je ur£ite
jednoduch²í ako anizotropné, a tým má ¤al²iu nezanedbate©nú úlohu. Nie£o nové, a to je
model s leºatou osou, za£nime v rámci moºnosti ²tudova´ £o najjednoduch²ie.

V izotropnom prípade je anizotropný parameter α rovný jednej, teda α = 1 ⇒ K2
α =

K2 = π2 + a2 = π2(1 + ã) = π2A a lα = 1. �alej cα = c, Cα = C, qα = qz = q a Ez = E.

9.4.1 Stacionárna konvekcia, SO módy

V ²irokom rozsahu hodnôt magnetického po©a, teda pre Λ ≥ O(1) môºeme o£akáva´, ºe
rolky sú ²ikmé. V prípade stacionárnych ²ikmých roliek je Rayleighove £íslo pri α = 1
a v súlade so (129−131)

Rs = π2 (1 + ã)3/2

ã

{
ϕ+ c+

l̃

ϕ+ c

}
, ke¤ c = π2E(1 + ã)3/2 a ϕ =

Λm̃

(1 + ã)1/2
. (169)
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U ²ikmých, £i stacionárnych alebo nestacionárnych roliek (SO a OO módov), je minimum
Rayleighoveho £ísla dané nulovos´ou dvoch parciálnych derivácií. Rs = Rs(l̃, m̃) môºe by´
dané aj ako Rs = Rs(ã, C) (pozri (134) a £as´ 9.3.1), a preto minimalizácia Rayleighoveho
£ísla u SO módov v izotropnom prípade, kedy cα = c, Cα = C a lα = 1, sa zabezpe£í takto

∂Rs

∂C
= 0 ⇒ (m̃+ εA2)2 =

A

Λ2
(ã+ εA2). (170)

Napokon z ∂Rs/∂ã = 0 a vyuºitím (170) máme

m̃ =
1− 2ã

1− ã
(ã+ εA2). (171)

Pritom ε = π2E/Λ a vz´ahy (170, 171) platia pre ©ubovo©né hodnoty ε.
Neviskózna limita je výrazným zjednodu²ením, a takisto vz´ahy (169−171) v limite

ε = 0, resp. E = 0 i c = 0 prejdú na jednoduch²í tvar

Rs = π2A
3/2

ã

{
ϕ+

l̃

ϕ

}
, (172)

m̃2 =
A

Λ2
ã (173)

a m̃ =
1− 2ã

1− ã
ã. (174)

Pripomíname pritom, ºe A = 1 + ã. Neskôr v £asti 9.4.3 ukáºeme, ºe rovnice (173, 174)
teraz pre SO módy v limite E = 0 takisto platia aj pre OO módy v limite E = 0 av²ak
s rozdielom, ºe u OO módov teraz 1/Λ prejde na (q+1)/Λ. Preto pre porovnanie SO a OO
módov si zavedieme parameter Q, rôzne de�novaný u SO a OO módov, a to Q = Λ−1

a Q = (q + 1)/Λ pre SO resp. OO módy.
Pri zrejmej poºiadavke 0 ≤ m̃ ≤ ã máme hlavne z prvej nerovnice a zo (174), resp. zo

(171) dôleºité ohrani£enie pre ã, a to ã ≤ 1/2. Pre SO módy môºeme získa´ porovnaním
(173) a (174) existen£nú hranicu parametra Λ. Zrejme platí

1

Λ
= Q =

(
ã

1 + ã

)1/2 1− 2ã

1− ã
. (175)

Deriváciou dQ/dã a rie²ením dQ/dã = 0 dostaneme Qmax = (1/2)(3/2)1/2, z £oho máme,
ºe SO módy existujú len pre Λ ≥ Λmin = Q−1

max
.
= 3,266. V nasledujúcej £asti 9.4.2

dokáºeme, ºe hranica preferencie medzi SO a SC módmi je Λpref = 4. Teda SO módy sú
preferované pre Λ > 4, zatia©£o SC módy pre Λ < 4. V £asti 9.4.2 je aj diskusia o sú£asnej
existencii SO a SC módov pre 3,266 ≤ Λ ≤ 4 (pozri reºimové Λq diagramy (a,b) na
obrázku 42).

Zo (173, 174) ©ahko odvodíme kubickú rovnicu

(4−Q2)ã3 − (4−Q2)ã2 + (1 +Q2)ã−Q2 = 0 (176)

pre ã (= a2/π2, veli£inu úmernú ²tvorcu horizontálneho vlnového £ísla). Uº vieme, ºe
prijate©né rie²enia ã ∈ ⟨0, 1/2⟩. Limita Q2 → ∞ (teda Λ → 0) dáva polynóm s kore¬ami
−1, 1 a 1, teda v²etkými mimo intervalu ⟨0, 1/2⟩, £o dokazuje, ºe SO módy (ale aj OO
módy) nemôºu existova´ pri Λ = 0, kde ako neskôr ukáºeme, existujú a sú aj preferované
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SC (resp. OC) módy. �al²ia limita Q2 → 0 (teda Λ → ∞) dáva polynóm s kore¬ami 0,
1/2, 1/2, teda v rámci intervalu ⟨0, 1/2⟩. Takºe SO (resp. OO) módy, t.j. rolky nie kolmé
na magnetické pole sú v hre, ke¤ magnetické pole je silné, teda Λ ≥ O(1). V podkapitole
9.5 je ukázané (pozri napr. obr. 44−47), ºe pri Λ → ∞ sú rolky pri rastúcom Λ stále viac
a viac naklonené ku smeru magnetického po©a, ako je to zrejmé zo (174), pretoºe m̃ = 0
pri ã = 1/2 (pozri tieº (96)). Odpovedajúce Rayleighove £íslo RSO

c |Λ→∞ = 3
√
3π2 .

= 51,28
(pozri vz´ah pre RSO

c niº²ie), £o je tá istá hodnota ako v modeli III.
Vyuºijúc (134, 135) vyjadrime si teraz kritické Rayleighove £íslo RSO

c pre SO módy
v limitách α = 1, teda Cα = C a lα = 1, a ¤alej ε = 0. Ke¤ºe zo (136) vyplýva C = ã1/2,
tak (134) v uvedených limitách dáva

RSO
c = π2 (1 + ãc)

3/2

ãc

{
2ã1/2c − (1 + ãc)

1/2

Λ

}
.

Ak pomocou (173, 174) vyjadríme (1 + ãc)
1/2/Λ, tak

RSO
c = π2Λ

(1 + ãc)(1− 2ãc)

(1− ãc)2
= π2

(
1 + ãc
ãc

)1/2 1 + ãc
1− ãc

, (177)

£o v nasledujúcej £asti 9.4.2 pomôºe ur£i´ preferen£nú hranicu Λpref = 4 medzi SO a SC
módmi.

Vnímajme teraz vz´ahy (170, 171) v zmysle ε ≪ 1, teda pre viskóznu kvapalinu s ex-
trémne malou viskozitou. Zanedbaním £lenov O(ε2) dostaneme[

(4−Q2)ã3 − (4−Q2)ã2 + (1 +Q2)ã−Q2
]
ã+

+εA2
[
(12−Q2)ã3 − (14−Q2)ã2 + (4 +Q2)ã−Q2

]
= 0, (178)

pri£om ε = π2E/Λ, A = ã+ 1 a Q = Λ−1.
Je zrejmé, ºe (178) pre ε = 0, resp. E = 0 dáva uº analyzovanú rovnicu (176). Teda

pri ε ≪ 1 môºeme o£akáva´, ºe korene ã rovnice (178), ktoré majú fyzikálny význam,
sa výrazne lí²i´ od kore¬ov (176) nemôºu; iba ak malý parameter ε násobiaci v rovnici
(178) najvy²²iu mocninu ã nespôsobí, ºe pribudnú ¤al²ie, a to ve©mi ve©ké korene. Hoci
£len εã5 dáva aj ve©ké korene ã, ukazuje sa, ºe odpovedajúce m̃ < 0 tým, ºe je záporné,
vylu£uje realistickos´ ã ≫ 1 (protire£í to aj ã ≤ 1/2 v prípade rovnice (176)). �ia©,
asymptotické rie²enia (178) s uváºením £lenov O(ε) prive©mi neobohacujú doteraj²í obraz
SO módov. Pripomíname, ºe ten sa tvoril nielen v £asti 9.4.1, ale i v podkapitolách 9.3
a 9.4. Samozrejme, ºe mnohé dôleºité informácie o SO módoch moºno nájs´ v podkapitole
9.5 Numerické výsledky. Tam sa napr. v prípadoch SO aj OO módov potvrdzuje (pozri
obr. 39b, 40b, 45a, 46b, 47b, 49b, 50b), ºe práve rie²enia (176, 178) pri Q → 0 (resp.
Λ → ∞) s hodnotami ã málo men²ími od 1/2 dávajú ve©mi dobré priblíºenia kritických
horizontálnych vlnových £ísel ac = πã1/2

.
= 2,22.

9.4.2 Stacionárna konvekcia, SC módy

Pri men²ích magnetických poliach, teda pri Λ < O(1), sa vplyv magnetického po©a na
konvekciu nemusí potlá£a´ orientovaním roliek do smeru blízkeho smeru magnetického
po©a, a preto rolky môºu by´ kolmé (cross) na magnetické pole. �tudujeme preto teraz
SC módy, u ktorých x-zloºka vlnového £ísla, teda zloºka kolmá na na²e pole v smere y,
je nulová23, teda l = 0. Potom l̃ = 0 a a = m, resp. ã = m̃. Navy²e SC módy v na²om

23SC rolky sú kolmé na magnetické pole v smere y, a preto ich konvektívny obraz sa mení len v smere y, a nie v smere x.
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modeli s horizontálnou rota£nou osou sú výrazne ovplyvnené rotáciou, pretoºe SC rolky
sú rovnobeºné s rota£nou osou.

Pozrime si ²peciálne prípad Λ ≪ 1. Vz´ahy (170, 171) pri ε = π2E/Λ sa pri Λ → 0
vzájomne vylu£ujú, a preto SO módy pri malých magnetických poliach nemôºu existova´.
Tým skôr jednoducho z fyzikálnych dôvodov môºeme pri Λ → 0 vylú£i´ P módy. Ostávajú
nám teda len SC módy. Priamo zo (127) (pri p = λ = 0 a K2 = m2 + π2) máme

R = Rs = Λ(m2 + π2) + E
(m2 + π2)3

m2
, (179)

z £oho (ale aj zo (129, 130)) pri m̃ = m2/π2 takisto

R̃ =
Rs

π2
= Λ(m̃+ 1) + π2E

(m̃+ 1)3

m̃
. (180)

Minimalizácia Rayleighoveho £ísla vedie na ∂R̃/∂m̃ = 0, teda na rovnicu

Λ+ π2E
(
3− 1

m̃2
+ 2m̃

)
= 0, (181)

ktorá vedie na kubickú rovnicu pre m̃ s jediným parametrom ε = π2E/Λ, ktorý pritom
nie je závislý na uhlovej rýchlosti rotácie Ω0. Jej rie²enia pri E = 3 ·10−7 s odpovedajúcim
priebehom Rs

c(Λ) a mc(Λ) sú prezentované na obrázku 38 pre hodnoty Λ ∈ ⟨10−8, 102⟩.
Vz´ah (181) v²ak ponúka dve dôleºité asymptotické rie²enia. Najprv pri ε = π2E/Λ ≪ 1,
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Obr. 38: Stacionárna konvekcia vo forme SC módov v prípadoch horizontálnej a vertikálnej rota£nej osi
(£ervené a modré krivky); Závislosti kritického Rayleighovho £ísla Rs

c a kritického horizontálneho vlnového
£ísla mc (= ac) na Elsasserovom £ísle Λ pri kon²tantnom Ekmanovom £ísle E = 3 · 10−7. Ve©ké rozdiely
medzi týmito prípadmi sú pre Λ ≤ O(1), kedy SC módy sú preferované.

teda pre π2E ≪ Λ ≪ 1 máme

m̃c = ε1/2 +O(ε3/2), (182)

£o nám na základe (180) dáva kritické Rayleighove £íslo

Rs
c = π2Λ(1 + 2ε1/2 +O(ε)) = π2Λ + 2π3(EΛ)1/2 +O(E), (183)
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£omu ve©mi pekne zodpovedajú pravé vetvy (pre �vä£²ie� Λ) £ervených kriviek na obr.
38. Na obrázku 38b je mc vs Λ, pri£om mc = πm̃1/2

c . Treba v²ak zdôrazni´, ºe £ím vä£²ie
Λ, tým je lep²ie splnená podmienka ε = π2E/Λ ≪ 1. Preto asymptotické priblíºenie
m̃c ∼ ε1/2 a Rs

c ∼ π2Λ ve©mi dobre vystihuje priebehy SC módov aj pre Λ ≥ O(1)
prezentované v podkapitole 9.5 Numerické výsledky a e²te v tejto £asti ho vyuºijeme na
porovnanie SC a SO módov v prípadoch E = 0 a E ≪ 1.

Druhé asymptotické rie²enie (181) máme pre ε̃ = ε−1 = Λ/(π2E) ≪ 1, t.j. pre Λ ≪
π2E. Teda

m̃c =
1

2
− 1

18
ε̃+O(ε̃2) a Rs

c = π4E
(
27

4
+

3

2
ε̃+O(ε̃2)

)
. (184)

Ak uváºime, ºe mc = ac = π
√
2/2 a ¤alej, ºe klasické kritické Rayleighove £íslo Ra,

odvodené samotným Lordom Rayleighom v roku 1920 [13], je de�nované vz´ahom Ra =
Rs

c/E, tak vidíme o£akávanú zhodu na²ej limity pre nulové magnetické pole s Bénardovou
tepelnou konvekciou, a to v oboch dôleºitých kritických £íslach ac a Rs

c. Tejto asymptotike
odpovedajú ©avé vetvy £ervených kriviek na obrázku 38. V podkapitole 9.5 Numerické
výsledky na ºiadnom grafe nie sú prezentované tak malé hodnoty Λ, ako tu na obrázku
38.

Núka sa tu ¤al²í záver pre leºatú os. Na rozdiel od vertikálnej osi rotácie, rotácia okolo
horizontálnej osi nebráni vzniku konvekcie. Treba si totiº uvedomi´, ºe Λ ≪ 1 môºe pri
kone£nej hodnote magnetického po©a znamena´ i extrémne ve©kú uhlovú rýchlos´ rotácie24.
Vidie´, ºe silná rotácia okolo leºatej osi (Λ ≪ 1) má také isté Rayleighove £íslo, ako
Bénardova konvekcia bez rotácie; pozri obr. 38a a (184). Rotácia si v²ak uchováva dôleºitú
vlastnos´ utlmi´ brániaci efekt magnetického po©a pre konvekciu, ak Λ = O(1) tak, ako je
to pri vertikálnej osi rotácie. Na obr. 38a pekne vidie´, ºe ove©a efektívnej²ie to robí rotácia
okolo horizontálnej ako vertikálnej osi. Na obr. 38b si treba v²imnú´, ºe horizontálne vlnové
£íslo mc = O(1) pri horizontálnej osi rotácie je ove©a men²ie, ako v prípade vertikálnej
rota£nej osi, kedy mc ≫ 1 (ako pri horizontálnom, tak aj pri vertikálnom magnetickom
poli; modré a £ierne krivky). V druhom prípade, teda pri vertikálnej rota£nej osi sa pri
malých Λ a E nastolí geostro�cká rovnováha, pre ktorú platí Taylorova-Proudmanova veta,
zatia©£o pri horizontálnej rota£nej osi v 1. prípade priblíºenie geostro�ckou rovnováhou
nie je vhodné a Taylorova-Proudmanova veta neplatí. Pod©a tejto vety sú silné zábrany
pre vznik nestabilít. Zábrany môºu by´ potla£ené pri ve©mi malej, ale nenulovej viskozite
(E ≪ 1) efektívnej²ím vyuºitím viskozity, ak do hry vstúpia nestability s ve©mi malými
rozmermi konvektívnych buniek.

Vrá´me sa teraz k limitnému prípadu Λ ≫ π2E vz´ahu (181) a výsledku m̃c ∼ ε1/2 =
π(E/Λ)1/2 ≪ 1, hlavne v²ak ku RSC

c ∼ π2Λ, £o vyuºijeme na ur£enie hranice preferencie
ΛSC/SO medzi SC a SO módmi v limite E = 0. Z rovnosti RSC

c = RSO
c pri vyuºití (177)

zrejme máme

π2Λ = π2Λ
(1 + ãc)(1− 2ãc)

(1− ãc)2
,

£o dáva kritické ãc pre SO módy, ktorým odpovedá hranica preferencie s SC módmi. Teda
z rovnice 3ã2c − ãc = 0 máme ãc = 1/3 a zo (177) je

RSO
c = π2

(
4/3

1/3

)1/2
4/3

2/3
= 4π2.

24SC módy, preferované pre Λ ≪ 1, nezávisia na rotácii; pozri (181). Preto obe asymptotiky, £i pre ε ≪ 1 alebo ε−1 ≪ 1,
moºno spája´ s ©ubovo©nými hodnotami Ω0, teda ako pre rýchlu, tak aj pre pomalú rotáciu.
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Ke¤ºe RSC = π2Λ, tak Λpref ≡ ΛSC/SO = 4 (pozri reºimové Λq diagramy (a,b) na obrázku
(42)).

Zaujímavé je v²ak odvodi´ si RSC zo vz´ahov (129−131) v limitách α = 1 a E = 0.
Máme

RSC = π2 (1 + ã)3/2

ã

{
Λã

(1 + ã)1/2
+ 0

}
,

pretoºe pre SC módy l̃ = 0 a m̃ = ã. Napokon RSC = π2Λ(1 + ã) a je zrejmé, ºe
∂RSC/∂ã ̸= 0. Teda na rozdiel od viskózneho prípadu v neviskóznom prípade E = 0
kritické Rayleighove £íslo pre SC módy nemáme z lokálneho minima RSC vzh©adom na
ã, ale len z absolutného, a to pre ã = 0. Teda formálne RSC

c = π2Λ, £o je takmer to isté,
ako vo viskóznom prípade E ≪ 1.

SC mód s ã ≡ ãSC = 0 budeme nazýva´ spiaci SC mód a budeme ho vníma´ ako kritický
SC mód. �alej v ²tudovanom neviskóznom prípade E = 0 zavedieme tzv. prebudené SC
módy a ukáºeme, ako umoº¬ujú predstavi´ si konvekciu realistickej²ie. SO rolky pri hranici
preferencie (s SC módmi) a ich hranici existencie, teda pre Λ = 4 a Λ = 3,266(= 4(2/3)1/2)
a s odpovedajúcimi horizontálnymi vlnovými £íslami 1,814 (= π/31/2) a 1,405 (= π/51/2)

zvierajú so smerom magnetického po©a uhly γ = 45◦ a 60◦ (γ = arcsin
[
(m̃/ã)1/2

]
, kde m̃ je

dané (174)), £o odpovedá ich správaniu pri klesajúcom Λ, teda zakolmovaniu a zrie¤ovaniu
sa vzh©adom na magnetické pole. Je zrejmé, ºe pre kaºdé Λ ∈ ⟨3,266; 4⟩ ku kaºdému
spiacemu SC módu s ãSCc = 0 existujú prebudené SC módy s nenulovým ãSC ≤ ãSCmax,
pri£om RSC(ãSCmax) = RSO

c (ãSOc ), £o dáva pre ãSCmax de�ni£ný vz´ah

Λ(1 + ãSCmax) = Λ
(1 + ãSOc )(1− 2ãSOc )

(1− ãSOc )2
, resp. ãSCmax =

3ãSOc (1/3− ãSOc )

(1− ãSOc )2
. (185)

Prebudené SC módy na rozdiel od spiacich módov reálne zabezpe£ujú pohyb - konvekciu,
pri£om spiace módy sú síce pred prebudenými preferované, ale ich ãSCc = 0 dáva pohyb -
konvekciu s nekone£ne horizontálne roz©ahlou konvektívnou bunkou, £o nie je realistické.
V²etky prebudené SC módy s horizontálnym vlnovým £íslom 0 < ãSC < ãSCmax sú pritom
preferované vo£i SO módom pri danom Λ s odpovedajúcim ac. Zo (185) vyplýva, ºe pri
Λ = 4 a Λ = 3,266 a pre SO módy odpovedajúcich ãSOc = 1/3 a ãSOc = 1/5 máme pre
prebudené SC módy ãSCmax = 0 a ãSCmax = 1/8. Teda prebudené SC módy, pokia© musia
súperi´ s SO módmi, majú minimálny rozsah vlnových £ísel pre Λ = 4, ke¤ len preberajú
preferenciu a maximálny rozsah u Λ = 3,266, ke¤ SO módy kon£ia svoju existenciu. Pre
men²ie Λ, teda pre Λ < 3,266 rozsah vlnových £ísel prebudených módov je neohrani£ený
pokia© ne²tudujeme ich súperenie s OO a OC módmi (pozri Λq reºimový diagram na
obrázku 42).

Vo viskóznom prípade 0 ̸= E ≪ 1, teda v prípade, ktorý by sa ve©mi nemal lí²i´
od E = 0, vôbec netreba zavádza´ spiace a prebudené SC módy, pretoºe v obidvoch
limitných prípadoch π2E ≪ Λ a Λ ≪ π2E ©ahko vidie´ existenciu (182, 183) kritických
módov s kritickými £íslami prirodzene de�novanými cez lokálny extrém Rayleighoveho
£ísla vzh©adom na horizontálne vlnové £íslo. Nedá poznamena´, ºe tu máme pekný názorný
príklad kvantitatívnej podobnosti, ale kvalitatívnej rozdielnosti tekutiny s nulovou, resp.
nenulovou viskozitou.

9.4.3 Nestacionárna konvekcia; OO módy, E = 0

V izotropnom prípade pre OO módy v limite E = 0 pre frekvenciu σ máme

σ2 = K4

[
q − 1

q + 1

ϕ2

l̃
− 1

]
, ϕ =

Λm2

πK
=

Λm̃

A1/2
, A = 1 + ã (186)
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resp. σ2 = π4A2

[
q − 1

q + 1

ϕ2

l̃
− 1

]
, (187)

a pre Rayleighove £íslo

Ro =
2π

q

K3

a2

{
ψ +

l̃

ψ

}
=

2π2

q

A3/2

ã

{
ψ +

l̃

ψ

}
. (188)

Pritom

ψ =
ϕ

q + 1
=

Λ

q + 1

m̃

A1/2
. (189)

Dobré je uvedomi´ si, ºe vz´ahy (186, 189, 188) pre izotropný prípad pekne kore²pondujú
vz´ahom (150, 151, 153) v anizotropných prípadoch. Nech

R̃ ≡ q

2π2
Ro =

A3/2

ã

{
ψ +

l̃

ψ

}
. (190)

Pripomíname, ºe v prípade stacionárnej konvekcie pri Ez ̸= 0 sme mali C, ktorého25

analógiou teraz je ψ. Takºe pri Ez = 0 máme závislosti

C = ϕ, ψ =
ϕ

q + 1
=

C

q + 1
. (191)

Prejdeme teraz z dvojice nezávislých premenných l̃ a m̃ k novej dvojici ã a ψ, de�nované
nasledovne

ã = l̃ + m̃ = ã(l̃, m̃), (192)

ψ =
Λ

q + 1

m̃

(1 + ã)1/2
= ψ(l̃, m̃). (193)

Spätná transformácia je potom

l̃ = ã− q + 1

Λ
(1 + ã)1/2ψ = l̃(ã, ψ),

m̃ =
q + 1

Λ
(1 + ã)1/2ψ = m̃(ã, ψ).

Pre výpo£et kritických £ísel môºeme vyuºi´ vz´ah

R̃ = R̃(ã, ψ) =
(1 + ã)3/2

ã

{
ψ +

ã

ψ
−Q(1 + ã)1/2

}
, (194)

kde Q = (q + 1)/Λ. Pri h©adaní kritických £ísel vyjadríme prvé parciálne derivácie R̃
pod©a premenných ã a ψ nasledovne

∂R̃

∂ψ
= (1 + ã)3/2

{
1

ã
− 1

ψ2

}
, (195)

∂R̃

∂ã
=

(1 + ã)1/2

ã2

{(
ã

2
− 1

)
ψ +

3

2

ã2

ψ
−Q(1 + ã)1/2(ã− 1)

}
. (196)

25C = π2EzA3/2 + Λm̃A−1/2.
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Z podmienky nulovosti derivácie ∂R̃/∂ψ = 0 dostaneme ψ = ã1/2. Z de�nície premennej
ψ (193) dostaneme rovnicu

Λ

q + 1

m̃

(1 + ã)1/2
= ã1/2. (197)

Podmienka nulovosti derivácie ∂R̃/∂ã = 0 a skuto£nos´, ºe ψ = ã1/2 nám dávajú rovnicu(
ã

2
− 1

)
ã1/2 +

3

2
ã3/2 = Q(1 + ã)1/2(ã− 1),

ktorú po umocnení na druhú a po ¤al²ích algebraických úpravách prepí²eme na kubickú
rovnicu pre neznámu ã

(4−Q2)ã3 + (−4 +Q2)ã2 + (1 +Q2)ã−Q = 0. (198)

Pripomíname, ºe pre SO módy sme mali takú istú rovnicu (176) s Q = Λ−1 na rozdiel od
teraj²ieho Q = (q + 1)/Λ u OO módov.

9.4.4 Nestacionárna konvekcia; OO módy, E ≪ 1

V limite E = 0 sa ukazuje pekná podobnos´ stacionárnych a nestacionárnych módov, a to
v¤aka formálnej matematickej podobnosti vyjadrení Rayleighových £ísel pre SO a OO
módy (169, 188). Av²ak vo viskóznom prípade, hoci i pri ve©mi malej viskozite, t.j. pri
E ≪ 1, resp. c ≪ 1 máme také vyjadrenia pre Rayleighove £ísla pre SO a OO módy, ºe
s podobnos´ou uº nemoºno ráta´. Zo (129−131) máme

RSO
∣∣∣
c≪1

= π2 (1 + ã)3/2

ã

[
ϕ+

l̃

ϕ
+ c

(
1− l̃

ϕ2

)]
+O(c2) (199)

a zo (156, 157, 159, 162, 188)

ROO
∣∣∣
c≪1

=
2π2

q

(1 + ã)3/2

ã

[
ψ +

l̃

ψ
+ c

(
q − 1

q + 1

ψ2

l̃
+ 1− 2l̃

q(q + 1)ψ2

)]
+O(c2). (200)

Na prvý poh©ad zo (199, 200) je vidie´, ºe pri c = 0 sú RSO a ROO ve©mi podobné.
Pri ψ = ϕ/(q + 1) a ϕ = Λm̃/(1 + ã)1/2 je zrejmé, pre£o pri limite c = 0, resp. E = 0 sa
vz´ahy pre ur£enie kritických £ísel pre SO a OO módy takmer zhodovali aº na odli²nos´
parametra Q, rovného Λ−1 a (q + 1)/Λ pre SO, resp. OO módy (176, 198).
O(c) £leny v (199, 200) pre Rayleighove £ísla SO a OO módov sa v²ak uº výrazne

odli²ujú. Napr. vo výraze pre ROO je l̃(= l2/π2) v menovateli, £o nazna£uje problémy pre
OC módy; dokázali sme, ºe OC módy pre c = 0 neexistujú (pozri £as´ 9.3.3 a (150)).
V nasledujúcej £asti sa dokonca venujeme ²peciálnym OO módom, tzv. OC' módom,
ktorých vlastnosti sú výrazne ovplyvnené s l̃ v menovateli O(c) £lena v (200). Totiº vo©ba
správnej malosti l̃, v primeranej miere eliminovanej malos´ou c, nie je triviálna.

Podobné nie£o nemohlo by´ v modeli III so zvislou rota£nou osou. Preto aj vidie´ na
reºimovom Λq diagrame na obrázku 42 výrazné rozdiely pre E = 0 a E ≪ 1 u leºatej osi.
Pozoruhodná je v²ak kvalitatívna podobnos´ (b) a (c) diagramov pre E ≪ 1 leºatej osi
a E = 0 zvislej osi.
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9.4.5 Nestacionárna konvekcia; OC' módy, E ≪ 1

Numerické výpo£ty priniesli v prípade OO módov zaujímavú ²peci�ckú podmnoºinu tzv.
OC' módov, charakterizovanú ich takmer kolmos´ou na magnetické pole (l̃ ≪ ã). Priro-
dzene vyvstala otázka, £i sa analyticky s asymptotickým priblíºením podarí upresni´ ich
vlastnosti, a takisto nájs´ dobrý súlad vybraného asymptotického priblíºenia s numeric-
kým výpo£tom. Pri vy²etrovaní OC' módov preto predpokladáme priblíºenie l̃ ∼ βc1/2.
Pri tomto predpoklade je premenná xo/c (159) de�novaná nasledovne

xo

c
=

2ψa(ã)

q
+ c1/2f(ã, β) +O(c), (201)

kde

ψa =
ϕa

(q + 1)
, ϕa =

Λã

(1 + ã)1/2
, f(ã, β) =

2β

qψa

− 2ψaβ

qã
+

2ψ2
a

β

q − 1

q + 1
(202)

a pod©a (156) pripomíname c = π2E(1 + ã)3/2.
Pri odvodení (201, 202) zo (159) sa vyuºilo

m̃ = ã− βc1/2 +O(c) (203)

a napokon v súlade so (156) vz´ahy pre ϕ a ψ sú

ϕ = ϕa

(
1− c1/2

β

ã
+O(c)

)
, resp. ψ = ψa

(
1− c1/2

β

ã
+O(c)

)
. (204)

Pri h©adaní OC' módov derivujeme najprv výraz xo/c (201) pod©a β a rie²ením rovnice
d (xo/c) /dβ = 0 dostávame

β2 = q
q − 1

q + 1

ψ3
a

ã− ψ2
a

. (205)

�alej derivujeme výraz (157) pre Ro pod©a ã. Rovnicu dRo/dã = 0 uº s uváºením β
zo (205) rie²ime numericky (pri konkrétnych vstupných parametroch Λ, q, E), pri£om fy-
zikálne vhodný kore¬ ã je uº veli£ina úmerná horizontálnemu vlnovému £íslu OC' módov.
Minimalizácia Ro cez ã a β teda dáva kritické £ísla ãc a Ro

c , ktoré odpovedajú priblíºeniu
l̃ = βc1/2 +O(c), a ktoré dávajú vz´ah

y2
∣∣∣
l̃≪ã

=
(q2 − 1)ψ2

a

βc1/2
− 2(q2 − 1)ψ2

a

ã
− 2q(q − 1)ψ3

a

β2
− 1 +O(c1/2), (206)

teda pre frekvenciu σ ∼ y (154). Nasledujúca tabu©ka 2 nazna£uje, ºe numericky náj-
dené �prekvapujúce� OC' módy prirodzene existujú vo viskóznej limite E ≪ 1, kde Λ

Λ aN aA lN lA Ro
N Ro

A y2N y2A Λ
0,1 0,607 0,604 0,741e−3 0,774e−3 0,3697 0,3695 73,221 65,244 0,1
2 0,374 0,373 0,351e−2 0,356e−2 6,8687 6,8680 204,571 196,611 2
10 0,292 0,291 0,834e−2 0,841e−2 33,712 33,710 341,448 333,939 10

Tabu©ka 2: Porovnanie vlastnosti OC' módov, získaných numericky a asymptoticky.

je Elsasserove £íslo, aN a aA horizontálne vlnové £ísla (a = πã1/2), získané numericky
resp. asymptoticky a rovnako tieº vlnové £ísla lN a lA (l = πl̃1/2), Rayleighove £ísla RN
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Λ ∆a [%] ∆l [%] ∆Ro [%] ∆y2 [%]
0,1 0,49 4,45 0,05 10,89
2 0,27 1,42 0,01 3,89
10 0,34 0,84 0,006 2,2

Tabu©ka 3: Relatívna chyba v % medzi numericky asymptoticky ur£enými vlastnos´ami OC' módov.

a RA a nakoniec y2N a y2A, t.j. hodnoty veli£iny y2 (v²etko pri hodnote Ekmanoveho £ísla
E = 3 · 10−7 a pri Robertsovom £ísle q = 2). Posledná tabu©ka 3 obsahuje relatívne
rozdiely v percentách medzi veli£inami získanými numericky a asymptoticky. Práve y2,
teda frekvencia, dáva najvä£²ie rozdiely medzi numerickým a asymtotickým prístupom.
Ostatné parametre, vlnové £ísla a a l a Rayleighove £íslo Ro, majú ve©mi dobrú zhodu na
minimálne dve platné cifry.

9.5 Numerické výsledky

Lineárnou stabilitnou analýzou sú vy²etrované nestability na £ase nezávislé (stacionárna
konvekcia) aj £asovo závislé (nestacionárna konvekcia alebo overstabilita). Aj v tomto
prípade majú vy²etrované marginálne poruchy tvar horizontálnych roliek, ktoré v závis-
losti od vstupných parametrov môºu ma´ rôznu orientáciu v horizontálnej rovine. Rolky
v prípade stacionárnej konvekcie môºu by´ bu¤ kolmé na základné magnetické pole (a au-
tomaticky rovnobeºné s osou rotácie), alebo rovnobeºné s magnetickým po©om (a teda
kolmé na os rotácie), alebo môºu by´ ²ikmé s osou roliek, zvierajúcou ur£itý uhol s mag-
netickým po©om.

9.5.1 Izotropný prípad a porovnanie s modelom s vertikálnou rota£nou osou

Ke¤ºe tento model zatia© nebol ²tudovaný ani v izotropnom prípade, tak prvá £as´ nu-
merických výsledkov je venovaná práve tomuto prípadu, pri£om sú výsledky porovnávané
s výsledkami z predchádzajúceho modelu s vertikálnou osou rotácie (tieº v jednoduch²om
izotropnom prípade). Obrázok 39 ukazuje kritické £ísla Rc, ac a γc ako funkcie Elsasse-
rovho £ísla Λ pri kon²tantnom Ekmanovom £ísle E = 3 ·10−7. �ervené krivky odpovedajú
modelu IV s horizontálnou (leºatou) rota£nou osou a modré krivky predchádzajúcemu
modelu III s vertikálnou rota£nou osou. Hne¤ na prvý poh©ad vidíme nieko©ko doleºitých
rozdielov. Kritické Rayleighove £íslo kolmých roliek (cross modes) je v prípade leºatej
rota£nej osi rastúca funkcia Elsasserovho £ísla, zatia© £o v prípade vertikálnej osi rotácie
dosahuje lokálne minimum. V £asti 9.4.2 je analyticky ukázané, ºe u SC, teda kolmých
roliek, je Rc = π2Λ(1+2ε1/2+O(ε)), kde ε = π2E/Λ je malý parameter. Takáto závislos´
v²ak neplatí pre ve©mi malé hodnoty Λ (na obr. 39 nezobrazené), kde sa uº kritické Ray-
leighove £íslo správa ako Rc = π4E(27/4 + 3 ε̃/2 + O(ε̃2)), pri£om ε̃ = ε−1. Rc ²ikmých
roliek je v prípade vertikálnej rotácie26 kon²tanta a v prípade horizontálnej rotácie rastúca
funkcia od Λ, pri£om sa pre ve©ké Λ asymptoticky blíºi k tej istej kon²tante 51,28, rov-
nakej pre zvislú i leºatú os rotácie. Podobne sa pre ve©ké Λ k Rc(Λ) u vertikálnej rotácie
asymptoticky blíºi aj Rc(Λ) u horizontálnej rotácie. Zmena preferencie medzi kolmými
a ²ikmými rolkami je v prípade vertikálnej rotácie plynulý prechod, pri ktorom sa uhol
γc postupne nárastom Λ zmen²uje z 90◦ na men²ie hodnoty. V prípade horizontálnej ro-
ta£nej osi je táto zmena preferencie nespojitým procesom, kde ²ikmé rolky za£ínajú by´

26v prípade vertikálnej osi rotácie; v ¤al²om texte �prípady vertikálnej osi rotácie� a �prípady horizontálnej osi rotácie�
£asto skrátime na �vertikálnu rotáciu� alebo �horizontálnu rotáciu� .
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preferované pri náklone o uhol 45◦ pri Λ = 4 a ¤al²ím zvy²ovaním Λ sa e²te viac naklá-
¬ajú k smeru magnetického po©a. Takisto z asymptotickej analýzy v 9.4.2 vieme, ºe aj
objavenie SO módov pri Λ = 3,266 je spojené s náklonom 60◦, a nie 90◦ ako u zvislej osi
rotácie (samozrejme u iného Λ ≈ 1).

Obrázok 40 porovnáva kritické £ísla Rc, ac, σc a γc pre nestacionárnu konvekciu pri
vertikálnej resp. horizontálnej rota£nej osi. Podobne ako v prípade stacionárnej konvekcie
vidíme, ºe kritické Rayleighove £íslo Rc ako funkcia Elsasseroveho £ísla Λ sa v prípade ho-
rizontálnej rotácie (obr. 40a - £ervené krivky) správa iná£, ako v prípade vertikálnej rotácie
(modré krivky). K najdôleºitej²ím výsledkom pri horizontálnej rotácii patrí objavenie no-
vého módu, ktorý je charakteristický nato£ením roliek takmer do smeru rovnobeºnému
s osou rotácie. Nazývame ich OC' mody, lebo sú to stále ²ikmé OO módy, ale ve©mi blízke
kolmým módom OC, pri£om pre klesajúce Λ sa asymptoticky blíºia k OC módom. Exis-
tenciu a vlastnosti týchto zaujímavých módov sa podarilo potvrdi´ aj analyticky, a to
vhodným priblíºením vlnového £ísla l̃ = l2/π2 = βc1/2 + O(c), kde β je funkcia rádu
O(1) a c je malý parameter úmerný Ekmanovmu £íslu E (pozri £as´ 9.4.4). Tieto OC'
módy sú významé hlavne preto, ºe ku svojej existencii potrebujú nenulovú viskozitu a sú
preferevané na dos´ ve©kom priestore parametrov Λ a qz. V neviskóznom prípade (E = 0)
OC' módy neexistujú a podobne neexistujú ani £isté OC módy, lebo ich frekvencia je
nekone£ne ve©ká (£o je nefyzikálne), a £o sa tieº analyticky dokázalo v £asti 9.3.3. Pri
Λ ∼ 10 dochádza ku zmene preferencie na �normálne� ²ikmé, teda OO módy, £o sa pre-
javuje skokom v hodnotách ac, σc a γc na grafoch 40bcd a zalomením krivky ROO

c (Λ) na
grafe 40a. Bodkované vertikály sú iba pomocné £iary, ukazujúce nadväznos´ kriviek pre
OC' a OO módy. �alej si môºeme v²imnú´, ºe pri horizontálnej rotácii majú rolky men-
²ie horizontálne vlnové £íslo, a teda vä£²í horizontálny rozmer, ako pri vertikálnej rotácii
(rovnako ako u stacionárnej konvekcie, vi¤ graf 39b). Frekvencia σc je u horizontálnej ro-
tácie vä£²ia ako u vertikálnej rotácie obr. 39c). Vhodnou kombináciou kriviek z obrázkov
39a a 40a dostávame porovnanie kritických Rayleighových £ísel pre stacionárnu a nesta-
cionárnu konvekciu (pre ²ikmé aj kolmé rolky) v oboch prípadoch orientácie rota£nej osi.
Obrázok 41 teda ukazuje preferovanos´ jednotlivých moºných módov pre rôzne hodnoty
Λ. Treba v²ak ma´ na pamäti, ºe preferencia módov súvisí aj s hodnotou Robertsoveho
£ísla q. Kedºe krivky na obrázkoch 41ab sú pre jediné konkrétne Robertsovo £íslo q = 2,
môºeme sa na takto ur£enú preferovanos´ módov pozera´ ako na istý rez v²eobecnej²ieho
Λq diagramu.

Nasledujúci obrázok 42 porovnáva práve Λq diagramy vo viskóznom a neviskóznom
prípade (obr. 42ab) pri horizontálnej rotácii s neviskóznym prípadom pri vertikálnej rotá-
cii (obr. 42c). Hne¤ na prvý poh©ad vidno ve©ké rozdiely medzi neviskóznym a viskóznym
prípadom. Ako uº bolo spomenuté, pri nulovej viskozite neexistujú OC ani OC' módy.
Nestacionárna konvekcia môºe existova´ jedine vo forme OO módov, teda ²ikmých módov.
Na Λq diagrame (obr. 42a) má oblas´ preferencie OO módov tvar klinu, kde ©avá hranica
je hranica preferencie medzi SO a OO módmi a pravá hranica je hranica existencie OO
módov. Ve©mi zaujímvo sa správajú aj oblasti preferencie stacionarných SO a SC módov,
pri£om je to správanie úplne iné ako vo viskóznom prípade (obr. 42b). Hranica preferencie
medzi SO a SC módmi je v neviskóznom prípade daná horizontálou Λ = 4 a hranica
existencie SO módov je daná druhou horizontálou Λ

.
= 3,266, pri£om obe hranice boli

odvodené aj analyticky v £asti 9.4.2. V tejto £asti sa tieº ukázalo, ºe kritický SC mód je
mód s nulovým horizontálnym vlnovým £íslom a bol nazvaný spiacim módom, lebo s ne-
kone£ne roz©ahlou konvektívnou bunkou nie je realistický. Av²ak medzi horizontálnymi
hranicami Λ = 4 a Λ

.
= 3,266 boli zavedené tzv. prebudené SC módy s nenulovým hori-

zontálnym vlnovým £íslom, ktoré môºu by´ preferované pred e²te stále existujúcimi SO
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Obr. 39: Stacionárna konvekcia; Závislosti kritického Rayleighovho £ísla Rc, kritického horizontálneho
vlnového £ísla ac a kritického uhla γc na Elsasserovom £ísle Λ pri kon²tantnom Ekmanovom £ísle E =
3 · 10−7 v izotropnom prípade α = 1 . Vertikálna rota£ná os - modré krivky, horizontálna rota£ná os -
£ervené krivky.
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Obr. 40: Nestacionárna konvekcia; Závislosti kritického Rayleighovho £ísla Rc, kritického horizontálneho
vlnového £ísla ac, kritickej frekvencie σc a kritického uhla γc na Elsasserovom £ísle Λ pri kon²tantnom
Ekmanovom £ísle E = 3 · 10−7 a pri Robertsovom £ísle q = 2 v izotropnom prípade α = 1. Vertikálna
rota£ná os - modré krivky, horizontálna rota£ná os - £ervené krivky.
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prípade α = 1. Vertikálna rota£ná os - modré krivky, horizontálna rota£ná os - £ervené krivky.

módmi. Podmienky preferovanosti prebudených SC módov sú takisto odvodené v £asti
9.4.2. V prípade nenulovej viskozity sú uº SC módy normálne, teda s nenulovým kri-
tickým horizontálnym vlnovým £íslom ac a prirodzene de�novaným cez lokálny extrém
Rayleighoveho £ísla vzh©adom na horizontálne vlnové £íslo a. Pozoruhodná je aj kvalita-
tívna podobnos´ diagramov pre E ≪ 1 u leºatej osi (b) a pre E = 0 u zvislej osi (c).
Λq reºimový diagram vo viskóznom prípade, obohatený aj o dva prípady anizotropie, je
prezentovaný ¤alej na obrázku 48.

9.5.2 Stacionárna konvekcia v prípade anizotropie

Orientácia roliek vzh©adom na magnetické pole a os rotácie súvisí s Coriolisovou a Lo-
rentzovou silou, a to v¤aka istému súboju vplyvov týchto síl na vznikajúcu konvekciu.
Je známy fakt, ºe aj Coriolisova aj Lorentzova sila sa snaºia svojim pôsobením nato£i´
konvektívne rolky do smeru osi rotácie, resp. smeru magnetického po©a. Je preto dôle-
ºité preskúma´, ako rôzne anizotropie difúznych koe�cientov ovplyvnia preferenciu rôzne
orientovaných roliek v ΛEz reºimovom diagrame. Rovnako, ako v modeli III, ΛEz diagram
rozde©uje priestor parametrov Λ a Ez na tri oblasti, v ktorých sú preferované rolky s da-
nou orientáciou. V oblasti SC sú preferované rolky kolmé na magnetické pole, v oblasti
SO rolky ²ikmé vzh©adom na smer magnetického po©a a P oblasti sú preferované rolky
rovnobeºné s magnetickým po©om. Na SC oblas´ (steady cross rolls) môºeme pozera´ aj
ako na oblas´, v ktorej má dominantnú úlohu Coriolisova sila, lebo konvektívne rolky sú
nato£ené presne rovnobeºne s osou rotácie (a teda kolmo na magnetické pole). V P ob-
lasti (steady parallel rolls) má dominantný vplyv Lorentzova sila s rolkami, nato£enými
rovnobeºne s magnetickým po©om. V SO oblasti (steady oblique rolls) sú Lorentzova a Co-
riolisova sila v ur£itej rovnováhe, pri ktorej sú konvektívne rolky orientované s ur£itým
uhlom k magnetickému po©u a k osi rotácie.

Nasledujúci obrázok 43 znázor¬uje ΛEz diagram v izotropnom prípade (α = 1 £iar-
kované krivky) a v dvoch anizotropných prípadoch (α = 0,5 plné krivky, SA anizotropia
atmosférického typu; α = 5 bodkované krivky, So anizotropia). Vplyv anizotropie sa preja-
vuje zmenou hraníc medzi oblas´ami SC a SO a medzi SO a P. Pripome¬me si, ºe hranici
SC/SO v izotropnom prípade pre E ≪ 1 sme sa venovali v £asti 9.4.2, pri£om vy²lo
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Obr. 42: Λq reºimový diagram pre stacionárnu a nestacionárnu konvekciu v prípade leºatej rota£nej osi
v neviskóznom prípade (a) a v prípade nenulovej viskozity E = 3 · 10−7 (b), ako aj v prípade vertikálnej
rota£nej osi (c).

ΛSC/SO|E=0 = 4. Hranica SO/P sa takisto dá ur£i´ asymptoticky27, napr. v izotropnom
prípade pre Λ ≫ 1 máme ESO/P |Λ→∞ = 2

√
3/(9π2)

.
= 0,039000. Takºe asymptoty kriviek

SC/SO a SO/P v izotropnom prípade sú horizontála Λ = 4 a vertikála E .
= 0,039000.

Priebeh týchto kriviek sme v²ak analyticky ur£ili v ²ir²ích intervaloch hodnôt Ez a Λ
v £asti 9.3.1, pri£om sme sa neobmedzili len na E → 0, Λ → ∞ a α = 1. Významné je
to, ºe analytické vyjadrenia hraníc SC/SO a SO/P ukázali, ºe �chvostík� pre Ez > 0,1
a Λ → 0 je vyjadrený súbeºnými krivkami, ktoré blíºiac sa k sebe sa �stretávajú� aº
v nekone£ne (Ez → ∞).

Na prvý poh©ad z obrázku vidno, ºe So anizotropia redukuje oblas´ preferencie ²ik-
mých roliek SO (hranica SC/SO je posunutá k vä£²²ím hodnotám Ekmanovho £ísla Ez

a Elsasserovho £ísla Λ a hranica SO/P je posunutá k men²ím hodnotámEz), a naopak stra-
ti�ka£ná anizotropia atmosférického typu túto oblas´ roz²iruje (hranice SC/SO a SO/P sa
vplyvom anizotropie posúvajú opa£ne). Z fyzikálneho h©adiska to môºeme interpretova´
ako oslabovanie28 vplyvu Coriolisovej a Lorentzovej sily v prípade So anizotropie, resp.
zosil¬ovanie vplyvu týchto síl v prípade Sa anizotropie.

ΛEz diagram nám ukazuje, ako rôzne anizotropie (rôzne hodnoty parametra α) me-
nia rozdelenie priestoru parametrov na oblasti s rôznymi rovnováhami síl (Coriolisovej
a Lorentzovej), ale nepovie nám ni£ o tom, ako anizotropia ovplyvní podmienky nástupu

27Vychádzame zo vz´ahov (172−174) a (129−131) pre Rayleighove £ísla stacionárnych módov. Odvodíme kritické RSO
c ,

RP
c a ich porovnaním v limite Λ → ∞ dostaneme pre Ekmanove £íslo na hranici SO/P kvadratickú algebraickú rovnicu.
28Coriolisova sila je nepriamo úmerná Ez na rozdiel od Lorentzovej sily, ktorá je priamo úmerná Λ (pozri (16) a podkapitolu

3.2).
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Obr. 43: Stacionárna konvekcia; ΛEz diagram pre izotropný prípad α = 1 a pre anizotropné prípady
α = 2 a α = 0,5.

konvekcie (kritické Rayleighove £íslo) a tvar samotnej konvekcie (kritické vlnové £ísla).
Podobne, ako v predchádzajúcom modeli III, sú pre nás zaujímavé grafy, vyjadrujúce
závislosti kritického Rayleighovho £ísla Rc, kritického horizontálneho vlnového £ísla ac
(ac = (l2c +m2

c)
1/2) a kritického uhla γc (uhol γc = arctg(mc/lc) medzi osou roliek a mag-

netickým po©om) na Elsasserovom £ísle Λ a Ekmanovom £ísle Ez.
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Obr. 44: Vplyv anizotropie na stacionárnu konvekciu. Závislosti kritického Rayleighovho £ísla Rc na
Elsasserovom £ísle Λ pri kon²tantnom Ekmanovom £ísle Ez = 10−3 (graf a) a pri Ez = 3 · 10−7 (graf b)

Obrázok 44 obsahuje dva grafy závislostí kritického Rayleighovho £ísla Rc na Elsassero-
vom £ísle Λ. Na prvom grafe 44a je hodnota Ekmanovho £ísla Ez = 10−3 (slab²ia rotácia)
a na druhom Ez = 3 · 10−7 (silnej²ia rotácia). Rôzne krivky súvisia s rôznymi hodnotami
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parametra α, kde konkrétna hodnota parametra ozna£uje konkrétnu krivku. Preru²ované
krivky odpovedajú kolmým rolkám (oblas´ SC na predchádzajúcom grafe) a plné krivky
odpovedajú ²ikmým SO rolkám. V prípade vä£²ieho Ekmanovho £ísla Ez = 10−3 (vä£²ej
viskozity, resp. slab²ej rotácie; graf 44a) môºeme vidie´, ºe anizotropia ovplyv¬uje kolmé
aj ²ikmé rolky. So anizotropia (α > 1) znevýhod¬uje nástup konvekcie, lebo zvy²uje kri-
tické Rayleighove £íslo. Sa anizotropia (α < 1) zniºovaním kritického Rayleighovho £ísla
u©ah£uje konvekciu. Pri niº²ej hodnote Ekmanovho £ísla (men²ej viskozite, resp. silnej²ej
rotácie; graf 44b) anizotropia neovplyv¬uje nástup stacionárnej konvekcie v tvare kolmých
roliek (pre rôzne hodnoty parametra anizotropie α existuje len jedna preru²ovaná krivka).
Vplyv anizotropie na ²ikmé rolky je rovnaký, ako v prípade vä£²ieho Ekmanovho £ísla.
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Obr. 45: Vplyv anizotropie na stacionárnu konvekciu. Závislosti kritického horizontálneho vlnového £ísla
ac a kritického uhla γc na Elsasserovom £ísle Λ pri kon²tantnom Ekmanovom £ísle Ez = 3 · 10−7.

Anizotropia má vplyv nielen na kritické Rayleighove £íslo Rc, ale aj na iné parametre,
popisujúce konvekciu. Obrázok 45 ukazuje, ako anizotropia ovplyv¬uje kritické horizon-
tálne vlnové £íslo ac a kritický uhol γc (medzi osou roliek a základným magnetickým
po©om) pri kon²tantnej hodnote Ekmanovho £ísla Ez = 3 ·10−7. Z grafu 45a vidíme, ºe So
anizotropia (α > 1) zmen²uje kritické horizontálne vlnové £íslo a Sa anizotropia (α < 1)
ho zvy²uje. Zmena preferencie medzi SC a SO módmi je sprevádzaná prudkým skokom
v hodnotách vlnového £ísla pribliºne o jeden rád. Podobný skok je aj v hodnote kritického
uhla γc na grafe 45b. Tieto skoky nám hovoria o tom, ºe ku zmene preferencie z SC na
SO módy pri zvy²ovaní Elsasserovho £ísla Λ nedochádza spojito, ako v prípade modelu
III s vertikálnou rota£nou osou. Ak pri ur£itej hodnote Elsasserovho £ísla Λ (táto hodnota
je funkciou parametra anizotropie α) dôjde ku zmene preferencie módov, tak SO módy
sú uº vo£i magnetickému po©u nato£ené o ur£itý uhol (̸= 90◦), ktorého hodnota je tieº
funkciou parametra anizotropie α (γc je rastúcou funkciou α). Graf 45b nám tieº ukazuje,
ºe So anizotropia zvy²uje kritický uhol γc a Sa anizotropia ho zniºuje.

�al²í obrázok 46 obsahuje tri grafy, ktoré opisujú závislosti kritického Rayleighovho
£ísla Rc, kritického horizontálneho £ísla ac a kritického uhla γc na Ekmanovom £ísle Ez,
pri£om Elsasserove £íslo je teraz kon²tantné a má hodnotu Λ = 1. Tri krivky na prvom
grafe 46a súvisia s troma uvaºovanými hodnotami parametra anizotropie α; izotropný
prípad α = 1 a dva prípady anizotropie α = 0,5 a α = 2. Kaºdá krivka je rozdelená na tri
£asti, kde bodkované £asti sú pre SC rolky - kolmé na magnetické pole, plné £iary platia
pre ²ikmé SO rolky a £iarkované £asti súvisia s P rolkami, rovnobeºnými s magnetic-
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Obr. 46: Vplyv anizotropie na stacionárnu konvekciu. Závislosti kritických £ísel Rayleighovho Rc, hori-
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kým po©om. Rôzna d¨ºka plných kriviek súvisí s vlastnos´ou opísanou na ΛEz diagrame,
a to s vplyvom anizotropie na ve©kos´ priestoru parametrov, v ktorom sú preferované
²ikmé SO rolky. Vidíme, ºe zatia© £o So anizotropia (α > 1) zmen²uje tento rozsah pa-
rametra Ez, strati�ka£ná anizotropia atmosférického typu (α < 1) tento rozsah roz²iruje.
Aj na tomto grafe môºeme vidie´ uº spomenutý fakt, ºe strati�ka£ná anizotropia u©ah£uje
konvekciu a So anizotropia ju potlá£a. Na druhom grafe 46b vidíme, ºe So anizotropia
zmen²uje kritické horizontálne vlnové £íslo ac a Sa anizotropia ho zvy²uje. Znamená to,
ºe So anizotropia zvä£²uje horizontálne rozmery konvekcie a strati�ka£ná anizotropia ich
zmen²uje, pri£om táto vlastnos´ platí pre v²etky orientácie roliek (kolmé, ²ikmé aj rov-
nobeºné rolky). Tretí graf 46c ukazuje, ako sa pri zvy²ujúcom sa Ekmanovom £ísle Ez

mení preferencia roliek najprv z kolmých na ²ikmé, a potom zo ²ikmých na rovnobeºné.
Kritický uhol γc roliek sa pri istej hodnote Ekmanovho £ísla (táto hodnota, ako uº bolo
povedané, je funkciou ako Elsasserovho £ísla Λ tak aj parametra anizotropie α) za£ne
zmen²ova´ z 90 stup¬ov aº na nulu a pre vy²²ie hodnoty Ekmanovho £ísla (aj táto hod-
nota, pri ktorej dochádza k zmene preferencie zo ²ikmých na rovnobeºné rolky, je funkciou
Elasasserovho £ísla a parametra anizotropie) uº ostáva nulový (preferované sú uº rolky
rovnobeºné s magnetickým po©om).

Z nasledujúceho obrázku 47 môºeme vidie´, ako výrazne sa zmenia krivky, ak Elsasse-
rove £íslo zvý²ime na hodnotu Λ = 3. Obrázok obsahuje tri grafy rovnakých závislosti Rc,
ac a γc na Ekmanovom £ísle Ez a pre tie isté hodnoty parametra anizotropie α = 0,5, 1
a 2. Krivky na grafe 47a, vyjadrujúce kritické Rayleighove £íslo Rc ako funkciu Ekma-
novho £ísla Ez, ukazujú jasnú nespojitos´ pri zmene preferencie kolmých roliek na ²ikmé
a zo ²ikmých na rovnobeºné rolky. Celkovo vplyv anizotropie na kritické Rayleighove
£íslo, a teda na podmienky nástupu konvekcie, je rovnaký, ako v predchádzajúcom prí-
pade Λ = 1. Nespojitos´ pri uº uvedených zmenách preferencie je ove©a výraznej²ia pre
kritické horizontálne vlnové £íslo ac. Vlnové £íslo ac ako funkcia Ekmanovho £ísla Ez sa
pri prechode z kolmých roliek na ²ikmé mení nielen kvalitatívne (charakter bodkovaných
a plných kriviek je úplne iný), ale aj hodnota £ísla sa skokom mení. Pri prechode zo ²ik-
mých na rovnobeºné rolky ku skokom v hodnotách vlnového £ísla nedochádza, ale opä´ sa
mení kvalita závislosti na Ekmanovom £ísle, t.j. horizontálne vlnové £íslo ac ako funkcia
Ez sa z rastúcej funkcie pre ²ikmé rolky mení na kon²tantu (závislú na hodnote parametra
anizotropie α)29 pre rovnobeºné rolky. Jednu z prí£in skokov a nespojitosti vidíme na grafe
47c. Postupným nárastom hodnoty Ekmanovho £ísla Ez sa orientácia preferovaných kon-
vektívnych roliek mení pod©a nasledujúceho scenára. Pre malé hodnoty Ekmanovho £ísla
Ez sú preferované rolky kolmé na magnetické pole (uhol γc je rovný presne 90 stup¬ov).
Pri ur£itej hodnote Ez dôjde k zmene preferencie na ²ikmé rolky (uhol γc je men²í ako
90 stup¬ov). Prí£inou nespojitosti a skokov na predchádzajúcich grafoch je fakt, ºe pri
zmene preferencie nedôjde k postupnému naklá¬aniu roliek z kolmej orientácie na ²ikmú,
ale ²ikmé rolky za£nú by´ preferované aº pri ur£itom uhle γc (tento uhol je rôzny pre rôzne
hodnoty parametra anizotropie α). Pri ¤al²om zvy²ovaní hodnoty Ez sa uhol γc zmen²uje
postupne na nulu a rolky sa tým pádom postupne orientujú k smeru rovnobeºnému so
smerom magnetického po©a. Dosiahnutie nulového uhla znamená ¤al²iu zmenu preferen-
cie zo ²ikmých roliek na rovnobeºné, lebo pre vy²²ie hodnoty Ez sú uº preferované len
rovnobeºné rolky (uhol γc je presne nulový).

29Kon²tantné ac na grafoch 46b a 47b, nezávislé na Ekmanovom £ísle Ez pre jednotlivé α = 0,5, 1 a 2 sú 2,776, 2,221
a 1,746, a to pod©a ac = (π/2)[(1 + 8/α)1/2 − 1]1/2 (pozri (140)).
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Obr. 48: Λqz reºimový diagram pre stacionárnu a nestacionárnu konvekciu pre oba anizotropné (α = 0.5
a 2) a izotropný prípad pri Ez = 3 · 10−7.
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9.5.3 Nestacionárna konvekcia v prípade anizotropie

Ak vy²etrujeme nestacionárnu konvekciu, tak do hry vstupujú ¤al²ie parametre, ktoré
pri stacionárnej konvekcii neboli dôleºité (poloºením frekvencie σ rovnej nule vypadli
z rovníc). V tomto prípade ide iba o Robertsove £íslo q (resp. Robertsove £íslo qz v ani-
zotropnom prípade), lebo obrátené magnetické Prandtlove £íslo p pokladáme od za£iatku
za nulové. Rovnako ako v prípade modelu s vertikálnou rota£nou osou, aj teraz neana-
lyzujeme zloºitý trojrozmerný ΛEzqz diagram, ale len jeho zjednodu²enú dvojrozmernú
formu Λqz, ale tentokrát uvaºujeme viskózny prípad Ez = 3 · 10−7.

Obrázok 48 ukazuje Λqz reºimový diagram, ktorý je kvôli preh©adnosti rozdelený na
dve £asti 48a a 48b, a to pre vä£²ie Λ ≥ O(1) a men²ie Λ ≤ O(1). Reºimový diagram teraz
priestor parametrov Λ a qz rozde©uje na 5 oblastí preferencie. SC a SO sú rovnako ako
na obr. 43 oblasti preferencie stacionárnych kolmých, resp. ²ikmých roliek. Oblas´ OC' je
oblas´ou preferencie nestacionárnych roliek ²ikmých vzh©adom na magnetické pole, kde
ale konvektívne rolky sú takmer kolmé (uhol medzi osou roliek a magnetickým po©om je
ve©mi blízky k 90 stup¬om). OO je oblas´ou preferencie nestacionárnych ²ikmých roliek
(overstable oblique). Tri (£ervené, £ierne a modré) skupiny kriviek súvisia s troma hod-
notami parametra anizotropie α = 0,5; 1 a 2, kde jednotlivé krivky reprezentujú hranice
medzi piatimi oblas´ami preferencie a bodkované vertikály sú pomocné asymptoty, ku
ktorým sa blíºia hranice SO/OO pre Λ → ∞. Vplyv anizotropie je hne¤ zrejmý, ke¤ºe
So anizotropia (α = 2) posúva systém kriviek smerom k men²ím hodnotám Λ a qz (pre Λ
len vo vä£²ej £asti diagramu). Výnimkou je horizontálna hranica SO/SC, nezávislá na qz
(lebo ide o stacionárne módy), ktorú So anizotropia posúva smerom k vy²²ím hodnotám
Λ (pozri obr. 43). Sa anizotropia (α = 0,5) má presne opa£ný ú£inok. Hranica SC/OC
nie je aº tak citlivá na anizotropii, podobne ako aj hranica OC/OC'. Porovnaním oboch
£astí obrázku (a, b) môºeme uzavrie´, ºe vplyv anizotropie na Λqz diagram je vä£²í pre
ve©ké Λ, ako pre malé Λ. Z obrázku 48b vidíme, ºe pre malé hodnoty Elsasserovho £ísla Λ
sa SC oblas´ roz²iruje k vä£²ím hodnotám qz, £o znamená, ºe slabé magnetické polia zne-
výhod¬ujú nestacionárnu konvekciu, resp. u malých Λ nestacionárna konvekcia potrebuje
vä£²ie Robertsove £íslo qz, aby bola preferovaná.

Obrázky 49 a 50 ukazujú vplyv anizotropie na parametre Rc, ac, γc a σc, opisujúce
konvekciu. Tieto parametre sú zobrazené ako funkcie Elsasserovho £ísla Λ pri nenulovom
Ekmanovom £ísle Ez = 3 ·10−7 a pre Robertsove £íslo qz = 2. Na kaºdom grafe sú tri plné
krivky OO módov (pre tri rôzne hodnoty parametra anizotropie α) a jedna preru²ovaná
krivka OC módu, nezávislého na anizotropii. Na v²etkých grafoch môºeme vidie´ výraznú
zmenu kvality pre Λ ∼ 10, ktorá zodpovedá zmene preferencie dvoch OO módov. Prvý
mód pre men²ie hodnoty Λ je síce ²ikmý mód, ale uhol γc je takmer 90◦ (nie v²ak presne
90◦ ako u OC módu - preru²ované krivky). Tento mód je uº diskutovaný OC' mód (na Λqz
diagrame na obr. 48) a pri Λ ∼ 10 prechádza na �normálny� OO mód s men²ím uhlom γc.
Zo závislostí Rc na Λ vidíme, ºe pri zobrazenom rozsahu Elsasseroveho £ísla Λ anizotropia
neovplyvní fakt, ºe OC mód nie je preferovaný. Kritické Rayleighove £ísla OC' módov sa
v²ak pribliºujú k Rayleighovemu £íslu OC módu s klesajúcim Λ. Treba si v²ak uvedomi´,
ºe Robertsove £íslo qz má hodnotu 2, £o pri poh©ade na Λqz reºimový diagram (obr. 48)
znamená, ºe OC mód bude preferovaný aº pri men²ích hodnotách Λ, ako sú zobrazené
na obrázku. Rovnako vplyv anizotropie sa zmen²uje s klesajúcim Λ, £o moºno vidie´ na
v²etkých grafoch tohto obrázku, ako aj na obrázku 48b, kde vidíme ve©mi slabý vplyv
anizotropie na hranice OC/OC'.

Obrázok 50 opisuje rovnaké závislosti ako predchádzajúci obrázok 49, ale zúºením
rozsahu Elsasserovho £ísla Λ je detailnej²í poh©ad na zmeny parametrov Rc, ac, γc a σc pri
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Obr. 50: To samé ako na predchádzajúcom obrázku, ale v uº²om rozsahu hodnôt Λ kvôli upriameniu
pozornosti na prechod medzi dvoma OO módmi. Vertikálne úseky kriviek na grafoch (b) (c) a (d) sú iba
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Pri prechode z jedného módu na druhý dochádza ku skoku z jednej krivky na druhú.
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uº spomínanej zmene preferencie OO a OC' módov. Kritické Rayleighove £íslo Rc (50a) sa
pri zmene preferencie nemení skokom v hodnote, Rc(Λ) sa mení iba kvalitatívne. Rc(Λ) je
pre OC' mód pri men²ích hodnotách Λ nezávislý na anizotropnom parametre α. OO mód,
preferovaný pri vä£²ích Λ, je uº na anizotropii závislý, kde So anizotropia (α > 1) zniºuje
hodnotu Rc a Sa anizotropia (α < 1) zvy²uje30 hodnotu Rc. Ostatné tri zobrazované
parametre pri zmene preferencie menia svoje hodnoty skokom, pri£om sa vºdy zmení
aj charakter správania sa daného parametra ako funkcie Elsasserovho £ísla Λ. Kritické
horizontálne £íslo ac sko£í na vy²²iu hodnotu a kritický uhol γc ako aj kritická frekvencia
σc sko£ia na niº²iu hodnotu (platí pri zmene preferencie pri zvy²ovaní Elsasserovho £ísla
Λ).

Porovnaním obrázkov 50 a 44, 45 si môºeme v²imnu´ rôzny vplyv anizotropie na kri-
tické Rayleighove £ísla Rc a kritické horizontálne vlnové £ísla ac pre OO a SO módy,
teda pre ²ikmé nestacionárne a stacionárne rolky. So anizotropia (α > 1) zniºuje kri-
tické Rayleighove £íslo Rc v prípade nestacionárnej konvekcie, ale zvy²uje ho v prípade
stacionárnej konvekcie. Podobne So anizotropia zvy²uje kritické horizontálne vlnové £íslo
v prípade nestacionárnej konvekcie a zniºuje ho v prípade stacionárnej konvekcie. Druhý
typ anizotropie (Sa, α < 1) má na tieto dva parametre opa£ný vplyv. K dôleºitým výsled-
kom tohto ²túdia teda patrí fakt, ºe rovnaká anizotropia má kvalitatívne opa£ný vplyv
na stacionárnu a nestacionárnu konvekciu v tvare ²ikmých roliek. Napr. So anizotropia
u©ah£uje nástup nestacionárnej OO konvekcie a zmen²uje jej horizontálny rozmer, ale s´a-
ºuje nástup stacionárnej SO konvekcie a zvä£²uje jej horizontálny rozmer. Sa anizotropia
(α < 1) má samozrejme opa£ný ú£inok, pri£om v²ak opä´ platí, vplyv na stacionárnu
a nestacionárnu konvekciu je kvalitatívne opa£ný.

9.6 Závery - model IV

Lineárnou stabilitnou analýzou bol preskúmaný vplyv anizotropie tepelnej difuzivity a vis-
kozity na model horizontálnej rovinnej vrstvy, rotujúcej okolo horizontálnej osi rotácie
v smere x a preniknutej homogénnym magnetickým po©om v horizontálnom smere y.
Vrstva je zohrievaná zospodu a chladená zvrchu a vo vrstve je udrºiavaný rovnomerný
teplotný gradient.

So = BM . Zavedená anizotropia difúznych koe�cientov je v zmysle rôznych hodnôt
týchto koe�cientov v horizontálnych smeroch x a y (ktoré sú v²ak rovnaké - uvaºujeme
horizontálnu izotropiu νxx = νyy a κxx = κyy) oproti koe�cientom v tre´om smere z.
V porovnaní s prípadom vertikálnej rota£nej osi (model III) je BM anizotropia de�novaná
formálne rovnako ako strati�ka£ná anizotropia, lebo aj magnetické pole aj os rotácie te-
raz leºia v horizontálnej rovine a horizontálnu izotropiu kvôli jednoduchosti sme v modeli
rad²ej neporu²ili. Uvaºujeme teda dva rôzne prípady anizotropie. Strati�ka£ná anizotro-
pia oceánskeho typu (ako aj BM anizotropia) je de�novaná nerovnos´ami νxx = νyy > νzz
a κxx = κyy > κzz. Strati�ka£ná anizotropia atmosférického typu je de�novaná nerovnos-
´ami νxx = νyy < νzz a κxx = κyy < κzz.

Stacionárna konvekcia. Pri skúmaní vplyvu anizotropie na stacionárnu konvekciu
uvaºujeme tvar konvekcie vo forme horizontálnych roliek (rovnako ako v prípade modelu
III). V závislosti od vstupných parametrov môºu nasta´ tri orientácie roliek v horizon-
tálnom smere - rolky môºu by´ kolmé na magnetické pole, a teda orientované v smere x,
alebo môºu by´ rovnobeºné so smerom magnetického po©a, teda orientované v smere osi
y, alebo môºu by´ nato£ené k magnetickému po©u o nejaký uhol. Rovnako, ako v pred-
chádzajúcom modeli III sme preskúmali, ako sú preferované rolky s rôznymi orientáciami

30Vplyv So a Sa anizotropií je tu nestacionárnej konvekcie opa£ný ako u stacionárnej konvekcie
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v priestore parametrov ΛEz a ako je tento ΛEz reºimový diagram, rozloºenie oblasti pre-
ferencie jednotlivo orientovaných roliek, ovplyvnený anizotropiou difúznych koe�cientov.
Oblas´ preferencie kolmých roliek ozna£ujeme SC, oblas´ ²ikmých roliek SO a oblas´ pre-
ferencie rovnobeºných roliek je ozna£ená P. Vplyv anizotropie sa prejavuje zmenou hraníc
SC/SO a SO/P medzi oblas´ami. So anizotropia (α > 1) redukuje oblas´ preferencie ²ik-
mých SO roliek a naopak Sa anizotropia (α < 1) túto oblas´ roz²iruje (obr. 43). Z fyzikál-
neho h©adiska to môºeme interpretova´ ako oslabovanie vplyvu Coriolisovej a Lorentzovej
sily v prípade So anizotropie, resp. zosil¬ovanie vplyvu týchto síl v prípade Sa anizotro-
pie. Okrem vplyvu anizotropie na ΛEz diagram bol preskúmaný aj vplyv anizotropie na
nástup konvekcie (kritické Rayleighove £íslo) a na tvar konvekcie (kritické vlnové £ísla).
So anizotropia pôsobí na vrstvu stabilizujúco, ke¤ºe zvy²ovaním kritického Rayleighovho
£ísla znevýhod¬uje nástup stacionárnych SC a SO módov. Naopak Sa anizotropia zniºova-
ním kritického Rayleighovho £ísla vrstvu destabilizuje (obr. 44). So anizotropia zmen²uje
kritické horizontálne vlnové £íslo ac a Sa anizotropia ho zvy²uje, teda So anizotropia zvä£-
²uje horizontálne rozmery stacionárnej konvekcie a Sa anizotropia ich zmen²uje (obr. 45).
Zmena preferencie medzi SC a SO módmi je sprevádzaná prudkým skokom v hodnotách
horizontálneho vlnového £ísla, £iºe k zmene preferencie z SC na SO módy pri zvy²ovaní
Elsasserovho £ísla Λ nedochádza spojito, ako v prípade modelu III s vertikálnou rota£nou
osou.

Nestacionárna konvekcia. Pri vy²etrovaní nestacionárnej konvekcie bola pozornos´
sústredená na jednoduch²í dvojrozmerný Λqz reºimový diagram, rozde©ujúci priestor para-
metrov Λ a qz na 5 oblastí preferencie. SC a SO sú rovnako ako na obr. 43 oblasti pre-
ferencie stacionárnych kolmých, resp. ²ikmých roliek. Oblas´ OC' je oblas´ou preferencie
nestacionárnych roliek, ²ikmých vzh©adom na magnetické pole (overstable cross), kde ale
konvektívne rolky sú takmer kolmé (uhol medzi osou roliek a magnetickým po©om sa blíºi
k 90 stup¬om. OC je oblas´ preferencie nestacionárnych roliek kolmých na magnetické
pole, teda s uhlom presne 90 stup¬ov (OC módy ani OC' módy nemôºu existova´ v ne-
viskóznom prípade E = 0). OO je oblas´ou preferencie nestacionárnych ²ikmých roliek
(overstable oblique). Anizotropia výrazne ovplyv¬uje polohu kriviek, tvoriacich hranice
medzi týmito 4 oblas´ami (obr. 48). So anizotropia posúva systém kriviek smerom k men-
²ím hodnotám Λ a qz. Výnimkou je horizontálna hranica SO/SC, nezávislá na qz (lebo
ide o stacionárne módy), ktorú So anizotropia posúva smerom k vy²²ím hodnotám Λ. Sa
anizotropia má presne opa£ný ú£inok.

Osobitý vplyv SA anizotropie na nestacionárnu konvekciu. K dôleºitým výsled-
kom ²túdia vplyvu anizotropie na kritické Rayleighove £ísla a kritické horizontálne vlnové
£ísla je fakt, ºe rovnaká anizotropia má úplne opa£ný vplyv na stacionárnu a nestaci-
onárnu konvekciu v tvare ²ikmých roliek (obr. 44, 45 a obr. 50). So anizotropia u©ah£uje
nástup nestacionárnej konvekcie (OO) a zmen²uje jej horizontálny rozmer, ale s´aºuje ná-
stup stacionárnej konvekcie (SO) a zvä£²uje jej horizontálny rozmer. Sa anizotropia má
opa£ný ú£inok, pri£om v²ak opä´ platí, vplyv na stacionárnu a nestacionárnu konvekciu
je rôzny.
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10 Závery

V tejto práci bol ²tudovaný vplyv anizotropie viskozity a tepelnej difuzivity na ²tyri
modely rotujúcej magnetokonvekcie v horizontálnej rovinnej vrstve. Vrstva je v kaºdom
z modelov zahrievaná zospodu a chladená zvrchu a vo vnútri vrstvy je udrºiavaný lineárny
teplotný pro�l. Gravita£ná sila pôsobí vo vertikálnom smere.

Modely I−IV. V modeloch I, II a III vrstva rotuje okolo vertikálnej osi rotácie a v
modeli IV je os rotácie orientovaná v horizontálnom smere x.

Vrstva je preniknutá základným magnetickým po©om, pri£om rôzne modely sú odlí²ené
práve rôznou kon�guráciou alebo orientáciou tohoto po©a. V modeli I je základné pole
azimutálne a rastúce smerom od osi rotácie a v modeli II je to vertikálne homogénne pole.
Obe tieto polia sú osovo symetrické vzh©adom na os rotácie, a preto boli tieto modely
vy²etrované v cylindrickej súradnicovej sústave (s, φ, z).

V modeloch III a IV je základné magnetické pole homogénne a orientované v hori-
zontálnom smere y. Tieto modely boli vy²etrované len v kartézskej súradnicovej sústave
(x, y, z).

Anizotropia difúznych koe�cientov bola do týchto modelov zavedená v najjed-
noduch²ej forme, t.j. vo forme diagonálneho tenzora (19) napr. pre viskozitu (podobnú
formu má aj tenzor κ)

ν =

 νss 0 0
0 νφφ 0
0 0 νzz

 alebo

 νxx 0 0
0 νyy 0
0 0 νzz

 ,
v ktorom sú dve z troch zloºiek vºdy rovnaké. Pomer dvoch rôznych zloºiek nazývame pa-
rameter anizotropie, ktorý je jednoduchou mierou anizotropie a ozna£ujeme ho α. V mo-
deloch I a II je parameter anizotropie de�novaný nasledovne α = κss/κzz = νss/νzz.
V modeloch III a IV je de�novaný α = κxx/κzz = νxx/νzz.

Dôleºitým pojmom je horizontálna izotropia, ktorá znamená rovnaké difúzne koe�-
cienty práve v horizontálnych smeroch31. Anizotropiu, pri ktorej je zachovaná horizontálna
izotropia, nazývame strati�ka£ná anizotropia (SA). Ak je difuzivita v horizontálnych sme-
roch vä£²ia ako vo vertikálnom smere, hovoríme o strati�ka£nej anizotropii oceánskeho
typu a ozna£ujeme ju So; ak platí opak, t.j. difuzivita vo vertikálnom smere je vä£²ia,
ako v horizontálnych smeroch, hovoríme o strati�ka£nej anizotropii atmosférického typu
a ozna£ujeme ju Sa.

Pod©a [5] je v¤aka lokálnej turbulencii v zemskom jadre zvý²ená difúzia v smere osi
rotácie a v smere magnetického po©a. Základný stav modelu III nám umoº¬uje zavies´ ani-
zotropiu v zmysle [5], pri ktorej sú difúzne koe�cienty v smeroch y a z rovnaké a vä£²ie, ako
v smere x, teda νyy = νzz > νxx. Túto anizotropiu nazývame anizotropiou pod©a Bragin-
ského a Meytlisa (BM). BM anizotropia, de�novaná v modeli III, je jediný vy²etrovaný
prípad, pri ktorom je poru²ená horizontálna izotropia. V¤aka kon�gurácii základných
stavov môºeme BM anizotropiu formálne stotoºni´ s Sa anizotropiou v modeli II a s So
anizotropiou v modeli IV.

Pre porovnanie de�nícií anizotropie v modeloch I, II, III a IV je nasledujúca tabu©ka,
ktorá obsahuje de�nície parametra anizotropie α a de�nície rôznych uvaºovaných typov
anizotropie viskozity (presne rovnako je de�novaná anizotropia tepelnej difuzivity so zloº-
kami κ namiesto ν).

31νss = νφφ v modeloch I a II, νxx = νyy v modeloch III a IV.
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model α BM Sa So
I νss/νzz � νss = νφφ < νzz νss = νφφ > νzz

� α < 1 α > 1
II νss/νzz νss = νφφ < νzz νss = νφφ < νzz νss = νφφ > νzz

α < 1 α < 1 α > 1
III νxx/νzz νzz = νyy > νxx νxx = νyy < νzz νxx = νyy > νzz

α < 1 α < 1 α > 1
IV νxx/νzz νxx = νyy > νzz νxx = νyy < νzz νxx = νyy > νzz

α > 1 α < 1 α > 1

Lineárna stabilitná analýza bola pouºitá pri ²túdiu týchto modelov. Na základný
stav sa naloºia poruchy magnetického, rýchlostného a teplotného po©a s nekone£ne malou
amplitúdou a h©adajú sa podmienky nástupu konvekcie. Tvar navrhovaných porúch -
nestabilít súvisí so základným po©om a je navrhnutý tak, aby bolo moºné nájs´ rie²enie
rovníc v separovanom tvare. Pre rôzne modely boli teda vy²etrované nestability s rôznym
tvarom.

Stacionárne a nestacionárne formy konvekcie. Vo v²etkých modeloch vy²etru-
jeme stacionárne a nestacionárne nestability, pritom model I je jediný prípad, v ktorom sú
moºné len nestacionárne nestability, ktoré majú tvar periodickej nestability - vlny, ²íriacej
sa západným alebo východným smerom pozd¨º azimutálneho magnetického po©a. Sú to
tepelné MAC, alebo magneticky hnané MAC a MC módy, ktoré ku svojmu vzniku nepot-
rebujú Archimedovu vztlakovú silu a energiu ku svojmu vybudeniu berú z magnetického
po©a, ktoré je jedine v tomto modeli nehomogénne a zakrivené.

V modeli II sú nestability osovosymetrické, a to bu¤ v tvare stacionárneho driftujúceho
toku (nezávislom na £ase), alebo v tvare £asovo závislých torzných oscilácií.

V modeloch III a IV sú nestability v tvare horizontálnych roliek s osami vo v²eobec-
nosti naklonenými k horizontálnemu magnetickému po©u (ktoré je v oboch prípadoch
orientované v smere osi y).

10.1 Zhrnutie

Vplyv anizotropie difúznych koe�cientov je vzh©adom na rôznos´ nestabilít v rôz-
nych modeloch rozmanitý. Existujú v²ak ur£ité podobnosti, ktoré súvisia so zachovaním,
resp. poru²ením horizontálnej izotropie.

Vo v²etkých modeloch bol vy²etrovaný vplyv anizotropií na základné parametre, opisu-
júce £asovú a priestorovú ²truktúru konvekcie (kritické Rayleighove £íslo, kritické vlnové
£ísla a kritická frekvencia) v priestore vstupných parametrov, popisujúcich základný stav
(Ekmanove, Elsasserove, Robertsove, magnetické Prandtlove, Rossbyho £íslo, . . . ).

V prípade zachovania horizontálnej izotropie má strati�ka£ná anizotropia oceánskeho
typu (So) vo v²eobecnosti na konvekciu stabilizujúci ú£inok, lebo zvy²uje kritické Ray-
leighove £ísloRc. Zniºovaním kritického horizontálneho £ísla ac (resp. kritického radiálneho
vlnového £ísla kc v modeloch I a II) sa vplyvom So anizotropie zvä£²uje horizontálny roz-
mer konvektívnych buniek. Sa anizotropia má opa£ný vplyv, pôsobí destabilizujúco (zni-
ºuje kritické Rayleighove £íslo) a zmen²uje horizontálny rozmer konvektívnych útvarov.

Vplyv strati�ka£nej anizotropie v modeli IV je odli²ný a zaujímavý, lebo anizotropia má
rôzny vplyv na stacionárnu a na nestacionárnu konvekciu. So (formálne totoºná s BM
anizotropiou) anizotropia destabilizuje systém v prípade nestacionárnej konvekcie, ale
stabilizuje ho v prípade stacionárnej konvekcie. Takisto zmen²uje horizontálny rozmer
nestacionárnej konvekcie, ale zvä£²uje ho v prípade stacionárnej konvekcie. Sa anizotropia
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má presne opa£ný vplyv na stacionárnu resp. nestacionárnu konvekciu.
V jedinom vy²etrovanom prípade, pri ktorom nie je zachovaná horizontálna izotropia

(prípad BM anizotropie v modeli III), je vplyv anizotropie na kritické Rayleighove £íslo
a kritické horizontálne £íslo minimálny. BM anizotropia destabilizuje systém (zniºuje
kritické Rayleighove £íslo) len pri vä£²ích hodnotách Ekmanovho £ísla a rovnako aº pri
vä£²ích hodnotách Ekmanovho £ísla je anizotropiou ovplyvnený aj horizontálny rozmer
konvektívnych roliek.

V modeli I sa zaujímavé výsledky dotýkajú aj magneticky hnaných módov. Viskózne
MC módy môºu práve v¤aka So anizotropii vznika´ pri geofyzikálne reálnej²ích para-
metroch, teda uº nie pri prive©kých Λ a E (E ≤ O(10−4)), ako v izotropnom prípade
(Λ = O(103), E = O(10−3)). MAC módy v stabilne strati�kovanej vrstve sa len v¤aka So
anizotropii môºu ²íri´ aj východným smerom.

Klasický model II, ²tudovaný Chandrasekharom [13], tým, ºe sa rie²il v cylindrickej
geometrii, umoºnil ²tudova´ vzájomný vplyv inerciálnych oscilácií a tepelnej konvekcie
v zemskom jadre. Opä´ isté typy anizotropie (oproti izotropnému prípadu) zlep²ujú súlad
vznikajúcich nestabilít so sekulárnymi variáciami geomagnetického po©a. Tu v²ak de�ni-
tívne závery moºno urobi´ aº po (aspo¬ slabo) nelineárnej analýze.

Model III umoºnil ²tudova´ anizotropie bez a s horizontálnou izotropiou. Rozdiely
medzi odpovedajúcimi BM a SA anizotropiami, prípadne aj izotropným prípadom sú
výrazné. Napr. BM anizotropia (v porovnaní so strati�ka£nou anizotropiou a/alebo izot-
ropným prípadom) má jednu ²peciálnu vlastnos´. Znevýhod¬uje nestacionárnu konvekciu
redukovaním intervalov Elsasserovho a Ekmanovho £ísla, na ktorých nestacionárna kon-
vekcia môºe existova´. Odli²nosti anizotropií indikujú, ºe obmedzova´ sa len na izotropné
²túdie môºe vies´ k chybným ako kvantitatívnym, tak aj kvalitatívnym záverom. Napokon
ve©ký význam majú porovnania modelov III a IV, a to aj len v izotropnom prípade.

Model IV jednoduchým spôsobom aspo¬ £iasto£ne nahrádza (spolu s modelmi so zvis-
lou rota£nou osou) nedostatky planárnych vrstiev pri modelovaní sférických vrstiev. Je
zaujímavé, ºe hydromagnetické nestability, vznikajúce vo vrstve so zvislou, resp. leºatou
rota£nou osou majú mnoho spolo£ného. Výrazne sa v²ak aj odli²ujú. Dramatický rozdiel
je práve v uváºení obidvoch (Sa a So) typov SA anizotropie. U leºatej rota£nej osi je
vplyv týchto anizotropií na nestacionárnu konvekciu úplne opa£ný, ako na stacionárnu
a navy²e (zrejme) v rozpore so v²eobecne formulovanými vplyvmi týchto anizotropií na
konvekciu vo v²etkých vy²etrovaných modeloch I-III. Moºno e²te dôleºitej²í rozdiel je
v samotnom izotropnom prípade. Rotácia okolo horizontálnej rota£nej osi na rozdiel od
vertikálnej nepotlá£a konvekciu pri slabých magnetických poliach. Pritom pri Λ = O(1)
potlá£a brániaci efekt magnetického po©a pre konvekciu ove©a efektívnej²ie.

Úplne na záver treba poveda´, ºe na²e v maximálnej moºnej miere zjednodu²ené mo-
dely anizotropných difúznych koe�cientov, ale tak, aby si uchovali heuristickú hodnotu,
presved£ivo ukazujú, ºe rôzne typy anizotropie môºu výrazne zmeni´ podmienky vzniku
a charakter rotujúcej magnetokonvekcie, teda nestabilít vznikajúcich v rotujúcich systé-
moch v prítomnosti magnetického po©a.
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11 Príloha 1: Odove¤ na otázku Prof. RNDr. Daniela �ev£ovi£a,
DrSc.

Zdanlivá poru²enos´ usporiadania kriviek na obr. 7d je spôsobená malou zahustenos´ou
kriviek pre rôzne hodnoty α. Ak medzi krivky α = 1 a α = 0,1 pridáme ¤al²ie krivky,
tak (obr. 51) vidíme pekný prechod z jednej kvality (spojitý priebeh) na inú (nespojitý
priebeh - skok). Postupným zvy²ovaním anizotropie (zmen²ovaním α) sa krivky kc vs Λ

10 100

5

10

15

20

25

30

35

40

45

 
Λ

0.19

0.2
0.3

0.16

0.05

0.1

0.8

0.9

α = 1

k
c

E
z
 = 3e-7

Obr. 51: Prechod jedného MAC módu na iný; závislos´ kritického radiálneho vlnového £ísla kc na Elsas-
serovom £ísle Λ pre rôzne prípady anizotropie.

deformujú, a od istej hodnoty α (∼< 0,19) sú uº krivky nespojité a skok v hodnote kritického
radiálneho vlnového £ísla kc sa ¤al²ím zvy²ovaním anizotropie zvä£²uje. Pri zobrazenom
rozsahu Elsasserovho £ísla Λ sa skok u krivky α = 0,05 neobjavuje, lebo existuje aº pri
vä£²ej hodnote Λ.

Tento prechod na nový MAC mód ovplyv¬uje okrem kc aj kritické Rayleighove £íslo
Rc a kritickú frekvenciu σc. Na obr.52 môºeme vidie´, ºe kritické Rayleighove £íslo no-
vého módu má men²iu strmos´, ale ku skoku v hodnote nedochádza, teda nespojitos´
je v prvej derivácii. Kritická frekvencia sa naopak mení skokom, ale skok nie je tak vý-
razný, ako v prípade kc. Dôvodom existencie skoku na iný mód je rovnako, ako v prípade
prechodu z viskózneho na hydromagnetický mód existencia dvoch lokálnych miním na
krivke R vs k, dôleºitej pri minimalizácii. Pre prípady anizotropie α (∼< 0,19) má závis-
los´ Rayleighoveho £ísla R na radiálnom vlnovom £ísle k dve lokálne minimá pri dvoch
rôznych vlnových £íslach. Zmenou Elsasserovho £ísla Λ si tieto minimá vymenia úlohu
(Rayleighove £íslo v men²om minimu nazývame kritické Rayleighove £íslo - Rc) a dôjde
teda k zmene preferencie. Postupne zmeny preferencie pre rôzne hodnoty parametra ani-
zotropie α vidíme na obr. 53. �ím je silnej²ia anizotropia, tým sú výraznej²ie rozdiely
medzi lokálnymi minimami, ktoré sa od seba navzájom vzdia©ujú pri klesajúcom α.
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Obr. 52: Prechod jedného MAC módu na iný; závislosti kritického Rayleighoveho £ísla Rc, kritického
radiálneho vlnového £ísla kc a kritickej frekvencie σc na Elsasserovom £ísle Λ pre rôzne prípady anizotropie.
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Obr. 53: Prechod jedného MAC módu na iný; závislos´ Rayleighoveho £ísla R na radiálnom vlnovom £ísle
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