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Turbulentny stav vo vonkajSom zemskom jadre je dovodom pre uvazenie anizotropnych
difaznych koeficientov, a to hlavne viskozity a tepelnej difuzivity. Preto v nekonecnej
rovinnej vrstve si Studované 4 modely rotujicej magnetokonvekcie, v ktorych izotropny
pripad difaznych koeficientov je porovnavany s tromi roznymi anizotropnymi pripadmi.

St odvodené matematické vyjadrenia anizotropného koeficientu tepelnej difuzivity
a viskozity v cylindrickej aj kartézskej geometrii, a to v najjednoduchsej forme, t.j. vo
forme diagonalneho tenzora, ktory mé dve z troch zloziek rovnaké, ale rozne od tretej
zlozky. Rozne typy anizotropie suvisia teda s tym, ktoré dve zlozky st rovnaké, resp. ¢i
hodnota u dvojice je vicsia alebo mensia ako u tretej zlozky. Dolezitym pojmom je ho-
rizontalna izotropia, ktord znamené rovnaké diftiizne koeficienty prave v horizontalnych
smeroch. Anizotropiu, pri ktorej je zachované horizontalna izotropia, nazyvame stratifi-
ka¢néa anizotropia (SA). Ak je difuzivita v horizontalnych smeroch vicsia ako vo vertikél-
nom smere, hovorime o stratifika¢nej anizotropii oceanskeho typu a oznacujeme ju So; ak
plati opak, t.j. difuzivita vo vertikdlnom smere je vicsia, ako v horizontalnych smeroch,
hovorime o stratifikac¢nej anizotropii atmosférického typu a oznacujeme ju Sa. Podla Bra-
ginského a Meytlisa je vdaka lokalnej turbulencii v zemskom jadre zvySena diftizia v smere
osi rotacie a v smere magnetického pola. Zakladny stav modelu III ndm umoziuje zaviest
anizotropiu tak, ze diftizne koeficienty st v smeroch y a z rovnaké a vicsie, ako v smere
z, teda vy, = V., > U, Tuto anizotropiu nazyvame anizotropiou podla Braginského
a Meytlisa. Tato BM anizotropia, definovand v modeli III, je jediny vySetrovany pripad,
pri ktorom je poruSené horizontalna izotropia.

4 modely rotujicej magnetokonvekcie (I-IV) sa odlisuji hlavne konfiguraciou zaklad-
ného magnetického pola, orientéciou osi rotacie a siradnicovou sustavou, v ktorej si dané
modely rieSené. Linearnou stabilitnou analyzou je vySetrovany vplyv anizotropii na za-
kladné parametre, opisujice ¢asovu a priestorovi Struktiaru konvekcie (kritické Rayleigh-
ove ¢islo, kritické vinové ¢isla a kriticka frekvencia) v priestore vstupnych parametrov,
popisujucich zakladny stav (Ekmanove, Elsasserove, Robertsove, magnetické Prandtlove,
Rossbyho ¢islo, a parameter anizotropie,...).

Vo vSetkych skiimanych modeloch bol objaveny viac alebo menej vyrazny vplyv ani-
zotropif difiznych koeficientov na vznikajicu magnetokonvekciu, pricom boli anizotropiou
ovplyvnené nielen podmienky néastupu konvekcie (kritické Rayleighove ¢islo), ale aj pries-
torové a ¢asové vlastnosti konvekcie (kritické vinové ¢isla a kriticka frekvencia). So anizot-
ropia ma vo vSeobecnosti stabilizujtci uc¢inok na vrstvu a zvic¢suje horizontalne rozmery
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konvektivnych ttvarov. Sa anizotropia méa opa¢ny uc¢inok, teda ulah¢uje vznik konvekcie
a zmensSuje horizontalne rozmery konvektivnych roliek. V kazdom z modelov I-IV je mozné
najst také hodnoty anizotropného parametra o # 1, ktoré davaji mnohé charakteristiky
vznikajucich nestabilit blizsie k realnym hodnotam, ako v izotropnom pripade o = 1.

V modeli I sa studuje vplyv anizotropie nielen na tepelne, ale aj na magneticky hnané
nestability, pretoze vdaka nehomogénnemu zakladnému magnetickému polu tie druhé
vznikaju len tu. V pripade dokonca slabej So anizotropie vznikaji mody, ktoré v izot-
ropnom pripade nemaji obdobu. St to vychodnym smerom sa Siriace magneticky hnané
MAC mody.

Linearna analyza modelu II v cylindrickej siradnej stustave s vertikalnym zakladnym
magnetickym polom umoznila aspon indikovat, Ze nestacionarna osovosymetricka kon-
vekcia moze aj bez horizontalnej zlozky magnetického pola vybuditf nestability, ktoré
z kinematického hladiska mozu mat charakter torznych oscilacii zemského jadra. Model
IT (podobne ako model IV) sa vyuZiva aj na §tudium vplyvu BM anizotropie, aviak za-
chovavajucej horizontalnu izotropiu, ¢im vlastne BM je tu, ako aj v modeli IV stucasne
i SA (tu So a v modeli IV Sa) anizotropiou.

Model IIT umoznuje ukéazat, ako BM anizotropiou difiznych koeficientov narusené
horizontalna izotropia vyrazne ovplyvni vznikajice nestability. Jedine v tomto modeli sa
uc¢inne mozu porovnat dosledky SA i BM anizotropie.

Vplyv anizotropie v modeli [V s lezatou rotac¢nou osou je odlisny, lebo anizotropia ma
rozny vplyv na stacionarnu a na nestacionarnu konvekciu. Teda rovnaky, ako v modeloch
[—II1 so zvislou rota¢nou osou na stacionarnu konvekciu, ale opa¢ny na nestacionarnu kon-
vekciu. U lezatej osi rotacie, modelujucej rovnikové oblasti jadra, nestacionarna konvekcia
Tahgie (faZSie) nastupuje a horizontélne rozmery roliek ma mengie (vicsie) pri So (Sa)
anizotropii, ako v izotropnom pripade. Predkladané stiadium modelov so zvislou a lezatou
osou rotacie umoziiuje vysvetlit preco podobné (ale jednoduchsie) modely v zloZitejsej
stérickej geometrii sa v niecom odlisuju vo vysledkoch od modelov v horizontalnej vrstve,
ale so zvislou rota¢nou osou.

kla¢ové slova: anizotropné diftizne koeficienty, rotujica magnetokonvekcia, turbulencia,
zemské jadro, geomagnetické pole
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The turbulent state in the Earth’s outer core is the reason for the anisotropic diffusive
coefficients, in particular the viscosity and thermal diffusivity. Therefore, in infinite planar
layer 4 models of rotating magnetoconvection are studied with comparing of isotropic case
and three various anisotropic cases of diffusive coefficients.

Mathematical formulas of anisotropic coefficients of thermal diffusivity and viscosity
in cylindrical and cartesian geometry are derived in the most possibly simple form, i.e. in
the form of diagonal tensor which has two of its three components the same, but different
from the third component. Various types of anisotropy correspond to the choice of two
equal components. The notion of horizontal isotropy is important, which means the same
diffusive coefficients in the horizontal directions. Anisotropy, for which the horizontal isot-
ropy is preserved, we call stratification anisotropy (SA). If the diffusivity in horizontal
directions is greater than the diffusivity in vertical direction, we call it stratification ani-
sotropy of oceanic type and label it So. If the opposite is valid, i.e. the diffusivity in
vertical direction is greater than in horizontal ones, we call it stratification anisotropy
of atmospheric type or Sa. By Braginsky and Meytlis the diffusivity is enhanced in the
direction of rotation axis and magnetic field due to local turbulence in the Earth’s core.
The basic state of the model III allows us to introduce anisotropy in the sense, that the
diffusion coefficients are equal in the y and z directions, but greater than the coefficient in
the z direction, i.e. vy, = V., > V,,. We call it the anisotropy by Braginsky and Meytlis.
This BM anisotropy defined in the model III is the single investigated case, in which the
horizontal isotropy is broken.

4 models of rotating magnetoconvection (I-IV) differ mostly in configuration of basic
magnetic field, orientation of rotation axis and coordinate system in which the models
are studied. Linear stability analysis was used for investigating of the influence of anisot-
ropy on basic parameters describing the temporal and spatial structure of the convection
(critical Rayleigh number, critical wave numbers and critical frequency) in the space of
input parameters of basic state (Ekman, Elsasser, Roberts, magnetic Prandtl and Rossby
numbers and anisotropic parameter,. .. ).

More or less significant effect of anisotropy of diffusive coeficients on arising convection
was found in all investigated models. The anisotropy affects not only the conditions of the
onset of the convection (critical Rayleigh number), but also spatial and temporal features
of the convection (critical wave numbers and critical frequency). In general So anisotropy
has stabilizing effect on the layer and increases the horizontal size of the convective cells.
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The effect of Sa anisotropy is opposite, i.e. it facilitates the onset of the convection and
decreases the horizontal size of the convective cells. In each of the models I-IV it is possible
to find such values o # 1 of anisotropic parameter, «, for which the properties of arising
instabilities are closer to the realistic ones than for isotropic case, a = 1.

In model I the influence of anisotropy is studied on thermal, as well as on magnetically
driven instabilities, which arise due to the nonhomogeneous basic magnetic field (only here
in the model I). Even in weak So anisotropy case the modes arise, which have no analogy
in isotropic case. They are magnetically driven MAC modes propagating eastward.

In cylindrical coordinates, linear analysis of the model IT with vertical basic magnetic
field allows at least to indicate, that nonstationary axisymmetric convection can excite
instabilities even without horizontal component of the magnetic field, which can have the
form of torsional oscillations of the Earth’s core from the kinematic point of view. Model 11
(as well as model V) is used to study the influence of BM anisotropy, however, preserving
horizontal isotropy, too. Thus, here as well as in model IV, the BM is simultaneously S A
anisotropy (So and Sa in II and IV, respectively).

Model III enables to show how BM anisotropy of diffusive coefficients, non-preserving
horizontal isotropy, strongly affects arising instabilities. Only here the effective comparison
of BM and SA anisotropy results is possible.

The influence of anisotropy in the model IV with lying rotation axis is different, be-
cause the anisotropy has various effects on steady and nonstationary convection. Thus,
by the same way like in models [-11I, with vertical rotation axis, in stationary convection,
but oppositely on overstability. In case of lying rotation axis modelling the core equatorial
regions, the overstability arises more easily (heavily) and horizontal sizes of rolls are smal-
ler (greater) in the So (Sa) case than in the isotropic case. The presented study of models
with vertical and lying axis of rotation allows to explain why similar (but simpler) models
in the more complex spherical geometry are different in any results from the models in
horizontal planar layer, but with vertical rotation axis.

key words: anisotropic diffusive coefficients, rotating magnetoconvection, turbulence, Earth’s
core, geomagnetic field
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1 Terminolégia a pouzité skratky

Rozmerové veli¢iny

B, zakladné magnetické pole [T

By magnituda charakteristického zakladného magnetického pola [T
b porucha magnetického pola [T]]

" porucha rychlostného pola [ms™!]
d hriubka rovinnej vrstvy [m]

g gravitatné zrychlenie [ms=?]
To(%) vertikdlny teplotny profil [K]

3 vzdialenost od osi rotacie, radialna stradnica v cylindrickej geometrii [m]

z vertikdlna kartézska a cylindrickd staradnica [m]

ar koeficient teplotnej roztaznosti [K ']

AT  teplotny rozdiel medzi dolnou a hornou hranicou vrstvy [K]

n koeficient magnetickej diftizie [m?s™]

K koeficient, (molekularnej) tepelnej difuzivity [m?s™!]

K koeficient (turbulentnej) tepelnej difuzivity so zlozkami kg, Ky, K. (modely T a IT)
[m?s™]

K koeficient (turbulentnej) tepelnej difuzivity so zlozkami Ky, Ky, F22
(modely I1I a IV) [m?s™]

v kinematicka viskozita [m?s™!]

v kinematicka (turbulentnd) viskozita so zlozkami v, Vi, V., (modely [ a IT) [m?s™]

v kinematickd (turbulentnd) viskozita so zlozkami v,,, v, V., (modely III a IV)
[m?s™]

N vektor uhlovej rychlosti [s7?]

[0 vel’kost vektora uhlovej rychlosti [s™]

Bezrozmerné veliiny

a horizontalne vinové &islo a = (12 + m?)'/2

ac kritické horizontalne vlnové ¢islo

b porucha magnetického pola so zlozkami by, by, b, (modely I a II)

b porucha magnetického pola so zlozkami b,, by, b, (modely IIT a IV)

b skalarna funkcia, urcujica poloidalnu zlozku poruchy magnetického pola

(29, 45, 80, 120)
B reprezenta¢nd funkcia poloidéalnej zlozky poruchy magnetického pola
BY, B} amplitudy poloidélnej zlozky poruchy magnetického pola (model II)
By zakladné magnetické pole
Eiin  kinetickd energia (model 1)
Eqg magneticka energia (model IT)

Epr azimutalna ¢ast kinetickej energie (model II)

ET  meridionalna ¢ast kinetickej energie (model II)

El,  azimutalna Cast magnetickej energie (model II)

Erey meridiondlna Cast magnetickej energie (model IT)

J skalarna funkcia, urc¢ujica toroidalnu zlozku poruchy magnetického pola
(29, 45, 80, 120)

reprezenta¢nd funkcia toroidéalnej zlozky poruchy magnetického pola

J
g kompexne zdruzena hodnota reprezentacnej funkcie J
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amplituda toroidalnej zlozky poruchy magnetického pola

Besselova funkcia 1. druhu radu m; castokrat pouzité Jy a J; pre m =0 a 1
radialne vlnové ¢islo, bezrozmerné horizontalne vinové ¢islo v smere x (model 1)
horizontéalne vinové &islo v smere x (modely III a IV)

azimutalne vinové ¢islo (modely T a 1)

horizontalne vlnové ¢islo v smere y (modely III a IV)

porucha rychlostného pola so zlozkami ug, u,, u, (modely I a II)

porucha rychlostného pola so zlozkami wu,, u,, u, (modely IIT a IV)

skalarna funkcia, urc¢ujica poloidalnu zlozku poruchy rychlosti (29, 45, 80, 120)
reprezentacna funkcia poloidéalnej zlozky poruchy rychlosti

amplitida poloidalnej zlozky poruchy rychlosti

horizontalna kartézska sturadnica, horizontalny smer

jednotkovy vektor v horizontdlnom smere x

horizontalna kartézska stradnica, horizontalny smer

jednotkovy vektor v horizontalnom smere y

vertikdlna kartézska a cylindricka sdradnica, vertikidlny smer

jednotkovy vektor vo vertikdlnom smere 2

uhol medzi osou roliek a magnetickym polom B (modely 1T a IV)

kriticky uhol medzi osou roliek a magnetickym polom By (modely III a IV)
komplexna frekvencia A = io (= A\, +i\;)

rychlost rastu (growth rate); A, = Re(\) (pozri \)

frekvencia; \; = Sm(\) = o (pozri \)

frekvencia (redlna); o = A; (pozri \)

porucha teplotného pola (29, 45, 80, 120)

reprezenta¢na funkcia teplotnej poruchy

uhlova stradnica v cylindrickej geometrii

jednotkovy vektor v azimutalnom smere ¢

skalarna funcia, urc¢ujica toroidalnu zlozku poruchy rychlosti (29, 45, 80, 120)
reprezentacné funkcia toroidélnej zlozky poruchy rychlosti

kompexne zdruzena hodnota reprezentacnej funkcie 2

amplitada toroidéalnej zlozky poruchy rychlosti (model IT)

Bezrozmerné ¢&isla

Ekmanove ¢islo; E = v/20yd?

Ekmanove ¢islo v smere z; F, = VZZ/QQOd2

Ekmanove ¢islo v smere s; Ey = vy, /282d>

obratené magnetické Prandlove &islo; p = n/v,, = R,/ FE,
Robertsove ¢islo; ¢ = k/n

Robertsove ¢islo v smere z; ¢, = k.. /7

Robertsove ¢islo v smere s; ¢s = Kss/7

anizotropné modifikované Robertsove ¢islo; ¢, = ¢.l,
Chandrasekharove ¢islo; Q = A/E,

modifikované Rayleighove ¢islo; R = apgATd/2k
klasické Rayleighove ¢islo; R, = R/FE,

modifikované Rossbyho &islo; R, = 1/282yd>

Taylorove ¢islo; T, = E. 2

parameter anizotropie; o = Kgs/K,, = Vss/V., alebo & = Kyp /Koy = Vs [V
parameter anizotropie viskozity

parameter anizotropie tepelnej diftzie
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Elsasserove ¢islo; A = B2, /28111
obréitené Robertsove ¢islo; ¢ = n/k., = ¢!

Pomocné premenné

= /72 (model 1), alebo a = [+m (modely II, IIT a IV)
=1+ a (modely II, IIT a IV)

Ay =1+ al +m alebo A, = 1+ aa (modely II, IIT a IV)

coa = E,KK2/m (model IV)

C, = 12 E,A%? + AmA~Y2 (model TV)

K? = a* + 7% (modely I1I a TV)

K? = al*> + m? + 72 alebo K? = aa® + 72 (modely III a IV)

[ = 12/7% (modely IIT a TV)

lo(@,a) = (1 +aa)/(1+a) (modely IT a IV)

m = m?/m? (model III)

Q= (q+1)/A (model IV)

predpis pre Rayleighove ¢islo nestacionarnej konvekcie (model TV)
predpis pre Rayleighove ¢islo stacionarnej konvekcie (model 1V)
R ~ R° (model IV)

Stvorec radidlneho (resp. horizontalneho) vinového &isla; 3 = k% (model II)
¢ = Am?* /7K (model V)

e =72E/A (model IV)

preskilovand frekvencia; oy = o /7>

m =T

= ¢la/(q: + 1o) model (IV)

preskalované Chandrasekharove ¢islo; Q = Q />

preskdlované Rayleighove ¢islo; R = R, /7*

preskalované Taylorove ¢islo; Ty = T, /7

b S

Symboly a skratky

Archimedova (vztlakova) sila

Coriolisova sila

magnetickd (Lorentzova) sila

MAC mo6dy, MAC viny, MAC rovnovaha

MC mody, MC viny

induk¢éna rovnica

Navier-Stokesova rovnica

anizotropia podla Braginského a Meytlisa (modely 11T a IV)
stratifika¢na anizotropia

stratifika¢na anizotropia atmosférického typu

stratifikacna anizotropia oceanskeho typu

mod nestacionarnej konvekcie v tvare horizontalnych roliek kolmych
na magnetické pole By (modely IIT a IV)

mod nestacionarnej konvekcie v tvare horizontalnych roliek takmer kolmych
na magnetické pole By (model IV)

mod nestacionarnej konvekcie v tvare horizontalnych roliek Sikmych
na magnetické pole B (modely IIT a IV)

mod stacionarnej konvekcie v tvare horizontalnych roliek kolmych
na magnetické pole By (modely IIT a IV)

mod stacionarnej konvekcie v tvare horizontalnych roliek Sikmych



na magnetické pole By (modely IIT a IV)
P mod stacionarnej konvekcie v tvare horizontalnych roliek rovnobeznych
s magnetickym polom By (modely III a IV)

Operatory

Diferencidlne operatory

D D =d/dz

D?  D?=d?%/d2?

D. D, = D? — al?> — m? alebo D, = D? — al?> — am? = D? — af3
Dy Dy=D>— B

DA D)\ = D2 - (l2 — A

0. 0,—0)0s

0, 9,—0/ot

9,  ,—0/d¢

R, 02, =0/0p

oy
2. o= o202
2, o= fon
02, 0% =0%/020s

\V& Standartny izotropny Laplaceov operator
anizotropny Laplaceov operator (74—76, 117, 118)

Integralne operatory (model II, str. 53)
» ustrednovanie vo vertikdlnom smere

()

( )s ustredhovanie v radidlnom smere
( )¢ ustrediiovanie v Case
()
()

vl

»s ustrediiovanie vo vertikdlnom a radidlnom smere
.t ustrediiovanie vo vertikdlnom a radidlnom smere a v ¢ase



2 Uvod

Pri sucasnych poznatkoch o vnutre Zeme sa veri, ze konvekcia v zemskom jadre je pri-
marnym zdrojom dynamo procesu a teda je zodpovedné za geomagnetické pole. Vonkajsie
tekuté jadro Zeme je premieSavané tepelnou a kompozi¢nou konvekciou. Pri tepelnej kon-
vekcii je vztlak zabepecovany tepelnymi fluktuaciami a teplotnym gradientom a v pripade
kompozi¢nej konvekcie je to uvoliiovanim lah§ieho (s mensou hustotou) materialu pri pro-
cese solidifikidcie vnutorného jadierka [24]. Konvekcia je vysoko nadkritickd a je vyrazne
ovplyviiovana magnetickym polom a rotéciou.

Vdaka vysoko rozvinutej konvekcii su toky v jadre turbulentné a diftizne procesy pre-
biehaju v efektivnejSom turbulentnom rezime. Na rozdiel od molekularnej difazie (ktora
je vlastnostou materialu) je turbulentné difuzia velmi zavisla na charakteristickych to-
koch. Turbulentné diftzne koeficienty st o niekol'ko radov vacsie ako molekularne difazne
koeficienty (viskozita v, koeficient tepelnej a magnetickej diftizie k a n)'. Je to sposobené
tym, Ze prenasa¢mi (napr. tepla pri tepelnej diftzii, alebo hybnosti pri viskozite) st malos-
kalové turbulentné viry s charakteristickym ¢asom vyrazne kratsim, ako charakteristicky
¢as u molekularnych difaznych procesov.

Pri $tadiu lokalnej turbulencie v jadre Zeme Braginsky a Meytlis [5] ukazali, 7e ne-
stabilna hustotna stratifikicia moze viest k maloskalovej vysoko nadkritickej nestabilite
lokalneho charakteru, dosledkom ktorej vznika malogkalovéa turbulencia?. Téato turbulencia
je vysoko anizotropna vdaka vplyvu rotacie Zeme a magnetického pola. Turbulentné viry
sa vplyvom Lorentzovej a Coriolisovej sily deformujti do tvaru, ktory minimalizuje ti¢inok
tychto sil. To znamena, ze Coriolisova sila C' (~ §2xu) a magneticka sila M (M ~ |ux B|)
st velmi malé a mozu byt v tomto smere zanedbateIné. Viry maja tvar palaciniek pre-
dlzenych v smere osi rotacie a v smere magnetického pola. Désledkom toho je zvySena
difuzivita v tychto smeroch. V geofyzikalnych tokoch bez vplyvu rotécie, ¢i magnetického
pola samotné hustotna stratifikicia, ur¢ena smerom gravitécie g, moze takisto ovplyvnit
tvar virov. Pri uvazovani turbulentného stavu je preto vhodnejsie pracovat s diftiznym
koeficientom nie ako so skalarnou veli¢inou, ale ako so zlozitejsou tenzorovou veli¢inou.

Tato praca teda okrajovo suvisi s dvoma zaujimavymi a stale otvorenymi problémami
- problémom turbulencie v zemskom jadre a paradoxom geodynama. Pri probléme turbu-
lencie ide v dnesnej dobe hlavne o vyuzitie poznatkov o turbulencii v jadre na spravnu
parametriziciu, ktord by sa dala tspeSne vyuZit pri numerickych modeloch geodynama?
(ale aj inych teceni v zemskom telese). Sti¢asné pocitace stale nedosahuji dostato¢ny vy-
kon na to, aby mali numerické modely dostatocne velku rozliSovaciu schopnost a mohli
uspesne zahrnut turbulentné procesy. Aj najlepSie modely geodynama pracuji s najmen-
Sou priestorovou $kalou stale o niekolko radov vic¢Sou ako su priestorové skaly spojené
s turbulentnymi virmi. Preto je Zziaduce vySetrovat lokdlne vlastnosti turbulencie a ski-
mat jej globalnejsi vplyv na velkoskalové procesy - parametrizovat turbulenciu.

Posledné pocita¢ové simulacie geodynama poskytli modely geomagnetického pola, ktoré
davaju realny obraz so vSetkymi dolezitymi vlastnostami pozorovaného pola s jeho seku-

1V dalsom texte nebudeme v znadeni rozlisovat, & ide o turbulentné alebo molekularne difuzivity, napr. v, ak sa inag¢
nezdoérazni, bude reprezentovat viskozitu vieobecne, t.j. iba na zaklade jej hodnoty bude mozné usidit, o aku viskozitu ide.
V pripade turbulentnej viskozity v bude znamenat jej charakteristicki hodnotu.

2Sustredili pozornost na iny zdroj ako u klasickej turbulencie, a to na vztlakovi silu poésobiacu v nestabilne stratifiko-
vanych tekutinach. V tejto tzv. konvektivne budenej turbulencii vznikaja viry vo v8etkych priestorovych Skalach, ale ich
Zivotnost je vyrazne ohranifena. Na rozdiel od klasickej turbulencie budenej §mykovymi napitiami, u ktorej sa energia
prena8a od vicsich ku stale mensim virom, tu vdaka vztlakovym silam vznikaju viry v8etkych moznych rozmerov; Zija si
kratko samy o sebe nestihajac pritom ovplyvnit viry inych rozmerov.

3Problematike numerického modelovania geodynama v sférickej geometrii sa od r. 2008 venuje Jan simkanin, byvaly
doktorand na nagej katedre [46].



larnymi varidciami. Problém paradoxu geodynama spociva v tom, Ze tieto tspesné mo-
dely kvoli poc¢itacovym obmedzeniam pouzivaji nerealisticky vysoké diftizne koeficienty
(napr. viskozita). Dokonca aj s uvaZenim turbulentnych difuzivit zemského jadra s hod-
noty pouzivané v tychto simulaciach vyrazne vicsie. K tispesnému znizeniu viskozity, t.j.
k priblizeniu jej hodnoty ku redlne odhadovanej turbulentnej hodnote zaviedli Glatzmaier
a Roberts |22| hyperviskozitu, ¢im hlavne z numerickych dévodov forméalne vniesli do
pocitacovych simuldcii geodynama anizotropiu viskozity taki, ze v horizontalnych sme-
roch (na sférickej ploche) bola viskozita vic¢sia ako vo vertikdlnom (radidlnom) smere, ¢o
zhruba pripomina anizotropiu difiznych koeficientov v ocednskych povrchovych vodach,
v ktorych vSak hodnoty v horizontalnych smeroch prevysuju tieto vo vertikalnom az o nie-
kolko radov. Tym v8ak zaviedli iny typ anizotropie, ako zaviedli Braginsky a Meytlis [5],
ktorych (nami pomenovany [49]) BM typ anizotropie diftaznych koeficientov znamené, ze
koeficienty tepelnej difuzivity a viskozity prevazuji v smeroch magnetického pola (azi-
mutalny smer ¢) a osi rotacie (os z).

K rieSeniu naznacenych problémov, a to turbulentného stavu jadra a paradoxu geody-
nama moze vyrazne pomoct fakt, 7ze od r. 2000 sa rychlo hromadia laboratérne expe-
rimenty a dalSie misie magnetickych druzic (Oersted, CHAMP, SWARM...) [25, 41].
DruZice zabezpecuju celoplanetarne spojité pozorovanie geomagnetického pola, ktoré sa
uspesne zahajilo druzicou Magsat, ktora sice pracovala len v priebehu roka 1980, ale
dala najnov§im a budicim datam nevyhnutny zaklad. Obrovské mnozstvo idajov pri do-
siahnutej vysokej sofistikovanej tirovni ich spracovania dava Sancu vyrazne detailnejSie
modelovat stav a ¢asovy vyvin magnetického pola na povrchu jadra. Na zéklade rozum-
nych predpokladov sa modeluji toky na povrchu jadra s vysokou priestorovou a ¢asovou
rozliSitelnostou (uz nie¢o menej ako 10 km a 1 rok). Ziskali sa [1| informécie o anizotropnej
magnetickej difuzivite (typu silnej SA; pozri kapitolu 5), ktora v nasich modeloch kvoli
vysokej elektrickej vodivosti jadra stale predpokladdme izotropna. Pristupy DNS a LES
v potitacovych simulaciach [21] a zamerané aj na vlastnosti turbulencie pri rovnovahe M,
A a C sil [26] su takisto velmi sTubné.

V problematike geodynama, napriek dominantnému prinosu numerickych simulacii
a prudkému narastu druzicami ziskavanych dat, maju stale svoju nezastupitelnia a do-
lezitu tlohu klasické pristupy, vyznamne reprezentované asymptotickymi metoédami. Pek-
nym prikladom je napr. magnetohydrodynamika strednych poli [40], prave ktorej jazyku
je davana prednost pri interpretécii vysledkov simulécii. Je to napriek tomu, ze simulacie
rieSia rovnice s uvazenim takmer vSetkych nelinedrnych ¢lenov, a pritom v interpretaciach
st pouzivané pojmy, ktoré castokrat suvisia iba s viac, ¢i menej presnymi priblizeniami
reality. Tieto pojmy MHD strednych poli vSak davaji najlep8iu Sancu pochopit zlozité
mechanizmy, zabezpecujice ¢innost geodynama. Velmi efektivne si zjednoduSenia, ked
zlozitosti sférickej geometrie aproximujeme modelmi v rovinnych vrstvach. Préve dyna-
mika je takto modelovana dost spolahlivo. Preto v zloZitej dynamickej rovnovahe zaklad-
nych M, A a C sil, ktora je citlivo zavisla na rozmanitom supereni réznych difaznych
javov, je tvorba modelov v planarnej geometrii dostato¢ne heuristicka, aj ked chceme
rozumiet procesom v sférickych vrstvach. Rovinné geometria na rozdiel od sférickej nema
vyrazné numerické obmedzenia, pretoze v nej sa netreba zaoberat konvektivnymi Strukti-
rami velmi malych rozmerov, ak sa zvolia vhodné hrani¢né podmienky. Preto v nej mozno
sustredit pozornost na menej preskimané aspekty problémov bez vyraznych ohrani¢eni
na hodnoty difaznych koeficientov.

V tejto praci vySetrujeme marginalnu stabilitu rovinnej vrstvy, pricom apriérne zava-
dzame rozne typy anizotropie viskozity a tepelnej difuzivity. Linedrnou stabilitnou ana-
lIyzou skimame vplyv anizotropie na podmienky néstupu stacionarnej aj nestacionarnej



konvekcie ako aj vplyv na priestorovii a casovu struktiru konvekcie. V probléme rotujicej
magnetokonvekcie, ktory je rieSeny v tejto préci, je dynamika riadena troma zakladnymi
silami: magnetickd (Lorentzova), vztlakova (Archimedova) a Coriolisova sila. Tato MAC
rovnovaha je ovplyviovana difiznymi procesmi (ktoré mozu oslabovat jednotlivé sily),
preto studium diftznych nestabilit ako aj anizotropie diftznych koeficientov je ziadtce.
Nami zavedend anizotropia mé najjednoduchsi mozny tvar, pri ktorom maju koeficienty
tepelnej difuzivity a viskozity tvar diagonalneho tenzora so zlozkami rovnakymi v dvoch
smeroch, ale odlisnymi od zlozky v trefom smere (pre konkrétne definicie anizotropie pozri
popis jednotlivych modelov v nasledujuicich kapitolach).

2.1 Ciele prace

e definovat zakladné pojmy (anizotropia difaznych koeficientov, anizotropny parame-
ter, typy anizotropie SA a BM)

e linedrnou stabilitnou analyzou vySetrit vplyv anizotropie diftiznych koeficientov na
4 modely rotujucej magnetokonvekcie v horizontalnej rovinnej vrstve (vid kap. 4)

—model I 2=z, By=Bys/dp
—model II 2 =12y2, Bgy= Bz

— model IIl 2 = 2,2, By=Buy

— model IV 2 =Qy%, By= Buy

e porovnat vplyv anizotropii na viaceré mody a formy konvekcie

e geofyzikilna diskusia pre podmienky v zemskom jadre.

Nasou stratégiou je modifikovat niektoré vybrané modely, pripadne vytvorit nové modely
rotujicej magnetokonvekcie v horizontalnej rovinnej vrstve zavedenim viacerych typov
anizotropie difiznych koeficientov a preskimat ich vplyv na vznikajice nestability. Pri
volbe modelov nam islo o vyuzitie naSich rozpracovanych problémov, a takisto o upria-
menie sa na tie otvorené problémy geodynama a rotujicej magnetokonvekcie, kde inter-
pretacia vysledkov pocitac¢ovych simuléacii je volnejsia kvoli zasadnym numerickym ob-
medzeniam, neumoziujucim priblizit sa k fyzikalne realnym malym hodnotam diftiznych
koeficientov, napr. viskozity.

V modeli I ndm islo o lepSie chipanie ,viskoznych® zidpadnym smerom sa Siriacich
MC modov s azimutalym vlnovym ¢islom m = 1, ktorych existencia si vyzaduje vysSie
hodnoty viskozity (E = O(107%)) a magnetického pola (A = O(10%)) tak, 7e AE = 1
[9, 47]. Dufali sme, 7e isté pravdepodobné typy anizotropie zrealnia tieto viskozne MC(W)
mody v zemskom jadre.

Model IT néas pritiahol klasickou predlohou v [13] a nami objavenou moznostou riesit ju
v cylindrickej geometrii [63, 66, 67], ¢im sa otvorila moznost skimat vzajomnu interakciu
inercidlnych oscilacii s konvekciou v zemskom jadre. Navyse torzné oscilacie ako vystup
pocitacovych simulécii geodynama mozno konfrontovat s jednymi najspolahlivejsie urco-
vanymi sekularnymi varidciami geomagnetického pola.

V modeli I1T sa ukazovala moznost vyuzit fakt, Ze siperenie stacionarnej a nestacionar-
nej konvekcie je velmi citlivé na hodnotach difaznych koeficientov, a to prave tych, ktoré
mozu odpovedat turbulentnému stavu zemského jadra. Prave preto poznat dosledky ani-
zotropnych difuznych koeficientov velmi prirodzene spojenych s turbulenciou v zemskom
jadre, dynamicky urc¢ovanou vplyvom prave M, A a C sil, bolo velmi lakavé.



Model IV nebol len prirodzenym rozvinutim modelu I1I. Motivaciu pren sme ziskali zo
zaujimavych vysledkov kolegov z univerzity v Sydney [33, 34|, ktorych vysledna konvekcia
v sférickej vrstve, ovplyvnena anizotropnymi difiznymi koeficientami, mala iné vlastnosti,
ako déavali nase dovtedajsie vysledky. Nase modely so zvislou rota¢nou osou v horizontalnej
vrstve, vhodné hlavne pre pripolarne oblasti jadra sme prave cez model III preonacili
prostrednictvom modelu IV na konvekciu v horizontalnej vrstve, ale s lezatou osou rotécie,
¢o dobre vystihuje rovnikové oblasti jadra.

2.2 Struktiara prace

Praca je ¢lenenda nasledujicim spésobom. Po zozname symbolov, skratiek a operatorov
pouzitych v praci (kapitola 1) a uvodnej kapitole 2 nasleduje diskusia o zakladnych rovni-
ciach, opisujucich procesy v zemskom jadre. Rovnice st najprv formulované v najvseobec-
nejsom tvare a dalej sa na ne aplikuji uZitotné zjednodusujiice operécie ako linearizdcia
a prechod na bezrozmerny tvar s definiciami bezrozmernych ¢isel (kapitola 3). Stvrta kapi-
tola v stru¢nosti opisuje a porovnava Styri modely rotujicej magnetokonvekcie, Studované
v tejto praci a ich geofyzikalne opodstatnenie. V kliacovej piatej kapitole je matematicka
formulacia anizotropie diftznych koeficientov v cylindrickej a kartézskej geometrii a za-
vedenie dolezitého parametra anizotropie «, ktory je mierou anizotropie. Podla toho, ¢i
je v horizontalnych smeroch zachovanéd alebo porusena izotropia difaznych koeficientov,
rozdelujeme zavedenu anizotropiu na stratifika¢nt anizotropiu (SA; horizontalna izotro-
pia je zachovand), alebo anizotropiu podla Braginskeho a Meytlisa (BM; horizontalna
izotropia moze byt poruSend). V nasledujicich Styroch kapitolach (6-9) je uz detailne
Studovany vplyv anizotropie na $tyri rozne modely rotujicej magnetokonvekcie v hori-
zontalnej rovinnej vrstve. Kazda kapitola je pritom pisana dost samonosne, aby sa ¢itatel
vracal k predchédzajicim kapitolam iba minimalne.

V kapitole 6 je Studovany vplyv anizotropie na model so zdkladnym azimutalnym mag-
netickym polom linedrne rasticim so vzdialenostou od osi rotacie. Vznikajice nestability
maji tvar vlny Siriacej sa v azimutalnom smere pozdlZ magnetického pola zapadnym
alebo vychodnym smerom. Pri tejto konfiguracii pola mozu vznikat okrem tepelne hna-
nych nestabilit typu MAC vin (pri nestabilnej stratifikicii) aj magneticky hnané MC
mody (pri nulovej stratifikicii) a magneticky hnané MAC mody (pri stabilnej stratifi-
kacii), a to preto, lebo samotné magnetické pole, ktoré je krivo¢iare a nehomogénne, je
zdrojom nestabilit. VSetky nestability, Studované v tomto modeli I, sii osovonesymetrické
a st ovplyvnené anizotropiou diftiiznych koeficientov, pricom pre niektoré mody je anizot-
ropia nutnou podmienkou ich existencie (v izotropnom pripade nemozu existovat). Oso-
vosymetrické nestability v tomto modeli nemoézu vznikat, preto sme sa na tieto nestability
zamerali v nasledujicom modeli s homogénnym vertikdlnym magnetickym polom.

V kapitole 7 je pozornost stistredena hlavne na také mody tepelnej konvekcie, ktoré
mozu ovplyvnit inercidlne oscilacie, ktoré st v zemskom jadre typickym prejavom rotécie
Zeme. VySetrované osovosymetrické nestability majia z kinematického hladiska charakter
torznych oscilacii. Z dominancie magnetickej nad kinematickou energiou si vSak tieto
nestability tepelnou konvekciou na pozadi magnetického pola a rotacie systému, a nie
Alfvénove viny, s ktorymi st spajané torzné oscilacie v zemskom jadre. V tomto modeli
II mozu byt studované aj osovonesymetrické nestability, ako aj nestability v tvare hori-
zontalnych roliek (tudované v kartézskej geometrii), lebo sa ukazalo, Ze st opisané tplne
rovnakymi rovnicami a naviac aj kritické Rayleighove ¢islo vSetkych uvazovanych typov
nestabilit je rovnakeé.

Zakladny stav v modeli III, vySetrovanom v kapitole 8, umoziuje zaviest a porovnavat



BM aj SA anizotropiu a preskumat teda pripady, ked horizontélna izotropia je poruSené
s pripadmi, ked je zachovana. Pozornost je venovana hlavne vySetrovaniu preferencie rozne
orientovanych stacionarnych a nestacionarnych roliek v priestore vstupnych parametrov
a z toho vyplyvajicej diskusie o vplyvoch zakladnych sil na tvar konvekcie.

Model TV s lezatou (horizontélnou) rotac¢nou osou je skimany v kapitole 9, pri¢om
v tomto pripade ma uz Stadium izotropného pripadu svoju dolezitost, kedze tento model
eSte nebol skimany ani v izotropnom pripade. Zakladny stav, pri ktorom magnetické pole
a na neho kolma os rotécie lezia v horizontalnej rovine, pri si¢asnom posobeni graviticie
vo vertikdlnom smere, je dobrd anal6gia podmienok v rovnikovych oblastiach zemského
jadra. Prave v tomto modeli IV je prezentécia analytického odvodenia mnohych vlastnosti,
ziskanych numerickymi vypoc¢tami, dotiahnutéa najdalej, preto je velka cast kapitoly 9
venované analytickému (¢asto asymptotickému) pristupu k rieSeniu problému.

Vysledky, ziskané v tejto praci, su diskutované a zhrnuté v poslednej kapitole 10.



3 VSeobecné rovnice v Boussinesqovej aproximacii

Pohyb elektricky vodivej nestla¢itelnej kvapaliny v systéme, ktory rotuje konStantnou
uhlovou rychlostou €2, je preniknuty zakladnym magnetickym polom B a v gravita¢nom
poli g, je opisany nasledujicou stustavou Styroch rovnic.

Pohybova Navier-Stokesova rovnica opisujuca ¢asovy vyvoj rychlostného pola U, méa
nasledujuci tvar

a—U+(U-V)U+20xU:—iVP+L(V><B)xB—i—@—H/VQU. (1)
ot Po HPo Po

Téato rovnica je v tzv. Boussinesqovej aproximacii, pri ktorej sa uvazuje konstantna hustota

po vo vSetkych ¢lenoch, okrem ¢lena pg, vyjadrujiceho vztlakovi Archimedovu silu.

Prvé dva ¢leny vyjadruju totalnu (materidlovi) derivaciu DU /Dt a opisuji zmenu
rychlostného pola v ¢ase a pozdlz prudociar. Treti ¢len 242 x U vyjadruje Coriolisovu
silu. Tlak P, vystupujici v prvom ¢lene na pravej strane rovnice, obsahuje okrem hyd-
rostatického tlaku aj odstredivi silu p/2|£2 x r|?, preto ho nazjvame modifikovanym
tlakom. p je hustota a 7 je polohovy vektor. Vplyv magnetického pola na rychlostné pole
je zabezpefeny Lorentzovou silou, ktora je vyjadrena ¢lenom (1/upg)(V x B) X B na
pravej strane rovnice, kde p je magnetickd permeabilita. Tepelnd konvekcia kvapaliny
je umoznena Archimedovou vztlakovou silou, ktora je v rovnici opisana ¢lenom pg/pq.
Posledny ¢len vV2U opisuje viskozne sily, ktoré aj ked st oproti ostatnym silam zaned-
batelne malé, su velmi dolezité hlavne v hrani¢nych vrstvach, v je koeficient kinematickej
viskozity [m?s™!].

Najdolezitejsou rovnicou magnetohydrodynamiky je indukéna rovnica, ktora opisuje
¢asovy vyvoj magnetického pola v pohybujucej sa kvapaline a jeho interakciu s rychlost-
nym polom. Dé sa odvodit z Maxwellovych rovnic v kvézistacionarnej aproximécii (bez
posuvnych pradov) a z Ohmovho zakona pre pohybujuace sa prostredie. Jej najvSeobecnejsi
tvar je

‘?::VX(UxB)JrW?B. (2)
Clen V x (U x B), ktory nazyvame generaénym ¢lenom, opisuje interakciu magnetického
pola s rychlostnym polom. Vo v8eobecnosti je nezname ako rychlostné, tak aj magnetické
pole a generaény ¢len je nelinearny. Posledny ¢len nV2B opisuje rozpad magnetického
pola ohmickou disipaciou, pri¢om mierou tohto rozpadu je koeficient magnetickej difuzie
n=1/pc [Im?s71.

Ak plati V- B =V - U = 0, mozno generacny ¢len zapisat podla znamej vektorovej
identity v tvare

Vx({UxB)=—(U-V)B+(B-V)U,

kde prvy ¢len reprezentuje advekciu (unaSanie) indukénych ¢iar rychlostou, druhy ¢len
reprezentuje vytahovanie a deforméaciu indukénych ¢iar magnetického pola rychlostnym
polom.

V problémoch magnetohydrodynamiky sa ¢asto uvazuje nestlacitelna kvapalina, ktorej
hustota sa mo6ze menit jedine v zavislosti na teplote vdaka teplotnej roztaznosti (zmena
hustoty v dosledku tlaku sa neuvazuje). V takom pripade stavovi rovnicu, popisujicu
zavislost hustoty od termodynamickych veli¢in, reprezentuje jednoducha zavislost hustoty
p na teplote T'
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p=p[l —ar(T = T)] = pl — ardT], (3)

kde p; je hustota pri teplote 7; (oby¢ajne na niektorej z hranic), 07 =T — T} je teplotny
rozdiel a ar je koeficient teplotnej roztaznosti. Prave teplotna roztaznost je velmi dole-
7ita, lebo je zodpovedna za vznik Archimedovskych vztlakovych sil, ktoré si ,,motorom*
konvekcie (v zemskom jadre je dolezitejsia kompozi¢na konvekcia, ktora sa viak vo vicsine
modelov simuluje tepelne hnanou konvekciou).

DalSou délezitou rovnicou je rovnica vedenia tepla, ktorda ma v Boussinesqove]j aproxi-
macii takyto tvar
(Z + (U - V)T =kV°T +¢, (4)
kde k je koeficient tepelnej difuzivity [m?s71] a € st tepelné zdroje, ktoré sa vo vii¢-
Sine modeloch neuvazuji. K tymto $tyrom zakladnym rovniciam musime eSte pridat dve
dolezité rovnice

V-U=0, V-B=0, (5)

ktoré vyjadruju nezriedlovost magnetického pola B a rychlostného pola U.

3.1 Poruchové rovnice a linearizacia

Z pohybovej rovnice vidime, Ze ¢asovy vyvoj rychlostného pola U je vdaka Lorentzovej sile
ovplyvneny aj magnetickym polom B a podobne z indukénej rovnice vyplyva, Ze ¢asovy
vyvoj magnetického pola B je cez indukény ¢len ovplyvneny rychlostnym polom U. Vo
v8eobecnosti je aj magnetické aj rychlostné pole neznamou a ¢leny (1/upo)(V x B) x B
a V x (U x B), ktoré tuto previazanost zabezpetuju (ale aj ¢len (U - V)T v rovnici
vedenia tepla) st nelinearne, ¢o robi z rovnic analyticky tazko riesitelny problém.

Jeden sposob, ako tieto nelinearity obist, je vySetrovanie problému rotujicej magneto-
konvekcie linedrnou stabilitnou analyzou, pri ktorej sa uvazuji nekonec¢ne malé poruchy,
ktoré sa nalozia na zakladny stav, ktory je charakterizovany v ¢ase nemennym rychlost-
nym, magnetickym a teplotnym polom. V tejto praci budeme d’alej uvazovat model neko-
ne¢nej horizontélnej vrstvy hribky d, ktora rotuje uhlovou rychlostou 2 = 2z (v jednom
z modelov Studovanych v tejto préaci rotuje vrstva okolo horizontalnej osi rotacie plati
2 = (2X) a je vyplnena elektricky vodivou kvapalinou zohrievanou zospodu, pri¢om sa
v kvapaline udrziava linearny teplotny profil 7y, = T} — AT (z/d + 1/2). Gravitacné pole
mé vertikdlny smer, g = —g z. L

Na zakladny ¢asovo nemenny stav (B, Uy, Ty, Py) nalozime poruchy magnetického
a rychlostného pola a poruchy teploty a tlaku. Potom celkové veli¢iny mozeme napisat
nasledovne

U =Uj + u, vicsinou sa uvazuje Uy = 0,

B =B, +b,
T:T0+Q§,
P =P+ p.

Ak takéto celkové veli¢iny dosadime do rovnic, a od¢itame od nich rovnice pre zakladny
stav a zenedbame nelinearne ¢leny

@w-Va, b-Vb, Vx(axb) a -V,
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dostaneme linearizovany systém rovnic pre poruchy u, E, Ja D
ou . 1=._ 1 = = -~ - = ~ .
§+2.{2 X U= —;Vp—i—w[(v X Bg) x b+ (V x b) x By| — avg + vV-<u, (6)
1 !

ob

5 = V x (@ x By) +nV?b, (7)
v —
=+ (@-V)Ty = V0, (8)
ot
V-u=0, (9)
V-b=0. (10)

3.2 Zbezrozmernenie a bezrozmerné parametre

Rovnice mozeme zbezrozmernit pouzitim nasledujticich substitticii?,

Z=dz, apodobne s=ds (resp. T=dz,g=dy),
2

t= C;t, o = gu, p=22mpp, Bo=ByBo, b=DByb, 0= ”KAT
kde vinkované veli¢iny st s rozmerom, zatial ¢o ich nevlnkované verzie si uz bezrozmerné,
pricom sa uz v nasledujicich rovniciach objavuji len bezrozmerné veli¢iny. pg a p st
hustota a tlak (s prispevkom od odstredivej sily). Napriklad [Z] = 1m, [z] = 1, pretoze
[d] = 1m. Podobne [t] = 1s, [t] = 1, pretoze [d*/n] = 1s ... Z typickych hodnot
pre jadro By; = 0,5 mT je charakteristickd hodnota azimutélneho magnetického pola na
povrchu jadra. Vyuzije sa v modeloch I, ITT a IV. V modeli II je B, zhruba viac ako 100kréat
mensie, teda < 5uT, pretoze azimutalne pole je R, krat, teda 100 az 1000kréat vécsie ako
poloidalne (R,, je magnetické Reynoldsovo ¢islo). Dalej hribka vrstvy d v modeloch sa
mlcky predpokladala 2200 km, teda hriubky vonkajSieho jadra. Pri vacsich hodnotach £
tato hrubka by mohla sivisiet napr. so stabilne stratifikovanou podvrstvou hribky 70 az
1000 km (niz8ia hodnota je pravdepodobnejsia), alebo este tenSou vrstvou pri povrchu
jadra, ktorej by mohli odpovedat zdroje sekularnych variacii mensich period (menej ako
100 rokov); pozri Tabulku v Prilohe MH. Systém zbezrozmernenych linearnych rovnic méa

nasledujuci tvar

v,

R ik w= —Vpt AV x By) x bt (V xb) x Bo| + Rz + BV*u, (1)
ZIZ =V x (u x Bg) + V?b, (12)

19,
ga—u-Z—Vf}, (13)

nAT

4specialny tvar gkalovania teplotnej poruchy 9 = -

¥ sa pouzil preto, aby malo modifikované Rayleighove ¢islo ako
aj rovnica vedenia tepla beZne pouzivany tvar. Pri pouZiti jednoduch8ieho Skilovania ¥ = ATY by malo modifikované

Rayleighove &islo tvar R = argATd/22¢n a rovnica vedenia tepla tvar %%—’Z = %i cu+ V29,
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V-u=0, (14)

V-b=0. (15)

V rovniciach sa objavuju bezrozmerné parametre, vyjadrujice pomery veli¢in s rovnakym
rozmerom, napr. jednotlivych sil, resp. jednotlivych diftznych koeficientov
2

R, — n A= B3, B- v ’R:ozTgATd7q:E’ (16)

200y d? 200 p1um 202y d? 200K n
kde
R, — modifikované Rossbyho ¢islo je mierou pomeru periddy rotacie a magnetického difiz-
neho ¢asu (klasické Rossbyho ¢éislo R, = U/€d je mierou pomeru periody rotéacie a ¢asu
d/U, za ktory charakteristicky tok v systéme s rychlostou U prejde charakteristicka dizku
systému d);
A — Elsasserovo ¢islo dava do pomeru magneticka silu a Coriolisovu silu;
E — Ekmanove ¢islo je mierou viskoznych sil vzhladom ku Coriolisovej sile;
R — modifikované Rayleighove ¢islo meria efektivnu vztlakovi silu vzhladom ku Coriolisej
sile (kde ar je koeficient teplotnej roztaznosti);
q — Robertsove ¢islo je definované ako pomer magnetického a teplotného difzneho casu.
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4 Modely rotujicej magnetokonvekcie

Vplyv anizotropie difiznych koeficientov bol v tejto praci vysetrovany v Styroch mode-
loch rotujucej magnetokonvekcie v horizontélnej rovinnej vrstve. Jednotlivé modely sa
lisia hlavne konfiguraciou zédkladného magnetického pola B), orientaciou osi rotacie 2
a suradnicovou sustavou, v ktorej je dany model rieSeny.

4.1 Zakladné stavy

Prvé dva modely (model T a model II) st osovosymetrické vzhladom na os rotacie, a boli
rieSené v cylindrickej suradnicovej sistave. Modely III a IV boli rieSené v kartézskej si-
radnicovej ststave. Vo vsetkych vySetrovanych modeloch posobi gravita¢na sila kolmo
na horizontélnu vrstvu, teda v smere vertikdly g = —gZ a vrstva je zohrievana zospodu
a chladend zvrchu® a vo vrstve je udrZiavany rovnomerny teplotny gradient. V modeloch
I, IT a III mé& os rotacie takisto vertikdlny smer £2 = (2Z. V modeli IV je os roticie
horizontalna 2 = (2yX. Zakladné magnetické pole By je jedine v modeli I nehomogénne
a krivoc¢iare (By = Bys/d @ - azimutalne a linearne rastice od osi rotacie). V modeli 11
je zdkladné magnetické pole homogénne v smere osi z (By = By2) a v modeloch 111 a IV
je homogénne v smere osi y (By = Byy). V nasledujicej tabulke st prehladne opisané
zakladné vlastnosti modelov riesenych v tejto praci.

model I — 2=z, By=Bys5/dp
model I — 2 =22, By= Bz
model 1T — 2 = 2,2, By= Buy
model IV — 2= Qy%, By= Buy

Polarne oblasti Rovnikové oblasti
z4 vertikalna os || £2
4‘/4 AT
|
Aproximujica vrstva
jadro jadro »
Zer‘ne Zeme vertikalna
os L 2
Aprox.
vrstva
2 =z 2 = ()X

Obr. 1: Aproximacia polarnych alebo rovnikovych oblasti nekonetnou rovinnou vrstvou.

5V modeli T vySetrujeme aj pripady neutralnej (s nulovym teplotnym gradientom) a stabilnej stratifikacie.
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Kazdy z tychto modelov ma v istych oblastiach zemského jadra svoje geofyzikalne
opodstatnenie a detailny opis jednotlivych modelov je v nasledujtcich kapitolach prace.
Pri vy8etrovani procesov v zemskom jadre sa velmi ¢asto vyuZiva rozklad geomagnetic-
kého pola na toroidalnu a poloidalnu ¢ast. V podmienkach jadra Zeme je toroidalna cast
reprezentovana azimutalnym polom a poloidalna ¢ast napr. dipolovym polom.

Model I je hrubou analégiou podmienok v polarnych oblastiach zemského jadra, nie pri-
liz blizko polu s dominantnym azimutalnym magnetickym polom. Model II je takisto pre
polarne oblasti jadra, pricom pozornost je siustredena na homogénne vertikalne pole, ktoré
je hrubou analogiou dipolového magnetického pola v najvrchnejsich ¢astiach jadra Zeme.
Model IIT mézeme povazovat za aproximéciu podmienok v polarnych oblastiach jadra,
dostatocne vzdialenych od osi rotacie a teda od polu, kde je uz homogénne horizontalne
pole dobrym priblizenim azimutalneho magnetického pola. Posledny model TV, v kto-
rom je smer gravitacie kolmy na rotac¢nu os, je aproximéciou podmienok v rovnikovych
oblastiach jadra Zeme. Vdaka dostato¢nej vzdialenosti od stredu Zeme, je homogénne
horizontalne magnetické pole takisto dobrou aproximéaciou dominantného azimutalneho
magnetického pola.

4.2 Moébdy konvekcie

Vo v8etkych modeloch -1V vznikajice poruchy u, b a ¥ mozu byt osobité, ale aj velmi
podobné. Ak poruchy rychlosti a magnetického pola uw a b, pretoze si to bezzriedlové
polia, rozloZime na poloidalne a toroidalne zlozky (pritom a je horizontélne vinové ¢islo
poruchy)

u=a2Vx(Vxwz)+Vxwz] a b=a?Vx(Vxbz)+Vxyjz, (17

¢im ako u, tak aj b mozeme vyjadrit dvojicami skalarnych funkcii w, w a b, 7, tak poruchy
u, b a v, kde 9 je porucha teploty, moézeme reprezentovat 5-icou skalarnych redlnych funkcii
w, w, b, 7, ¥, resp. b-icou komplexnych funkcii W, Q, B, J, ©, a to pri f =w, w, b, 7, ¥
aFF=W,Q, B, J, © takto

f(z,y,z,t) = Re[F(2)P(z,y) exp(At)] a f(s,p,2,t) = Re[F(2)P(s,p) exp(At)], (17a)

kde A = o, pricom o je frekvencia. Tym poruchy w, b a ¥ v jednotlivych modeloch
[-IV mozZno rozlisit formou skalarnej realnej funkcie f(x,y, z,t), resp. f(s, ¢, z,t), teda
formou reprezentovanou rovinnou komplexnou funkciou ®(z,y), resp. ®(s, ). Postupne
rozliSujeme osovosymetrické a osovonesymetrické poruchy v cylindrickej geometrii, alebo
horizontalne rolky v kartézskej geometrii. Pritom mo6zu byt stacionarne (na ¢ase nezavislé)
alebo nestacionarne, teda A = 0 alebo A # 0.
U kazdého jednotlivého modelu, charakterizovaného zakladnymi polami, méa konvekcia
svoj osobity charakter a formu, ktoré sme postupne predpokladali
model I  — azimutalne sa Siriace viny bud zapadne alebo vychodne (¢ > 0 alebo o < 0)
model II — nestacionarne osovosymetrické mody, teda kinematicky ako torzné oscilacie
— stacionarne osovosymetrické mody, teda azimutalne dyzové pridenia - jets
— horizontalne rolky s osami orientovanymi v smere y
(pritom ako v modeli I osovonesymetrické mody, teda zapadné a vychodné
viny sme nevysetrovali)
model III — horizontalne rolky, ktorych orientacia osi je ur¢ena vstupnymi parametrami
model TV — horizontalne rolky, ktoré podobne ako v modeli I1I rozlisujeme v smere mag.
pola, kolmo a Sikmo naf.
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Ak v modeli I i§lo len o nestacionarne poruchy, tak v ostatnych modeloch II-1V podla
vstupnych parametrov mozu byt preferované stacionarne alebo nestacionarne poruchy.
Postupne v jednotlivych modeloch mame

model I — f(s,,2,1) = 9?6[ (2)Jm(ks) exp(imp) exp(At)], m = 1,2,3,.
model IT — f(s,p,2,t) = Re[F(2)Jn(ks) exp(imp + At)], m = 1 2,3,... (ako v )

~ f(s,0,2,t) = Re[F(2)Jn(ks) exp(imp + At)], m

~ f(z,y,2,t) = Re[F(2) exp(ikx + \t)] (17b)
model IIT — f(z,y, z,t) = Re [F(2) exp(ilx + imy + At)

]
model IV — f(z,y, 2z,t) = Re [F(2) exp(ilx + imy) exp(At)] (teda ako v modeli I1T),

kde J,,(ks) je Besselova funkcia 1. druhu radu m.

Konvekcia vo forme stacionarnych a nestacionarnych horizontalnych roliek, vySetrovana
v modeloch III a IV, je jednoznacne popisand dvoma zlozkami [ a m horizontalneho
vlnového ¢isla. Par [ a m moéze byt nahradeny inym parom

a=(I*+ mZ)l/2 a ~ = arctg(m/1), (18)

kde velkost a horizontélneho vlnového ¢isla zjednodugene volame horizontélne vinové ¢islo
a 7 je uhol sklonu roliek vzhladom na orientaciu zakladného magnetického pola v smere
osi y. Vektor (I, m) urcuje orientaciu konvektivnych roliek (rolky si kolmé na vektor)
a v pripade nestacionarnej konvekcie tento vektor urcuje tiez smer Sirenia vlny [56, 55];
pozri obr. 29 na str. 67.

Treba poznamenat, ze podobné rolky predpokladdme aj v modeli II, ale ich orientéicia
v horizontalnej vrstve je Tubovolna, a preto ich zjednoduSene orientujeme v smere osi y

pri a = k v (17ab).
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5 Anizotropie difiznych koeficientov

Anizotropia diftznych koeficientov ma v tejto praci klic¢ovy vyznam, kedze hlavnym
cielom tejto préace je zaviest anizotropiu do modelov rotujicej magnetokonvekcie a pre-
skamat vplyv tejto anizotropie na rozne vznikajice mody konvekcie. Na fakt, 7e turbu-
lentné diftizne koeficienty st charakterizované anizotropiou, prvykrat upozornili Braginsky
a Meytlis [5]. Vo vonkajSom zemskom jadre predpokladali rozvinuta turbulenciu budena
konvektivne a pokusili sa ju popisat modelom rotujicej magnetokonvekcie. Nesustredili
sa vSak na marginalne nestability, ale na tie, ktoré maji najrychlejsi exponencidlny rast
amplitudy. Odvodili rozmery virov, ktoré boli vyrazne ovplyvnené zakladnymi silami M
a C, a tym dostali anizotropiu turbulentnych difaznych koeficientov s hodnotami vyrazne
zvySenymi v smeroch magnetického pola a rota¢nej osi.

N4&s pristup ku stidiu anizotropie difaznych koeficientov je zasadne iny, ako doteraz
prevladali. Napr. v [16] je priklad vplyvu anizotropnych diftiznych koeficientov na ¢innost
dynama a v [32] analogicky ako u [5] sa odvadzajiu vlastnosti turbulentnych difaznych
koeficientov z modelu rotujicej magnetokonvekcie. Zatial ¢o podmienky nastupu kon-
vekcie s najrychlejsim exponencidlnym rastom amplitidy sa u |5| $tudovali v nekoneéne
rozlahlom prostredi, tak v [32] je to v kvadriku (box) na guli, ¢im nehladiac na pries-
torovi ohranicenost bolo mozné Studovat zavislosti od zemepisnej $irky. Hlavny rozdiel
naseho pristupu nie je v geometrii, teda v nasich rovinnych vrstvach oproti uz spomenu-
tym zjednoduseniam (neohraniceny priestor, resp. kvadrik na guli), resp. oproti pokusom
o sféricka geometriu [34]. Nie je ani v naSom doraze na margindlne mody. My a priori
predpokladame anizotropné difazne koeficienty (podobne ako v [16] v pripade dynama),
a potom Studujeme podmienky nastupu konvekcie s tym, ze vstupné parametre, teda napr.
charakteristické hodnoty difuzivit predpokladdame uz ovplyvnené turbulenciou, a nie ako
v inych, napr. vysSie spomenutych Stidiach rotujicej magnetokonvekcie s vychodiskovymi
izotropnymi difuzivitami a s molekularnymi hodnotami.

Aj ked su diftzne ¢leny v zékladnych rovniciach zanedbatelne malé oproti ostatnym
¢lenom, ich vplyv na spravanie sa systému je zasadne dolezity, kedze st to ¢leny s najvys-
Sim stupnom derivacie. Uvazenim turbulentného stavu sa charakter difiznych procesov
meni, lebo diftizia uz neprebieha na molekularnej trovni, ale je zabezpecovana turbu-
lentnymi virmi. Diftizia uz teda primarne nezavisi od typu tekutiny, ale je skor funk-
ciou tec¢eni. Turbulentné viry, ako diftizne prenagace, mozu byt velmi vyrazne ovplyvnené
roznymi silami (napr. v pripade geofyzikalnych tokov hlavne Lorentzovou, Coriolisovou,
Archimedovou,...). To vedie k deformacii virov a v kone¢nom dosledku k zvysenej di-
fazii v urcitych smeroch. Turbulencia a sily podsobiace na turbulentné toky mozu teda
sposobovat anizotropiu diftiznych procesov.

V modeloch, prezentovanych v tejto praci, sme vdaka tymto argumentom uvazovali
anizotropnt viskozitu a tepelnt difuzivitu®. Koeficienty viskozity a tepelnej difuzivity
sme do modelov zaviedli v najjednoduchsej forme, a to vo forme diagonalneho tenzora

Vgg 0 0 Uy 0 0
v=| 0 v, O alebo 0 vy 0 |, (19)
0 0 Vs 0 0 Viyz

ktory ma dve z troch zloziek rovnaké, ale rozne od tretej zlozky. Rézne typy anizotropie
stuvisia teda s tym, ktoré dve zlozky su rovnaké.

6Koeficient magnetickej difzie nechavame nadalej izotropny, pretoZe jeho molekularna hodnota kvéli vysokej vodivosti
jadra je aspon tak velka, ako odpovedajuca turbulentnd hodnota.
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Pomer dvoch roznych zloziek nazyvame parameter anizotropie, ktory je jednoduchou
mierou anizotropie a oznacujeme ho «. V modeloch I a II, resp. v modeloch III a IV je
parameter anizotropie definovany’ nasledovne

= 'Liss/'%zz = VSS/VZZ7 resp. o = me/ﬁzz = an:/yzz- (20)

Dolezity je pojem horizontalnej izotropie, ktory oznacuje stav, pri ktorom uvazujeme
diftzne koeficienty v horizontalnych smeroch rovnaké (v, = vy alebo vy, = vy,).

5.1 Stratifika¢na anizotropia (SA)

Ak je horizontalna izotropia zachovana, teda ak su diftzne koeficienty v horizontalnych
smeroch rovnaké (ale rozne od koeficientu vo vertikdlnom smere z), nazyvame takito ani-
zotropiu stratifika¢na anizotropia. Oznac¢ujeme ju aj SA anizotropia. V SA pripade ma
na dynamiku virov dominantny vplyv hustotnd stratifikacia, urc¢ena vertikdlnym smerom
gravitacie, resp. Archimedovej vztlakovej sily. Mozeme definovat dva typy stratifika¢nej
anizotropie podla toho, ¢i st koeficienty v horizontalnych smeroch vicsie alebo mengie
od koeficientu vo vertikdlnom smere. Ak s koeficienty v horizontélnych smeroch vicsie
ako vo vertikdlnom smere (V,, = Vgs > Vs, @ Uy = Uy > V), hovorime o stratifikac-
nej anizotropii oceanskeho typu, ktora je analogickd stavu najvrchnejsich vrstiev oceénu,
ktory je vdaka zohrievaniu zvrchu stratifikovany stabilne, ¢o méa za nasledok zhorSeny
turbulentny prenos vo vertikdlnom smere a oznac¢ujeme ju So. Parameter anizotropie je
v tomto pripade va¢si ako jedna (a > 1).

Ak plati opak, t.j. koeficient vo vertikdlnom smere je vacsi, ako v horizontalnych sme-
roch (Vpy = Vss < Vsy & Vg = Vyy < V), hovorime o stratifika¢nej anizotropii atmo-
sférického typu a oznacujeme ju Sa. Tentokrat ide o analdgiu s najspodnejSou vrstvou
atmosféry, v ktorej je vdaka rozvinutej konvekcii ulah¢eny turbulentny prenos vo ver-
tikdlnom smere. Parameter anizotropie ma hodnoty a < 1. V modeloch I, II a IV je
horizontalna izotropia vzdy zachovana, a preto uvazujeme len stratifika¢ni anizotropiu
((aj ked Sa alebo So formélne moze byt chapana ako BM; pozri nizsie).

5.2 Anizotropia podl'a Braginského a Meytlisa (BM)

Model III umoziuje okrem SA anizotropie zaviest aj anizotropiu, pri ktorej su diftzne
koeficienty rovnaké v smeroch y a z, ale vicsie od koeficientu v smere x. V tomto pri-
pade je horizontalna izotropia porusena (v, = v,, > v,,), a tuto anizotropiu nazyvame
anizotropiou Braginského a Meytlisa a oznac¢ujeme ju BM.

Tato BM anizotropia koresponduje zaverom studie |5] lokalnej turbulencie zemského
jadra, 7e roticia a azimutéilne magnetické pole zvysuju diftiziu v smeroch rotac¢nej osi
a magnetického pola, teda vo vertikilnom smere 2z a v azimutalnom smere @, ¢o vlastne
definuje anizotropiu difaznych koeficientov v nasledujicom tvare: v,, ~ vy, > Vsg a Kz, ~
Kyp > Kgs (v cylindrickych stradniciach). V zakladnom stave modelu III je magnetické
pole orientované v smere y a os rotacie v smere z a podla [5] je zvySena diftizia prave
v tychto smeroch. Podla tychto argumentov mozeme v modeli II formalne stotoznit Sa
anizotropiu s BM anizotropiou, lebo aj os rotacie aj magnetické pole st orientované vo
vertikdlnom smere z. Podobne aj v modeli IV mézeme formélne stotoznit So anizotropiu
s BM anizotropiou, lebo aj os rotacie aj magnetické pole lezia v horizontalnych smeroch
a horizontalna izotropia je zachovana.

"Pri zavedeni anizotropie sme vyuzili nasledujice zjednodusenia. Anizotropia je zadana len dvoma koeficientami, lebo
dva z troch koeficientov st vzdy rovnaké. Anizotropia viskozity aj tepelnej difuzivity je rovnaka, t.j. parameter anizotropie
a pre viskozitu aj pre tepelnu difuzivitu je rovnaky.
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6 Model I

6.1 Model s azimutalnym magnetickym polom

Model vychéadza z prace Sowarda [50|, v ktorej skamal stabilitu systému s azimutalnym
magnetickym polom a nasiel analytické rieSenie v tvare periodickych tepelne alebo mag-
neticky hnanych nestabilit. Tieto tepelne hnané nestability nazyvame nestability typu
MAC vin, pretoze vznikaji ako dosledok zékladnej rovnovahy troch dominantnych sil,
Lorentzovej (magnetickej), Archimedovej (vztlakovej) a Coriolisovej, a ku svojmu vzniku
potrebuji nestabilnu stratifikdciu (Rayleighove &islo je kladné). Magnetickymi nestabili-
tami ozna¢ujeme bud nestability typu MC vin, ktoré mozu vznikat v nestratifikovanom
prostredi (Rayleighove ¢islo je nulové), alebo magneticky hnané MAC vlny, ktoré existuja
v stabilne stratifikovanom prostredi (Rayleighove ¢islo je zaporné). Tepelné aj magnetické
nestability st osovo nesymetrické vlny Siriace sa v azimutalnom smere pozdlz silo¢iar mag-
netického pola zapadnym alebo vychodnym smerom. Tieto nestability mozu byt dolezitou
stucastou generac¢nych procesov a moézu byt dolezité pri chapani niektorych sekuldrnych
variacii. Magneticky hnané nestability Cerpaji energiu ku svojmu vzniku z magnetického
pola, ¢im ho oslabuji, a preto mézu sluzit ako regulator, ktory zabranuje extrémnemu
narastu magnetického pola a mozu byt dolezité pri inverzidch magnetického pola [20].

Povodny Sowardov model bol na nasom pracovisku vo viacerych krokoch modifikovany
s uvazenim niektorych dalsich zlozitosti lepSie modelujicich redlne podmienky. Problém
bol rieseny nielen s rovnomernou ale aj s nerovnomernou stratifikiciou [2], [42], bol Stu-
dovany 7 hladiska magnetohydrodynamiky strednych poli [6], [7], [44], uvazovali sa rozne
kombinécie mechanickych a elektrickych hrani¢nych podmienok a ich vplyv na vlastnosti
vznikajucich nestabilit [7], [8], [44], [43], [45]. Dalej boli uvazované viskozne sily, ktoré st
oproti trom zékladnym silam zanedbatelne malé, ale napriek tomu vyrazne ovplyviiuja
vysledné rieSenia [43], ¢o viedlo napr. k objavu novych modov typu MC vin, ktoré ku
svojej existencii potrebuju préave viskozitu [9]. V poslednych rokoch sa pri rieseni tohto
problému pouzili nové matematické (hlavne asymptotické postupy), ktoré potvrdili a vy-
svetlili mnohé vlastnosti nestabilit, ktoré boli zistené v predchidzajicich numerickych
postupoch [47]. V pripadoch jednoduchsich hrani¢nych podmienok bola aplikovanéa aj
slabo nelinearna analyza [36].

V modeli I (a neskor aj v modeli IT) pouzivame cylindrickia geometriu, v ktorej mame
horizontalne smery (azimutalny ¢ — smer a radidlny s — smer) a vertikilny z — smer.
Anizotropiu zavadzame do problému v takom zmysle (najjednoduchsia mozna forma), 7e
tepelna difuzivita ma v horizontalnych smeroch intt hodnotu (kss, kyy) ako vo vertikilnom
smere (k,,), pricom predpokladame, Ze v horizontalnych smeroch uvazujeme izotropnia
difuzivitu (tepelna difuzivita je vo ¢ — smere rovnaka ako v s — smere, kg = Kyyp) |10,
71, 72]. Uvazovanim anizotropnych difuzivit sa s koeficientom difuzie d'alej naraba ako
s diagonalnym tenzorom (19)

Kss O 0
V= 0 Ky O
0 0 Ky

a diftzny ¢len ma potom nasledujici tvar

Ve (k- V) = V- [122(0:0)2 + ks (0:0)8 + Rgps ™ (0,0)] -

Ak predpokladéme, Ze k45 = Ky, tak po vykonani prislusnych derivacii dostaneme diftiizny
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¢len do tvaru B B B
K22020 + Kges 1 04(50,0) + 5853_283%019.

Dalej vyberieme pred zatvorku koeficient «,,, v zatvorke sa nam tak objavi podiel koefi-
cientov Kgg / K., a vyraz napiSeme v tvare

HSS

Fon |00 +

e (s70,(50.0) + 57202,0) |

’K"/ZZ

Tento podiel kgss/k,, oznacime symbolom «y a budeme ho dalej nazyvat koeficientom
anizotropie, lebo udava mieru anizotropie, t.j. odchylku od izotropného pripadu (ay = 1).
Konec¢ny tvar difizneho ¢lena po jednoduchych algebraickych upravach v anizotropnom
pripade vyzera nasledovne

e (1= a9) 02, + V2| 0. (21)

LCahko mozeme overit, Zze v izotropnom pripade (ay = 1) sa diftzny ¢len zmeni na znamy
tvar kV240. Uplne rovnaky postup pouzijeme na odvodenie viskézneho ¢lena pre anizot-
ropny pripad, pri¢om koeficient anizotropie je teraz podiel koeficientov viskozity vss/v..,
a oznacCujeme ho a,,. Viskézny ¢len mozeme potom napisat v tvare

vee [(1— ) 02 + 0, V2] . (22)

f)alej budeme predpokladat, ze obidva koeficienty anizotropie si rovnaké, t.j. o, = ay =
«, ale v rovniciach ich budeme rozlisovat, aby bolo zrejmé, ktory koeficient koresponduje
svojej difazii.

Pojem anizotropie diftznych koeficientov je v tejto praci kIi¢ovy. Preto opakujeme,
ze podla hodnoty, ktort nadobuda koeficient anizotropie «, rozliujeme dva pripady ani-
zotropie: v pripade, ked je difuzivita vo vertikdlnom smere vicsia ako v horizontalnom
smere (K., > Kss, @ < 1), hovorime o anizotropii atmosférického typu (alebo o Sa ani-
zotropii); naopak, ked je difuzivita vo vertikilnom smere mensia ako v horizontdlnom
smere (K, < Kgs, @ > 1), hovorime o anizotropii ocednskeho typu (alebo o So anizot-
ropii). Nazvy ocednska a atmosférickd anizotropia stvisia s analogickymi pripadmi ani-
zotropii, ktoré sa predpokladaji v povrchovych vrstvach oceanu, resp. v najspodnejsej
Casti atmosféry. Oceény (cez dei) st zahrievané zvrchu, a preto su stazené podmienky
pre konvekciu, pripadne turbulentné premieSavanie vo vertikdlnom smere. Avsak vdaka
dalgim efektom (napr. teceniami indukovanymi vetrami, slapovymi javmi, pridnovymi
teGeniami, ...) premieSavanie v horizontalnych smeroch je vyrazné. Molekularna visko-
zita vody je v ~ 107%m?2s~!. Hodnoty turbulentnych viskozit st silne zavislé na charak-
tere teceni v ocednoch, a preto ich hodnoty si uvadzané v Sirokych intervaloch. Mame
V.. € (1075,107Y) a v, € (10,10%) v jednotkéach m?s™!, ¢o jednozna¢ne naznacuje, Ze ani-
zotropny koeficient a > 1 pre povrchové vody oceanov; pozri napr. [14|. Najspodnejsia
¢ast atmosféry je zahrievana zo spodu, a preto na zéklade analogickych tvah ako pre oce-
any mame pre spodni atmosféru a < 1. TakZze mozeme rozliSovat ,,silna“, resp. ,,slabi“
anizotropiu, podla toho, ako velmi sa liSia koeficienty k.., a k. Pre silnu anizotropiu
plati @ > 1 alebo a@ < 1 a pre slabt anizotropiu plati « = O(1), ale « # 1.

6.2 Zakladné rovnice
V tomto modeli uvazujeme nasledujici zdkladny stav
S Z4d/2

ﬁOZOa EOZBME()AO: TOZY}_ATTu (23)
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Obr. 2: Model rotujtucej magnetokonvekcie s azimutalnym zakladnym magnetickym polom linearne ras-
tcim so vzdialenostou od osi rotécie v nekoneénej horizontélnej nestabilne stratifikovanej vrstve s verti-
kalnym teplotnym profilom Ty (Z).

4 8 —d/2

5

kde U, je rychlost, B, je azimutéalne magnetické pole, linedrne rastiice so vzdialenostou
§ od z-ovej osi rotéacie a Ty(2) je vertikalny teplotny profil.

Vdaka predpokladu nekone¢ne malych amplitud portich moézeme zakladné rovnice zli-
nearizovat a zbezrozmernit na takyto tvar, pricom uz uvazujeme anizotropny koeficient
viskozity a tepelnej difuzivity

[R,Oiu+]| z X u =
= —Vp+ A[(V x s@) x b+ (V x b) x 5¢] + Rz + E. [(1 — o) 02, + V| u, (24)

Ob =V x (u x s@) + V?b, (25)
(1/:)000 = 2w + (1 — op) 2, + 0y V| 0, (26)
Vou=0, V-b=0. (27)

V rovniciach sa objavuji bezrozmerné ¢isla (16), pricom anizotropia sposobila, ze Ekma-
nove aj Robertsove ¢islo maju dve varianty, vertikdlnu a horizontalnu. Mame teda dve Ek-
manove &isla B, = v,./20yd?, E, = v./28d* a dve Robertsove &isla ¢, = k../n, ¢, =
Kss/m. Vdaka vhodne zavedenym koeficientom anizotropie ay = Kgs/K,, & u = Vss/Vss
v rovniciach priamo vystupuju len vertikalne zlozky tychto bezrozmernych ¢isel. Ostatné
bezrozmerné ¢isla st Standartné uz opisané bezrozmerné ¢isla: R - modifikované Rayleigh-
ove Cislo, A - Elsasserove ¢islo a R, - Rossbyho ¢islo.

Rozdelenim portch rychlosti w a portich magnetického pola b na poloidalnu a toro-
idalnu cast

u=Fk?V x (Vxwz)+V xwi],
b=Fk2V x (V xbz)+V x jz, (28)

s neznamymi funkciami (w,w, b, 7), ktoré maju tvar
f(z,8,p,t) = Re[F(z)Jn(ks) exp(ime + At)], (29)

st poruchy u, b reprezentované funkciami W(z), £2(z), B(z), J(z). Pre skalarne teplotné
poruchy 9 a ich funkciu ©(z), ktora ich reprezentuje, takisto plati vztah (29). Teda sym-
boly f, F' znamenaju v (29) vSetky odpovedajuce dvojice ¥, ©; w, W; w, £2;b, Ba j, J.
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Pritom w, W a b, B reprezentuju poloidalne, zatial¢o w, {2 a j, J toroidalne zlozky vek-
torov w a b (rovnako je to aj v nasledujucich modeloch v tejto praci). J,,(k s) je Besselova
funkcia, celé ¢islo m a realne k st azimutalne a radidlne vinové ¢islo, A je komplexné frek-
vencia v zmysle A\ = io pri realnej frekvencii o.

Reprezentujice funkcie w, w, b, j a ¥ pre nestability, t.j. poruchu rychlosti w , poruchu
magnetického pola b a poruchu teploty ¥, sa riadia nasledujicim systémom linedrnych
obycajnych diferencidlnych rovnic

0 = DW — A(2DB —imJ) + [E.(D?* — a,k*) — R\ 12, (30)
E’RO = —DQ+ A2DJ +im(D* — k*)B] + (D* — k*)[E.(D?* — a,k*) — R,AW, (31)
AB = (D?—k*)B +imW, (32)
N o= (D?—KE)J +ims2, (33)
A
q—@ = W+ (D* - agk?)6, (34)
kde D = d/dz.

Kvoli matematickej zvladnutelnosti zavedenia anizotropie diftznych koeficientov sme
volili najjednoduchsie mozné hrani¢né podmienky na z = +1/2, t.j. mechanicky volné,
a tepelne i elektricky nekonecne vodivé

W=DW=DR=B=DJ=6=0. (35)

Eliminaciou funkcii 2, J, B a © z rovnic (30—34) a uvazovanim rieSenia W = W, cos(m;z),
kde m = (2I—1)m (I =1,2,3,...) je vertikdlne vlnové ¢islo, dostavame disperznia rovnicu,
resp. vztah pre Rayleighove ¢islo v tvare

K24 X m2(K24 X —2mid)? + K2[E.(K2 + N K2 + m2A)°

Rk2 2 — )
K2+ ¢\ E. (K2 4+ M\K2+m24A

(36)

kde ¢ = 1/q., K* = 7} + k* a K7 = mj + ak®. Pritom sme predpokladali, Ze Rossbyho
¢islo R, = 0. Dalej v podkapitole 6.5 Numerické vysledky u MAC modov st vypocty
prezentované len pre vertikalne vinové ¢islo m; = 7, pretoze MAC mody s prave najmensim
m su preferované, teda prave ony maji Sancu mat najmensie Rayleighove ¢islo. U MC
modov je v 6.5 takisto len m; = 7, a to hlavne kvoli struc¢nosti a jednoduchosti.

6.3 Minimalizacia; urcenie kritickych éisel R, k. a 0. u MAC médov

Pri linearnej stabilitnej analyze v problémoch rotujicej magnetokonvekcie sa pri zadanych
vstupnych parametroch hladaju také zékladné charakteristiky nestability (vinové ¢isla
a frekvencia), ktoré urc¢ia najlahsie sa vybuditelna poruchu.

K najlah8iemu vybudeniu nestability sa pristupuje dvoma réznymi sposobmi. Prvy -
znamy ako urcenie marginalnej nestability, resp. konvekcie, a ktory je vyuzivany v tejto
praci, sustreduje pozornost na Rayleighove ¢islo, a to na urcenie jeho minimalnej hodnoty
pri a priori danych vstupnych parametroch, vedice k jeho minimalizacii pri uvazeni jeho
zavislosti na vlnovych ¢islach a frekvencii vznikajicej nestability. Marginalna konvekcia je
pomenovana podla toho, ze amplitidy vznikajicich porich v ¢ase ani nerastd, ani nekle-
saju. Pri predpokladanom ¢asovom exponencidlnom vyvine, teda pri poruchich imernych
exp At sa pre A = \,. 4+ 10 pozaduje A\, = 0.

V druhom pristupe ur¢enia najlahsie vybudenej nestability sa doraz kladie na kom-
plexna frekvenciu A s tym, Ze ,rychlost rastu“ (growth rate) nestabilit \,, zavislé od
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vlnovych ¢isel, sa maximalizuje. Teda pri a priori danych vstupnych parametroch (tento-
raz aj Rayleighove ¢islo) je najlahsie vybudena ta nestabilita, ktorej amplitudy portch
v Case exponencidlne najvyraznejSie rasti. Rast je dolezity, a preto musi byt splnena
podmienka A, > 0.

f)alej uZ pozornost siustredme len na prvy spoésob urcenia ,najlahsie vybudenych mo-
dov nestability* - na marginalnu nestabilitu s A\, = 0. Znamena to aj, ze hfadame takua
poruchu, ktora vznikne pri najmenSom moznom Rayleighovom ¢isle. Toto Rayleighove
¢islo uz nazyvame kritickym Rayleighovym ¢islom R., jemu odpovedajice kritické ra-
didlne vinové ¢&islo k. a kriticka frekvenciu o.. Pri hladani kritickych ¢isel sa vychadza
z vyrazu (36) pre Rayleighove ¢islo, ktory ma tvar komplexného ¢isla. Teda sa da na-
pisat vo vSeobecnosti v tvare R = Re(R) + i Sm(R). Rayleighove ¢islo je bezrozmerné
¢islo vhodne poskladané zo zakladnych fyzikalnych veli¢in, a teda je to realne ¢islo. Preto
mozme polozit imaginarnu ¢ast vyrazu (36) rovna nule (3m(R) = 0), ¢o nam da dolezita
rovnicu pre vypocet frekvencie o v tvare polynému piateho stupna. Redlna ¢ast nam dé
predpis pre vypocet hodnoty Rayleighovho ¢isla. Teda postup na vypocet Rayleighovho
¢isla je taky, Ze pri zadanych vstupnych parametroch (Elsasserove ¢islo A, Ekmanove
¢isla E, a E,, Robertsove ¢isla ¢, a ¢, parameter anizotropie «, vertikalne vlnové ¢islo
m a azimutélne vinové &slo m)® si zvolime radidlne vinové ¢islo k, spocitame korene po-
lynomu Sm(R) = 0, z ktorych vyberieme fyzikalne vhodny koren (kladny alebo zaporny
realny korefi podla toho, ¢ vySetrujeme zédpadné alebo vychodné mody). Takto vypodi-
tanu frekvenciu spolu s k nej prislichajicim radidlnym vinovym ¢islom a ostatné vstupné
parametre dosadime do vyrazu Re(R) a spoéitame Rayleighove ¢&islo. Ulohou je najst
také radialne vlnové ¢islo a jemu odpovedajucu frekvenciu, ktoré pri vSetkych ostatnych
konstantnych vstupnych parametroch davaji najmensie Rayleighove ¢islo. Nasledujice
obrazky objasfiuju postup hladania kritického Rayleighovho ¢isla ako aj zakladné vlast-
nosti MAC modov [61].

V prezentacii numerickych vysledkov pomocou kriviek a grafov na obrazkoch a po-
dobréazkoch budeme pouzivat systematicky nasledujiice pomenovania. Obrazky buda mat
beZne pouZivany vyznam a znacené budu prirodzenym ¢islom (napr. obrazok 3, resp. obr.
3). Podobrazky na nich pomenujeme grafy a ich znacenie bude ¢islo odpovedajiice ob-
razku, ale s indexom - malym pismenom abecedy (napr. graf 3c alebo grafy 3ab). Krivky
na obrazkoch, resp. grafoch budu $pecifikované plnostou, bodkovanim, pripadne farbou
a Casto k nim bude pridana hodnota parametra alebo veli¢iny, na ktoré sa vztahuju.

Na grafe 3a vidime zavislost Rayleighovho ¢isla na radidlnom vinovom ¢isle, kde jed-
notlivé krivky stvisia s roznymi hodnotami Elsasserovho ¢isla A, pricom vSetky ostatné
vstupné parametre si konstantné. Dalsie dva grafy 3b a 3c opisuju zavislost kritického
Rayleighovho ¢isla R, a kritického radialneho vlnového ¢isla k. na Elsasserovom ¢isle pre
jeden konkrétny MAC moéd v izotropnom pripade. V§imnime si najprv krivku s 4 = 0,01
na grafe 3a. Rayleighove ¢islo ako funkcia radidlneho vlnového ¢isla £ ma dve lokalne
miniméa. Prvé minimum sa dosahuje pri hodnote radidlneho vlnového ¢isla priblizne k ~ 3
a Rayleighove ¢islo v fiom mé& hodnotu R ~ 40000. Druhé minimum je pri hodnote
k ~ 200 a Rayleighove ¢islo v tomto minime ma& hodnotu R ~ 1300. Druhé minimum
teda dava mensiu hodnotu Rayleighovho ¢isla R, a kedZe sa zaujimame o najmensie
mozné Rayleighove ¢islo, prave toto druhé minimum je hladané kritické Rayleighove ¢islo
R.. Z fyzikalneho hl'adiska to znamena, Ze s mozné dva nezavislé mody spojené s dvoma
lokdlnymi minimami, pri¢om je preferovany druhy mod, ktory nazyvame aj viskozny mod

8Takto postupujeme, ak mame dévod predpokladaf, Ze niektoré pevne dané zlozky vinového &isla, napr. ako v prave
rieSenom probléme m; = m a m = 1, garantuji minimalne Rayleighove Cislo, ktoré vnimame aj ako funkciu v8etkych zloziek
vlnového ¢isla. Moze byt aj iny doévod sutstredif zaujem len na vybrané zlozky vinovych &isel.
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Obr. 3: (a) Rayleighove ¢islo R v zavislosti na radiadlnom vlnovom &isle k pre rozne hodnoty Elsasserovho
Cisla A. Lokalne minimum déva hladané kritické Rayleighove ¢&islo R, (b) a kritické radialne vlnové ¢islo
ke (c).

(lebo v neviskoznom pripade neexistuje)®. Prvy nepreferovany mod nazyvame hydromag-
neticky MAC mod. Na grafoch 3b a 3¢ vidime, Ze pri hodnote Elsasserovho ¢isla 4 = 0,01
(teda pri relativne slabom magnetickom poli) je kritické Rayleighove ¢islo R, ~ 1300
a kritické radidlne vinové ¢islo k. ~ 200. Ak sa na grafe 3a pozrieme na krivku s 4 = 0,05,
vidime, ze ma opét dve minimé, pricom prvé minimum uz dava mensiu hodnotu Ray-
leighovho ¢isla R ako v pripade prvej krivky s A4 = 0,01. Druhé minimum sa zvySenim
hodnoty A nezmenilo a hlavne dava stale mensiu hodnotu Rayleighovho ¢isla ako prvé
minimum. Teda aj pri 4 = 0,05 je viskézny mod preferovany pred hydromagnetickym.
Z grafov 3b a 3c vidiet, ze aj pri hodnote A = 0,05 je kritické Rayleighove ¢islo R, ~ 1300
a kritické radialne vlnové ¢islo k. ~ 200. Viskoézny mod, ktory je na magnetickom poli
nezavisly, je stale preferovany. Podobné spravanie je az po hodnotu A ~ 0,3, pri ktorej
(ako vidno na krivke 0,3 na prvom grafe) sa prvé minimum vyrovna druhému. Obidve
minim4, ktoré sa dosahuju pri roznych hodnotach radiadlneho vinového ¢isla k, davaji rov-
nakd hodnotu Rayleighovho ¢isla R. Znamena to, Ze existuje istd hodnota Elsasserovho
¢isla A, pri ktorej su viskozny a hydromagneticky mod rovnako preferované. Na krivke
grafu 3b je tato rovnaka preferencia v mieste, kde sa meni charakter krivky z takmer
konstantnej na krivku podobnt parabole. Graf 3¢ ukazuje tito vlastnost nespojitostou

9Sakuraba [38] mal rozumny dévod pomenovat tento méd ako geostroficky mod; napriek tomu, Ze geostroficka rovnovaha
uvazuje len 2 sily, a to Coriolisovu a gradient tlaku. U tohoto geostrofického, resp. viskozneho modu este zakladnéa rovnovaha
nie je ur€ovana silami M, A a C, ktoré zabezpecuji dynamickd rovnovadhu u MAC médov. U MAC moédov, ¢i u ,,geostrofického
modu® sice zakladna rovnovahu urcuja sily M, A a C, ¢&i sily od Vp a C, ktoré svojou velkostou prevazuju nad ostatnymi
silami, ale tym, Ze ich sulet je blizky nule, sa dava Sanca prejavit sile aj ked zanedbatelnej velkosti (u nas viskozna sila),
ale najvyznamnej§im spésobom dorovnavajiacej takmer nulovy sac¢et M+A+C, resp. Vp+C.
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a skokom z hodnoty k ~ 200 na hodnotu k ~ 3. Dalsim zvySovanim Elsasserovho c¢isla
je uz prvé minimum (dosahované pri radidlnom vlnovom ¢isle k ~ 3) mensie ako druhé
minimum (k ~ 200), ¢o znamené, ze hydromagneticky mod je uz preferovany pred viskoz-
nym modom. Ak si vSimneme krivku A = 10, tak vidime, Zze minimum hydromagnetického
modu je uz vyraznejSie mensie ako minimum viskézneho médu. Pre vyssie hodnoty A uz
druhé minimum prestava existovat, ¢o vidime napr. na krivke A = 100, kde je uz len akysi
zékmit, ale uz tam nie je lokdlne minimum. Pre eSte vyssie hodnoty A (napr. 4 = 500)
uz existuje jediné lokdlne minimum suvisiace s hydromagnetickym médom a zvySovanim
hodnoty A sa toto minimum dosahuje pri vacSich hodnotéch radialneho vlnového ¢isla k
a Rayleighove ¢islo v tomto minime sa tieZ postupne zvicSuje. Na grafoch 3b a 3c je to
potom zrejmé z rasticej zavislosti ako R. na A, tak aj k. na A.

q,=1.1,9 =10,a=10,E, =3.e-7

-100 +
-200
-300
A =1000
90
-400 200 500
® MAC mod, magneticky hnany

T 1] T T T T T T T T T T T T T T T

15 20 25 30 35 40 45 50

Obr. 4: Uréenie R, a k. pre magneticky hnany MAC mod; Rayleighove ¢islo R v zavislosti na radial-
nom vlnovom ¢&isle k pre rozne hodnoty Elsasserovho &sla A. Lokalne maximum dava hladané kritické
Rayleighove ¢islo R, a kritické radidlne vlnové ¢islo k..

Pre tplnost este schematicky opiSeme postup hladania kritickych ¢isel magneticky
hnanych MAC moédov, ktoré vznikaji v stabilne stratifikovanom prostredi (Rayleighove
¢islo je zaporné). V takomto pripade v podstate uz neide o minimalizaciu Rayleighovho
¢isla R vzhIadom na radialne vlnové ¢islo k£ a frekvenciu o, ale o maximalizaciu, kedZe sa
zameriavame na MAC mody so zapornym Rayleighovym ¢islom [61]. V absolatnej hodnote
vSak opat hladame miniméalne Rayleighove ¢islo, preto sa postup v ni¢om neodliSuje od
postupu hladania R, k. a 0. v nestabilne stratifikovanom prostredi (kladné Rayleighove
¢isla). Na obrazku 4 mame krivky zavislosti R vs k pre rozne hodnoty Elsasserovho ¢isla A.
Vsetky krivky maji rovnaky tvar podobny obratenej parabole s lokdlnym maximom, ktoré
dava hTadani hodnotu kritického Rayleighovho ¢isla R, a radidlne vinové ¢islo, pri ktorom
sa toto maximum dosahuje, je hladané kritické radialne vlnové ¢islo k. s ktorym tiez savisi
kritick& frekvencia o.. Z polohy lokdlnych maxim vidime, Ze sa narastom Elsasserovho
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¢isla A postvaja smerom k nizsim hodnotam R, (v absolatnej hodnote) a dosahuju sa pri
vacssich radidlnych vinovych éislach k.

6.4 Nulova stratifikdcia R = 0; uréenie k¥ a ¢ u MC moédov

Ak sa zaoberame magneticky hnanymi modmi typu MC vin, tak zakladné charakteristiky
tychto modov, radidlne vinové ¢&islo k a frekvenciu o uz hladdme inym sposobom ako
minimalizaciou. Pre MC mody je charakteristické, Ze existuji v nestratifikovanom pro-
stredi, teda pri nulovom Rayleighovom ¢isle (R = 0) [47, 61]. Zatial ¢o pri minimalizécii
a hladani kritického Rayleighovho ¢isla bola tloha také, ze sme mali najst mod s takym
radidlnym vlnovym ¢islom a frekvenciou, ktory vznikne najlahsie (teda pri najmensom lo-
kdlnom minime z existujacich lokalnych minim R), v tomto pripade hladame mod s takym
radidlnym vlnovym ¢islom k& a frekvenciou o, ktory vznikne pri presne nulovom Rayle-
ighovom ¢isle. TakZe odpada uprednostiiovanie modov s najmensim |R| (vo v8eobecnosti
nenulovym R) a ak si pripomenieme, 7e u preferovanych MAC moédov malo vertikalne
vlnové ¢islo m; zo vSetkych moznych prirodzenych nasobkov 7 prave najmensiu hodnotu
m = m, tak teraz u MC modov v8etky hodnoty m; = m, 27, 37, ... st rovnocenné. Kvoli
jednoduchosti a hlavne pri déraze na $tidium vplyvu anizotropie diftznych koeficientov
nadalej budeme predpokladat, ze m; = 7, hoci ostatné m; s celo¢iselnymi nasobkami 7
prave u MC mo6dov majia vyrazné fyzikalne opodstatnenie [47].

Disperznt rovnicu (36) pri R = 0 a A = i0 méZeme vnimat ako systém dvoch rovnic
pre dve nezname o a k, pretoze z nulovej hodnoty komplexného ¢isla st rovné nule i jeho
redlna a imaginarna cast. Pri K? = k> + 77, K2 = ak®> + 7}, m = wl(l = 1,2,3,...)
a A= K?/7? mame

2mA
771 + plo A(1 + g 1,A2)°
Pritom 1, = K2/K? p = m*E_ A, g = (7}E.)/(m?A), kde m, = 7 je vertikdlne vlnoveé
¢islo.

Osobity vyznam, a to casto v prechodoch MAC moédov na MC mo6dy a opacne mé
pripad nulového radidlneho vlnového &isla k = 0, kedy K? = 72 a A = 1. Dalej 1, = 1,
a prave tento vztah dokazuje, ze pri k = 0 anizotropny koeficient « straca svoj vplyv na
(37), a teda na MC mody. Pritom z (37) vyplyva dolezity a jednoduchy vztah

AE, =1+ 7'E2 1%, (38)

(B.ol,)’A=1 a (37)

kde uvazujeme [ = 1 a pri F, < 1 mame AE, = 1 pre vSetky «, ¢o sa ¢asto vyuZiva v Casti
9.5.2 v numerickych vysledkoch. Izotropna verzia (37) s « =1 al, = 1 spolu s (38) boli
odvodené v [47].

Vzhladom na zadané vstupné parametre sa vyc¢lenili dva rozne pripady hladania MC
modov. Rozhodujtci je typ anizotropie (hodnota «) a hodnota Ekmanovho ¢isla E,, ktora
cez podmienku AE, = 1 dava hodnotu Elsasserovho ¢isla A = 1/E,, ktora ur¢i, ¢i existuju
dva MC mody (4 < 1/E.), alebo len jeden MC mod A > 1/E,. V obidvoch pripadoch
dochadza pri velkych hodnotach Elsasserovho ¢isla A a Ekmanovho ¢isla E. k poklesu
kritického Rayleighovho ¢isla R. MAC modu k nulovej hodnote. Rozdiel je v tom, ako
sa sprava krivka R = R(k), dolezita pri minimalizacii. Najprv sa pozrieme na pripad
A < 1/E,, ked existuju dva MC mody. Tento pripad moze nastat jedine v pripade So
anizotropie, teda pri o > 1.

Na obrazku 5, vyjadrujiucom zavislost R = R(k) v anizotropnom pripade o = 10, sa
jednotlivé krivky ligia roznou hodnotou Elsasserovho ¢isla A. V§imnime si najprv krivku
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Obr. 5: Prechod MAC médu na dva MC maédy pri rastiicom A v anizotropnom pripade oo = 10; Rayleigh-
ove &islo R v zévislosti na radidlnom vinovom ¢isle k pre rozne hodnoty Elsasserovho &sla A. Priese¢niky
kriviek s priamkou R = 0 davaju radidlne vlnové ¢isla MC médov.

oznacenu A = 223,5. Lokalne minimum je spojené s kritickym Rayleighovym ¢islom MAC
modu. Pre vicsie hodnoty A sa toto minimum posiva k eSte mensim hodnotam R, (vid
krivku A = 224). Existuje hodnota A,, pri ktorej sa lokdlne minimum dotkne priamky
R = 0 (na grafe to nie je nakreslené). Takému médu hovorime MC méd, lebo Archimedova
(vztlakova) sila je nulova, a teda systém je bez stratifikicie. Dalsim zvySovanim A sa
lokélne minimum postva do zapornych hodnét R a krivka R = R(k) teda pretne priamku
R = 0 v dvoch bodoch. Znamenéa to, ze pri urcitej hodnote A existuji dva rézne MC
mody s roznymi radidlnymi vinovymi ¢islami £ a frekvenciami o. Plati pritom, ze MC mo6d
s mensim radidlnym vlnovym ¢islom mé vyssSiu frekvenciu a naopak. MC mod s vyssou
frekvenciou pomenujeme rychly, a ten druhy pomaly MC mod. Postupnym zvySovanim
Elsasserovho ¢isla A sa krivka R = R(k) postva k stéle mensim hodnotam a priesecniky
tejto krivky v nulovej hodnote sa od seba stéle viac vzdialuju (vid napr. krivku 4 = 225,5).
To znamend, 7e zvySovanim magnetického pola (zvySovanim A) sa dva vznikajice MC
mody od seba stale viac odlisuju v radialnych vinovych ¢islach a aj vo frekvenciach.

Teraz sa mozme pozriet na druhy pripad 4 > 1/E,, kde existuje vzdy len jeden MC
mod. 'V oizotropnom pripade a v pripade Sa anizotropie moéze nastat len tento pripad.
To znamena, ze pre a < 1 moze existovat len jeden MC mod, pre ktory je nutnou pod-
mienkou existencie prave A > 1/FE,, bez ohladu na hodnotu parametra anizotropie «.
Znovu su dolezité krivky zavislosti R = R(k), ktoré su nakreslené na obrazku 6. Rozne
krivky opéat suvisia s réznou hodnotou Elsasserovho ¢isla A. Ak sa pozrieme na krivku
A = 900, vidime, 7e tiez obsahuje lokdlne minimum, ktoré nam dava kritické Rayleigh-
ove Cislo pre MAC moéd. Zviacsenim A na hodnotu 995 sa toto minimum dosahuje pri
mensej hodnote radialneho vlnového ¢isla £ a kritické Rayleighove ¢islo spojené s tymto
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MAC -> MC, E=1.e-3, q=1.001
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Obr. 6: Prechod MAC médu na MC méd pri rasticom A v izotropnom pripade o = 1; Rayleighove ¢islo
R v zavislosti na radidlnom vlnovom ¢isle k pre rézne hodnoty Elsasserovho ¢isla A. Priese¢niky kriviek
s priamkou R = 0 dava radidlne vlnové ¢isla MC maédu.

minimom je tiez mensie. Dalsim zvySovanim / sa minimum priblizuje k nulovej hodnote
a pre A > 1000 sa tvar krivky tplne meni'?. Krivka uz nem4 Ziadne lokalne minimum,
ale je uz rasticou, pricom rastie zo zapornych hodnot cez nulu az ku kladnym. Ked7e sa
zaoberame vlastnostami MC modov, zaujimavy je pre nas priese¢nik krivky s priamkou
R = 0, teda hodnota radialneho vlnového ¢isla k a frekvencie o, pri ktorych dochadza
k tomuto priese¢niku. Dals$im postupnym zvySovanim Elsasserovho ¢isla A vznikaju MC
mody s vyssimi radidlnymi vlnovymi ¢islami k& a s nizsou frekvenciou o.

6.5 Numerické vysledky

V tomto modeli rotujiicej magnetokonvekcie v nekonec¢nej horizontalnej vrstve preniknute;j
azimutalnym zakladnym magnetickym polom, rasticim so vzdialenostou od osi rotacie
mé vznikajtca konvekcia tvar postupnej viny, siriacej sa pozdlz magnetického pola. Tato
periodicka nestabilita sa moze $irit bud zapadnym, alebo vychodnym smerom. Vrstva je
nestabilne stratifikovana (zohrievané zospodu a chladené zvrchu) a pri linearnej stabilitnej
analyze hTadame taku nestabilitu, ktord ku svojmu vzniku potrebuje miniméalnu stratifi-
kaciu. Jej odpovedajice Rayleighove ¢islo nazyvame kritickym Rayleighovym ¢islom R,
a nestabilita s prave takym ¢islom suvisi s konkrétnym radidlnym vinovym ¢islom a frek-
venciou, ktoré tiez nazyvame kritickymi a oznacujeme ich k. a o.. Nasledujtuce obrazky
obsahuju zavislosti tychto kritickych ¢isel na vstupnych parametroch, a to na Elsassero-
vom ¢isle A, Ekmanovych ¢islach E, a Fy a parametri anizotropie « = ¢5/q, = E/FE..

10Kedze obrazok 6 je pri hodnote Elsasseroveho &isla E. = 1073, tak prave A > 1000 je tou délezitou podmienkou
A > 1/E, existencie MC modov.
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Zaujimavym pripadom vznikajicich nestabilit si magnetické nestability typu MC mo-
dov, ktoré ku svojmu vzniku nepotrebuju stratifikiciu (R = 0), ale len dostato¢ne silné
magnetické pole, lebo energiu ku svojmu vzniku beru prave z magnetického pola. Tieto
nestability sa nazyvaju aj magneticky hnané nestability, na rozdiel od doteraz uvazova-
nych MAC moédov, ktoré st tepelne hnané (neskor sa budeme venovat MAC modom, ktoré
st magneticky hnané). Pri opise tychto MC mo6dov nad alej sledujeme zavislost ¢isel k a o
na vstupnych parametroch; pritom £ a o nie st kritické a zavislost nulového Rayleighovho
¢isla R na vstupnych parametroch vSak zrejme straca zmysel (R = 0 pri nulovom teplot-
nom gradiente). V tomto modeli sa hlavne zameriavame na vplyv anizotropie diftznych
koeficientov, ktoru sme zaviedli do systému tak, ze uvazujeme tepelni difuzivitu a visko-
zitu ind vo vertikdlnom smere, ako v horizontalnych smeroch (k.. # ks = Kyy), kde je
uvazovana izotropia. Rozlisujeme dva typy anizotropie, a to Sa anizotropiu, pri ktorej je
difuzivita vo vertikdlnom z-smere vacsia ako v horizontalnych smeroch, teda x,, > ks,
v druhom type So anizotropie je to naopak, k., < ks. Parameter anizotropie « je za-
definovany ako pomer koeficientu v horizontdlnom smere ku koeficientu vo vertikdlnom
smere. Predpokladame, 7e rovnaky pomer plati pre tepelnu difuzivitu aj pre viskozitu,
a teda ze plati o = Kg5/K., = Vss/V,,. Potom pre Sa anizotropiu plati « < 1 a pre So
anizotropiu plati o > 1.

Pripominame, Ze u vSetkych nasledujicich obrazkoch pomentivame ich podobrazky
jednoducho grafy, ktoré takmer vzdy obsahuju viac kriviek. Cislovanie a znacenie grafov
je ur¢ované obrazkom, ktorého st stucastou, napr. grafy 7ad alebo 7def.

6.5.1 Nestabilna stratifikacia; MAC mody

Obréazok 7 obsahuje 3 dvojice grafov, opisujicich zavislosti kritického Rayleighovho ¢isla
R, na Elsasserovom ¢&isle A (7ad), kritického radidlneho vinového ¢isla k. na A (7be)
a kritickej frekvencie o, na A (7cf). Na prvy pohlad vidiet, rozne krivky pri roznych pa-
rametroch anizotropie a predstavuji dva odlisné mody, z ktorych MAC mod je az pri
vacsich A. KedZe je parameter anizotropie zadany az dvoma koeficientami, napr. ¢, a ¢,
existuje teoreticky nekonec¢né mnoztvo vyberov dvoch koeficientov pre jednu konkrétnu
hodnotu parametra «. Na grafoch 7abc je jedno Robertsove ¢islo, konkrétne g5 fixované
na hodnote g; = 1,001 a rozna anizotropia je dana roéznou hodnotou druhého Robertsovho
¢isla q., daného vzfahom!! ¢, = ¢,/a. Druh4 trojica grafov 7def m4 fixovanii hodnotu Ro-
bertsovho ¢isla ¢, = 1,001 a anizotropia je dana réznymi hodnotami ¢,. U oboch médov
bola uvazovana silna aj slaba So anizotropia aj Sa anizotropia (o > 1 a a < 1 pre silné;
a ~ 1 pre slabé anizotropie). Jednotlivé mody st na v8etkych grafoch rozoznatelné tiplne
odlisne sa spravajucimi ¢astami. Prvej casti odpoveda viskozny mod, ktory existuje pri
malych hodnotach Elsasserovho ¢isla A. Kritické Rayleighove ¢islo tohto modu je kvazi-
kon$tantné vzhladom na Elsasserove ¢islo A a vyrazne zavisi od anizotropie, pricom plati,
7e ¢im vacsia So anizotropia, tym vac¢Sie R, a naopak, ¢im vid§ia Sa anizotropia, tym
mensie R.. Narastom hodnoty A dochadza k prechodu na druhy mod, ktorého kritické
Rayleighove ¢islo je uz funkciou A, a ktory nazyvame hydromagnetickym médom a je
uZ nasim MAC modom. Zavislost R. na A méa v tomto pripade tvar podobny parabole
s lokalnym minimom. Hodnoty Elsasserovho ¢isla A, pri ktorych dochadza ku prechodu
viskozneho modu na hydromagneticky a pri ktorych sa dosahuje lokalne minimum, zavisia
na anizotropii, pricom tato zavislost je vyraznejsia pri Sa anizotropii, ako pri So anizot-

1 T4to koncepcia pre rozne pripady anizotropie bola pouzita len v tomto modeli I. V d'alsich §tudovanych modeloch II,
IIT a IV uZ bola anizotropia zadané koeficientom anizotropie « a kon§tantnou hodnotou vertikalneho Robertsovho &isla ¢,
lebo prave vertikalna zlozka koeficientu tepelnej difuzivity vstupuje do definicie modifikovaného Rayleighoveho &isla R.
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Obr. 7: Prechody modov rastom A - viskézneho na MAC a MAC na iny MAC mod; zavislost kritického
Rayleighovho ¢isla R, (a, d), kritického radialneho vlnového ¢isla k. (b, €) a kritickej frekvencie o (c, f)
v zavislosti na Elsasserovom ¢isle A pre rozne pripady anizotropie.
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ropii. Sa anizotropia posuva /A prechodu a A minima smerom k vys$im hodnotam. Pri
vy&Sich hodnotéach Elsasserovho ¢isla A (4 = O(1000)) a jedine pri So anizotropii (a > 1)
dochédza ku prechodu na dalsi MAC mod, ktorého kritické Rayleighove ¢islo klesa s né-
rastom A. Druhy graf 7b ukazuje velmi zlozitu zavislost kritického radidlneho vinového
¢isla k. na Elsasserovom ¢isle A pri réoznych anizotropiach. Na prvy pohlad vidno znaény
rozdiel medzi viskdznymi moédmi s takmer konstantnou hodnotou k. a hydromagnetickym
modom, kde uz k. vyrazne zavisi na A. Prechod medzi viskoznym a hydromagnetickym
moédom je tu spojeny so skokom kritického vinového ¢isla na hodnoty o niekolko radov
mensie. Pre viskézne mody plati, ze Sa anizotropia zvySuje hodnotu kritického radial-
neho vinového ¢isla a So anizotropia ju znizuje. O hydromagnetickych modoch sa to neda
povedat, lebo pri vyssich hodnotach A sa objavuju zlozitosti spojené s prechodmi na iné
mody, ¢o mozno vidiet ako nespojitosti a skoky. V pripade So anizotropie ide uz o opisané
skoky na d’alsi mod pri velkych hodnotach A. Ku prechodu na iny mod v8ak dochadza aj
pri silnej Sa anizotropii (o« = 0,001), kde sa hodnota k. skokom zmeni na nizsiu hodnotu.
Podobné spravanie nazna¢uje uz pripad slabsej Sa anizotropie (o = 0,01), tu ale nedoché-
dza k nespojitému skoku, ale k spojitému prechodu na d'alsi méd. Kazdopadne pre velké
hodnoty Elsasserovho ¢isla A uz anizotropia nemé vyraznejsi vplyv na kritické radidlne
vinové ¢&islo k.. Treti graf 7c ukazuje velmi slaby vplyv anizotropie na kriticku frekvenciu
0., kde sa rozdiely prejavia akurat pri prechodoch z viskézneho na hydromagneticky mod
a pri prechode z jedného hydromagnetického modu na iny v pripade So anizotropie. Obi-
dva typy prechodov su spojené so skokom kritickej frekvencie na iné (mensie v pripade So
anizotropie a vi¢sie v pripade Sa anizotropie) hodnoty. Ako vidime, na skoro celom uvazo-
vanom intervale A je kriticka frekvencia rasticou funkciou A a pre viskozny mod nezavisi
od anizotropie. Dalsia trojica grafov opisuje médy pri ,,rovnakych® vstupnych paramet-
roch, akurat Robertsove ¢isla ¢ a ¢, si vymenili ilohu, teda na grafoch 7def je ¢, = 1,001
a rdzna anizotropia je dana roéznymi hodnotami druhého Robertsovho ¢isla ¢,, pricom sa
vyberu tak, aby boli preskiimané rovnaké typy anizotropie ako u predchadzajucej trojice.
Aj na tychto trojiciach si mody rozdelené na viskozny a hydromagneticky. Kvalitativne st
tie prechody rovnaké, ako na predchadzajucej trojici. Hned si vSimneme, Ze v pripade So
anizotropie nedochadza k prechodom na novy mod pri velkych hodnotach Elsasserovho
¢isla A. Objavil sa v8ak prechod na novy maod pri relativne vysokej hodnote A a pri slabej
Sa anizotropii (o = 0,1). Na grafe 7d sa tento prechod prejavi v zmene néarastu krivky,
ktora za¢ne byt menej strma. Graf 7e ukazuje, Ze prechod je spojeny so skokom kritického
radidlneho vinového ¢isla k. na mensiu hodnotu, pri¢om sa aj monotéonnost meni z rasti-
cej na klesajucu. Z grafu 7f vidno, Ze na rozdiel od pripadu na grafe 7c teraz je uz kriticka
frekvencia o, znac¢ne zavisla od uvazovanej anizotropie. Frekvencia viskozneho modu sa
narastom So anizotropie zvicSuje (oproti izotropnému pripadu o = 1) a néarastom So
anizotropie zmensuje. Podobne je to aj v pripade hydromagnetického modu, kde to ale
nie je az také vyrazné. Prechod medzi viskoznym a hydromagnetickym modom sa kvali-
tativne 1i8i pre pripad a > 1 (teda So anizotropia) a a < 1 (Sa anizotropia). V pripade
So-anizotropie je prechod spojeny so skokom frekvencie na mensie hodnoty a v pripade
Sa-anizotropie na vacsie hodnoty. V oboch pripadoch sa rozdiel medzi frekvenciami vis-
kézneho a hydromagnetického médu zvacsuje s narastom anizotropie. Najmensi je teda
v izotropnom pripade.

6.5.2 Nulova stratifikacia; MC médy

Dalsi obrazok 8 obsahuje trojicu grafov zavislosti R. vs A, k. vs A a 0. vs A pri roz-
nych anizotropiach, ktoré si zadané roznymi kombinaciami Robertsovych ¢isel ¢, a gs.
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Obr. 8: Prechody modov rastom A - viskézneho na MAC a MAC na MC mod; zavislost kritického Ray-
leighovho &sla R, (a), kritického radidlneho vlnového &isla k. (b) a kritickej frekvencie o, (c) v zavislosti
na Elsasserovom ¢isle A pre rozne pripady anizotropie.

Ekmanove ¢islo F, sa tentokrat zvolilo velké (E, = 107?). Na predchadzajicom obrazku
malo hodnotu E, = 3 - 10~7. Netreba zabudat, 7e ak uvazujeme anizotropiu diftiznych
koeficientov, tak potom mame dve Ekmanove ¢isla E, a E;, medzi ktorymi plati rovnaky
vztah ako medzi ostatnymi veli¢inami, ktoré suvisia s difiznymi koeficientami, a teda
s anizotropiou, teda plati « = E,/E,. Takt velka hodnotu Ekmanovho ¢isla sme zvolili
preto, lebo uz v izotropnom pripade sa ukazalo, ze pri AE ~ 1 kritické Rayleighove ¢islo
R. dosahuje nulovta hodnotu, ¢o znamend, ze existuje nova trieda nestabilit, ktoré nazy-
vame MC moédy. Tieto mody nepotrebuji ku svojmu vzniku stratifikdciu a energiu ¢erpaju
z magnetického pola [61]. Je preto ziaduce presetrit, ako tieto mody ovplyvni anizotropia
difiznych koeficientov. Tieto grafy sa venuju vlastnostiam MAC moédov az po prechod na
MC mody. Na prvom grafe 8a si mézme vSimnut, 7e krivky s > 1 pri urcitych dost vel-
kych hodnotach A prudko zmenia monoténnost a z rasticej zavislosti prejdu na klesajicu,
pricom déjde k prechodu na zaporné hodnoty R, (kvoli prehladnosti grafu uz nie je tato
¢ast krivky vykreslend). V pripade o < 1 je prechod na zaporné kritické Rayleighove ¢islo
nespojity jav, kde podmienka prechodu je AE, = 1, a ktora je nezavisla od parametru
anizotropie. Ako uz bolo opisané na obrézku 6, pre a < 1 je prechod MAC médu na MC
mod spojeny so zmenou spravania sa zavislosti R = R(k), ktora sa pre A > 1/E, meni
z krivky s lokdlnym minimom na rasticu krivku, ktora s narastom k rastie zo zapornych
na kladné hodnoty (a nepredchadza mu pokles kritického Rayleighovho ¢isla MAC modu
k nulovym hodnotém, ako je to v pripade o > 1, lebo teraz uz lokdlne minimum a s nim
spojeny MAC mod neexistuje). KedZe obrazok 8 ma maximalne zobrazené A = 1000, ¢o
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je pri £, = 1072 a podmienke A > 1/E, tieZ hrani¢né A pre MAC mody, tak prechod na
MC mody pre a < 1 nie je zobrazeny. Predmetom nésho zaujmu je Specificky pripad, ked
R = 0. Vtedy hovorime o magneticky hnanych MC modoch. Z grafu tiez vidno, Ze ¢im
je So anizotropia vicsia (¢im je viacSia hodnota «), tym mensia je hodnota Elsasserovho
¢isla A, pri ktorom dojde k prechodu MAC modov na MC mody. Druhy graf 8b ukazuje,
ze prechodu MAC na MC tak isto predchddza zmena monoténnosti kritického radidlneho
vlnového cisla k. z rasticej zavislosti na klesajucu zavislost na A. Nedosahuje sa vSak
nulova hodnota, ako je to u R., ale MC mod jednoducho za¢ne existovat pri takom radial-
nom vInovom ¢isle, pri akom skon¢i MAC mod. Podobne sa spréava aj kritickd frekvencia
o.; nedochadza tu vsak k poklesu na mensie hodnoty, ale jednoducho MAC mod prejde
na MC mod pri rovnakej frekvencii.

Nasledujiici obrazok 9 sa uz venuje vlastnostiam MC modov (nesie vSak informéaciu aj
o prechodovom MAC mode; pozri dalej) a obsahuje Sest grafov zavislosti k a o na E,,
treba zdoraznit nekritickych ¢isel k£ a o (nie k. a o.). Pre¢o nekritickych je vysvetlené
nizsie. Grafy 9abc vyjadruji zéavislost radidlneho vinového ¢isla & na Ekmanovom ¢isle F,
a jednotlivé krivky suvisia s roznou hodnotou Elsasserovho ¢isla A. DalSia trojica grafov
9def vyjadruje zavislost frekvencie 0 na Ekmanovom ¢isle E,. Tri dvojice grafov (napr.
9ad) méame preto, lebo uvazujeme tri pripady So anizotropie, e = 10;100 a 1000. Rozne
krivky teraz suvisia s roznymi hodnotami Elasasserovho ¢isla A. Kazda krivka ma dve
vetvy, teda krivka opisuje vlastnosti dvoch MC moédov - rychleho a pomalého. Rychly
mod je znazorneny plnou ¢iarou a pomaly prerusovanou c¢iarou. Rychly mod je pri rasti-
cej hodnote Ekmanovho ¢isla E, charakterizovany poklesom radidlneho vlnového ¢isla k
a narastom frekvencie o. Pre pomaly mod je to naopak. Rovnaké spravanie tychto moédov
je u vSetkych uvazovanych typov anizotropie. Ako si mozno v§imnit na grafoch s vyssou
anizotropiou (o = 100;1000), rastuce radidlne vlnové ¢isla (pomaly mod s prerusovanou
krivkou) dosiahnu lokdlne maximum a s narastom E, za¢na klesat. ZvySovanie anizot-
ropie podporuje takéto spravanie. Frekvencie MC modov sa v zavislosti na Ekmanovom
¢isle E, spravaju odlisne, kde frekvencia pomalého modu je stale klesajuca, zatial ¢o
frekvencia rychleho moédu postupne konverguje ku konstantnej hodnote. Na grafoch 9ad
mozeme vidiet zanik rychleho MC modu (plna krivka). Tento zanik nastane pre vicsie
hodnoty Elsasserovho ¢isla A a pri va¢sich hodnotach Ekmanovho ¢isla F,. Radialne vl-
nové ¢islo pri urcitej hodnote E, klesne az k nulovej hodnote a takéto mody pre vicsie
E, uz neexistuju. Ekmanove ¢isla, pri ktorych dochadza k zaniku rychleho MC modu,
zavisia od anizotropie a od Elsasserovho ¢isla A. Pravdepodobne rovnakym sposobom by
zanikli vSetky rychle MC mody, ale pri hodnotach vstupnych parametrov, ktoré si uz
mimo uvazovaného rozsahu. Omnoho zaujimavejsie st vSak podmienky, pri ktorych MC
mody vznikaja. MC mody vznikaja pri podmienkach, ked kritické Rayleighove ¢islo R,
dosiahne nulovi hodnotu a dalSou zmenou jedného zo vstupnych parametrov klesa do
zapornych hodnot. V takom pripade existuju dve dvojice parametrov k£ a o, pri ktorych
je Rayleighove ¢islo rovné presne nule, tieto ¢isla uz nenazyvame kritickymi ¢islami, lebo
nesuvisia s lokadlnym minimom R, Rayleighoveho ¢isla R, pre ktoré teraz plati R = 0
(R nie je R.). Prechod MAC mo6du na MC mod vidime na grafoch ako spojenie plnych
a preruSovanych kriviek (vrchol | kvazi-paraboly®). Pre dana konkrétnu anizotropiu (napr.
grafy 9ad pre pripad a = 10) existuje pre kazda uvazovani hodnotu Elsasserovho ¢isla A
(kazdtu dvojicu plnej a prerusovanej krivky) jednozna¢né Ekmanove ¢islo E,, pri ktorom
zacnu existovat MC mody. Samozrejme plati, Ze pre kazdé Ekmanove ¢islo E, existuje El-
sasserove Cislo /A, pri ktorom za¢ni existovat MC moédy. Takéto dvojice budeme oznacovat
E., a A, a nazyvat ich nastupnymi hodnotami. Z grafov vidiet, Ze ¢im vacsie Elsasserove
¢islo A,, tym mens$ia hodnota F,,.
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Obr. 9: Rychle a pomalé MC moédy; zavislost radidlneho vlnového &isla k (abc) a frekvencie o (def) na

Ekmanovom ¢&isle F, pre rozne pripady hodnoty Elsasserovho ¢isla A a pre rozne pripady anizotropie:
a =10 (ad); o = 100 (be); o = 1000 (cf). 34
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Obr. 10: Nastup MC moédov; zéavislost nastupového Ekmanovho &isla E., na nastupovom Elsasserovom
¢isle A, pre tri pripady anizotropie, a = 10;100; 1000.

Z nastupnych hodnét E., a A, a ich vzadjomnej zavislosti je zostaveny nasledujuci
obréazok (obr. 10). Vyjadruje zavislost E,, vs A, pre tri rozne anizotropie So typu. Kazda
z troch kriviek na tomto grafe tvori hranicu existencie MC modov, kde MC mody existuju
pre parametre E, a A nad krivkou a neexistuju pod krivkou. Pri uvazovanom rozsahu
nastupného Elsasserovho ¢isla 4, € (100,1000) sa zvySovanim anizotropie (zvySovanim
parametra «) posuvajua nastupové Ekmanove ¢isla F., k mensim a teda geofyzikalnejsim
hodnotam.

Posledny obrazok 11, venovany MC mo6dom, obsahuje dva grafy 11ac zavislosti k vs A
a dva grafy 11bd o vs A. Na hornych dvoch grafoch 11ab st znézornené vlastnosti MC
modov pri konstantnom Robertsovom cisle ¢ = 1,001 a rozne krivky sivisia s réznou
anizotropiou So typu (a > 1) danou roznymi hodnotami druhého Robertsovho ¢isla ¢..
Robertsove c¢isla na dolnej dvojici grafov maji vymenenu tlohu. To znamena, ze kon-
Stantné je Robertsove ¢islo ¢, = 1,001 a rozna anizotropia (tentokrat uz Sa typu) je dana
roznou hodnotou Robertsovho ¢isla gs. Na grafe 11a vidime opéf dvojice kriviek (plné
a preruSované) dvoch MC modov. Pri uvazovanej konstantnej hodnote Ekmanovho ¢isla
E. = 1073 mo6Zeme vidiet, Ze narastom anizotropie sa nastupova hodnota Elsasserovho
¢isla A postva k men$im hodnotdm. Zaujimavo sa spravaju MC mody s klesajucim ra-
didlnym vlnovym ¢islom & (plné krivky), ktoré zanikaja pri hodnote Elsasserovho ¢isla
A = 1000. Izotropny pripad (o = 1), pre ktory plati (da sa to ukazat analyticky), ze
zafne existovat pre vstupné parametre splhajice podmienku AE ~ 1, tato vetvu MC
mo6du nemd. Druha vetva MC modu s rasticim radidlnym vinovym ¢islom (prerusované
krivky) existuje aj pri hodnotach A > 1000, pricom radidlne vlnové ¢islo je uz malo cit-
livé ako na /A, tak aj na anizotropii. Graf 11b, opisujuci zavislost o vs A, ukazuje zanik
jednej vetvy MC modov pri A = 1000 a pri konkrétnej hodnote frekvencie o, ktora je pre
vSetky uvazované pripady anizotropie rovnaki. Pomalé MC mody druhej vetvy s klesaju-
cou frekvenciou existuju aj pre A > 1000 a frekvencia klesa s narastom anizotropie dost
vyrazne. Na dalsich dvoch grafoch 11cd su opisané vlastnosti MC modov pri hodnotach
Elsasserovho ¢isla A > 1000 a pri anizotropii Sa typu. Vidime, Ze existuje len vetva poma-
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Obr. 11: MC médy; zéavislost radidlneho vinového Eisla k (a, ¢) a frekvencie o (b, d) na Elsasserovom ¢isle
A pre rozne pripady anizotropie a rozne hodnoty Robertsovych ¢isel g5 = 1,001 (a, b); ¢, = 1,001 (c, d).

lych MC modov s rasticim radidlnym vinovym ¢&islom & (prerusované krivky). Nastupna
hodnota A, uz nie je zavisla na anizotropii a v8etky uvazované mody za¢ni existovat pri
A, = 1000, pri frekvencii ¢ = 1000 a hodnote radidlneho vinového ¢isla k& = 0. Radialne
vinové ¢isla si relativne malé a na anizotropii nie velmi citlivé. Frekvencie su na anizot-
ropii citlivejsie viac, dokonca sa prechodom od izotropného pripadu na anizotropny meni
zavislost na Elsasserovom ¢isle A z klesajucej na rastucu.

6.5.3 Stabilna stratifikacia; magneticky hnané MAC mody

Tesne pod plastom v najvrchnejsich castiach jadra sa nachadza vrstva hrabky asi 100
km elektricky vodivej kvapaliny, ktora s vysokou pravdepodobnostou je hustotne stabilne
stratifikovana. Existencia tejto podvrstvy mensej hustoty, ako je hustota ostatného jadra,
je indikovana ubytkom rychlosti seizmickych vln o 1%, avsak spolahlivost tychto informaé-
cii je nizka kvoli zlozitej Strukture najspodnejSej D” vrstvy zemského plasta. Z hladiska
struktiry Zeme a jej vyvinu je vSak vSeobecne prijimany fakt, Ze pri tuhnuti jadierka do
jeho zloZenia nevstupuje Tah8ia primes jadra. T4, ostavajic v kvapalnom jadre, vsplyva
nahor a ma tendenciu hromadit sa tesne pod plastom, ¢im vznikd spominana stabilne
stratifikovand podvrstva podla Braginského [4] ,stabilne stratifikovany ocean zemského
jadra® (SSOZJ) s ,,dnom“ na hranici jadra a plasta (CMB) a s ,prechodom do atmo-
sfery“ v hibke ~ 3000 km. Je zrejmé, ze v dosledku vysokej elektrickej vodivosti jadra sa
detailné informécie o Strukture magnetického pola tykaja len najpovrchovejsich oblasti
jadra. Preto rozumiet dynamike a procesom v SSOZJ je velmi dolezité. Pritom je tu zau-

36



jimava analoégia v bohatosti procesov v povrchovych oceanoch. Navyse procesy v SSOZJ
st vyrazne ovplyvnené magnetickym polom. Najméi v8ak v procesoch spojenych s MAC
modmi Studovanymi v prezentovanom modeli [61, 69].

Preto v Studovanom modeli ststredime pozornost na magneticky (nie tepelne) hnané
MAC mody, ktoré, ako ukdzeme, vznikaju v stabilne stratifikovanej vrstve, teda vo vrstve
so zapornym Rayleighovym ¢islom, resp. so zapornym teplotnym gradientom (vrstva je
chladené zdola a zohrievana zhora, teplota s vyskou narastd). Teda, ak sme doteraz studo-
vali tepelne hnané MAC mody a magneticky hnané MC mody, tak k nim pridame i mag-
neticky hnané MAC mody. Vznikajice nestability majia aj v pripade stabilnej stratifikacie
tvar postupnej vlny, Siriacej sa pozdlz azimutalneho magnetického pola, a to bud zapad-
nym smerom (o > 0), alebo vychodnym smerom (¢ < 0). Pri linearnej stabilitnej analyze
sa pri danych vstupnych parametroch hladaju také nestability, ktoré vznikaji najlahsie,
ktoré potrebuji najmensi teplotny rozdiel, a teda najmensie Rayleighove ¢islo (nazyvame
ho kritické Rayleighove ¢islo R.). V pripade stabilnej stratifikdcie si Rayleighove ¢isla
zaporné, a preto kritické Rayleighove ¢islo je najviiésie (ale minimalne v absolatnej hod-
note). Kritické Rayleighove ¢islo R, sa pri danych vstupnych parametroch (Elsasserove
¢islo A, Ekmanove ¢islo E,, parameter anizotropie o = vgs/V,, = Kgs/k,,) dosiahne pri
jemu odpovedajicej hodnote kritického radialneho vinového ¢isla (k.) a kritickej frekven-
cie (0.). Nasledujtuce obrazky obsahuju grafy, ktoré opisuju zavislost tychto kritickych
¢isel na Elsasserovom ¢isle /A, ktoré je mierou magnetického pola. Rozne krivky v ramci
jedného grafu sivisia s roznymi anizotropiami, pricom je anizotropia urcena paramet-
rom anizotropie, definovanym pomerom dvoch Robertsovych ¢isel v dvoch zakladnych
smeroch (o = ¢5/q.). Pri danej trojici grafov (R, vs A, k. vs A a 0. vs A) je hodnota jed-
ného Robertsovho &isla vzdy fixovana (povedzme ¢4) a rozna anizotropia stuvisi s roznymi
hodnotami druhého Robertsovho ¢isla (v tomto pripade ¢.).

Nasledujuce obrazky budu rozdelené do dvoch hlavnych skupin, a to podla toho, ¢
bude uvazovana slaba alebo silnd anizotropia (t.j. ¢i je rozdiel medzi ¢, a ¢. maly alebo
velky). Dalej kazda z tychto skupin bude este rozdelend podla smeru $irenia nestabilit,
t.j. na zapadné (o. > 0) W - mody, alebo vychodné (0. < 0) E - mody.

Na prvom obrazku (obr. 12), obsahujicom tri grafy R. vs A, k. vs 4 a o, vs A,
st opisané vlastnosti magneticky hnanych MAC moddov, Siriacich sa zapadnym smerom
pri slabej anizotropii. V tomto pripade je fixovana hodnota Robertsovho ¢isla v z-ovom
smere ¢, = 1,1 a rozne krivky stvisia s roznymi hodnotami ¢s, a teda s roznou anizot-
ropiou (¢s = 0,1; 0,5; 1; 1,1; 5; 10). Vidime, ze zapadné mody s hodnotou ¢, = 1,1
existuju aj pri anizotropii oceanskeho typu (¢s > 1,1), aj pri anizotropii atmosférického
typu (¢s < 1,1). Krivka izotropného pripadu (¢s = ¢. = 1,1) je preruSované. Zo vset-
kych troch grafov hned vidno, ze anizotropia rozdeluje krivky do dvoch kvalit, ¢o sa tyka
nastupovej hodnoty Elsasserovho ¢isla A, pri ktorom zac¢inaji dané mody existovat. Ur-
¢ujuca je hodnota parametra anizotropie a@ = ¢5/q,. V pripade o < 1, teda v pripade
Sa anizotropie nezavisi nastupové A od anizotropie a vSetky krivky zacinaju prakticky
pri jednej konkrétnej hodnote A (konkrétne A = 285 pre tento pripad). Naopak, pri So
anizotropii je uz tato hodnota nastupového A zavisla od zvolenej anizotropie a plati, ze
¢im vicSia anizotropia (¢im vacSia hodnota «, resp. ¢5), tym mensia hodnota nastupo-
vého Elsasserovho ¢isla A. Z fyzikadlneho hladiska to znamené, Ze anizotropia oceanskeho
typu ulah¢uje vznik magneticky hnanych MAC médov pri mensom magnetickom poli. Na
prvom grafe 12a mozme vidiet, ze kritické Rayleighove ¢islo R, je citlivé na hodnotu gs,
a teda na anizotropny parameter o. Anizotropia So typu kritické Rayleighove ¢islo zvac-
Suje (v absolutnej hodnote zmensuje, dalej uz budeme uvazovat vzdy absolitnu hodnotu
R.), u Sa anizotropie je to presne naopak. To znamené, Ze vznikajice mody nepotrebuji
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Obr. 12: Kritické ¢isla R., k. a 0. v zavislosti na Elsasserovom ¢isle A pre magneticky hnané MAC
mody $iriace sa zépadnym smerom pri slabej anizotropii. Robertsove ¢islo ¢, = 1,1 a anizotropia je dan4
roznymi hodnotami druhého Robertsovho &isla (¢s = 0,1; 0,5; 1; 1,1; 5; 10).

ku svojmu vzniku v pripade So anizotropie taku silnu stratifikaciu, ako v pripade Sa
anizotropie. Plati pritom, Ze ¢im vic¢sia So anizotropia, tym mensSie kritické Rayleighove
¢islo a opac¢ne pre Sa anizotropiu. Kritické Rayleighove ¢islo s narastom Elsasserovho ¢isla
A pri So anizotropii postupne klesa a blizi sa ku kvéazikonStantnej hodnote. V pripade
Sa anizotropie sa dosahuje ur¢ité minimum a R. zaCne znova mierne rast. Z grafu 12b
mozeme vidiet, ze kritické radidlne vinové ¢isla k. vo vSetkych uvazovanych pripadoch ani-
zotropie su relativne malé (maximalne O(10)). S narastom Elsasserovho ¢isla A aj kritické
radidlne vinové ¢isla k. velmi mierne rastd, pri¢om najvyraznejsi narast je v pripade Sa
anizotropie pri hodnotach Elsasserovho ¢isla spojeného s nastupom tychto modov, kritické
radialne vlnové ¢isla na zaciatku prudko rasta z velmi malych hodnot na hodnoty O(1),
kde sa tento prudky narast zmierni. Anizotropia typu Sa zmensuje hodnotu kritického
radidlneho vinového ¢isla k.. Na grafe 12¢ vidime jednoznacne fakt, Zze So anizotropia zvy-
Suje a Sa anizotropia znizuje kriticka frekvenciu o.. Dalej mozeme vidiet, Ze ¢im vacsia
Sa anizotropia, tym mensia citlivost kritickej frekvencie na Elsasserovom ¢isle A.

Na druhom obrazku 13 st opisané zdkladné charakteristiky zapadnych MAC modov
pri fixovanej hodnote Robertsovho ¢isla ¢, = 1,1, pricom rdzna anizotropia sivisi s réznou
hodnotou druhého Robertsovho ¢isla ¢.. Teda krivky s ¢, > 1,1 predstavuji Sa anizotropiu
a krivky s ¢, < 1,1 So anizotropiu. Izotropny pripad je znazorneny prerusovanou krivkou.
Zo vsetkych troch grafov vidno, 7e hodnota Elsasserovho ¢isla A, pri ktorej zac¢inaju
jednotlivé krivky existovat, zavisia od hodnoty ¢., a to tak, ze ¢im je ¢, vacsie, tym mensie
je nastupné A. V tomto pripade to znamena, ze vyraznejsia Sa anizotropia umoziuje vznik
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Obr. 13: Kritické ¢isla R, k. a 0. v zavislosti na Elsasserovom ¢isle A pre magneticky hnané MAC
mody §iriace sa zédpadnym smerom pri slabej anizotropii. Robertsove ¢islo gs = 1,1 a anizotropia je dan4
roznymi hodnotami druhého Robertsovho &sla (¢, = 0,99; 1; 1,1; 2; 5; 10).

zapadnych MAC modov pri mensej hodnote Elsasserovho ¢isla A a naopak tieto mody
potrebuji ku svojmu vzniku v So anizotropii vysoké hodnoty A. Preto pri danom rozsahu
A existuji len mody pri slabej So anizotropii. Na grafe 13a vidiet, ze ¢im je hodnota
q. vacsia, tym je kritické Rayleighove ¢islo R, menSie a pri zvicSovani Elsasserovho c¢isla
A sa postupne straca zéavislost R. na A. Druhy graf 13b ukazuje, 7e kritické radialne
vlnové ¢isla k. tychto modov si relativne malé a anizotropia ich velmi neovplyviuje
(aj ked je zrejmé, ze Sa anizotropia kritické radidlne vlnové ¢islo k. oproti izotropnému
pripadu mierne zvi¢Suje a So anizotropia mierne zmensuje), pri¢om sa jej vplyv s narastom
A zmenguje (krivky konverguju ku konkrétnej hodnote). Z tretieho grafu 13c vidiet, ze
kriticka frekvencia o, dost vyrazne zavisi na hodnote ¢, a teda na anizotropii, pri¢om
plati, ze Sa anizotropia zvysuje kriticku frekvenciu a So anizotropia ju znizuje a frekvencia
u v8etkych tu uvazovanych pripadov anizotropie rastie s narastom Elsasserovho ¢isla A.
Nasledujuci obrazok 14 opisuje zavislosti R. vs A, k. vs A a 0. vs A vychodnych
MAC modov (0. < 0) pri fixovanej hodnote Robertsovho ¢isla ¢; = 1,1. Rozne krivky
sivisia s roznymi hodnotami Robertsovho ¢isla ¢, = 0,99; 0,9; 0,5; 0,1, a teda roznymi
anizotropiami oceanskeho typu. Nastupova hodnota Elsasserovho ¢isla je velmi citliva na
anizotropii, pricom v izotropnom pripade tento mod pri danom rozsahu A ani neexistuje.
Cim silnjesia So anizotropia, tym meng$ia hodnota nastupového A. Charakter kriviek na
grafe 14a je kvalitativne rovnaky, kritické Rayleighove ¢islo najprv s narastom A prudko
klesa z velkych hodnoét, dosahuje minimum a potom pozvolna rastie. Krivka s ¢, = 0,99
sa sprava tuplne rovnako, ale minimum sa dosahuje pri hodnotach A, ktoré st uz mimo
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Obr. 14: Kritické ¢isla R, k. a 0. v zavislosti na Elsasserovom ¢isle A pre magneticky hnané MAC mody,
Siriace sa vychodnym smerom pri slabej anizotropii. Robertsove ¢islo gs = 1,1 a So anizotropia je dan4
roznymi hodnotami druhého Robertsovho &sla (¢, = 0,99; 0,9; 0,5; 0,1).

uvazovaného intervalu. Z grafu 14b vidno, ze kritické radidlne vinové ¢isla s relativne
malé a va¢sia So anizotropia (mensie ¢.) dava mensie kritické radialne vlnové ¢islo k..
Zaujimava je zavislost kritickej frekvencie 0. na Elsasserovom ¢isle A. So zvic¢Sovanim
anizotropie sa charakter kriviek postupne meni, pri ¢, = 0,1 ma krivka pri urcitej hodnote
A lokélne minimum, ¢o sa pri velmi slabej anizotropii (¢. = 0,9; 0,99) nepozoruje. Pri
vacsich hodnotach A plati, ze narastom /A sa kriticka frekvencia zvac¢suje a plati tiez, ze
So anizotropia zvySuje hodnotu kritickej frekvencie.

Posledny obrazok 15 venovany MAC mo6dom pri slabej anizotropii obsahuje grafy za-
vislosti kritickych ¢isel na Elsasserovom ¢isle A. Opisované su vlastnosti vychodnych MAC
modov pri fixovanej hodnote Robertsovho ¢isla g, = 1,1 a rozne krivky stvisia s roznou
Sa anizotropiou (s roznymi hodnotami Robertsovho ¢isla ¢; = 0,8; 0,5; 0,2; 0,1). Opéat
plati, Ze ¢im vic8ia anizotropia, tym mensia hodnota nastupného Elsasserovho cisla A.
Izotropny pripad pri zvolenom rozsahu A neexistuje. Z prvého grafu 15a vidime, ze Sa
anizotropia zmensuje hodnotu kritického Rayleighovho ¢isla R, a klesa s narastom Elsas-
serovho ¢isla A. Druhy graf 15b ukazuje, ze anizotropia zvysuje kritické radialne vinové
¢isla k. a s narastom A pozvolne klesaji, pricom sa aj zmensuju rozdiely v hodnotach k.
pre rozne anizotropie. Graf 15¢ ukazuje vel'mi zaujimavé spravanie sa kritickych frekvencii
o.. Narastom Sa anizotropie (poklesom ¢s) sa postupne meni zavislost o, vs A z rasticeho
spravania na mierne klesajice, pri ktorom vplyv Elsasserovho ¢isla A je uz velmi slaby.
Z grafu 15¢ tiez vidiet, Ze silnejSia Sa anizotropia dava mensie hodnoty kritickej frekvencie
Oc.

40



a) E-modes, q,= 11, a=/q, E, =37 | b) E-modes,q,= 1.1, a=q/q, E, = 3.7

q,=0.8

0.1

1000 o

-Rc 0.2 \ k
0.1 c

E - modes, q,= 1.1, a= qslqz, EZ =3.e-7

Obr. 15: Kriticke &sla R.., k. a 0. v zavislosti na Elsasserovom ¢isle A pre magneticky hnané MAC médy
Siriace sa vychodnym smerom pri slabej anizotropii. Robertsove ¢islo ¢, = 1,1 a Sa anizotropia je dané
roznymi hodnotami druhého Robertsovho ¢isla (¢s = 0,8; 0,5; 0,2; 0,1).

Nasledujticim obrazkom (obr. 16) sa za¢ina druha skupina, opisujica vlastnosti magne-
ticky hnanych MAC modov pri uvazovani aj silnych anizotropii, kde rozdiel medzi dvoma
Robertsovymi ¢islami ¢ a g, uvazujeme aj viac ako dva rady (o > 100 alebo o < 0,01).
Grafy opisujuce zavislosti R, vs A, k. vs A a 0. vs A zapadnych MAC moédov ukazuja, ze
pri fixovanej hodnote Robertsovho ¢isla ¢, = 1,1 existuju tieto mody v oboch pripadoch
anizotropie (Sa anizotropia s ¢gs = 1; 0,1; 0,01 a So anizotropia s ¢, = 10, 100, 1000). Izot-
ropny pripad ¢; = ¢. = 1,1 je znazorneny prerusovane. Rovnako ako v pripade obrazku
15, vidno rozdiel v kvalite kriviek s ¢; < 1,1 a s ¢; > 1,1 (v podstate ide o ten isty obrazok,
ktory je obohateny o krivky stvisiace so silnou anizotropiou, preto sa dalej stustredime
na opis prave tychto kriviek). Na prvom grafe 16a mozeme vidiet, ze kritické Rayleighove
¢isla R, st v pripade So anizotropie mensie a v pripade Sa anizotropie vacSie v porov-
nani s izotropnym pripadom. Co je vSak zaujimavé, ze v oboch pripadoch so vzrastajticou
anizotropiou sa kritické Rayleighove ¢islo R, zvic8uje. V pripade Sa aizotropie vsak vi-
dime ur¢ité nasytenie, kde zvySovanim anizotropie (zmensovanim hodnoty ¢s) sa kvalita
kriviek uz vyrazne nemeni. Pri So anizotropii kritické Rayleighove ¢islo R, narastom El-
sasserovho ¢isla A mierne klesa, zatial ¢o pri Sa anizotropii dosahuje kritické Rayleighove
¢islo lokdlne minimum. Graf 16b ukazuje, ze kritické radialne vlnové ¢islo k. v obidvoch
pripadoch anizotropie s ich nédrastom klesaju a st rasticimi funkciami Elsasserovho ¢isla
A. Zavislost kritickej frekvencie o, na Elsasserovom ¢isle A opisana grafom 16¢ ukazuje
vyrazny vplyv anizotropie, pricom So anizotropia frekvenciu zvysSuje a Sa anizotropia ju
znizuje. S rastom Elsasserovho ¢isla A kriticka frekvencia pri vSetkych pripadoch anizot-
ropie rastie, ale pre pripad silnej Sa anizotropie uz vplyv Elsasserovho ¢isla nie je taky
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Obr. 16: Kriticke &isla R.., k. a 0. v zavislosti na Elsasserovom ¢isle A pre magneticky hnané MAC médy
Siriace sa zadpadnym smerom pri slabej a silnej anizotropii. Robertsove ¢islo ¢, = 1,1 a anizotropia je
dané roznymi hodnotami druhého Robertsovho &isla (¢, = 0,01; 0,1; 1; 1,1; 10; 100; 1000).

vyznamny (krivky s ¢s < 0,1 uz nie st také strmé).

Obréazok 17 opisuje vlastnosti zapadnych MAC moédov pri fixovanej hodnote Robert-
sovho ¢isla g; = 1,1 a pozornost je stustredena na silnt Sa anizotropiu (g, = 100; 1000).
Zo vsetkych troch grafov vidiet, ze ¢o sa tyka nastupovych hodnét Elsasserovho ¢isla A,
pri ktorych zacinaju vySetrované mody existovat, dochadza tu k istému nasyteniu, lebo
dalgim zvySovanim (aj extrémnym) anizotropie, sa tieto hodnoty Elsasserovho &isla A
uz velmi zmenSovat nebudu. Krivky grafu 17a ukazujt, ze vicsia Sa anizotropia dava
mensie hodnoty kritického Rayleighovho ¢isla R, a rozdiely medzi jednotlivymi pripadmi
anizotropie su vyraznejSie pri vac¢sich hodnotach Elsasserovho ¢isla A. Aj rozdiely kritic-
kych radidlnych vinovych ¢isel k. pre rozne pripady anizotropie sa prejavia az pri vacsich
hodnotach Elsasserovho ¢isla A, ako ukazuje graf 17b, stale vSak predstavujia relativne
malé hodnoty. Pripad vel'mi silnej Sa anizotropie (¢. = 1000) vykazuje velmi zaujimava
zavislost na A, po poc¢iatoénom prudkom néraste z velmi malych hodnot sa postupne
ustali na kvazi—konstantnej hodnote a teda kritické radialne vinové ¢islo k. je uz na Elsas-
serovom ¢isle (a teda na magnetickom poli) skoro nezavislé. Vplyv anizotropie na kritické
frekvencie o. je zobrazeny na trefom grafe 17c. Frekvencia s ndrastom Elsasserovho ¢isla
rastie a silnejSia anizotropia déva aj vicsie frekvencie, ¢o vSak vyraznejSie zacina platit
az pri velkych hodnotéach A.

Na dalsom obrazku (obr. 18) je vySetrovany vplyv So anizotropie na vychodné MAC
mody. Robertsove ¢islo gs ma konstantni hodnotu ¢gs = 1,001 a rozna anizotropia je
dané roznymi hodnotami Robertsovho ¢isla ¢,. Pozornost stustredime na silni anizotro-
piu s ¢, = 0,01; 0,001 a 0,0001. Nastupné hodnoty A sa s narastom anizotropie posivaju
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Obr. 17: Kriticke &sla R.., k. a 0. v zavislosti na Elsasserovom ¢isle A pre magneticky hnané MAC médy
Siriace sa zapadnym smerom pri slabej a silnej anizotropii. Robertsove ¢islo g; = 1,1 a anizotropia je dan4
roznymi hodnotami druhého Robertsovho &isla (¢, = 1,10, 100, 1000).

k niz§im hodnotam, pricom sa vSak vplyv anizotropie postupne znizuje, ¢o znamena ze ani
uvazovanim extrémne velkej anizotropie sa nemozme dostat k Tuvovolne malej hodnote
A. Z grafu 18a vidime, Ze ¢im je vdcSia anizotropia (¢im je mensia hodnota ¢.) tym je
kritické Rayleighove ¢islo vicsie. Kvalitativne sa tu vSetky krivky spravaja rovnako, t.j.
po pociato¢nom prudkom poklese v oblasti nastupovych A sa dosahuje lokdlne minimum
a nasleduje mierny narast. Graf 18b ukazuje, ze kritické radidlne vlnové ¢isla k. dosahuji
vo vSetkych uvazovanych pripadoch anizotropie relativne malé hodnoty. Radidlne vilnové
¢isla narastom A tiez rastd a zaujimavy je tsek hodnot A ~ 10, na ktorom je najvyraz-
nejsi kvantitativny rozdiel medzi jednotlivymi pripadmi anizotropie. Pre vicSie hodnoty
Elsasserovho ¢isla sa vplyv anizotropie na kritické radidlne vlnové ¢&islo znizuje (krivky
postupne konverguju ku konstantnej hodnote). Aj treti graf 18c ukazuje, ze najvacsi roz-
diel v kritickych frekvenciach o, je v oblasti hodnot A ~ 10, kde je velmi zretelne vidiet,
ze tu So anizotropia vyrazne znizuje hodnotu kritickej frekvencie. Pre vicsie hodnoty A
sa opat rozdiel medzi roznymi anizotropiami straca.

Velmi zaujimavé je trochu viac rozanalyzovat kritické frekvencie a ich vztah ku geofyzi-
kalnym procesom, v tomto pripade hlavne v tenkej stabilne stratifikovanej vrstve. Vysledné
(bezrozmerné) frekvencie o, (resp. odpovedajice periody 7. = 2w, ') vznikajicich MAC
modov, prezentované na grafe 18c, odpovedaji typickym periodam sekuldrnych variacii.
Ukazeme to nasledujicimi odhadmi v nasledujucej tabulke, ktora ukazuje typické peri-
6dy MAC modov (74™ tentokréat uz s rozmerom, teda v rokoch) pri roznych hodnotéch

parametra anizotropie a = ¢s/q.. Pri zbezrozmeriiovani sme pouzili charakteristicky
¢as magnetickej difazie 7 = d?/n = (10°m)?/3m?s™! = 3 - 10%s = 100 rokov, ¢o déva
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Obr. 18: Kriticke &sla R.., k. a 0. v zavislosti na Elsasserovom ¢isle A pre magneticky hnané MAC médy
Siriace sa vychodnym smerom pri slabej a silnej anizotropii. Robertsove &islo gs = 1,001 a So anizotropia
je dana roznymi hodnotami druhého Robertsovho éisla (¢. = 0,9; 0,5; 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001).

o o. | 7 | 7@ [roky]
2 |10 | 0,6 60
10 4 |15 150
100 1 |6 600
1000 | 0,4 | 15 1500
10000 | 0,1 | 60 6000

Tabulka 1: Typické peridody vychodnym smerom sa Siriacich magneticky hnanych MAC moédov pre rozne
hodnoty parametra anizotropie .

73m — 77, v rokoch. Pritom sme predpokladali charakteristicka hriibku stabilne stratifi-

kovanej vrstvy d = 100 km.

Posledny obrazok 19 z tejto série opisuje vychodné MAC mody pri konstantnej hodnote
Robertsovho ¢isla ¢, = 1,001 a pri réznej Sa anizotropii danej hodnotami Robertsovho
¢isla g = 0,1; 0,01 a 0,001. Podobne, ako v predchadzajucich pripadoch, aj z tychto grafov
vidno, Ze hodnota nastupového Elsasserovho ¢isla A sa s narastom anizotropie posiva
k mensim hodnotéam, ale postupne sa tento vplyv oslabuje a nemozno dosiahnut existenciu
danych modov pri Tubovolne malom Elsasserovom ¢isle len zvySovanim anizotropie. Graf
19a ukazuje, 7e kritické Rayleighove ¢islo R, je klesajicou funkciou A a anizotropia znizuje
jeho hodnotu. Presne opac¢ne sa sprava kritické radidlne vlnové ¢islo k., ktoré je rastucou
funkciou A a s néarastom anizotropie sa jeho hodnota velmi slabo zvySuje. Charakter
kriviek zavislosti 0. vs A na grafe 19¢ je velmi podobny krivkam z grafu 19a.
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a) E -modes, q,=1.001,a=q/q, E,=3.e-7 b) E - modes, q,=1.001,a=q/q, E, =3.e7
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Obr. 19: Kriticke &sla R.., k. a 0. v zavislosti na Elsasserovom ¢isle A pre magneticky hnané MAC médy
Siriace sa vychodnym smerom pri slabej a silnej anizotropii. Robertsove ¢islo g, = 1,001 a anizotropia je
dana réoznymi hodnotami druhého Robertsovho &isla (g5 = 0,001; 0,01; 0,1).

6.6 Zavery - model I

Linearnou stabilitnou analyzou bol vySetrovany vplyv anizotropie difiznych koeficientov
na model rotujicej magnetokonvekcie v rovinnej horizontalnej vrstve. Vrstva je preniknutéi
azimutalnym magnetickym polom linedrne rasticim so vzdialenostou od osi rotéacie.

Tepelne a magneticky hnané nestability. VySetrované nestability maju tvar po-
stupnej viny Siriacej sa pozdlz magnetického pola zapadnym alebo vychodnym smerom.
V pripade nestabilne stratifikovanej vrstvy vznikaji nestabilty typu MAC vin, ktoré su
tepelne hnané. Vdaka zakladnému magnetickému polu, ktoré je krivociare a nehomo-
génne, mozu vznikat aj iné typy nestabilit. Nazyvame ich magneticky hnané nestability,
lebo vznikaji v nestratifikovanom, alebo v stabilne stratifikovanom prostredi. Energiu ku
svojmu vzniku bertd z magnetického pola, ktoré prave vdaka zakrivenosti a nehomogén-
nosti moze byt nestabilné. Nestability vznikajice v nestratifikovanom prostredi nazyvame
MC mody, ktoré ku svojmu vzniku nepotrebuju vztlakova silu. Nestability, vznikajice
v stabilne stratifikovanom prostredi, nazyvame magneticky hnané MAC mody.

Tepelny MAC méd. Anizotropia diftznych koeficientov, zavedena v tomto modeli,
zachovava horizontalnu izotropiu. Uvazujeme teda Sa aj So anizotropiu, pri¢om je anizot-
ropia zadana dvoma roznymi hodnotami dvoch uvazovanych Robertsovych cisel ¢, a gs.
Vplyv anizotropie na tepelne hnané MAC mody uzko stvisi s definiciou anizotropie (obr.
7). V pripade malych hodnét Elsasserovho ¢isla (A < O(10)) So anizotropia stabilizuje
vrstvu (zvySuje kritické Rayleighove ¢isla) a zvicSuje radialny rozmer modov (zmensuje
kritické radialne vlnové ¢islo). Sa anizotropia ma presne opa¢ny uc¢inok. Pre vicsie hod-
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noty A je vplyv anizotropie na konvekciu zlozitejsi, lebo vznikaju nové mody konvekcie
(obr. 7def).

Viskézny MC(W) mod. Pri dostatoéne velkej hodnote Ekmanovho ¢isla £, docha-
dza k prechodu tepelne hnaného a zapadnym smerom sa Siriacecho MAC modu s azimu-
talnym vlnovym ¢islom m = 1 na magneticky hnany ,viskozny* MC(W) mod s m = 1
(kritické Rayleighove ¢islo R, dosiahne nulovi hodnotu). V pripade So anizotropie vzni-
kaji dva MC mody, pricom existencia MC modu v anizotropnom pripade je obmedzenéd
podmienkou AE, < 1 (obr. 9). So anizotropia zvyhodiuje nastup MC modov, lebo pre
vidsie a sa nastupové E,, (miniméalne Ekmanove ¢isla) posuva smerom k mensim a teda
geofyzikalnejsim hodnotam (obr. 10). V izotropnom pripade a v pripade Sa anizotropie
uz existuje len jeden MC mod, ktory existuje pre AE, > 1 (obr. 11). Tieto viskozne
MC(W) mody pri anizotropnych difiznych koeficientoch mozu byt blizsie k realite, teda
mozu vznikat pri mensich magnetickych poliach. Azimutalne pole vo vrstve je symetrické
vzhlTadom na stredni rovinu z = 0, ¢o odpoveda velmi stabilnému polu Q-symetrie (Q,
D- kvadrupdlova a dipdlova). Na zaklade prezentovanych vysledkov tu v modeli I pre
pole Q-symetrie, ale aj na zaklade $tudii [31] s ovela menej stabilnym polom D-symetrie
mozno o¢akavat vyznamniu tlohu viskoznych MC(W) modov pri regulovani velkosti mag-
netického pola v zemskom jadre.

Magneticky MAC méd. Oba typy anizotropie ovplyviiuji aj vlastnosti magneticky
hnanych MAC moédov, pricom vplyv Sa alebo So anizotropie sivisi s definiciou anizot-
ropie, t.j. s tym, ktoré Robertsove ¢islo je konstantné a ktoré sa meni (¢im sa meni aj
anizotropia). V pripade zapadnych MAC modov moze aj So anizotropia (obr. 12) aj
Sa anizotropia (obr. 13) posobit destabilizujico, t.j. znizovat kritické Rayleighove ¢islo,
a teda umozhit vznik nestabilit aj pri slab8ej stratifikacii. Rovnako obe anizotropie maju
vplyv aj na kritické radidlne vlnové ¢isla a kritické frekvencie v zmysle, Ze anizotropia,
ktora znizuje kritické Rayleighove ¢islo, tak zvysuje kritické radidlne vinové ¢islo a zvysSuje
aj frekvenciu. Ak posobi anizotropia destabilizujico, tak postva tiez hranicu existencie
zapadnych MAC modov smerom k mensim Elsasserovym ¢islam. Vychodné magneticky
hnané MAC mody st ovplyvnené anizotropiou este vyraznejsie, lebo anizotropia je nutnou
podmienkou ich existencie (skiimané mody v izotropnom pripade neexistujia). Aj v tomto
pripade moZze mat destabilizujuici efekt aj So (obr. 14) aj Sa anizotropia (obr. 15), pricom
opét plati, ze ¢im silnejSia anizotropia, tym §iri interval Elsasserovho ¢isla A existencie
vychodnych MAC moédov (obr. 18, 19).
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7 Model 11

7.1 Model s homogénnym vertikdlnym magnetickym polom

Vychadzame z modelu prezentovaného v Chandrasekharovej knihe [13], pri¢om problém
rieSime aj v cylindrickej stradnicovej sustave. Ako ¢asovi jednotku pouzivame magne-
ticky difazny ¢as d*/n (Chandrasekhar uvazoval difazny ¢as odvodeny od viskozity d?/v)
a v cylindrickej geometrii rozlis$ime osovosymetrické (9, = 0) a osovonesymetrické nesta-
bility (0, # 0). Budeme sa zaoberat obomi pripadmi (9, = 0, # 0). Ukadzeme, ze vztahy
(60, 61), odvodené v cylindrickej geometrii, si ako v anizotropnych, tak aj v izotrop-
nych pripadoch totozné s analogickymi vztahmi, odvodenymi v kartézskej geometrii pre
Rayleighove ¢isla a frekvencie v tvare horizontalnych roliek.

V cylindrickej geometrii v modeli I sme Studovali vplyv zakladného azimutalneho mag-
netického pola len na osovonesymetrické nestability. V tejto kapitole vSak vySetrime vplyv
homogénneho vertikidlneho magnetického pola tak ako na osovosymetrické, tak aj na oso-
vonesymetrické nestability [65, 63].

Tu v modeli II je motivacia pre cylindrickd geometriu ina, ako v modeli I. Stustredime
sa na tie mody tepelnej konvekcie, ktoré mozu efektivne ovplyvnit inercidlne oscilacie sys-
tému s nizSou frekvenciou, teda s peribdami vyrazne vac¢simi od peridody rotacie - 1 dna
a vyrazne mensimi od zvoleného charakteristického ¢asu - ¢asu magnetickej diftizie ~ 10
rokov. V modeli I s azimutalnym magnetickym polom sme z nasho studia vylacili iner-
cidlne oscilacie jednoduchym neuvazenim inercidlneho ¢lena v Navier-Stokesovej rovnici,
resp. v bezrozmernych rovniciach uvazenim R, = 0, t.j. nulového Rossbyho ¢isla; pozri
(24, 30, 31) a napokon (36). Pozornost sa tam sustredila na MAC a MC mody, Siriace sa
pozdlz azimutalneho magnetického pola, omu odpovedal tvar (29) pre osovonesymetrické
poruchy (m =1,2,3,...).

Inercidlne oscilacie v zemskom jadre s typickym prejavom rotacie Zeme a st to vlastne
vlastné kmity rotujicej tekutiny [23, 41]. Ciarové spektrum tychto oscilacii obsahuje mini-
malnu periédu 12 hodin, d'alsie periédy st hlavne v rozmedzi 12 aZz 24 hodin, ostatné pe-
riody z nizkofrekvencnej ¢asti spektra si mozné a teoreticky ida az do nekone¢ne velkych
hodnét. Niektoré nizkofrekven¢né inercialne oscilacie mozu mat periody blizke zakladnym
a typickym periddam ¢innosti geodynama. Z historického hladiska rieSeniu rovnic, spoje-
nych s geodynamom, velmi poméahalo pribliZenie splnenosti tzv. Taylorovej podmienky!?,
ktora sa opraviiovala zanedbanim visk6znych a inercialnych sil (az na Coriolisovu). Este
pred rozbehnutim tspesnych pocitacovych simulacii geodynama sa ukazovali problémy
splnit Taylorovu podmienku. Jej modifikicie s pripustenim viskéznych sil, resp. inercial-
nych sil sa ukazali ako rozumné, ¢o potvrdili a potvrdzuju geodynamové simulécie. Este
Braginsky [3] upozornil na tzv. torzné oscilacie - Specificky typ osovosymetrickych inercil-
nych oscilacii, kde ,elasticka tuhost® pre tieto torzné oscilacie sa zabezpecuje radidlnymi
zlozkami geomagnetického pola, kolmymi na os rotacie. Takisto podal (teraz vSeobecne
prijimané) vysvetlenie korelacie zmeny dlzky diia a niektorych modov geomagnetickych
sekuldrnych variacii. Torzné oscilacie, ktoré sivisia v stuCasnosti s najspolahlivejsie ur-
¢ovanymi geomagnetickymi sekuldrnymi varidciami, a ktoré mozno Studovat aj v ramci
numerickych geodynamovych simulécii, vyznamnym spdsobom zabezpecuji prechody me-
dzi stavmi, ked Taylorova podmienka je splnené, a stavmi, ked nie je splnena.

Ostava v8ak otvoreny problém. Co budi a ¢o udrziava torzné oscilacie v rotujucich sys-
témoch? Tento problém nie je zaujimavy len pre Zem, ale aj pre planéty, Slnko a hviezdy.

12Ustredneny moment Lorentzovej sily v zemskom jadre cez cylindrické povrchy rovnobezné s osou rotéicie je nulovy. Je
to silnd podmienka, podmiefiujica priestorovy priebeh magnetického pola v jadre.
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V pripade zemského jadra by torzné oscilacie mali byt utlmené viskozitou a magnetic-
kou difuzivitou po ich niekol'kych oscila¢nych periodach (jedna peridda ~ 60 rokov), teda
v Case vyrazne kratSom ako je magneticky diftzny ¢as zemského jadra. Budit a udrziavat
ich moze tepelna konvekcia [30]. Vyznamnua alohu pritom mozu zohravat Reynoldsove
napitia, ktorych prispevok k turbulentnej viskozite zrejme zabezpedci aj jej anizotropiu.
Preto v modeli II v ramci zvladnuteIného analytického pristupu Studujeme néastup te-
pelnej konvekcie v pritomnosti magnetického pola. Toto vertikdlne pole méa sice nulovi
radidlnu zlozku, ale napriek tomu ziskame cenné informécie o osovosymetrickych a osovo-
nesymetrickych moédoch tepelnej konvekcie, ktoré prispeju k chapaniu torznych oscilacii
¢i uz planét alebo hviezd aspoi z kinematického hladiska (ked uZ nie z dynamického).

7.2 Zakladné rovnice

Sustredme sa teraz v pripade homogénneho vertikdlneho pola na poruchy vyjadrené v cy-
lindrickej geometrii (29, 45), ¢o, ako sa ukaze, bude aplikovatelné aj na poruchy v kar-
tézskej geometrii, teda na horizontélne rolky v smere napr. y [13]. Uvazujeme nekone¢ni
horizontalnu vrstvu, ktorda rotuje okolo vertikalnej osi, je tepelne stratifikovana a pre-
niknuta homogénnym vertikdlnym magnetickym polom. Uvazujeme nasledujuci zdkladny

ZA
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Obr. 20: Model rotujiicej magnetokonvekcie s homogénnym vertikdlnym zakladnym magnetickym po-
Tom v nekoneénej horizontalnej nestabilne stratifikovanej vrstve s vertikidlnym teplotnym profilom Ty (2)
v cylindrickej geometrii (a) a v kartézskej geometrii (b).

stav
U, =0, By = By#, fo:Tl—ATg, (39)

kde Uy je rychlost, By je homogénne vertikalne magnetické pole a Tp(Z) je vertikalny tep-
lotny profil. Uvazovanim nekone¢ne malych portich mozeme zakladné rovnice zlinearizovat
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a zbezrozmernit na nasledujuci tvar

Rodu+2xu=—-Vp+A(V xb)xz+Rz+E[(1-0,)0% + 0,V u,  (40)

Ob =V x (u x 2) + V?b, (41)
1
;atﬁ =z u+[(1— ) 0% +ayV?] ¥, (42)
V-u=0, V-b=0. (43)

V rovniciach sa objavuji rovnaké bezrozmerné ¢isla, ako v pripade, ked zakladnym magne-
tickym polom je azimutalneho pole. Bezrozmerné poruchy rychlosti a magnetického pola
u a b mozeme rozlozit (rovnako ako (28) v pripade modelu I) na poloidalnu a toroidalnu
Cast

u=k 2V x (Vxwz)+V x wil,
b=Fk"%V x (V xbz)+V x jz, (44)

kde w, w reprezentuji poruchy rychlosti w a b, j poruchy magnetického pola b a ¥ je
porucha teploty. Nezname funkcie (w,w, b, j,1) maja tvar

[(z,8,0,1) = Re[F(2) Jn(ks) exp(ime + At)], (45)
kde F(z) = W(z), £2(z), B(z), J(2) a O(2), Jn je Besselova funkcia 1. druhu radu m, k

je radidlne vlnové ¢islo. Azimutalne vinové ¢islo m svojimi hodnotami m = 0 a m # 0
(m = £1,4£2,43,...) rozdeluje vznikajuce nestability na osovosymetrické a na osovo-
nesymetrické. Osovosymetrické nestability kore$ponduju torznym oscilaciam, zatial ¢o
osovonesymetrické predstavuju vlnové poruchy, Siriace sa azimutalne a rovnako prefero-
vane vychodnym i zadpadnym smerom. V pripade horizontalnych roliek v smere y treba
JIm(ks) exp(imp+At) v (45) nahradit exp(ikxz+At), resp. z funkcie J,,(ks) exp(ime) prejst
na funkciu exp(ikx). Nezname funkcie F'(z) sa tak, ako v pripadoch osovosymetrickych
a osovonesymetrickych porich, tak aj v pripade horizontalnych roliek, riadia nasledujicim
systémom obycajnych diferencialnych rovnic

0 = [E (D2 — ak?) — R\ + DW + ADJ, (46)
kRO = (D*-— )[ L(D? — ak?) — RAW — D2 + A(D? — k*)DB, (47)
0 = (D*—k—N\)J+ DA, (48)
0 = (D*—k*—\)B+ DW, (49)
0 = (D2— k: - ;' No+W. (50)

Uvazujeme najjednoduchsie hraniéné podmienky u z = 0; 1, t.j. mechanicky volné, tepelne
dokonale vodivé a dokonale elektrické izolanty

W=DW=DR=60=J=0.

Eliminaciou vSetkych premennych okrem premennej W dostaneme diferencialnu rovnicu

pre W
D {(Ds =) (Pu = p2) = QD) + T, (Dy = A D2 (D — ) W =
BR,{(Dy — ) (Do — pA) — QD*} (D — N W, (51)
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kde Dg = D* — 3 a D, = D? — a3 st diferencidlne operitory 2. radu, pritom pouZi-
vame (8 = k2 pre §tvorec horizontalneho vlnového &sla. Dalej T, = E;2, Q = A/E., R, =
R/E., p=R,/E, =n/v., a (=q;'=n/k.., st bezrozmerné ¢isla (Taylorove, Chandra-
sekharove, klasické Rayleighove, p~! je magnetické Prandtlove a ¢, je Robertsove ¢islo).
Kedze nas zaujem je stustredeny na vzajomny vztah tepelnej konvekcie a inercidlnych os-
cilacii, tak v nasledujicich vypoc¢toch R, a p uvazujeme nenulové na rozdiel od modelu I,
kde sme predpokladali p = 0.

Zo systému diferencialnych rovnic (46—50) a z hrani¢nych podmienok predpokladame
nasledujiice rieSenia pre funkcie F(z), t.j.

W(z) Woysinlrz, (52)

O(z) = 6psinlnz, (53)

2(z) = (Ncoslnz, (54)

B(z) = B{coslrz+ By x chkz, (55)

J(z) Josinlrz. (56)

Do diferencialnej rovnice (51) pre W dosadime navrhované rieSenie W(z) = Wysinlrz

a po algebraickych tpravich (a po substiticiach Ry = R,/ Q, = Q/x*, T\ = T,/=*
a i0p = \/7?) dostaneme vyjadrenie pre Rayleighove ¢islo v nasledujiicom tvare

A . . Aa‘i‘iCUl T1 (Aa+iC01)(A+i01)
=— ({(A A — .
i {( a +i6o1)(Aa +ipon) + Q1 A+ior A (Ag+ipor)(A+ior) + Q

A-1
Pritom (57)
A=14+a a Ay,=1+ad, kde a=Kk*/7% (58)

Takéto vyjadrenie Rayleighovho ¢isla je komplexny vyraz, preto ho musime rozdelif na

realnu a imaginarnu cast. Fyzikalny zmysel ma len redlna ¢ast Rayleighovho ¢isla, ktora
mozno po zavedeni pomocnej funkcie

l1+aa A,
l, =1.(a = = —
(0% Ol(a7 Of) 1 _|_ d A (59)
vyjadrit nasledovne
A 9 AA, + Co?
Re(Ry) = A-1 {AAa —pCoy + le
! [AA, — Cof][AA, — po? + Q1] + A2(C + 1) (p + 1a)o? (60)
A [AA, — poi + Q1]? + A%(p + 1,)%0% '
Imaginarna cast, ktorda nam dava dolezitu rovnicu pre vypocet frekvencie, ma tvar
T —p)[A2+ 2]+ Qi (1! —la
%m<R1> _ 41 (C p)[ 01] QIC o Ql C +p+ C (61)

A[AA, —po? + Q12 + A%(p+1,)%02 ' 1, A%+ 02

Rovnice (60, 61) st modifikiciou odpovedajicich vztahov (65, 66) v kapitole V v [13].
Rozdiely nie st len kvoli anizotropnému parametru « # 1, ale aj v dosledku zmenenej
casovej skaly d?/n (a nie d*/v,,). Je zaujimavé, Ze rovnice (60, 61) st tie isté pre osovo-
symetrické a osovonesymetrické nestability v cylindrickej geometrii (tento model) a pre
nestability v rovinnej vrstve v kartézskej geometrii [13]. @ vo vSetkych troch pripadoch
reprezentuje Stvorec horizontalneho vinového ¢isla.
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Z podmienky Sm (R;) = 0 dostaneme algebraicka rovnicu 3. stupiia pre neznamu
0%, ¢o je Stvorec frekvencie nestability (pretoze vo vyraze (60) pre Rayleighove ¢islo sa
frekvencia oy vyskytuje vzdy v druhej mocnine, nemusime uvazovat algebraicki rovnicu

6. stupiia pre nezndmu oy, ale sta¢i nam algebraicka rovnica 3. stupiia pre o?)
03(0'%>3+02<0'%)2+Cl(0'%)1 +Co =0. (62)

Koeficienty polynoému v algebraickej rovnici (62) maji po zavedeni pomocnej premennej
A =1+ a nasledujice tvary

Cs = p*(C +p)A,

Co = A{CPQiIL + (C+ P AL} + (¢ —p)Th — p(3p + 20) Q1A + 2% (p + () A%,

Cr =1 {COT = 2pCQTA + PCQuA®} + (3¢ + 2p)Q1AaA? — QLAZA +2(C + p)AZA® +
+Q1 Ty + (C+3p)Q1A +2(¢ — p)TL A% — p(2¢ + 3p) Q1 A® + p* (¢ + p) A,

Co =12 {CQIA+ CQTA*Y — QF + QU A + (3¢ +p)QTA* + (¢ — p)T1 A® —
—20Q3AA, + (3¢ +2p)Q1 APA, — Q1 AZA2 4 (¢ + p)A*A2.

Mame teda predpis, ako vypocitat Rayleighove ¢islo R;. Pre zadané vstupné parametre
(Elsasserove ¢islo A, Ekmanove ¢islo E,, magnetické Prandtlove ¢islo p~! a Robertsove
¢islo g,) a pre vybrané konkrétne radialne vlnové ¢islo k& numericky vypoéitame korene
polynému, ¢o st vlastne Stvorce frekvencie nestability o?. Vyberieme fyzikalne vhodny
koren (redlny a nezaporny) a dosadime ho (spolu so vSetkymi vstupnymi parametrami
A, E., p, q. a s vybranym radidlnym vlnovym ¢islom k) do vyrazu pre Rayleighove ¢islo
R,. My ale chceme najst taka nestabilitu, ktora sa pri danych vstupnych parametroch
vybudi najlahsie, t.j. hTadame také radidlne vlnové ¢islo, ktorému odpovedd minimalne
Rayleighove ¢islo. Také ¢islo nazyvame kritické radialne vinové ¢islo k., jemu odpovedajice
Rayleighove ¢islo R, kritické a frekvenciu o, nazyvame tiez kritickou.

Program, ktory pocita kritické Rayleighove ¢isla, pracuje nasledovne. Pri vstupnych
parametroch (E,, A, ¢., p) si zoberieme pociato¢ny interval radidlnych vlnovych ¢isel
k € (0,01; 200), ktory sa rozdeli na tisic podintervalov, ktorych hranice nam daju sadu
radidlnych vinovych ¢isel. V kazdom z tychto ¢isel spocitame korene polynému 3. stupna
a po vybrati fyzikalne vhodného koreiia (0%) vypocitame Rayleighove ¢islo. Z danej sady
radidlnych vlnovych ¢isel vyberieme také, ktorému odpoveda najmensie Rayleighove cislo.
Okolo tohto radialneho vlnového &isla utvorime novy interval (malé okolie), ktory opét
rozdelime na mensie podintervaly a predchadzajice vypocty zopakujeme. Postupne de-
lime stile mensie a mensie intervaly az po pozadovant presnost. Takto ziskané Rayleighove
¢islo, radialne vinové ¢islo a frekvencia st uz kritické. Tymto sme vlastne ziskali jeden bod
jednej krivky na grafoch, vyjadrujacich zéavislost R. = R.(A), k. = k.(A) a 0. = o.(A),
ak uvazujeme zavislost na Elsasserovom ¢isle A. Celu krivku ziskame, ak nechame pred-
chadzajice vypocty spravit v cykle pre rozne hodnoty A (pripadne Ekmanovho ¢isla E,
pri zavislostiach R, = R.(E.), k. = k.(E.), a 0. = 0.(E.)).

Na vypocet korenov polynému 3. stupiia sme pouzili proceduru zroots, ktora je sicas-
tou balika programov Numerical Recipes |35]. Tato procedira pocita korene polynému
Laguerreovou metddou, ktorej konvergencia je velmi zriedkavo poruSené a je dostatocne
rychla aj v pripadoch, ked si koeficienty polynomu roznych radov. NavySe Laguerreova
metdda je univerzalne pouzitelna metoda k vypoctu korenov polynémov, pretoze velmi
dobre konverguje v pripade Tubovolnych typov koreiiov, ¢ uz realnych, komplexnych,
jednoduchych alebo viacnasobnych.

51



Treba pripomentt, ze vSetky odvodené vztahy pre Rayleighove ¢isla R a frekvencie o
v zéavislosti od vlnovych ¢isel k st rovnaké pre vSetky vysSetrované mody, ¢i v cylindrickej
alebo kartézskej geometrii. Podobne to plati aj pre kritické ¢isla R, k., o.. Dostavame
tak rovnaki preferenciu (to isté R.) pre osovosymetrické mody (torzné oscilacie), pre
osovonesymetrické azimutalne ¢i zapadnym alebo vychodnym smerom Siriace sa vlnové
nestability (nezavislé od hodnoty m v (45)), alebo napokon horizontalne rolky Tubovolne
orientované vo vrstve. VSetkym tymto rozdielnym moédom popri rovnakom R, prinalezia
aj ostatné kritické ¢isla, teda o. a k., a to s rovnakymi hodnotami.

7.3 Energetické tvahy

Linearna stabilitné analyza nam okrem urcenia kritickych ¢isel R., k. a 0. (teda urcenie,
pri akych vstupnych parametroch sa rozhybe konvekcia), umoziuje vypocitat niektoré
fyzikalne veli¢iny, ktoré suvisia s pomermi amplitid jednotlivych poruch a daju sa dalej
pouzit pri niektorych energetickych uvahach. Mozeme naprikad preskimat, ako sa doda-
vana energia (vrstvu zdola zohrievame) rozdeli medzi kineticki a magneticki, pripadne
v akom pomere st kinetické energie v azimutalnom a meridionédlnom smere [63]. Na vy-
pocet tychto pomerov bude potrebné ustrediiovanie v priestore a v ¢ase. V nasledujiicej
casti tejto kapitoly je podrobny popis, ako sa k tymto ustrednenym veli¢cindm dospeje.
Sustredime sa vSak iba na osovosymetrické ,torzné oscilacie“, ktoré v naSom modeli st
reprezentované nulovym azimutalnym vlnovym ¢&islom m = 0, omu odpoveda v (45)
Besselova funkcia Jy(ks). Nebol by v8ak problém podobne postupovat aj v pripadoch
osovonesymetrickych nestabilit s m # 0.

Néjde sa riesenie rovnice (51) pre W, teda zo vstupnych parametrov A, E,, p, ( a «
sa ur¢i Rayleighove ¢islo R, frekvencia o a radidlne vlnové ¢islo k. V linedrnom probléme
méame potom rieSenie (51) v tvare W = Wysinmz (m = Im), pricom mozeme zjedno-
dusSene predpokladat, ze vSeobecne komplexné amplitida Wy je rovna 1. Wy = 1 nepro-
tire¢i predpokladu, ze amplitidy nestabilit si nekone¢ne malé. V linedrnom probléme
nemozeme totiz ur¢it skuto¢ni hodnotu amplitady a pri normovani jednotlivych ampli-
tid bude vyhodné normovanie prave vzhladom na Wy = 1. Potom z rovnic (50, 52, 53)
uréime © = Oysinmz, teda Oy = Wy(n? + af + (\)~L. Dalej zo (46, 48) a (54, 56) ur-
¢ime 2(z) = ycosmz a J(z) = Jysinmz. Pritom' pre komplexné amplitudy plati 2y =
mEY(m2+ B+ )Wy /det, Jo = —mE- Wy /det pri det = (12 + B+ \) (72 +aB+p)\) +72Q.
Riesenie B(z) = B{ cosmz + B} ch kz dostaneme z (49), teda rieenim obycajnej diferen-
cialnej rovnice so §pecialnou pravou stranou. Na B(z) st zlozitejsie hrani¢né podmienky,
ako na predchadzajuce funkcie W (z), £2(z), J(z) a ©(z), a preto hfadané rieSenie ma vse-
obecny tvar (ako mozno najst v hocktorej uc¢ebnici matematickej analyzy). Koniec koncov
formalnym dosadenim predpokladanych ,trigonometrickych rieseni (52—56) do (46—50)
dostaneme tidaje o amplitidach poriich Wy, 2y, By, Jo a 6y. V linearizovanom probléme
st amplitidy nekone¢ne malé. Ich skuto¢né hodnoty si nezistitelné. Dokadzeme vSak ur-
¢it napr. pomery 2y/Wo, BY/ W, Jo/Wo a ©y/Wy, o je typické pre rieenie ziskaného
systému homogénnych algebraickych rovnic. Je mozné urcit fyzikalne veli¢iny, definované
pomocou amplitad Wy, {2y az 6y, pre rozne vstupné parametre. V linearnej analyze zmysel
vSak méa porovnavat iba podiely takychto veli¢in, napr. zavislost podielu kinetickej energie
a magnetickej energie nestabilit na vybranom vstupnom parametre — Elsasserovom c¢isle
A pri konstantnych hodnotach inych parametrov. Napokon jednotlivé druhy energie bude
rozumné spajat s ich ustrednenymi hodnotami, ¢ uz v priestore alebo ¢ase. Pri procedure

13 Jo ¢astokrat reprezentuje amplitidu ,,pradovej hustoty“ J(z), a nie Besselovu funkciu nultého radu.
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ustrednenia mame ist volnost, avsak musia byt splnené Reynoldsove pravidla tak, ako je
to typické v hydrodynamike [15, 39], resp. magnetohydrodynamike strednych poli [29, 21].

Pripomenme si vztahy pre jednotlivé zlozky bezrozmernych portich (nestabilit) mag-
netického pola a rychlosti v pripade ich osovej symetrie (m = 0)

bo=@-b=—k0, = Ji(ks)k ' Re {J(2)eM}
bo=2-b=—k?(0+5")db=k" (0 +s7") Ji(ks)Re { B(z)eM},

b b=0%b=k " Jy(ks)Re {DB(2)eM}

U, =@-u=—k 0w =k""J(ks)Re {Q(z)e’\t} :

u, =7 -u=—k? ((95 + 8_1) Oow =k~ ! (83 + s_l) Ji(ks)Re {W(z)e)‘t} ,
ug =8 u = 0%w =~k Jy(ks)Re { DW (2)eM }.

zSs

Rozumné bude porovnavat rozne druhy energie v zavislosti na vstupnych paramet-
roch. Napr. kinetickd energia nestabilit Ej;, je timernéa suctu Stvorcov vSetkych zloziek
rychlosti, teda Er;, o< u? + u? + ufo. Rozlisime jej azimutalnu cast Fpr o ufp od meri-
dionélnej E" oc u? + ul. Podobne pre magnetickii energin nestabilit mame £} oc b2,

a Ejcy o b2 + b?. Aby sme si ulahcili porovnavanie energif pre rozne vstupné parametre,
zavedieme si ustrediovanie, napr. (E) = (E).q, pricom (E),, (E)g, resp. (E); znamend
ustrediovanie vo vertikdlnom smere z, v radialnom smere s, resp. v case t. Je zrejmé, ze
ustrednenie vSetkych vektorovych zloziek v ¢ase, ktory je ovela vacsi ako perioda nestabi-
lit, je nula. AvSak ustrednenie $tvorcov tychto zloziek dava nenulovi hodnotu vyuzivajic
fakt, ze 1/27 [7" cos®tdt = 1/2r [Z"sin’tdt = 1/2. Podobne v smere z ustrediiujeme
hlavne trigonometrické funkcie. Ustrednenie v radidlnom smere s je trochu zlozitejsie
(f(s))s = 1/(s0 — si) [° f(s) sds, kde stcin f(s) a s v integrande je v dosledku definicie
elementirneho objemu v cylindrickej geometrii. Integra¢né medze s; a s, mozu odpovedat
napr. prvému a druhému koreiiu rovnice Ji(z) = 0, ¢im rozumne pribliZime nasu neko-
ne¢nu vrstvu v zmysle s € (0, 00) geometrii redlneho koneéného telesa, napr. cylindricke;j
vrstve s polomermi porovnatelnymi s hrabkou vrstvy d.
Takze vyjadrime si podiel ustrednenych azimutélnej a meridionalnej kinetickej energie.
Mame
(ui> B (J1(ks))s

(W2t ({(0,+1) ks)) + J2(ks)),

01 (63)

kde

m B2 ((nf + B)* + o]
(w7 + 5)2 = po? + 77 Q)" + 02 [} + af + p(nf + B)]
Da sa tusit a aj sa ukaze pre vSetky geofyzikdlne redlne vstupné parametre, ze azimutalne
energie, ¢i uz kinetickd alebo magnetickd dominuji nad ich meridionalnym doplnkom.

Preto budeme porovnéavat podiely azimutalnej kinetickej a magnetickej energie. Zrejme
plati

0-0= (64)

(u2) -2 (m+p)P 407
®2)  J-J 7 ’ (65)

pri¢om (ui) / (bi) eSte nevyjadruje to, ¢o potrebujeme. Aby sme vyjadrili podiel kinetickej
a magnetickej energie nestabilit, tak obidve energie musime vyjadrit v ich jednotkéch, t.j.
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musime urobit transforméacie z bezrozmernych veli¢in b, a u, na veliiny s rozmerom Z~)¢
a iy, teda b, = b, By a @i, = u,(n/d). Pritom charakteristicka rychlost n/d = d/(d?/n) je
podiel charakteristickej dlzky d a charakteristického ¢asu d?/n, t.j. magnetického diftzneho
casu. Mame

Po/2<(%77/d)2> B <U?o> Hopon? B (u2)

(b, B2)?) /210 (W2) B3 <Z%>i’ (66)

kde

Q- A BZd?
Ez HoPolVz2" ‘

Takze podiel ustrednenych kinetickej a magnetickej energie osovosymetrickych nestabilit,
korespondujucich torznym oscilaciam, je

(Bl _ () p _ (24P +otp -
B Q- w Q@

kde @ je Chandrasekharove ¢islo a p = n/v,, je prevratend hodnota magnetického Prandt-
lovho c¢isla.

7.4 Numerické vysledky
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Obr. 21: Vplyv anizotropie difaznych koeficientov na stacionarnu konvekciu. Zavislost kritického Rayleig-
hovho ¢isla R, a kritického radialneho vinového €isla k. na Elsasserovom ¢isle 4 (a, b) a na Ekmanovom
¢isle E, (c, d). Vacsie mnoZstvo kriviek koreSponduje réoznym hodnotam parametra anizotropie a.
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Obr. 22: Zmena preferencie medzi stacionarnou konvekciou a periodickou nestabilitou. Kritické ¢isla R.,
k. a o, v zavislosti na Elsasserovom ¢isle A pre parameter anizotropie o = 100 pre pripad stacionérnej
konvekcie (prerusovand krivka) a pre pripad periodickej nestability (plné krivka).

Numerické vysledky mozeme rozdelit do dvoch zakladnych skupin pre {1} kritické ¢isla
a {2} pomery energii. Pritom kritické ¢isla v skupine {1} st analyzované pre vSetky typy
nestabilit, t.j. v cylindrickej geometrii pre osovosymetrické a nesymetrické a v kartézskej
geometrii pre horizontélne rolky. Pomery energii v skupine {2} st analyzované len pre
osovosymetrické nestability s m = 0 v (45).

Prva skupina {1} obsahuje grafy, opisujuce zékladné charakteristiky vznikajtcich ne-
stabilit — kritického Rayleighovho ¢isla R, kritického radidlneho vinového ¢isla k. a kri-
tickej frekvencie o, a ich zavislosti na vstupnych parametroch, ktoré su: Elsasserove ¢islo
A (ktoré je mierou magnetického pola), Ekmanove ¢islo v z-smere E, (ktoré je mierou vis-
koznej sily, pretoze sme zaviedli anizotropiu viskozity, mame aj Ekmanove ¢islo v s smere
Es = aF,) a parameter anizotropie «, ktory je mierou anizotropie (¢im vécsia odchylka
tohto parametra od jednotky, tym vyraznejsia anizotropia).

Druhé skupina {2} obsahuje grafy opisujuce zavislosti niektorych energetickych veli¢in
danych nestabilit na vstupnych parametroch A, E, a a. Tieto energetické veli¢iny si
(a) (u?)/(uZ+wu2) — o je podiel ustrednenych azimutalnej a meridionélnej kinetickej ener-
gle,

(b) Ekin/Emag — podiel ustrednenych kinetickej a magnetickej energie v azimutalnom
smere.

V tomto modeli rotujicej magnetokonvekcie s homogénnym vertikdlnym zakladnym
magnetickym polom mozu vznikat dva zakladné mody konvekcie: stacionarna konvekcia
(frekvencia nestability o = 0), ktord méa tvar stacionarneho driftujiceho toku, teda dife-
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Obr. 23: Zmena preferencie medzi stacionarnou konvekciou a periodickou nestabilitou. Zavislost kritickych
¢isel R., k. a 0. na Elsasserovom &sle A pre pripad stacionarnej konvekcie (preruSované krivka) a pre
pripad periodickej nestability (plna krivka) pri Ekmanovom ¢&isle E, = 3 - 1077, Vi&ie mnozstvo kriviek
koregponduje réznym hodnotam parametra anizotropie o = 1,10, 100 a 10°.

rencidlnej rotécie, alebo je to periodicka nestabilita (frekvencia o je nenulova), ktora ma
tvar torznych oscilacii. Tu nejde o torzné oscilacie, typické pre zemské jadro [3, 17, 25, 41],
pretoze zakladné pole nemé radialnu s-zlozku. Preto pre nase oscilacie, pre ktoré je typicka
osova symetria porich uw a b, upustime od nazvu torzné. Ostaneme pri osovo symetrickych
oscilaciach, teda $pecifickych nestabilitach spojenych s tepelnou konvekciou v rotujicej
vrstve preniknutej magnetickym polom.

Obrazok 21 pozostava zo styroch grafov, pricom prvé dva (21ab) opisuju zavislosti kri-
tického Rayleighovho ¢isla R. a kritického radidlneho vinového ¢isla k. na Elsasserovom
¢isle A pri konStantnej hodnote Ekmanovho ¢isla £, = 3-1077, druhé dva (21cd) opisuji
zavislosti tych istych veli¢in, ale teraz na Ekmanovom ¢isle E, pri konStantnej hodnote
Elsasserovho ¢isla A = 1. V8etky krivky na tomto obrazku sa vztahuju len na stacionarnu
konvekciu (o = 0). Rozne krivky na jednotlivych grafoch koresponduji roznym hodnotam
parametra anizotropie o = 0,01; 0,1; 1; 10 a 100. Z grafov 21ac vidiet, Ze anizotropia typu
oceanu (a > 1) zabranuje konvekcii, lebo zvysuje kritické Rayleighove ¢isla, zatial ¢o ani-
zotropia typu atmosféry zmensovanim kritického Rayleighovho ¢isla konvekciu ulahc¢uje.
Z grafov 21bd zase vidime, ze Sa anizotropia zvic¢suje kritické radialne vlinové ¢isla (zmen-
Suje horizontalny rozmer konvekénych buniek) a So anizotropia naopak kritické radialne
vlnové ¢isla zmensuje (natahuje horizontalny rozmer konvekénych buniek). Na grafe 21a
mozeme vidiet, ze krivky si zlozené z dvoch casti, a teda modov; prva ¢ast je charakte-
rizovana , kvazikonStantnou* zavislostou na A, druha ¢ast ma tvar paraboly s lokalnym
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Obr. 24: Zmena preferencie medzi stacionarnou konvekciou a periodickou nestabilitou. Zavislost kritickych
¢isel R., k. a 0. na Elsasserovom &sle A pre pripad stacionarnej konvekcie (preruSované krivka) a pre
pripad periodickej nestability (plna krivka) pri Ekmanovom &sle E, = 1073, Vigsie mnozstvo kriviek
koregponduje réznym hodnotam parametra anizotropie o = 1,10, 100 a 10°.

minimom. Hodnota A, pri ktorej sa dosahuje toto minimum, je pre rozne krivky (teda
rozne hodnoty parametra anizotropie «) rozna. Rozne su aj hodnoty, pri ktorych doché-
dza ku prechodu z jedného modu na druhy. Tomuto prechodu odpoveda skok v hodnote
kritického radialneho vlnového ¢isla k. z hodnoty k. > 1 na hodnotu k. = O (1). K ta-
kému prechodu dochadza pri danych vstupnych parametroch A = 1 aj na grafoch 21cd,
ale len v pripade silnej Sa anizotropie (o = 0,01).

Grafy na obrazku 22 opisuju zavislosti R., k. a 0. na Elsasserovom ¢isle A pri hodnote
Ekmanovho ¢isla E, = 3 - 1077 v pripade silnej So anizotropie (o = 100), kde preruso-
vané krivky odpovedaju stacionarnej konvekcii a plné krivky periodickej nestabilite. Na
grafe 22a vidime dve plné krivky, ktoré odpovedaji dvom moédom periodickej nestability.
Prvy mod existuje len pri malych hodnotach A a nie je preferovany, lebo jeho kritické
Rayleighove ¢isla R, st vicsie ako R., odpovedajuce stacionarnej konvekeii (prerusovana
krivka). Druhy mod je uz preferovany pred staciondrnou konvekciou a existuje pre Ax 1.
V pripade tychto dvoch moédov nedochadza k prechodu jedného moédu na druhy, lebo exis-
tuje interval hodnét A, v ktorom neexistuje ani jeden mod periodickej nestability. Grafy
22bc ukazuju dalSie odlisnosti tychto dvoch moédov, napr. k. prvého modu s narastom /A
klesa, ale k. druhého modu narasta az po urc¢ité maximum, a potom tiez klesa. Kritické
frekvencie o, prvého moédu nadobudaja len velké hodnoty, zatial ¢o frekvencie druhého
mo6du mozu nadobudat aj relativne malé (a geofyzikalne reélnejsie) hodnoty. Na grafe 22¢
nie je prerusovana krivka, odpovedajica stacionarnej konvekcii s nulovou frekvenciou.
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Obr. 25: Podiel ustrednenych azimutélnej a meridionalnej kinetickej energie nestabilit v zavislostiach na
Ekmanovom ¢&isle F, a Elsasserovom ¢isle A pri roznych hodnotach anizotropného koeficientu o > 1.
Miniméalne A na krivkach na pravom obrazku st nastupové hodnoty vznikajtcich periodickych nestabilit.

Trojica grafov na obrazku 23 opisuje tie isté zavislosti ako grafy na obrazku 22 (zavis-
losti R, k. a 0. na A), pri¢om je zobrazeny len preferovany mod periodickej nestability.
Ten nepreferovany u mensich Lambda uZ nie je zobrazeny (ako eSte je na obr. 22). Rozne
dvojice kriviek (prerusované — stacionarna konvekcia a plna — preferovana periodicka ne-
stabilita) koreSponduji roznym hodnotam parametra anizotropie o = 1,10, 100 a aj ex-
trémne velkej hodnote 10°. Pre ttito trojicu grafov boli pouZité tieto vstupné parametre:
E.=3-107",p=091a¢ = 0,9, kde E, je Ekmanove &slo, p = n/v.. a { = n/k.. (n
je magneticka difuzivita, v,, je vertikdlny koeficient kinematickej viskozity a k., je ver-
tikdlna tepelna difuzivita). Numerickd analyza ukazala, ze periodickd nestabilita nemoze
existovat pre a < (, ¢o vylucuje pripad silnej Sa anizotropie. Na prvom grafe 23a mo-
zeme opat vidiet, ze ¢im vyraznejSia So anizotropia (¢im vic¢sia hodnota «) tym vicsie
hodnoty kritického Rayleighovho ¢isla R.. Podobne druhy graf 23b ukazuje, ze vac¢sia So
anizotropia dava mensie hodnoty kritického radiadlneho vlnového ¢isla, t.j. konvektivne
bunky sa v radidlnom smere natahuji. Z tretieho grafu 23c vidime, Ze nastupové hod-
noty A, (hodnoty, pri ktorych za¢ina existovat periodickd nestabilita, ktora je preferovana
pred staciondrnou konvekciou) sa s narastajicou hodnotu parametra anizotropie post-
vaji k mensim hodnotam A, t.j. ¢im vic8ie «, tym mensie A,. Kritické frekvencie o, st
pre A > A, najnizSie, a teda geofyzikdlne najredlnejsie. Pre vicsie A uz nie su frekvencie
velmi citlivé na anizotropii.

Obréazok 24 opisuju tie isté zavislosti, ako grafy na predchadzajicom obrazku, ale pri
vacsej hodnote Ekmanovho (V:islva E. = 1073. Porovnanim tychto dvoch obrazkov vidime
minimalne kvalitativne zmeny. Co sa tyka kvantitativnych zmien, tak zvySenie Ekmanovho
¢isla sposobilo znizenie vSetkych troch sledovanych kritickych ¢isel R., k. aj o. a zmensili
sa aj hodnoty nabehovych A,. Na grafe 24c mozeme eSte zretelnejsie vidiet, Ze védia
So anizotropia umozinuje vznik periodickej nestability pri mensich magnetickych poliach
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Obr. 26: Podiel ustrednenych azimutalnych kinetickej a magnetickej energie nestabilit v zavislostiach na
Ekmanovom é&isle F, a FElsasserovom ¢isle A pri roznych hodnotach anizotropného koeficientu o > 1.
Minimélne A na krivkach na pravom obrazku st nastupové hodnoty vznikajucich periodickych nestabilit.

(mengich hodnotach A) a s mensimi frekvenciami, ktoré st realistickejSie pre vysvetlenie
dekadickych variacii geomagnetického pola.

Druhé ¢ast numerickych vysledkov zac¢ina obrazkom 25, ktory pozostava z dvoch grafov,
vyjadrujucich zavislost podielu azimutélnej a meridionalnej kinetickej energie (u?)/(u? +
u?) na Ekmanovom ¢isle E, (25a) pri kongtantnej hodnote Elsasserovho ¢isla A = 10, resp.
na Elsasserovom &isle A (25b) pri kongtantnej hodnote Ekmanovho ¢isla £, = 3 - 1077,
Rozne krivky odpovedaju roznym pripadom So anizotropie (rozne hodnoty parametra
anizotropie «). Na grafe 25a mozeme vidiet, Ze azimutéalna kinetickd energia dominuje
nad meridionalnou a tato dominancia je pre vac¢siu anizotropiu vyraznejsia. Podiel tychto
dvoch kinetickych energii s narastom Ekmanovho ¢isla £, klesa az pri vicsich hodnotéach
E.; pri men8ich hodnotéach je tento podiel skoro konstantny vzhladom na E.. Aj druhy
graf 25b ukazuje, ze azimutalna kinetickd energia dominuje nad meridionalnou pre cely
uvazovany interval hodnot A. Vsetky tri krivky na tomto grafe maja podobny tvar, t.j. pri
ur¢itej hodnote A sa dosahuje lokdlne maximum, v ktorom je azimutalna kineticka energia
voCi meridionalnej najvicsia. Poloha tohto maxima je pre rozne pripady So anizotropie
rozna.

Dalsf obrazok 26 znazoriuje podiel ustrednenych azimutalnej kinetickej a magneticke;j
energie v zavislosti na Ekmanovom ¢isle E, a Elsasserovom c¢isle A pre rozne hodnoty
koeficientu anizotropie «. Z prvého grafu 26a vidiet, ze pre vSetky a > 1 logaritmus
tohto podielu sa pre malé hodnoty F, sprava ako linedrna funkcia od logaritmu F,. Pre
vacsie hodnoty sa tato ,linearita“ poruSuje. Magnetickd energia na celom uvazovanom
intervale F, dominuje. Podobnii dominanciu magnetickej energie mozeme vidiet aj na
grafe 25b, ale tu uz nemozeme hovorit o linearnej zavislosti na logaritme Elsasserovho
¢isla A. Narastom Ekmanovho F, aj Elsasserovho ¢isla A sa kineticka energia postupne
vyrovnava magnetickej. Pri mensich hodnotach E, a A dominuje magneticka energia, tak
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Obr. 27: Podiel ustrednenych azimutalnych kinetickej a magnetickej energie nestabilit v zavislostiach na
Ekmanovom &isle F, a FElsasserovom ¢isle A pri roznych hodnotach anizotropného koeficientu o < 1.
Minimélne A na krivkach na pravom obrazku st nastupové hodnoty vznikajucich periodickych nestabilit.

ako je to typické pre nestability typu MAC vin v zemskom jadre, zatial¢o pri vicsich E,
a / sa dosahuje priblizna ekviparti¢nost kinetickej a magnetickej energie tak, ako je to
typické pre Alfvénove viny. Anizotropia typu So vyrazne neovplyviiuje tieto zavislosti.

Posledny obrazok 27 opisuje zavislosti podielu ustrednenych azimutélnej kinetickej
a magnetickej energie (Eyi,)/(Emag) a podielu azimutalnej a meridionalnej kinetickej
energie (u?)/(u? 4 u?) na Elsasserovom isle A pri konstantnej hodnote Ekmanovho ¢isla
E. = 3-107". Na rozdiel od predchadzajtcich obrazkov, tu skimame vplyv anizotropie
atmosférického typu (a < 1). Pretoze plati uz spominand podmienka, 7e periodicka ne-
stabilita existuje len pre hodnoty koeficientu anizotropie o < ¢ (kde ¢ = n/k., = ¢;'!, ¢o
je obratena hodnota Robertsovho ¢isla), zvolili sme hodnotu ¢ velmi mali, t.j. ¢ = 0,01.
Z grafu 27a vidime, Ze aj pri tomto type anizotropie dominuje magneticki energia nad
kinetickou a narastom Elsasserovho ¢isla /A sa kinetickd energia vyrovnava magnetickej.
Dalej je vidiet kvalitativny rozdiel medzi izotropnym pripadom o« = 1 a anizotropnymi
pripadmi a < 1, u ktorych podiel energii je velmi slabo citlivy na koeficiente anizot-
ropie a. Krivky na grafe 27b ukazuji, Ze azimutélna kinetickd energia dominuje nad
meridionalnou kinetickou energiou. Na tomto grafe je rozdiel medzi izotropnym pripadom
a anizotropnymi pripadmi eSte vyraznejsi. V izotropnom pripade podiel (u2)/(u? + uZ)
s narastom A narasté, zatial ¢o pri anizotropnych pripadoch klesa. V oboch pripadoch az
pri velkych hodnotach A% 0(1000) dosiahne kvazikon§tantni hodnotu ~ 20, resp. ~ 100
v anizotropnych, resp. v izotropnom pripade.

7.5 Zavery — model II

Linearnou stabilitnou analyzou bol skimany vplyv anizotropie difaznych koeficientov na
model rotujicej magnetokonvekcie v horizontélnej rovinnej vrstve, preniknutej zakladnym
homogénnym vertikidlnym magnetickym polom.
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Stacionadrna a nestacionarna konvekcia. Rovnako, ako v pripade modelu I, bol
systém rieSeny v cylindrickej stiradnicovej ststave. Skimali sa osovosymetrické, resp. oso-
vonesymetrické nestability, ktoré boli bud ¢asovo nezavislé (stacionarna konvekcia), alebo
¢asovo zavislé (overstabilita). Uvazované boli dva typy anizotropie viskozity a tepelnej
difuzivity; So stratifika¢na anizotropia oceanskeho typu a Sa stratifikacna anizotropia
atmosférického typu. V pripade stacionarnej konvekcie plati (obr. 21), Ze oproti izotrop-
nému pripadu Sa anizotropia destabilizuje vrstvu (zmensuje kritické Rayleighove ¢islo R,.)
a zmensuje radidlny rozmer konvektivnych buniek (zvic¢suje kritické radialne vlnové ¢islo
k.). So anizotropia ma presne opa¢ny u¢inok na stacionarnu konvekciu, teda stabilizuje
vrstvu a zvacsuje radidlny rozmer konvekcie.

Nestacionarna konvekcia nemoze existovat pre a < (, ¢o vylucuje pripad silnej Sa
anizotropie, kde ( = n/k.. je obratena hodnota Robertsovho ¢isla. So anizotropia zvicsuje
radidlny rozmer aj nestacionarnej konvekcie a ovplyviiuje aj kritické Rayleighove ¢islo, ale
stabilizujtci, resp. destabilizujuci u¢inok zavisi aj od hodnoty Elsasserovho ¢isla A (obr.
23).

Inercidlne médy a magnetokonvekcia. V tomto modeli bol vySetrovany aj vplyv
anizotropie na fyzikalne veli¢iny, definované pomermi amplitid jednotlivych porich, ktoré
sme vyuzili pri niektorych energetickych iivahéch. Napriklad, ako sa dodavané energia roz-
deli medzi kineticki a magneticki a v akom pomere st kinetické energie v azimutalnom
a meridiondlnom smere. Azimutalna kinetické energia za kazdych okolnosti dominuje nad
meridionalnou. Pri mensich hodnotach Ekmanovho a Elsasserovho ¢isla magneticka ener-
gia vyrazne dominuje nad kinetickou, ako je to typické pre nestability typu MAC vin
v zemskom jadre, zatial ¢o pri vacSich hodnotach E, a A sa dosahuje priblizna ekvipar-
ti¢nost kinetickej a magnetickej energie tak, ako je to typické pre Alfvénove viny. Aj tak
nestability nie st MAC mody, ktoré podobne ako Alfénove viny sa Siria v smere magnetic-
kého pola. Sa aj So anizotropia za ur¢itych okolnosti vyrazne ovplyviuji oba vySetrované
pomery energii, pricom ale nezmenia dominanciu magnetickej resp. azimutalnej kinetickej
energie (obr. 25 a 26).

Dominancia magnetickej nad kinetickou energiou osovosymetrickych nestabilit indi-
kuje to, ¢o sa dalo ¢akat. Nestability si tepelnou konvekciou na pozadi magnetického
pola a rotacie systému, a nie Alfvénove viny, s ktorymi s spajané torzné oscilicie v zem-
skom jadre, zalozené na ,elasticite“ jadra od radidlneho magnetického pola. Z kinema-
tického hladiska vSak tieto nestability maju charakter torznych oscilacii. TakZe mame
aspon indikdciu pre mozny zaver. Vybudena tepeln& konvekcia, ktorej vlastnosti st vy-
razne ovplyvnené vertikalnym magnetickym polom, polom v smere rotacnej osi, moze byt
v rezonancii s vlastnymi kmitmi rotujiceho systému. Pozoruhodné pritom je, ze nastup
tejto konvekcie je mozny len od istych hodnot magnetického pola (pozri nastupové A, na
obr. 22-24), citlivych od inych parametrov systému, napr. « - anizotropného parametra.

Horizontalne rolky, osovosymetrické a osovonesymetrické nestability. Na za-
ver treba pripomenit, Ze v Studovanom modeli sme rozligili nestability v kartézskej a cylin-
drickej geometrii. V kartézskej geometrii Studované rolky v horizontalnej vrstve kvapaliny
poskytli o¢akdvany vysledok. Vznikajice nestability citlivo zévisia od anizotropie difiz-
nych koeficientov. Na linearnej tirovni stabilitnej analyzy nevieme rozhodnut, ¢i rolky su
preferované pred nestabilitami inych tvarov, napr. s bunkami konvekcie §tvorcovej alebo
Sestuholnikovej zakladne. Posledne spominané pripady s dvomi na seba kolmymi rolkami,
resp. s tromi rolkami zvierajucimi 120°(= 360°/3) sme nestudovali. V pripade jediného
systému roliek je zrejmé, Ze ich orientécia v horizontalnej vrstve je Iubovolnéa, t.j. pri
kazdom smere roliek je konvekcia budené pri rovnakom kritickom R..

V cylindrickej geometrii sme rozlisili osovosymetrické a osovonesymetrické nestability,
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tj.sm=0am=41,£2,4+3,.... Pre vSetky m sme dostali rovnaké hodnoty kritickych
¢isel, teda aj R., a to eSte s rovnakymi hodnotami, ako pre rolky v kartézskej geometrii.

Je zrejmé, ze z linearnej stabilitnej analyzy nevieme rozhodnut, ¢i osovosymetrické ne-
stability su preferované. AvSak ich dominanciu nad osovonesymetrickymi nestabilitami ne-
mozeme vylucit. V kazdom pripade zaujimavy vysledok, spajajici nase nestability s m = 0
s torznymi oscildciami v zemskom jadre treba brat opatrne, pokial v studovanom modeli
neuvazime nelinearity, napr. aspon v slabo nelinedrnej analyze.
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8 Model III

8.1 Model s homogénnym horizontalnym magnetickym polom

V tomto modeli je vySetrované linearna stabilita nekone¢nej horizontalnej rovinnej vrstvy
vodivej nestlacitelnej kvapaliny hribky d. Vrstva je preniknutd homogénnym horizontal-
nym magnetickym polom B v smere osi y. Vrstva rotuje okolo osi vo vertikilnom smere
z, gravitacné pole g je v smere —z a vrstva je zohrievana zospodu a chladend zvrchu,
pricom je udrziavany linearny teplotny profil 7.

8.2 Zakladné rovnice

Uvazujeme teda zakladny stav systému (rotujici uhlovou rychlostou, §2o = 22)

— — . ~ 2 +d/2

Uo=0, B, = Buy, To=1 — ATZd/> (68)
kde y a z su jednotkové vektory v smeroch y a z. T; je zakladna teplota na spodku
vistvy Z = —d/2 a AT je zékladny teplotny rozdiel medzi spodkom a vrchom vrstvy.

Stabilitu systému Studujeme nalozenim portich rychlostného pola u, magnetického pola b
a teploty ¥ na systém zakladnych rovnic. Tento systém je pre nezname poruchy prerobeny

i L 02 = Q3 lg

z WP <>

d/2

To(2) ~ By=Buy

. —d/2
y

Obr. 28: Model rotujiicej magnetokonvekcie s homogénnym horizontalnym zékladnym magnetickym po-
Tom v nekone¢nej horizontalnej nestabilne stratifikovanej vrstve s vertikdlnym teplotnym profilom Ty (2).

na bezrozmerny a linearizovany tvar

RO(Z(;-FZXU = —Vp+ AV xb) xy+ RVz+ E.Viu, (69)
b
5 = V x (u x y)+ V?b, (70)
109 . 5
ga = Z~’u,+Va19, (71)
Viu = 0 (72)
a V-b = 0. (73)

Na prvy pohlad moézeme vidiet v (69) a (71), 7e Laplaceov oprator V2 je nahradeny
anizotropnym Laplaceovym operatorom V2; pozri (74-76). Prva rovnica (69) je pohybova
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Navier-Stokesova rovnica, ktora opisuje ¢asovy vyvin poruchového rychlostného pola w.
Druha rovnica (70), opisujica ¢asovy vyvin poruchového magnetického pola b, je indukéna
rovnica. Dal§ia rovnica (71), rovnica vedenia tepla, opisuje vyvin poruchového teplotného
pola ¥ v ¢ase. Posledné dve rovnice vyjadruju solenoidalnost rychlostného a magnetického
pola. V Navier-Stokesovej rovnici uvazujeme dva rozne tvary posledného ¢lenu E,V2u,
opisujuceho viskozne sily, kedZe uvazujeme dva typy anizotropie. V pripade stratifika¢nej
anizotropie (SA) méa viskozny ¢len tvar

E.NV?u = E.[(1 - )02 + o, Vu, (74)

a v pripade anizotropie podla Braginského a Meytlisa (BM) je viskozny ¢len nasleduju-
ceho tvaru

E.V?u = E,[(a, — 1)0?, + V?]u. (75)

Okrem anizotropného koeficientu viskozity uvazujeme tiez anizotropiu tepelnej difuzivity.
V rovnici vedenia tepla preto tiez uvazujeme dva tvary diftizneho ¢lena V249. V pripade
anizotropie S A, resp. BM su tvary tohto ¢lena nasledovné

V20 = [(1 — ag)d?, + V39 a V29 = [(ay — 1)02, + V3]0. (76)

Velmi I'ahko v oboch pripadoch overime, Ze polozenim anizotropnych parametrov a, a ay
jednotke (teda uvazovanim izotropného pripadu o = a, = ay = 1) sa diftizne cleny
v rovniciach (69, 71) zmenia na beZne pouzivané tvary E VZu, resp. V2. Cim viac sa
a odlisuje od jednotky, tym vicSia je anizotropia. Bezrozmerné ¢isla v rovniciach st rov-
naké, ako v predchadzajicich modeloch I a II, a teda zhodné s (16) vo vSeobecnej kapitole
3. Kvoli anizotropii viskozity a tepelnej difuzivity mame opét dve Ekmanove ¢isla a dve
Robertsove ¢isla, pricom v rovniciach sa explicitne objavuji len bezrozmerné ¢isla, defino-
vané pomocou diftznych koeficientov vo vertikdlnom smere z. Kvoli pohodlnému ¢itaniu

je rozumné eSte raz zopakovat definicie tychto ¢isel'
B2 Vss argATd Kas Vew Koz
Rozgn 7/1:4M 7Ez: JR: Tg 7q25: 706:7: 7(77)
290d2 2'90pl/~”] 2*QOd2 290’?22 n Vyz Rzz

kde opakovany zapis a je kvoli uvedeniu kompletnej sady bezrozmernych ¢isel, s ktorymi
budeme riesit formulovany problém. Pre uplnost e$te uvedieme aj druhé Ekmanove ¢islo
E, = V42 /2020d? a druhé Robertsove ¢islo ¢, = k.. /n (v predchadzajtcich modeloch I a 11
to boli &isla E, = v, /200d? a qs = Kss/7).

Je tiez uzito¢né zaviest pat dalsich bezrozmernych ¢isel
R

T.= B, R.=—- (78)

1 1 n _ R 4
- Q_Eza

kde ¢ a p st dve Prandtlove ¢isla, bezrozmerné pomery difuzivit, ¢ — obratené Robertsove
a p — obratené magnetické Prandtlove ¢islo!®. DalSie tri ¢isla, (Q — Chandrasekharove, T,
— Taylorove a R, — klasické Rayleighove ¢islo st uzitoéné pre porovnanie odpovedajicich
vyrazov tu a v [13, 18, 19].

14 Modifikované Rayleighove &islo R, ktoré je mierou efektivnej vztlakovej sily vzhladom ku Coriolisovej sile, je aj v tomto
modeli definované pomocou k.. - vertikdlnej zlozky koeficientu tepelnej difuzivity.
158ymbol p pouzijeme pre jedno ¢asto pouzivané bezrozmerné &islo p = p,, pretoze tlak uz nebudeme uvazovat.
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8.3 Metoda rieSenia

Dalsi postup je v rozlozeni poruch rychlostného w a magnetického pola b na poloidalnu
a toroidalnu ¢ast (pre porovnanie pozri (28) a (44))

u=a*[Vx(Vxwz)+Vxwzl a b=a?[Vx(Vxbz)+Vxjz| (79)
Vsetky poruchy (w, w, b, j a 9) maja tvar
f(z, y, z, t) = Re [F(z) exp(ilx + imy) exp(At)] , (80)

kde horizontalne zlozky vlnového &sla [ a m uréujiu a® = VZQ + m?% Odmocnina a? je
horizontalne vlnové ¢islo a a A = i0 je komplexnd frekvencia. Dalej aplikujeme na Navier-
Stokesovu rovnicu operator rotacie a dvojitej rotacie. To isté spravime s indukénou rov-
nicou a po dosadeni poruch (w, w, b, j a ¥) do tychto rovnic a do rovnice vedenia tepla
a uvazenim z—zloziek dostaneme nasledujici systém obyc¢ajnych diferencialnych rovnic pre

nezname funkcie F'(z) = W(z), 2(2), B(z), J(z) a O(z)
[E.D., — R\ 2 + DW +imAJ = 0, (81)
(D?* — a*) [E. Dy — RANW — D2 +imA(D* —a*)B = a’R6, (82)
(D* —a®> = N J +im = 0, (83)
(D* —a* = \)B +imW = 0, (84)
(Do —CNO+W = 0, (85)

kde D = d/dz a operator D, ma dva rozne tvary, a to
D,=D*—al*>-m? a D,=D?—al’>—am®=D*— aad® (86)

v pripade BM, resp. S A anizotropie. Pritom u S A je zachovana, zatial¢o u BM naruSena
horizontalna izotropia. Z tychto piatich rovnic (81-85) postupne eliminujeme 4 nezname
funkcie az na funkciu W a dostaneme obycajnu diferencidlnu rovnicu 12-eho radu pre W
v nasledujicom tvare

(Do =) ((D* = ) (D (Da = pY) + @2}’ + T,DD?) +
+a*RyDy {Dy (Do — pA) + Qm*} [W =0, (87)
kde Dy = D? — a®> — X a kde systém bezrozmernych parametrov (77) bol nahradeny

systémom (78).
Pre priame porovnanie s [13] a [18, 19] zavedieme tiez substitucie

-2 m? i T, Q R,
lz?a m:?, le—ﬁ, 1:;7 Ql:ﬁ a Rlzﬁ- (88)
Ak uvazujeme najjednoduchsie hrani¢né podmienky pre z = —1/2,1/2, (v [37] st pome-

nované illustrative conditions), t.j. hranice si mechanicky volné a elektricky a tepelne
dokonale vodivé,

W=D*W=DR=60=B=DJ=0,

potom vdaka rieSeniu W = W cos(7z) mdzeme operatory v (87) nahradit jednoduchymi
algebraickymi vyrazmi. Nakoniec zavedenim pomocnych premennych

a=Il+m, A=1+a (89)
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S 1+al+m ) BM . :
a A, = { L+ ad v pripade gy anizotropie, (90)

dostaneme disperzny vztah pre Rayleighove ¢islo R; v tvare

(Ao +iCo1) {A[(A + ion)(Aq + ipor) + Qui)* + Ty(A + i0y)*} =
= Ri(A = 1)(A+io1) {(A+io1)(Aa + ipoy) + Quin} . (91)

Disperzna rovnica (91) pre pripad horizontalneho zakladného magnetického pola v smere
y je analogicka pripadu s vertikalnym magnetickym polom v ([13|, kap. V). Prechod na
bezrozmerné parametre pouzité v [13, 18, 19| tu sluzi pre porovnanie a overenie zloZi-
tych vyrazov, ale v nasledujicom texte st numerické vysledky prezentované v priestore
parametrov (77) — R, E., A, q. (alebo ( =1/q.), p (= R,/E.) a « 60, 59].

Rovnica, analogicka rovnici (91), vo ,vhodnejSom* priestore parametrov, mé tvar

R ¢:(K?+X)  KP[E.(K?+ X)(KZ + pA) + m?A]? + 72(K? + \)? (92)
(K24 )) E.(K?+ \)(K2 + pA) + m2A ’
kde pouzitim transforma¢nych vztahov (88—90)
K?=a*+7? (93)

a K?=

«

{ al? +m? + 72

. BM . .
aa? & 2 v pripade a4 anizotropie. (94)

Je zaujimavé vidiet peknu zhodu Tavej strany tejto disperznej rovnice s Iavou stranou
rovnice (36) v modeli I, kde namiesto Robertsovho ¢isla ¢, bola pouzita jeho obratena
hodnota ¢ = 1/q, (Casto pouzivana v astrofyzike), a kde je samozrejme radialne vlnové
¢islo k namiesto horizontélneho vlnového ¢isla a.

V poslednych rokoch nastal vyrazny pokrok v numerickych simulaciach tepelnou kon-
vekciou hnanych dyndm. Tieto numerické modely st riadené rovnakymi bezrozmernymi
parametrami, ako tu skimany problém rotujicej magnetokonvekcie. Dolezitou limitou
pre tieto modely geodynama je limita, pri ktorej sa zanedbava inercialny ¢len du/0t,
pretoze sa veri, ze rychle moédy si relativne menej dolezité. Napriek tomu v castiach
8.5.3—8.5.5 s numerickymi vysledkami pre nestacionidrnu konvekciu sme uvazili aj p # 0.
Zakladna disperzna rovnica v limitnom pripade p = 0, t.j. nulového inverzného magnetic-
kého Prandtlovho ¢isla p = n/v,. v priestore bezrozmernych parametrov (77) E,, A, g,
a a ma tvar

R 2 (K2 + )  K2[E.(K?+ NK2+m?AP? + n2(K? + \)? o5
KN E.(K? 4+ \)K2 +m2A ' (95)
Limita p = 0 suvisi s priblizenim v > x ~ 7, pri ktorom Roberts a Jones [37| riesili
izotropny problém, ale ktora sa vyrazne lisi od limity v < n (p = o0), pri ktorej riesil
podobny problém Eltayeb [18]. Zdoraznime eSte, 7e v izotropnom pripade o = 1 plati
K? = K% q. = q, E, = E, a podobne A, = A a D, = D? — da?, ¢o je uZito¢né pre
porovnanie vyrazov (87 — 95) s odpovedajucimi vyrazmi v [13, 19, 37, 28]. Napr. rovnica
(95) v limite o = 1 je identicka s (3.3) v [37].

8.4 Modbdy konvekcie vo forme roliek

Hlavnym cielom linearnej stabilitnej analyzy je vySetrit nastup konvekcie, teda néajst také
zakladné vstupné parametre opisujice systém a taku konfiguraciu nestability, ktora sa
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vybudi najlahsie. Ide teda opét o hladanie marginalnej konvekcie (vid zaciatok podka-
pitoly 6.1). Nestabilita vznikne, ak Rayleighove ¢islo, ktoré je pomerom destabilizujucich
a stabilizujicich sil, dosiahne uréiti kritickit hodnotu. Ulohou je najst pri zadanych vstup-
nych parametroch (Ekmanove ¢islo, Elsasserove ¢islo, Robertsove ¢islo) taky tvar poruchy
(dany vlnovymi ¢islami), ktora vznikne pri najmensom Rayleighovom ¢isle. Takéto Ray-
leighove ¢islo nazyvame kritickym Rayleighovym ¢islom a oznacujeme ho R.. Hladanie
R, suvisi s procesom minimalizacie, ale najprv si zadefinujeme vSetky vySetrované mody
konvekcie, ktoré stutazia o preferenciu v priestore bezrozmernych parametrov (77). Vy-
Setrujeme nastup stacionarnej a nestacionarnej konvekcie, ktord mé tvar horizontalnych
roliek a je jednoznacne popisana dvoma zlozkami [ a m horizontélneho vinového ¢isla. Par
[ a m moze byt nahradeny inym parom

a= (> +m?)? a v = arctg(m/1), (96)

kde velkost a horizontélneho vlnového ¢isla zjednodugene volame horizontélne vinové ¢islo
a 7 je uhol sklonu roliek vzhladom na orientaciu zakladného magnetického pola v smere
osi y. Vdaka (80) vektor (I, m) urcuje orientéciu konvektivnych roliek (rolky st kolmé na
vektor) a v pripade nestacionarnej konvekcie tento vektor urcuje tiez smer Sirenia viny
[56, 55]. V pripade, 7e vlnové ¢islo [ je nulové, tak hovorime o kolmych rolkach, lebo su

Y4 C Y O Yy P

C XS

C O oD

exp(imy) v exp(ilz + imy) exp(ilz)

Obr. 29: Rozne orientacie konvektivnych horizontélnych roliek. Uhol v = arctg(m/1) je uhol medzi osou
roliek a magnetickym polom B. Pre rolky kolmé na magnetické pole plati [ = 0 = v = 7/2 (C) a pre
rolky rovnobezné s magnetickym polom plati m = 0= v =0 (P).

orientované kolmo na zékladné magnetické pole (cross). Iny extrémny pripad je, ked vinové
¢islo m je nulové, a takéto rolky nazyvame rovnobezné (parallel). Ak st obidve vinové ¢isla
nenulové, tak hovorime o ikmych rolkach (oblique). Orientacia roliek je nazorne zobrazena
na obrazku 29. Preskumat preferenciu znamena urcit, ktora z tychto foriem konvekcie je
preferovana pre dané E,, A, ¢. a «; pozri (77). Kombinaciou troch moznych orientacii
roliek so stacionarnou (steady) a nestacionarnou (overstable) konvekciou definujeme 5
roznych modov konvekcie. Pouzijuc oznacenia a nazvy podla Robertsa a Jonesa |28, 37|
ich pomenujeme P, SC, SO, OC a OO mody. Znacenie je od anglickych nazvov parallel,
steady cross, steady oblique, overstable cross a overstable oblique. P rolky nikdy nie st
nestacionarne [37].
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8.4.1 Zakladné mody konvekcie v pripadoch SA a BM anizotropie
Rovnica (91) prejde pri p =n/v., = R,/E, = 0 na
(Ao +iCon) {A[(A +io1) Ag + Quin]” + Ti(A +i0y)*} =
= Ri(A—-1)(A+io)) {(A+io))As + Qim}. (97)

Prejdeme teraz na znacenie v |37], teda K2 = 124, a> = 7%(A — 1). Dalej vyuzijeme, Ze
E2=T,=r"T\, AJE, = Q =7°Q; am =m?/r% Vynasobenim (97) s E? mame

(Ag +iCor) {A [E-(A +i01)Aa + 7r‘4/1m2}2 +r A+ i01)2} =
= ' Ra*r (A + ion) {(A+ i) A B. + 7" Am?} (98)

a dalsim vyndsobenim s 7' a eSte s ¢, (miesto ¢) a A = ic mame

(-2 + ) {K2 [Eo(K? + N K2 + /mﬂ2 + (K% + )\)2} -
= Ra’q. (K + \) { B.(K* + N K2 + Am®}, (99)
¢o je inym vyjadrenim (95). Vztah (99) je anizotropnym zovSeobecnenim izotropného

pripadu o = 1 z [37]. V zloZitej algebre bolo uzito¢né vyuzit sprehladiiujice pristupy [37]
spojené so zavedenim novych premennych

Am? o

P=aK VTR

o E.KK?
ﬁ a Co = - y (100)

Yo =
ktoré umoznili disperznu rovnicu (99) vyjadrit ako

g=r(1+ i) {ea(l+iy) + 6} = (¢ + iba)ca {[ca(l +iy) + @] + (1 +iy)*} . (101)

Pritom anizotropné zovseobecnenie si vyziadalo zadefinovat v, a ¢, navySe ku y a c.
V stacionarnom pripade pri A = 0, z* = x a R®* = R vzfahy (98—101) pre Rayleighove

¢islo su
' =colCa+ O+ ;

Cat ¢

P+ a?)y? 1 B.K?K? + Am?
R = W(W_;a)a (Ca + C’) , kde Co=co+0¢= 776.;{+ m (102)
2 o 2\1/2( 2 2
2 o3z _ ) (70 +a?) A (r + aa®) ) SA : .
a symbol (7° 4 a®)/* = { (72 + a?) V(% + al? + m?) v pripade BM anizotropie.

Tvar (101) disperznej rovnice sa ukazal ako velmi uzito¢ny pri studiu (analytickymi,
asymptotickymi metédami) vlastnosti zlozitejsich nestacionarnych modov. V nasleduju-
cej podkapitole 8.5 sa tymto vlastnostiam venujeme numerickymi metédami. Mnohé de-
taily stidia nestacionarnych OC a OO modov asymptotickymi metédami sa prezentované
u dalsieho modelu IV s lezatou rota¢nou osou, a to hlavne v podkapitolach 9.3 a 9.4.
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8.4.2 Urcdenie hranic medzi médmi P, SC a SO

Sustredime sa hlavne na SA anizotropiu. Potom

m(7? 4 a®)3 (7% 4 aa?) 1
R = Ca ) . 103
a? ( + Cq (103)
Z podmienok
oR? oR?®
=0 =0
ac. T Da?
mame kritické C, a a2, teda
1++/1+8
Co=1 a a=m— Y100 oy (104)

¢ 20

Dalej K2 = a2 + 7% = (2, + 1)7% = 3,72 a K2, = 72 + aa? = 1 4+ an®2, = 72(1 + 02,).
Z rovnic (102—104) pre zlozky kritického horizontalneho vlnového ¢isla mame
s V3Bam? =9, E,
c A )
pricom®® 2, = (1 + 1+ 8a)/2a, 35 =24+ 1 a 9, = 34(1 + a2,).

Hranica SO/P je uréena podmienkou m = 0. Z rovnice (105) mame
V3a o w2
MGl S L —

9 V3a(l+a24)

z ¢oho okamzite vidiet, Ze v izotropnom pripade E* = 1,95 - 1072 v stlade s [37] a AFE,

rezimovym diagramom na grafe 30a. Po dosadeni pomocnych premennych 2,, 3, a 9,
dostavame predpis pre SO /P hranicu v tvare

m 2 =2,m —m2, (105)

E* = (106)

1/2
2 14+ /8 1 1

200
2O {at 1+ VTG4 VBT D = B @, (o)

teda v zavislosti na anizotropnom parametri «, ¢o vystihuje vertikaly &/ = E£*, teda hranice
SO/P na grafe 30a pre o = 0,5, 1 a 2. Dva limitné pripady maji nasledujici tvar

* a1/2 * 2a —1/2
Bl =05 =00, By = 200

53 = 0 (108)

a naznacuju, ako extrémne pripady anizotropie @ — 0 a @ — 0o mozu dramaticky menit
charakter konvekcie. Pozri numerické vysledky v casti 8.5.2.
Hranica SC/SO je urc¢ena podmienkou [ = 0. Z rovnice (105) dostavame

== 2 p) (1o By

24 = = = A=
e =Y 2. £

16Ty a v dalsom texte zavadzame nezvyajné oznalenie novych parametrov 2., 3o a 9, zavislych na anizotropnom
parametri . Dovodom je sprehladnit zloZitejSie vyrazy zavislé na « tak, aby na prvy pohlad bolo vidiet, aké hodnoty maju
tieto parametre v izotropnom pripade a = 1, t.j. 2a|a=1 = 2, 3a]a=1 =3 a 9a|a=1 = 9.
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Teda matematicky predpis pre hranicu SC/SO ma tvar

A—A*(1—g>, (109)

kde A* je funkciou len od « a je definovana nasledovne

1/2
2a+1+\/8a+1} /
14++/8Ba+1 ’

Vztah (109) reprezentuje tusecky SC/SO na rezimovom AFE, diagrame (obr. 30a) pre a =
0,5, 1 a 2. Dva limitné pripady tejto premennej maji nasledujtci tvar

A = \/Z _ (2@)1/2[

(110)

o\ 1/4
Nlpg=a? =0, w) =(5) > (111)
a opat upozoriuju, aky vyznam mé planované stiadium extrémnych pripadov anizotropie.
Ku studiu hranic medzi modmi v pripade BM anizotropie treba vychadzat (102) z na-
sledujtiiceho vyrazu pre Rayleighove ¢islo

(7 + a®)V? (7% 4 ad® + m?) (Ca+1),

R® =
Ca

a2
u ktorého na prvy pohlad vidiet dosledok stratenej horizontéalnej izotropie difuznych ko-
eficientov. Pozri ¢len 72 + al? +m?, ktory na rozdiel od SA anizotropie s ¢lenom 72 + ca®
sa neda vyjadrit cez a, ale len cez zlozky | a m. AvSak stratend horizontalna izotropia
difaznych koeficientov sa vo vyraze pre Rayleighove ¢islo prejavi aj cez C, = ¢4 + ¢,
pretoze podla (94, 100) ¢, = (E./7)(7? 4+ a?)(7* + al® + m?).

Pre odpovedajice zlozitosti minimalizacie R° v BM anizotropii a pri nemoznosti zvlad-
nut ju analyticky ¢itatela odkazujeme na podkapitolu 8.5 Numerické pristupy a vysledky.

8.5 Numerické pristupy a vysledky

Proces minimalizacie bol robeny velmi jednoduchym, ale pre tento problém postac¢ujtcim
sposobom. Fyzikilne dolezita ¢ast dvojrozmerného priestoru zloziek [ a m vinového vek-
tora je pokryta sietou. Rayleighove ¢islo je poc¢itané v kazdom bode siete a je ndjdeny bod
s najmensim Rayleighovym ¢islom. Vhodne vybrané okolie tohoto bodu je pokryté novou
siefou s vy$Sou hustotou bodov a opét sa hlfada bod s najmensim Rayleighovym ¢islom.
Tento proces pokracuje, pokial sa nedosiahne pozadovana presnost; ziskané Rayleighove
¢islo je uz kritické R, s odpovedajicimi kritickymi zlozkami horizontalneho vlnového vek-
tora I. a m.. V pripade nestacionarnej konvekcie bol formalne pouzity ten isty proces
minimalizicie, ale v kazdom bode siete bola naviac pocitand frekvencia o. Frekvencia
o je korefiom polynoému siedmeho stupna, ktory vznikol z podmienky Sm(R) = 0, kde
R koreSponduje vyrazu (92). Evidentny korei o = 0 stvisi so stacionidrnou konvekciou.
Dalsie korene tejto rovnice, suvisiace s nestacionarnou konvekciou, pochadzaju z poly-
nomialnej rovnice treticho stupiia pre neznamu o2. V pripade viac ako jednej fyzikalne
vhodnej frekvencie je kriticka frekvencia odpovedajica najmengiemu Rayleighovemu ¢islu,
rovnako ako kritické I., m. a R, pre nestaciondrne moédy. Nakoniec st porovnané kritické
Rayleighove ¢isla pre stacionarnu a nestacionarnu frekvenciu kvoli urcéeniu preferovaného
modu. Urcenie orientéacie preferovaného modu (vratane P modov s m = 0 a SC a OC
modov s [ = 0) je stc¢astou minimalizatného procesu.
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8.5.1 Stacionarna konvekcia; AF, diagram

Nasledujtice numerické vysledky (obr. 30) ukazuju vplyv anizotropie na rozlozenie regio-
nov preferencie v AFE, rovine, kde tri oblasti st ozna¢ené podla toho, akéd orientacia roliek
je v tejto oblasti preferovana.

P = Steady Parallel roll — stacionarne médy rovnobeznych roliek st preferované;
SC = Steady Cross roll — stacionarne mody kolmych roliek st preferované;
SO = Steady Oblique roll — stacionarne médy Sikmych roliek su preferované.

Jednotlivé diagramy 30abc vlastne reprezentuju funkciu R, = R.(A; E,), pricom krivky
predstavuju rovnaké hodnoty R, pre dvojice stiperiacich modov SC, SO, a P. Napr. krivka
SC/SO znamena hranicu preferencie v priestore parametrov A a E, medzi moédmi SC
a SO. Graf 30a ukazuje vplyv anizotropie typu SA, t.j. Sa a So na tieto oblasti. Plné

: 3-SO
(a) - - - - isotropic case, a = 1 H (b)
Sa anisotropy, a = 0.5 ! i
------ So anisotropy, a = 2 ' P
2 ! /\ 2
SO P isotropic case, o = 1
H —— BM anisotropy, a = 0.5
14 14 ——— BM anisotropy, a = 0.1
P
0 T T T =S T T 2 0 T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25x10 0.0 0.5 1.0 E 1.5 2.0x10%
(C) 0.54S0 ] z z
p BM anisotropy, a = 0.1, 0.5

0.0 ‘ : ; -
0.05 0.10 0.15 x10°

Obr. 30: Rezimovy diagram stacionarnej konvekcie pre oba SA a BM typy anizotropie. ReZimovy diagram
ukazuje oblasti s preferovanym typom konvekcie v AFE,-rovine.

a bodkované ¢iary znazoriiuji hranice medzi jednotlivymi oblastami v anizotropnych Sa
a So pripadoch, teda pri « = 0,5 a o = 2 a prerusSované ¢iary platia pre izotropny pripad
a=1.

Hranica medzi SO a P sa v oboch pripadoch silnejucich Sa a So anizotropii posuva
k mensim hodnotam Ekmanovho ¢isla E,, ¢o mozeme vidief na obrazku 31 ako aj zo
vztahu (107), ktory méa lokdlne maximum prave v izotropnom pripade ov = 1. V limitnych
pripadoch a — 0 a @ — 0o sa hranica SO/P (hodnota E* v (107)) postva k nule, ¢o sme
ukazali analyticky v (108) a ¢o naznacuje aj obrazok 31. Hranica SC/SO medzi SC a SO
je usecka dana podla (109) hodnotami E* a A*, pricom E* a A* st hodnoty E, pre A =0

71



*
/\ 1 SA anisotropy 0,020
*
0,016+
0,012+
0,008 4
0,004 4
T | T LR | T T o T o AL
0,01 0,1 1 10 100 0,01 0,1 1 10 100
o a

Obr. 31: Parametre A* a E*, uréujuce hranice SO/P a SC/SO podla vztahov (107, 109), ako funkcie
parametra anizotropie a.

a A pre E, = 0. Zavislosti A*(«) a E*(«) na obrazku 31, a to prva monotonna a druha
s maximom prave pre o = 1 u izotropného pripadu vysvetluja, pre¢o hranica SC/SO je
v pripade silnejicej Sa anizotropie posuvana k mengim hodnotam Elsasserovho ¢isla A
a v pripade silnejucej So anizotropie k va¢sim hodnotam A. Z fyzikdlneho hl'adiska moZzme
povedat, 7Ze Sa anizotropia zosiliuje u¢inok Lorentzovej sily, lebo ta ista oblast (oblast
medzi dvoma Sikmymi useckami - hranicami SC/SO), ktort sme v izotropnom pripade
nazyvali rezim slabého magnetického pola, je v pripade Sa anizotropie uZ rezim silného
magnetického pola (A* v izotropnom pripade je vicsia ako A* v pripade Sa anizotropie,
pozri diskusiu v [37]). KedZe vplyv So anizotropie na hranicu SC/SO je opacny, tak
mozeme povedat, ze So anizotropia oslabuje uc¢inok Lorentzovej sily. Podobne mozme
hovorit, ze Sa aj So anizotropia znizuje uc¢inok Coriolisovej sily, lebo oblast medzi dvoma
vertikdlnymi priamkami, ktord v izotropnom pripade prisliicha rezimu silnej rotacie, je
v pripadoch Sa a So anizotropie eSte rezim slabej rotacie (E} v izotropnom pripade je
vacsie ako EF v pripadoch Sa a So anizotropie).

Graf 30b ukazuje vplyv anizotropie typu BM na AFE, rezimovy diagram. Cierne a der-
vené ¢iary opat znazoriuju hranice medzi jednotlivymi oblastami pre anizotropné pripady
(e =10,5a0,1). Pre porovnanie st na grafe aj hranice pre izotropny pripad o = 1 vykres-
lené modrymi ¢iarami. Hranice medzi jednotlivymi oblastami preferencie sa pod vplyvom
BM anizotropie menia ovela vyraznejSie ako v pripade SA anizotropie, aj ked hodnota
parametra anizotropie je rovnaka. Dochadza nielen ku kvantitativnej zmene (pri SA ani-
zotropii sa hranice len posavaju), ale hranice sa teraz menia aj kvalitativne, lebo dochadza
aj ku zmene tvaru hranic. Vplyv BM anizotropie na ac¢inok Lorentzovej a Coriolisovej sily
je teda tiez ovela vyraznejsi ako v pripade SA anizotropie. Paralelné mody mozu byt pre-
ferované aj v pripade velmi rychlej rotacie (velmi malé E,), ak je magnetické pole velmi
slabé (nezabudajme vsak, ze BM anizotropia je sposobena silnejsim magnetickym polom,
vid komentar k obrazku 30c). Staci v8ak silnejsie pole a jeho uc¢inok je vyrazny. Rolky,
kolmé na magnetické pole, su preferované len vo vel'mi tizkej oblasti ako Ekmanovho ¢&isla
E. tak aj Elsasserovho ¢isla A. V pripade BM anizotropie uz nie je také jednoznacné roz-
delenie na rychlo rotujici pripad (E. < E¥) a na pripad s pomalou rotaciou (E, < EY),
ako je to v pripade SA anizotropie a v izotropnom pripade, lebo hranica v AFE, rovine,
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rozdelujica tieto dva rezimy, uz nie je vertikdlna priamka dana F = E}, t.j. ¢islom E7,
nezavislym na Elsasserovom ¢&isle A, ale je jeho funkciou, t.j. E, = E,(A). Plati teda,
ze ¢im je magnetické pole silnejSie, tym je hrani¢nd hodnota E7, ktora oddeluje rychlo
rotujuci rezim od pomalo rotujiceho rezimu, vicsia. Treti graf 30c zobrazuje detailnej-
Sie oblast malych Ekmanovych a Elsasserovych ¢isel, a teda oblast styku vsetkych troch
rezimov (SC, SO, P). Z tohoto grafu pekne vidno, ze v rezime rychlej rotacie vznikaji
nielen SC mody, ale tiez P mody, ¢o je typické len pre pripad BM anizotropie. AvSak to
sa nemoze stat pre slabsiu anizotropiu, lebo BM anizotropia musi byt sposobend silnym
magnetickym polom, t.j. musime rozumne ignorovat malé hodnoty Elsasserovho ¢isla,
napr. 4<0,01. Preto dalej vo vySetrovanych pripadoch slabsej anizotropie BM (a = 0,5)
upriamime pozornost na len na SC a SO moédy, ale nie na P mody. V pripade silnejsej
BM anizotropie pre a = 0,1, prezentovanej ¢ervenou farbou na obrazku 30c, ale vidime,
ze P mody su preferované aj pre A = O(1) a pri velmi malych hodnotach E,, teda pre
veli¢iny realistickejSie pre vonkajsie zemské jadro.

8.5.2 Stacionarna konvekcia; kritické é&isla R, a. a 7.

Dalsie numerické vysledky tejto stabilitnej analyzy st prezentované na obrazku 32, ktory
vyjadruje zavislosti kritického Rayleighovho ¢isla R,., kritického horizontalneho vlnového
¢isla a. a kritického uhla sklonu roliek v. na Elsasserovom ¢isle A. Hlavnym cielom tejto
prace je vySetrit vplyv anizotropie difiznych koeficientov na rotujicu magnetokonvekciu,
preto rozne krivky na grafoch odpovedaji roznym hodnotadm parametra anizotropie, ktory
je mierou anizotropie. Pre porovnanie sa na grafoch vzdy vyskytuje aj izotropny pripad
sa=1.

Uvazujuc nasledujici rozsah vstupnych parametrov (Elsasserove ¢islo 4 € (0,011, 100)
a Ekmanove ¢islo E, = 31077 (E, = ak.)), len dva typy (SC a SO) orientacie roliek
st mozné, pretoze vhodne vybrané hodnoty E, a A vylu¢uju preferenciu P modov (po-
zri obrazok 30). Osi roliek st kolmé na magnetické pole (uhol 7. je rovny 90°), alebo su
naklonené k magnetickému polu pod nejakym nenulovym uhlom. Tieto dva pripady roz-
lisujeme roznym typom kriviek. Pre vzajomné porovnanie anizotropii (obrazok 32) boli
vybrané tri rozne hodnoty parametra anizotropie o = 1; 0,5; 0,1 (kvoli kompletnosti je So
anizotropia reprezentovana len jednym o = 10). Rozne orientacie roliek st odligené typom
kriviek - prerusované krivky pre kolmé SC rolky pre vSetky «, plné krivky pre sikmé SO
rolky v pripade SA anizotropie a bodkované krivky pre pripad BM anizotropie. Kolmé
rolky st ovplyvnené jedine SA anizotropiou a v pripade BM anizotropie mame len jeden
pripad kolmych roliek, stotozneny s krivkou o = 1. Ak sa pozrieme na rovnice (92—94),
ktoré vyjadrujiu predpis pre Rayleighove ¢islo R, tak vidime, Ze koeficient anizotropie «
v pripade BM anizotropie je vzdy ndsobeny s premennou [?> — §tvorcom horizontalneho
vlnového c¢isla [. Pre rolky kolmé na zékladné magnetické pole v smere y je horizontélne
vlnové ¢islo [ nulové. To sposobi zanik zavislosti vlastnosti kolmych roliek (napr. hod-
noty Rayleighovho ¢isla) na BM anizotropii. Preto ststredime pozornost na sikmé rolky,
t.j. na plné a bodkované krivky pre hodnoty parametra anizotropie o« = 0,5 a a = 0,1
(a samozrejme tieZ na izotropny pripad o = 1).

Na grafe 32a vidime, Ze obe anizotropie, BM a Sa, ulah¢uju konvekciu znizovanim
kritického Rayleighovho ¢isla R. (So typ anizotropie, So s o > 1, zabranuje nastupu
konvekcie, pretoze zvySuje R.). Sa anizotropia ulah¢uje nastup konvekcie efektivnejsie ako
BM anizotropia, lebo kritické Rayleighove ¢isla v pripade Sa anizotropie sit mengie ako
v pripade BM anizotropie. Tento rozdiel je najvyraznejsi pre hodnoty Elsasserovho c¢isla
A = O(1) a pre velké hodnoty sa tento rozdiel zmensuje. Hodnoty A, u ktorych dochadza
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Obr. 32: Porovnanie oboch typov anizotropii. Zavislost (a) kritického Rayleighovho &isla R., (b) kritického
horizontalneho vlnového ¢isla a. a (c) kritického uhla medzi rolkami a zadkladnym magnetickym polom 7.
na Elsasserovom ¢isle v pripade stratifika¢nej anizotropie (SA) a anizotropie podla Braginského a Meytlisa
(BM). Rolky, kolmé na magnetické pole — preruSované krivky, rolky sikmé vzhladom k magnetickému
polu - plné krivky (S4), bodkované krivky (BM).

k zmene preferencie (z kolmych na §ikmé rolky), st mensie v pripade BM anizotropie.

Graf 32b ukazuje, ze rozdiel medzi kritickymi horizontalnymi vinovymi ¢islami a,. medzi
anizotropiami SA a BM je maly. Kritické horizontalne vinové ¢islo je v pripade BM
anizotropie trosku vécsie. Pre velké hodnoty A sa aj tento maly rozdiel uplne straca.

Z grafu 32c najlepsie vidno, ze najvicsi rozdiel medzi oboma anizotropiami je v hod-
notach Elsasserovho ¢isla A, pri ktorych dochadza k prechodu z kolmych na sikmé rolky.
Napr. pre pripad relativne velkej anizotropie (a = 0,1) je tento rozdiel skoro o jeden
rad, a preto moézme uzavriet, ze kriticky uhol 7. je pri BM anizotropii mensi, ako pri SA
anizotropii, pricom aj v pripade uhlu ~. plati, Ze pre velké Elsasserove ¢isla A sa rozdiel
medzi BM a SA anizotropiami stréca.

8.5.3 Nestacionarna konvekcia; Aq, rezimové diagramy

Z geofyzikalneho hladiska je zaujimavejSie analyzovat vplyv anizotropie na nestability,
ktoré st na Case zavislé, a ktoré nazyvame nestacionarnou konvekciou (v literatiire sa to
niekedy oznacuje ako overstabilita, resp. periodickd nestabilita). Nestacionarna konvekcia
mé v tomto modeli tvar vlny, Siriacej sa v smere kolmom na orientaciu roliek (danej zé-
kladnymi vstupnymi podmienkami; pozri obrazok 29). Kedze uhol v, medzi magnetickym
polom (orientovanym v smere osi y) a osou rolky je jednym z vystupov nasho studia, tak
uhol medzi magnetickym polom a smerom $irenia viny je 7. = 7/2. Vlna je v naSom pri-
pade popisand dvoma zlozkami horizontalneho vlnového ¢isla v horizontalnych smeroch z
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a y a frekvenciou o.

Aj magnetické pole aj rotacia maja stabilizujici u¢inok na kvapalinu, lebo moézu fun-
govat ako vratna sila, posobiaca na vychyleni kvapalnu ¢asticu, ¢im poskytuja zédklad pre
mozny vlnovy pohyb v kvapaline. Preto moézeme ocakavat, ze vlnovy pohyb je dolezity
v rotujicich MHD systémoch ako napr. zemské jadro, Slnko, hviezdy,... Z merani mag-
netického pola Zeme na povrchu a z modelovani magnetického pola na povrchu jadra je
viacero dokazov o vinovom charaktere pohybov. Viny teda m6zme povazovat za prirodzent
reakciu kvapalnych systémov na poruchu.

Skiimanim nestacionarnej konvekcie sa do systému dostavajia dalSie vstupné parametre
- Prandtlove ¢isla, t.j. Robertsove ¢islo ¢ a obratené magnetické Prandtlove ¢islo p. Pries-
tor parametrov teda obsahuje ¢ a p ako aj A a E. Presnejsie v studiach anizotropie'”
mame p,, ¢,, F, a a namiesto p, ¢ a F. Rezimovy diagram sa zmeni z trojrozmerného
v stacionarnom pripade na viac komplikovany pétrozmerny v nestacionarnom pripade.
Ak chceme vySetrovat vplyv anizotropie na rezimovy diagram nestaciondrnych modov
v najjednoduch$om pripade, tak budeme uvazovat dokonale elektricky a tepelne vodivé
a mechanicky voIné hranice (illustrative case [37, 28]). Dalsie zjednodusenie je v zanedbani
zotrvacnych sil (p = 0) a najmé uvazovanie ¢asto pouZivaného neviskozneho priblizenia
(E =0). V tomto pripade je dvojrozmerny Ag. rezimovy diagram de facto rezom veobec-
ného trojrozmerného diagramu AFE.q. v rovine E, = 0. Na nasledujucom obrazku 33 su

Obr. 33: Rezimové diagramy v pripadoch oboch typov anizotropii, (a) SA a (b) BM. ReZimové diagramy
ukazuju oblasti v Ag, rovine s preferovanym typom konvekcie v neviskéznom pripade E, = 0. (Pozi-
cia symbolov SO, SC, OO0 a OC kore$ponduje spravnym oblastiam ohrani¢enym plnymi krivkami pre
izotropny pripad.)

dva Agq, rezimové diagramy ziskané numericky. Niektoré dolezité detaily na diagramoch
boli potvrdené asymptoticky, ale v tejto praci to neprezentujeme.

Obréazky 33ab ukazuju vplyv anizotropii na tieto rezimové diagramy. Podobne, ako
v pripade stacionarnej konvekcie a AFE, diagramu, je aj teraz Aq, rezimovy diagram
z istého pohladu znézornenie funkcie R. = R.(A,q.). Krivky znazoriiuju hranice me-

17V podkapitole 3.1 sme uz definovali (78) anizotropné Prandtlove &isla p = p, a { = at
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dzi oblastami s preferovanym typom a orientaciou rolick. Uvazujeme (ako v [37, 28|) Styri
rezimy

SC = Stacionarna kolma rolka je preferovani;
SO = Stacionarna §ikm4 rolka je preferovani;
OC = Nestacionarna kolma rolka je preferovana;
OO = Nestacionarna Sikma rolka je preferovana.

Krivky Ag, diagramu teda opéat predstavuji rovnaké hodnoty R, pre dvojice superiacich
modov SC, SO, OC a OO. Na grafe 33a je opisany vplyv stratifika¢nej anizotropie (SA).
Hranice medzi zakladnymi rezimami su pre rozne pripady SA anizotropie (rézne hodnoty
anizotropného parametra «) odliSené roznym typom kriviek a pre izotropny pripad boli
zvolené plné ¢iary. Hranica medzi SO a OO rezimom je vertikadlna priamka nezavisla na
Elsasserovom c¢isle /A a je to v podstate jedno konkrétne ¢islo ¢, = gpry. Tato hranica nie
je hranicou existencie'® nestacionarnej konvekcie, ale len hranicou preferencie.

Hranica medzi rezimami SO a SC je horizontdlna priamka A = A*(a) nezavisla na
¢. (stacionarna konvekcia je vzdy nezavisla na Robertsovom ¢isle), kde A*(a) je rastu-
cou funkciou a. Tento fakt bol tiez diskutovany pri obréazku 30 pre E, = 0 v pripade
AE, rezimového diagramu pre stacionarnu konvekciu. Hranica OO/OC je opét priamka,
vyjadrujica linearnu zavislost 4 = A(q.) so sklonom narastajucim s .

Ostatné hranice SO/OC a SC/OC medzi rezimami SO, SC a OC st uz zlozité krivky
A = A(q.) a ich analytické vyjadrenie je velmi komplikované. Hlavnou tlohou je v8ak
preskimat, ako sa jednotlivé hranice menia vplyvom anizotropie difaznych koeficientov.
Hned na prvy pohlad vidime, Zze SA anizotropia meni hranice len kvantitativne — z&-
kladné ¢rty hranic st zachované. Cely subor kriviek (hranic) pre fixované « sa vplyvom
oceanskeho typu anizotropie (So, & > 1) anizotropie postiva smerom k mensim hodnotam
Robertsovho ¢isla a va¢ésim hodnotam A. V pripade atmosférického typu (Sa, o < 1) sa
postvaju tieto krivky smerom k vi¢sim Robertsovym ¢islam a mensim A.

Vplyv anizotropie typu BM na rezimovy diagram opisuje druhy graf 33b. Plné ciary
opét stvisia s izotropnym pripadom a ostatné anizotropné pripady st odliSené roznymi
typmi kriviek. Porovnanim s predchadzajicim grafom 33a vidime, ze BM anizotropia
meni rezimovy diagram aj kvalitativne. Hlavny rozdiel je v hranici SO/OO, ktora je len
v izotropnom pripade jednoduché vertikidlna priamka ¢, = ¢ nezavisla na Elsasserovom
cisle. Uz slaba anizotropia (o = 0,9) ju meni na krivku A = A(q.). ZoSikmenie tejto
hranice oproti vertikale narastd s anizotropiou. Dalsi dolezity rozdiel oproti pripadu SA
je v hranici medzi rezimami OC a OO, ktora nie je ovplyvnenid hodnotou parametra
anizotropie a je rovnaka ako v izotropnom pripade. Hranica medzi rezimami SC a SO je
horizontalna priamka podobne ako v pripade SA anizotropie na predchadzajicom grafe
33a. Avsak, tieto podobnosti SC/SO hranic v SA a BM type anizotropie nie s zrejmé
v pripade nenulového E, na obrazku 30, ukazujicom rezimovy diagram v AFE, rovine pre
stacionarnu konvekciu. Najpravdepodobnejsi dovod je v dobre zndmom velkom rozdieli
medzi pripadom E, — 0 a tu vySetrovanym pripadom E, = 0. Ostatné hranice SO/SC
a SC/OC medzi rezimami SO-OC a SC-OC su opit zlozité krivky A = A(g,) ako v pripade
SA anizotropie.

18Hranica existencie ge; podla [37] a ako je potvrdené aj v daléom modeli IV s leZzatou rotaénou osou je v izotropnom
pripade gez = 1. Tato v8ak zavisi od anizotropného parametra o, a to podobne, ako v izotropnom pripade ger < dpref = 2,

kde gpres odpovedd SO/OO hranici preferencie. Teda na Aq. rezimovom diagrame na obr. 33a si treba vSetky vertikaly
gz = qex () predstavit nalavo od vyznatenych SO/OO hranic - vertikal g = gpref(c).
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8.5.4 Nestacionarna konvekcia; zavislost R, a., 0. a 7. na A

Podobne ako v pripade stacionarnej konvekcie, aj teraz je v centre nasho zaujmu vplyv
anizotropie na zavislosti zdkladnych parametrov nestability (kritické Rayleighove ¢islo R,
kritické horizontalne vlnové ¢islo a., kriticky uhol 7, a kriticka frekvencia o.) na vstup-
nych parametroch, charakterizujicich zakladny stav (Elsasserove ¢islo A, Ekmanove ¢islo
E., koeficient anizotropie «, ale pre fixné hodnoty Prandtlovych ¢isel ¢ a p). Nasledujiice
vysledky st prezentované vo forme grafov, ktoré vyjadruja zéavislosti R, a., 0. a . na El-
sasserovom ¢isle A pri kongtantnom Ekmanovom ¢isle E, (alebo zavislosti na Ekmanovom
¢isle pri konstantnom Elsasserovom ¢isle), ked s uvazované aj zotrva¢né sily (nenulové
Rossbyho ¢islo). Viaceré krivky na grafoch suvisia s roznymi hodnotami parametra anizot-
ropie «, ¢o je pre nas najdolezitejsim vystupom numerického vySetrovania, lebo preskiumat
vplyv anizotropie na vznikajice nestability je hlavnym cielom tejto prace. Rozna velkost
anizotropie je reprezentovana roznymi krivkami (krivky st oznacené hodnotou parametra
anizotropie «).
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Obr. 34: Vplyv anizotropie typu BM na nestacionarnu konvekciu. Zavislost (a) kritického uhla medzi
rolkami a zdkladnym magnetickym polom . a (b) kritickej frekvencie 0. a na Elsasserovom ¢isle pri
kongtantnej hodnote Ekmanovho ¢isla E, =310~ aprip=0,9a ¢ =0,5.

Obrazky 34ab ukazuju 7. a o, ako funkcie A v rezime rychlej rotacie E, = 3 - 1077
a v pripade BM anizotropie (R, a a. nie si na obrazkoch prezentované, pozri komen-
tar nizsie). Sedem kriviek odpovedd siedmim réoznym hodnotam parametra anizotropie
a=1;0,7;0,6; 0,55; 0,5; 0,3; 0,1. Pre hodnoty parametra anizotropie 0 < a < 1, typické
pre BM anizotropiu zrejme plati, Ze ¢im mensi parameter anizotropie, tym silnejsia ani-
zotropia, t.j. pri a — 0 je BM anizotropia najsilnejsia a pri o — 1 najslabsia. Hned na
prvy pohlad mozeme vidiet vyrazny vplyv anizotropie, a to hlavne v ohranic¢eni intervalu
Elsasserovho ¢isla A, na ktorom moze dand nestabilita existovat. ZvySovanim anizotro-
pie sa tento interval zmenSuje z pravej strany. Lava hranica tohto intervalu existencie
je na anizotropii nezavisla. To znamend, Ze ani extrémne silnd BM anizotropia nezmeni
fakt, 7e nestacionarna konvekcia existuje len pri dostato¢ne silnom magnetickom poli (t.j.
Elsasserove ¢islo musi byt dostato¢ne velké; vid Tavy koniec kriviek).

Na prvom grafe 34a mozeme vidiet, ze pri urcitej hodnote Elsasserovho ¢isla za¢ne
existovat nestacionarna konvekcia OC, ktorej konvektivne rolky st orientované kolmo na
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magnetické pole (7. = 90°) a postupnym zvySovanim Elsasserovho ¢isla sa rolky na-
klanaju k smeru magnetického pola (OO konvekcia). Z grafu 34b vidno, Ze zatial ¢o
frekvencia nestability v izotropnom pripade je konstantna a na Elsasserovom c¢isle neza-
visla, pri anizotropnych pripadoch je uz frekvencia klesajicou funkciou a na uvazovanom
intervale hodnot Elsasserovho ¢isla A sa od urcitej anizotropie objavuje prechod nestaci-
onarnej konvekcie na stacionarnu prudkym poklesom frekvencie na nulu. Hodnota A tohto
prudkého poklesu frekvencie je rastiica funkcia parametra anizotropie «, ¢o znamena, ze
tato hodnota je mensia pri silnejSej BM anizotropii. Toto ohranic¢enie existencie nestaci-
onarnej konvekcie mézme lTahko vidiet aj na grafe 34a, ako nahly koniec kriviek. Toto je
jeden z dolezitych objavenych vplyvov BM anizotropie na nestacionarnu konvekciu, lebo
v izotropnom pripade a v pripade SA anizotropie nie je ani ndznak po takomto spravani.
Kritické Rayleighove ¢islo R, a kritické horizontalne vlnové ¢islo a. ako funkcie A nie st
zobrazené, pretoze v pripade velmi malého E, = 3 - 10~7 BM anizotropia nema vplyv
na tieto zavislosti (ako aj v izotropnom pripade |28, 37|). R. nie je zavislé na A (a ani
na « pre OO - nestacionarne sikmé rolky), pretoze R, = 6(/3m2 (= 51,28 pre ¢ = 0,5,
kde ¢ je ¢;'). Podobne kritické horizontalne vinové &islo a, ma rovnaki vlastnost. Naviac
a. = /2 = 4,44 je konstanta, ktora na rozdiel od R, nezéavisi dokonca ani na ¢. Dalsi
dovod, preco nezobrazovat zavislosti R.(A) a a.(A), je fakt, ze rozne dlhé krivky tychto
zavislosti pre rozne « sa v pripade BM anizotropie prekryvaju a s nerozoznatelné.
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Obr. 35: Vplyv anizotropie typu BM na nestacionarnu konvekciu. Zavislost (a) kritického Rayleighovho
¢isla R, (b) kritického horizontélneho vlnového &isla a., (c) kritickej frekvencie o, a (d) kritického uhla
medzi rolkami a zakladnym magnetickym polom . na Elsasserovom ¢isle pri kongtantnej hodnote Ek-
manovho &isla F, =103 aprip=0,9a ¢ =0,5.

Dalsi obrézok 35 opisuje rovnaké zavislosti ako predchadzajuci (teraz uz aj vratane
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R. a A a a. ako funkcie A) opét v rezime rychlej rotacie, ale teraz pri vyssej hodnote
Ekmanovho ¢sla £, = 1072 a pri rovnakych Prandtlovych ¢islach p = 0,9 a ¢ = 0,5
ako na obrazku 34. Rozne krivky odpovedaji hodnotam parametra anizotropie a =
1; 0,7; 0,6; 0,55; 0,5 a 0,3 ako v pripade mengieho £, = 3-10~" v tomto BM pripade. Vplyv
BM anizotropie je zrejmy zo vSetkych Styroch grafov 35abed a rozdiel medzi izotropnym
pripadom o = 1 a ostatnymi anizotropnymi pripadmi narasta so zvac¢sujicou sa anizotro-
piou vyraznejsie, ako v pripade ovela mengiecho Ekmanovho &sla £, = 3 - 10~7. Rovnako
ako v predchadzajicom pripade (obr. 34), z istého pohladu posobi BM anizotropia ne-
priaznivo na vznik nestacionarnej konvekcie, lebo zuzuje interval hodnot Elsasserovho
¢isla, na ktorom mozu nestability existovat. Z grafu 35a vidime, Ze zvySovanim anizotro-
pie (zmenSovanim «) sa minimélna hodnota /A existencie nestacionarnej konvekcie mierne
zmens$uje, ale kritické Rayleighove ¢islo sa mierne zvySuje. Kritické horizontalne vinové
¢islo a, ma podobné spravanie, t.j. je mierne klesajicou funkciou od o u BM anizotropie.
Kritické frekvencie o. st pre vSetky uvazované anizotropie malé, pricom st klesajicou
funkciou Elsasserovho ¢isla. Prudky pokles frekvencii a nasledny koniec existencie nesta-
cionarnej konvekcie pre vyssie hodnoty Elsasserovho ¢isla nastane pri vSetkych hodnotach
anizotropného parametra o < 1; samozrejme pri roznych 4 = A(«).

Hodnota A, pri ktorej k tomuto poklesu dojde, je mensia pri silnejSej BM anizotropii
(¢im mensie «, tym mensie A). Tie isté zavislosti boli vySetrované aj v pripade stratifikac-
nej anizotropie. Vplyv tejto SA anizotropie na nestaciondrnu konvekciu je velmi podobny,
a preto na obrazkoch nie je prezentovany. Kritické Rayleighove ¢islo R. ako aj kritické
horizontalne vinové ¢islo a. nie st ovplyvnené SA anizotropiou a maju rovnaké hodnoty
ako v izotropnom pripade [28, 37| R. = 6({v/372%, kde ( je ¢;' a a. = mv/2 = 4,44). Obe
kritické ¢isla spolu s kritickou frekvenciou o, st nezavislé aj na Elsasserovom ¢isle A. Kri-
tickd frekvencia je mensia pri silnejSej Sa anizotropii rovnako, ako v pripade silnejsej BM
anizotropie. Teda, ¢im mensi anizotropny parameter «, tym mensia kriticka fekvencia o..

8.5.5 Nestacionarna konvekcia; zavislosti R, a., 0. a 7. na E,

Nasledujuci obrazok 36 opét suvisi s BM anizotropiou, ale teraz opisuje R., a., . a . ako
funkcie Ekmanovho ¢isla F, pri konstantnom Elsasserovom ¢isle A = 3. Prandtlove ¢isla
p=0,9 a (=0,5 s také isté, ako v ostatnych $tiudiach prezentovanych na obrazkoch 34
a 35.

Kritické Rayleighove ¢islo R, nie je na Ekmanovom ¢isle zavislé pre malé E, a nie
je ovplyvnené ani BM anizotropiou. Slaba zavislost R. na E, a « je len pre vicsie
E. > O(107°). Pre mengie Ekmanove ¢isla nie je kritické horizontalne vlnové &islo a,
ovplyvnené ani anizotropiou, ani samotnym Ekmanovym ¢islom. AvSak, pre Ekmanove
¢isla viicsie ako £, = O(107°) zad¢ina byt vplyv anizotropie evidentny a horizontalne vinové
¢islo sa v pripade silnej anizotropie (o = 0,01) sprava ako rastica funkcia Ekmanovho
¢isla, ako aj klesajiuca funkcia Ekmanovho ¢isla pre slabt anizotropiu az po izotropny
pripad (o = 1), pri¢om je postupny prechod medzi tymito dvoma réznymi spravaniami.
Podobné spréavanie vidime aj na grafe 36d, kde uhol natocenia v, je pre malé £, zavisly
na anizotropii, ale nezavisly na samotnom Ekmanovom ¢isle. Pre véi¢Sie hodnoty E, sa uz
objavuje aj zavislost na samotnom FE, a vplyv BM anizotropie je tiez kvalitativny. V izot-
ropnom pripade sa narastom Ekmanovho ¢isla F, uhol v, zvic¢Suje a rolky sa nakldnaja
do kolmého smeru vzhladom na magnetické pole. BM anizotropia toto spravanie zmeni
na opacné a rolky sa pre vacsie Ekmanove cisla naklanajiu viac do smeru magnetického
pola (uhol 7, sa zmensuje). Treti graf 36¢ ukazuje, Ze v pripadoch silnej anizotropie na-
stava prudky pokles frekvencie, ¢o teda znamend, Ze nestacionarna konvekcia neexistuje
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Obr. 36: Vplyv anizotropie typu BM na nestacionarnu konvekciu. Zavislost (a) kritického Rayleighovho
¢isla R, (b) kritického horizontélneho vlnového é&isla a., (c) kritickej frekvencie o, a (d) kritického uhla
medzi rolkami a zdkladnym magnetickym polom <. na Ekmanovom ¢isle E, pri konstantnej hodnote
Elsasserovho ¢isla A =3 aprip=0,9a (=0,5.

pre hodnoty Ekmanovho ¢isla vicsie, ako hodnota, pri ktorej dosiahne frekvencia nulova
hodnotu (tato hodnota je rastiicou funkciou parametra anizotropie «). Anizotropia typu
BM teda znevyhodnuje nestacionarnu konvekciu oproti stacionarnej v zmysle, zZe zmensuje
rozsah hodnot Ekmanovho ¢isla, na ktorom nestacionérna konvekcia existuje (podobne
ako je to v pripade Elsasserovho ¢isla A).

8.6 Zavery — model III

V tejto kapitole bol studovany vplyv anizotropie difaznych koeficientov (tepelnej difuzi-
vity a viskozity) na marginalnu stabilitu horizontélnej rovinnej vrstvy elektricky vodivej
kvapaliny. Vrstva je preniknutd homogénnym horizontalnym magnetickym polom a rotuje
okolo vertikilnej rotacnej osi. Tento model v izotropnom pripade bol skiimany Robertsom
a Jonesom [37, 28] a tiez Eltayebom [18, 19]. V tomto pripade sme riesili problém rovnako
ako Roberts a Jones [37] v limite v > K ~ 1, ¢o je iné, ako v modeli riesenom Eltayebom
[18, 19|, kde uvazoval int limitu v < 7. Uvazovanim SA — stratifika¢nej anizotropie
(Vsz # Vag = Vyy, Koz # Kgo = Kyy) @ BM — anizotropie podla Braginského a Meytlisa
5] (V22 = Vyy > Vi, Kzw = Kyy > Kgy), se rozsirili a obohatili tieto (doteraz izotropné)
studie.

Stacionarna konvekcia; SA a BM anizotropia. V pripade stacionarnej konvekcie
(ako v 37, 28, 18, 19]) st mozné tri rezimy: P — rolky rovnobezné s magnetickym polom;
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SO — sikmé rolky a SC — kolmé rolky. Oba typy anizotropie ovplyviuju AE, rezimovy
diagram (obr. 30). Hranice medzi individualnymi oblastami preferencie sa viac ovplyvnené
BM anizotropiou ako SA anizotropiou v porovnani s izotropnym pripadom. SA anizotropia
atmosférického typu zosiliuje tcinok Lorentzovej sily a oslabuje uc¢inok Coriolisove;j sily.
V pripade BM anizotropie je zmena tychto hranic nielen kvantitativna (hranice sa len
postvaji v pripade SA anizotropie), ale hranice sa menia aj kvalitativne, lebo sa meni ich
tvar. Vplyv BM anizotropie na uc¢inok Lorentzovej a Coriolisovej sily je teda vyraznejsi,
ako v pripade SA anizotropie. SA anizotropia atmosférického typu ulahc¢uje konvekciu
efektivnejSie ako BM anizotropia, lebo kritické Rayleighove ¢islo je mensie v tomto SA
pripade. Kritické horizontalne vlnové ¢isla st mierne vicsie v pripade BM anizotropie,
ako v pripade SA anizotropie a izotropnom pripade. Rozdiel medzi vplyvom SA a BM
anizotropii je najvyraznejsi pre A = O(1) a pre vicie hodnoty A klesa.

Nestacionarna konvekcia; SA anizotropia. Predpokladajic nestacionarnu kon-
vekciu sa objavia nové vstupné parametre. Zanedbanim zotrva¢nych sil a uvazovanim
neviskozneho pribliZzenia bol $tudovany vplyv oboch typov anizotropie na Aq, rezimovy
diagram. Ako v [37, 28, 18, 19| st porovnavané $tyri rezimy: stacionarne kolmé rolky (SC);
stacionarne Sikmé rolky (SO); nestacionarne kolmé rolky (OC) a nestacionarne sikmé rolky
(00). SA anizotropia meni hranice medzi rezimami len kvantitativne — zakladny charak-
ter hranic je zachovany (v porovnani s izotropnym pripadom [37]). Hranice jednotlivych
oblasti preferencie su v pripade oceanskeho typu anizotropie (o > 1) posunuté smerom
k mensim Robertsovym ¢islam ¢, a smerom k va¢sim Elsasserovym ¢islam A, v pripade
atmosférického typu (o < 1) st hranice posunuté v opa¢nych smeroch.

Nestacionarna konvekcia. BM anizotropia meni rezimovy diagram nielen kvanti-
tativne, ale aj kvalitativne (podobne ako v pripade stacionarnej konvekcie). V tomto BM
pripade hranica OC/OO je nezavisla na anizotropnom parametri a je teda rovnaka ako
v izotropnom pripade.

Kritické ¢isla (Re, ac,v. a o.) ako funkcie Elsasserovho ¢isla A a Ekmanovho ¢isla
E. a vplyv anizotropii na tieto zavislosti bol tieZ vySetrovany. Pre pripad velmi malého
Ekmanovho ¢isla E, = 3-1077 je kritické Rayleighove ¢islo R, nezavislé na A (a anina « pre
OO - nestacionarne sikmé rolky), pretoze R, = 6(v/37% (= 51,28 pre ( = 0,5). Podobne
aj kritické horizontalne vlnové ¢slo a, ma rovnaki vlastnost. Naviac je a, = mv/2 = 4,44
konStantné. Tieto vlastnosti platia pre obe anizotropie, ¢o znamena, Ze anizotropia nemeni
preferenciu nestacionarnych médov v pripade velmi malého F, = 3-107".

Vplyv BM anizotropie je vyraznejsi pre velké Ekmanove ¢islo £, = 1073 (obr. 35).
Rozdiel medzi izotropnym pripadom a pripadom BM anizotropie narasta s narastajicou
anizotropiou vyraznejsie, ako v pripade mensiecho Ekmanovho ¢isla E, = 3-107". R, a a,
uz nie su jednoduché konstanty, ale obidve st uz funkciami A a anizotropného parametra
a.

BM anizotropia mé (v porovnani s SA anizotropiou a/alebo izotropnym pripadom)
jednu 8pecifickta vlastnost. BM anizotropia znevyhodiiuje nestacionarnu konvekciu redu-
kovanim intervalov Elsasserovho ¢isla A ako aj Ekmanovho ¢isla E., na ktorych nesta-
cionarna konvekcia existuje (pozri poklesy frekvencii na obrézkoch 34 - 36, na krivkach
o.(A) a 0.(F,)). Tato redukcia intervalov hodnot je v zmysle, 7e ¢im vidsia anizotropia,
tym men$ie maximum A a E., na ktorom prestane nestacionarna konvekcia existovat.
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9 Model IV

9.1 Model s homogénnym horizontalnym magnetickym polom

V modeli IV je uvazovany zakladny stav so zékladnym homogénnym magnetickym polom
v smere osi y a s osou rotacie v horizontadlnom smere z. Tato konfiguracia je uvazenim
tiaze vo vertikdlnom smere z hrubou analogiou k rovnikovym oblastiam zemského jadra
[52, 53, 54]. Pri tejto konfiguracii zdkladného stavu sa vetky smery, urc¢ujice 3 zékladné
sily (M, A, C), na seba navzajom kolmé. Preto je dolezité preskimat, ako anizotropia di-
faznych koeficientov ovplyvni rovnovahu tychto sil a ako sa zmenia podmienky pre nastup
konvekcie a ako sa zmeni Casova a priestorova Struktira samotnej konvekcie. Opat ako
v modeli IIT podla [37] rieSime problém v limite v > k ~ 1, ¢o je iné, ako v podobnom
modeli s horizontélnou rota¢nou osou riesil pri v < n Eltayeb [18]. Tato limita v > 7
(p=n/v=R,/E =0) ma aj iny vyznam, lebo jej uvaZenim sa eliminuju inercialne osci-
lacie, ktoré nie st dolezité pre ¢innost geodynama tak, ako aj nami Studované nestability
typu MAC vin. Na rozdiel od predchadzajiceho modelu III je definicia BM anizotropie
a SA anizotropie formalne rovnaka, lebo aj magnetické pole aj os rotacie lezia v hori-
zontalnej rovine. Difizne koeficienty st teda v oboch horizontélnych smeroch rovnaké
(horizontélne izotropné), ale rozne od koeficientu vo vertikdlnom smere (v, = vy, # V.,
Kyw = Kyy # Kz2). Anizotropiu, pri ktorej predpokladame vicsie koeficienty diftzie v ho-
rizontalnych smeroch v,, = v, > v,,, nazyvame stratifikacnou anizotropiou oceanskeho
typu (v tomto modeli je rovnako definovana aj anizotropia Braginského a Meytlisa, ale
v dalsom texte budeme tuto anizotropiu volat len So anizotropia)'®. Ak su koeficienty
v horizontalnych smeroch mensie v porovnani s koeficientom vo vertikdlnom smere, tak
hovorime o stratifika¢nej anizotropii atmosférického typu v, = vy, < v...

9.2 Zakladné rovnice

Tento model je popisany rovnakymi zdkladnymi rovnicami ako model III. St to nasledu-
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Obr. 37: Model rotujicej magnetokonvekcie so zakladnym homogénnym horizontalnym magnetickym
polom v nekonecnej horizontilnej nestabilne stratifikovanej vrstve s vertikilnym teplotnym profilom
To(2) a rotujicej okolo horizontalnej rotacnej osi.

juce rovnice, ktoré su v linearizovanom a bezrozmernom tvare. Na zbezrozmernenie boli
pouzité tie isté substiticie, ako v predchadzajicom modeli III.

Roa;:—l—fcx u=-Vp+ AV xb) xy+ RIz+ E.Vu, (112)

19V modeli 1T sme uvazovali hrubt analégiu BM anizotropie pomocou Sa anizotropie. Teraz v modeli IV tato analogia
cez So anizotropiu je ,lepsia“, pretoze os rotacie a magnetické pole st v roéznych smeroch.
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a9 = VX (u x y) + V?b, (113)
109 . )

V-u=0, (115)

V-b=0. (116)

V porovnani s predchadzajicim modelom III je zmena jedine v Navier-Stokesovej rov-
nici v Coriolisovom ¢lene (v tomto modeli uvazujeme horizontalnu os rotacie v smere ),
ktory sa zmeni nasledovne

ZXUuU—XXU.

Ako uz bolo napisané, anizotropia podla Braginského a Meytlisa a stratifika¢na anizotro-
pia maji formalne rovnaki matematickt formuldciu, preto viskozny ¢len £, V2w v Navier-
Stokesovej rovnici ma tvar

E.V?*u = E.[(1—,)0 + a,V]u. (117)
Z rovnakého dovodu ma teraz diftizny ¢len V249 v rovnici vedenia tepla tvar
V209 = [(1 — ay)92, + ayV2]0. (118)

Ak polozime parametre anizotropie o, a ay rovné jednej, tak z anizotropnych verzii tychto
diftiznych ¢lenov dostavame bezne pouzivané tvary EV2u, resp. V2. Bezrozmerné &isla,
objavujuce sa v tychto rovniciach, si definované uplne rovnako ako v predchadzajiucom
modeli III, t.j.

7 M Ve g 019 g =7 o= Y ey

Ro = ) = 5 Ez = ) y 4z
2'QOd2 2~QOpll”7 2'QOd2 2QO"izz n Vzz Rzz

V tomto modeli IV zanedbame Rossbyho ¢islo, teda dame R, =0, a tym aj p = R,/E =
n/v =0, pricom p~! je magnetické Prandtlove ¢islo.

Pri dalsom postupe (rovnako ako u v8etkych predchadzajiacich modelov (pozri (28, 44,
79)) vyuZzijeme fakt, Ze poruchy magnetického pola b a pola rychlosti u mozeme rozlozit
na toroidalnu a poloidéalnu cast v tvare

u=a?[Vx(Vxwz)+Vxwzl a b=a?[Vx(Vxbz)+Vxjz. (119)
Rovnako ako v pripade modelu IIT maja poruchy (w, w, b, j a ) tvar
f(z, y, z, t) = Re [F(z) exp(ilx + imy) exp(At)] , (120)

kde I a m st horizontalne zlozky vlnového ¢isla a pri a*> = I* + m? nazyvame a ho-
rizontalnym vinovym ¢islom a A je komplexna frekvencia (A = io). Dalej aplikujeme
na Navier-Stokesovu rovnicu operator rotacie a dvojitej rotacie. Operator rotacie apli-
kujeme tiez na induként rovnicu a po dosadeni porich (w, w, b, j a ¥) do tychto rov-
nic (VxNS, V x VNS, IR, VxIR)? a do rovnice vedenia tepla a uvaZzenim z zloziek

20NS a IR je Navier-Stokesova a indukéna rovnica.
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dostaneme nasledujuci systém obycajnych diferencidlnych rovnic pre nezname funkcie
P(z) = W(2), (=), B(z), J(z) a O(2)

[E.Do — RN 2 +4ilW +imAJ = 0, (121)

(D? — a*) [E.Dy — RAW — il +imA(D* — a®*)B = a*RO, (122)
(D* —a* = \)J +im2 = 0, (123)

(D* —a*> - \)B+imW = 0, (124)

(Do —CNO+W = 0, (125)

kde D? = d?/dz* a D, = D? — aa?. Pri porovnani tohto systému rovnic s podobnym
systémom (81-85) pre predchadzajici model III vidime, Ze rozdiel je len v dvoch ¢lenoch
v rovniciach (121) a (122). V rovnici (121) sa ¢len DW zmenil na W, v rovnici (122)
ide o zmenu —D{? na —ilf2. Operator D ako aj v predchadzajucich modeloch I, IT a TII
znamend d/dz. Operator D, ma teraz jediny tvar D, = D? — al?> — am? na rozdiel od
modelu ITI, kde méa dva rozne tvary (86) v zavislosti od typu anizotropie SA ¢ BM.
Teraz vsak D, odraza len horizontalnu izotropiu, ktord v modeli III u BM anizotropie
bola narugena. Uvazovanim najjednoduch$ich hrani¢nych podmienok na z = —1/2, 1/2,
t.j. mechanicky voInych a tepelne a elektricky dokonale vodivych hranic

W=DW=DR2=0=B=DJ=0 (126)

a aplikovanim rovnakych algebraickych postupov, ako v pripade modelu III, odvodime
velmi podobnii disperznii rovnicu?!

(K?+X)  K?E.(K?+ N)(KZ+ pA) + m? AP + P(K? + \)?
(K24 )\) E.(K?+ \)(K2 + pA) +m2A ’

(127)

kde K? = 72 + a® a K2 = 72 + aa®. Rozdiel oproti predchadzajicemu pripadu ((92)
v modeli IIT) je v poslednom ¢lene v ¢itateli pravej strany, ktory sa zmenil nasledovne

T (K? +2)? = P(K?+ )2

Mozeme si viimniit, Ze A sa v rovnici (127) vyskytuje vzdy ako stcin Am?. Z toho vyplyva
zaujimava vlastnost, Ze vietky mody s rovnakym R, E.,q.,a a Am? maji rovnaka kom-
plexnu frekvenciu A (= A, +i);, kde A, je rychlost rastu amplitiady a A\; = o je frekvencia.
Z toho tiez vyplyva, Ze A paralelnych modov, teda modov s m = 0, je nezavislé na A.
V pripade 4 = 0, teda bez magnetického pola, vrstva nie je ,horizontalne izotropna“ ako
v pripade modelu s vertikidlnou osou rotécie, ale stale existuje smer rovnobezny s osou
rotacie, do ktorého st natocené konvektivne rolky v tomto nemagnetickom pripade, kedze
magnetické pole viac neposkytuje preferovany smer. Hlavnou tlohou nasho vySetrovania
je néajst preferované mody, pricom sa hned od za¢iatku zameriame na margindlne moédy,
pre ktoré plati Re(\) = 0. Prvym krokom je najst pre vSetky [ a m mody vo forme sta-
cionarnej konvekcie s Im(A) = 0 alebo overstability s Sm(\) = o # 0. Z rovnice (127)
okamzite vidime, Ze stacionarne mody su nezavislé na Robertsovom c¢isle ¢, a na obrate-
nom magnetickom Prandtlovom ¢isle p. Rayleighove ¢islo stacionarnej konvekcie oznacime
R® a pre overstabilitu R°. Dalsim krokom je néjst pre oba typy konvekcie (pre dané E,, A,
¢ a p) kriticky mod, t.j. také [ a m, pre ktoré s R*(I, m) a R°(l, m) najmensie. Posledny
krok je urcenie, ktoré z RS a R? je menSie, a teda preferované. Z rovnice (127) dalej vi-
dime, ze ak polozime p = 0 a a = 1, tak v pripade P mo6dov, t.j. paralelnych modov, teda

21Verzia tejto rovnice s p = 0, pouzita v praci, je rovnica (144).

84



modov rovnobeznych s magnetickym polom (m = 0), ju mdzeme prepisat na tvar
RI*(I% + 7%)gE
g2 +72) + X

E* (I + %)% + 17, (128)

lebo a =1 a K? = [? + w2, Z toho vyplyva, Ze paralelné rolky nemozu byt nestacionirne,
lebo A je redlne ¢islo. Plati to aj v anizotropnom pripade « # 1; ale pri nenulovej hodnote
p uz tato vlastnost neplati.

9.3 Stacionarna a nestacionarna konvekcia vo forme roliek

Disperzna rovnica (127) je pre najvSeobecnejsie vychodiskové zadanie problému. f)alej
k nej pristiupime v ramci roznych priblizeni, a vzdy potla¢ime zaujem o inercidlne osci-
lacie, teda polozime p = 0 (pozri (78)). Rozne natocenie konvektivnych horizontalnych
roliek vo¢i magnetickému pol'u (pozri obr. 29) je ovplyvnené sibojom dvoch hlavnych sil
magnetickej a Coriolisovej. Informéciu o uhle medzi rolkami a magnetickym polom mame
v zlozkach (I, m) horizontélneho vlnového ¢isla (96). V minimalizacii Rayleighoveho ¢isla
R = R(l,m) mozu nastat 2 extrémne pripady, P mody alebo C mody, kedy m = 0 alebo
[ = 0. Nulovost jednej zlozky je jednou podmienkou v ur¢eni minimalneho R. Druha pod-
mienka je dand derivaciou OR/0a?, resp. OR/da, kde a = a*/7?. Vieobecnému sikmému
natoceniu roliek, kedy [,m # 0 odpoveda zlozitejsi proces minimalizacie s nutnostou vy-
poditat este dalsiu parcialnu derivaciu; ¢astokrat OR/0l = 0 a OR/Om = 0 pri | = ?/7?
a m = m?/m% P alebo C rolky mozu predstavovat ¢asté matematické zjednodusSenie po-
pisu konvekcie. Avsak d'alie vyrazné zjednodusenie je pre staciondrne mody, pre ktoré je
A =0. Tym v dalgej ¢asti 9.3.1 dostaneme zo (127) vyraz pre Rayleighove ¢islo R® = R,
ak polozime nielen p = 0, ale hlavne A = 0.

9.3.1 Stacionarne mddy

V konvekcii, ktorej charakter sa v ¢ase nemeni, sa straca jej zavislost aj od Robertsoveho
¢isla ¢, teda podielu magnetického a teplotného difazneho ¢asu. Okamzite to vidiet z l'a-
vej strany (127), ked A = 0, ¢o umozni v zlomku vykratit ¢,. V nasledujicich vztahoch
je vyjadrené Rayleighove ¢islo R® pre stacionadrnu konvekciu ako funkcia vstupnych pa-
rametrov F., A a « a horizontalnych vinovych ¢isel [ a m, teda R®* = R*(E,, A, a;1,m).
Pritom opét kvoli prehladnosti, ale i jednoduchosti si zavadzame pomocné parametre,
napr. m = m?/m%, | = 1?/7% a a = a®/7* (pozri (88—90)). Vyznamnym zjednodugenim je
zavedenie funkcie 1, = (1 4+ aa)/(1 + a), ktorda umozni prehladne rozlisit anizotropné od
izotropnych pripadov (pozri (59, 148)).
Pracnou algebrou sa pri p = A = 0 odvodi zo (127)

K3 ] 1+ a)3? ]
Rs:ﬂ-]a? {Ca+0}:7rzla(—+_gj) {Ca—l-c}, (129)
E, 5 Am? 9 32 Am
Ca = 71(1[( +7T7 =T Ezla(1+a) +m —Ca‘|‘¢7 (130)
pricom Jre
s - m
a> =0 +m? resp. a=1+m a Ca :7r2Ezla(1+a)3/2, o= m. (131)

Pritom podobne ako v modeli 11 aj teraz v izotropnom pripade o = 1 platil, = lac, = c,
Cy = C. Vztahy (129—131) nazna¢uji moznost vyjadrit R® cez iné nezavisle premenné,
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ako st horizontalne zlozky vinového &isla, napr. R® = R*(a?,C,), resp. R®* = R*(a,C,),
teda moznost vyjadrit R® pomocou novych nezavislych premennych a a C,. Potom pri
danych pevnych vstupnych parametroch E,, A a « minimaliziciu R® nemusime robit
zloZito z R® = R*(l,m), ale z jednoduchs$ieho vyjadrenia R* = R*(a, C,,).

Vztahy (130, 131) vyjadruji prechod od nezéavisle premennych 1, m, resp. [, i ku novym
nezévisle premennym C, a a?, resp. C, a a. K tomu, aby v (129) bolo R* = R*(a,C,),
potrebujeme spitné transformacné vztahy

- 7mE, o (1+a)'/?
l=a+ 1 lo(1+a) —CaT, (132)
_ mE, o (14a)t/?
m=-— lo(1+a) —i—C’aT, (133)
teda aj [ = (a,C,) a m = m(a,C,). R® s vyuzitim (132) pre [ teda je
s oy (a2 i oo (1+@) s(7
R a Ca+ca+sca( +a) 1 R*(a,Cy),  (134)
pricom FE,

(135)

K minimalizacii R?®, a teda k hl'adaniu kritickych ¢isel potrebujeme parcialne derivovat
R? podla C, a a. Derivaciou OR®°/0C,, a z podmienky OR*/0C,, = 0 dostavame

C?>=a+el,A%, kde A=1+a. (136)

Z defini¢ného vztahu (130) pre C, mame C%A = A*(m + ¢1,A4%)?, ¢o spolu so (136) déava
prva rovnicu

(a4 el,A%)A = A2 (m + 1, A%)% (137)
Podobne derivaciou OR®/da a z podmienky OR*/0a = 0 dostaneme druhy vztah

—_[1—oa(l+ 215% [Z;- A(l+ aa)s]7 (138)

¢m uZ méame vzfahy pre vipocet oboch neznamych?? m a a. Citatel si moze Tahko overit,
ze poloZzenim a = 1 dostane vzorce (170, 171) v ¢asti 9.4.1, venovanej stacionarnej kon-
vekcii izotropného pripadu. Samozrejme obidve podmienky 0R*/0C, = 0 a OR*/0a = 0
spliiajii len SO (resp. OO) mody. Pre tiplnost ku vztahom pre kritické vinové cisla (137,
138) pridavame vdaka (136) vyrazne zjednoduseny vztah pre kritické Rayleighove ¢islo
pre SO mody

a A

Gc
kde 1,(a) a Cy(a) st vyjadrené pre a. (C. = Cy(a.)).
Vzorce (129—139) st najvSeobecnejsie pre stacionarnu konvekciu. Pri viacerych zjedno-
dusujucich predpokladoch mozu v istych pripadoch dat prehladnu informéaciu. Ukazeme

A3/2 Al/2

22Vzorce (136, 137, 138) platia pre kritické &isla, t.j. je potrebné si uvedomit, ze m, @, A a Cy, treba chapaf ako me, dc,
Ac a Ce.
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teraz, ako tieto vzorce poskytni dolezité udaje o prechode SO modov na P mody (po-
zri obrazky 43, 46, 47). Numerické vypocty ukazali, Ze pri konstantnom E, sa SO mody
zvySovanim Elsasserovho ¢isla A postupne naklanaja smerom k magnetickému polu a pri
urcitej hodnote A dosiahne uhol naklonu 0°, ¢im prejdi na P mody. Je preto zaujimavé od-
vodit hodnotu Ego,p Ekmanovho ¢isla £, = E.(A, «), pri ktorom dochadza k prechodu
SO na P mody. Minimalizaciou Rayleighoveho ¢isla pre P moédy s m = 0 dostaneme
zo (129 — 131), 7e kritické horizontélne vlnové ¢islo a., dané pomocnou premennou a.
(a. = mal’?), kde

G =1/4[(1+48/a)? = 1] = al (o), (140)

[

zavisi iba od anizotropného parametra «; pritom je nezavislé na Ekmanovom c¢isle F,.
Rovnica (137) pri m = 0 ma potom jednoduchsi tvar

(a+cl,AHA = A2212 A%

P

a po dosadeni @, («) za @ a rieSenim pre neznamu FE, dostavame vyjadrenie E, = F. (A, «)

v tvare

5 Vel + Ve + cpA?

z 7'('2/1 Y

kde ¢; a ¢y a su funkcie len od parametra o a v izotropnom pripade a = 1 prechadzaja
na jednoduché ¢isla ¢; = 1/9 a ¢o = 4/27, ¢o vedie na

3+ V9 + 1242
=1 Im2A
Tejto hodnote Eso/p a vztahu (141) presne odpovedaji Ekmanove ¢isla na obrazkoch 46b
a 47b (pri vetkych @ = 0,5, 1 a2 a A =1 a 3). Podobne mézeme v tomto pribliZeni riesit
rovnicu (137) pre neznamu A, ¢im dostaneme vyjadrenie A = A(E,, a)). Opét v izotropnom
pripade mame jednoduchsi tvar

(141)

ESO/P‘a

_ 187%E
o=1  2774E? — 4

a predstavuje ¢iarkovanu krivku prechodu SO /P na obr. 43, kde ostatné krivky prechodu
SO/P pre a = 0,5 a 2, vypocitané numericky, presne koresponduju analogickym vztahom
(142) s odpovedajucimi koeficientami.

Obréazky 43, 46 a 47, reprezentujice vysledky numerickych vypoctov, odvijajtcich sa
hlavne z disperznej rovnice (127), davaji inSpiraciu aj na dalie vyuzitie vzorcov (129 —
131). Napr. k lepsiemu chépaniu prechodu SC roliek na SO rolky.

Z obrazkov 46 a 47 je zrejmy prechod SC/SO dvojakym spésobom. Pri A = 1 kritické
horizontalne vlnové ¢islo sa prechodom SC/SO meni spojito, zatial ¢o pri A = 3 nespojito,
pricom pri A = 1 uhol néklonu roliek prechadza spojito z 90° u SC modov na 90° u SO
modov, zatial¢o pri 4 = 3 je skok z 90° na nejaky iny uhol mensi ako 90° (pozri ¢ast
9.5.2).

Vyjadrime teraz analyticky spojity SC/SO prechod. Porovnanim kritickych horizon-
talnych vinovych ¢isel pre SC a SO mody dostaneme parametrické vyjadrenie funkcie
A= A(E,,«) a pre prehladnost to urobime len pre izotropny pripad a = 1, ked E, = E.
Mame

ASO/P‘ (142)

_ e a a X _ | -2 +a)
b= 1+a\/(1—2a)(1—a2) A J (1—-a)a (143)
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pri¢om v tilohe parametra je @ = a?/7?, teda ,normovany*“ §tvorec kritického horizontél-
neho vlnového ¢isla. Priamym porovnanim tohto parametrického vyjadrenia a numericky
vypocitanej krivky dostavame, ze hrani¢né A = Ay, od ktorého parametrické vyjadrenie
vystihuje spojity SC/SO prechod, je A; = 2,23 a jemu odpovedajuce Es = 0,00864, teda
pre A > A; a E < Eg uz prechod SC/SO nie je spojity a (143) nemozno pouzit. Teda pre
A< Ay a E > E; vztah (143) odpoveda ¢iarkovanej krivke, teda hranici medzi SC a SO
moédmi pre o = 1 na AFE, rezimovom diagrame na obrazku 43.

9.3.2 Nestacionarne mody

Pri vySetrovani nestacionarnej konvekcie polozenim p = 0 zanedbavame zotrva¢né ¢leny
a rovnica (127) mé v tomto priblizeni tvar
2 K2+ X)) KP[E(K? + NKZ + m? AP + P(K? 4+ \)?

= . 144
(K2 + \) E.(K?2 4+ )\ K2 +m?A (144)

Zavedieme nasledujice pomocné substiticie (sledujic analogiu [37] v modeli s verti-
kalnou osou rotacie; pozri tiez vztahy (100) pre model III)

o o Am? Rd’E,
ﬁ’ Yo = =

LA _EZKKi
K2’ K’ v 2 A Ca= T

«

A=io, y= (145)

Pritom v izotropnom pripade o = 1 plati y, = y, K, = K a ¢, = c. f)alej si vyraz
v hranatej zatvorke na pravej strane rovnice upravime podla tychto substiticii na tvar

E(K? + VK2 +m?A = 7K {KK2K3(1 +iy) + ¢} — 7K {ca(1 +iy) + 6}
T

a po dalsich algebraickych operaciach dostaneme rovnicu (144) v tvare

Req.(bi) K2 _ a2K (o1 + i) + 01+ BR(L+ i)?

G-+ 1Yo K2 K {ca(1+1iy) + ¢}
Vyuzitim nasledujiceho pomocného vypoctu
4T quaZEZ ™ e Ra?
e  m EKK2 7 KK?

dostavame poslednii rovnicu postupne v tvaroch

q.(1 +iy) Ra? _ {ca(1+iy) + ¢} + (12/72)(1 + iy)?
q: +iyo TKK2 ca(l+1y)+ o

)

q:x(1+iy) {ea(l+iy) + 8} = (¢: +iya)ca {[ca(l +iy) + 6" + (P/7%) (1 + iy)*} , (146)

kde posledné rovnica je uz vhodna na dalsiu analyzu. Pritom v nej vystupujice nové
premenné, imerné fyzikadlnym velicindm, ako Rayleighove ¢islo, Ekmanove ¢islo alebo
frekvencia, st vyjadrené pomocou vztahov (145). Napr. premennd z je imerna Rayleig-
hovemu ¢islu R, pre nas vSak bude dalej uzitoné premenna x/c,, ktora je takisto imerné
R, ale naviac je uz nezavisla na Ekmanovom ¢isle E,. Teda pri definiciach parametrov
(145) je rovnica (146) dobrym vychodiskom pre §tadium roznych ¢iastkovych problémov,
a to nielen v ramci nestacionarnej konvekcie, ale pri y = y, = 0 aj v ramci stacionarnej
konvekcie.
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9.3.3 Nestacionarne médy; limita £, — 0
Limita E, = 0 = ¢, — 0 vedie k nasledujicemu zjednoduseniu rovnice (146)

q:T

Ca

(1 +iy)d = (¢ + iya) [0 + 1(1 — y* + 2iy)],

kde sme este vyuzili [ = [?/7* (88). Vynasobenim tejto rovnice vyrazom 1 — iy dostaneme
rovnicu

q.T

Ca

(14976 = (g: + iya) (1 — iy) [0 + 1(1 — y* + 2iy)], (147)

¢im Tava strana rovnice (LHS) je redlna a prava stranu (RHS) mozeme napisat v tvare
R +iZ, kde . )

R = (¢: + yya)[6 + U1 = y*)] = 2yl(ya — ¢:),

T = (4= + yya) 20l + (Yo — ¢-9)[¢° +1(1 — ¢°)].
Vyuzitim podmienky Z = 0 a s vyuZitim spitnych transforma¢nych vztahov y = o/ K>
a Yo = 0/K? dostaneme dolezity vzfah pre frekvenciu o

o — K4 4z _KQ/Ki(ﬁ _

¢+ K?/K2 |
Kvoli prehladnému porovnavaniu izotropnych a anizotropnych pripadov si zavedieme po-
mocnt premennt (pozri (59))

KX A, 14oaa

la—ﬁ—j— 1ta = lu(a, @), (148)
ktora v izotropnom pripade o =1 je rovné 1, teda
lo(@, @)|a=1 = 1.
Ak si dalej zavedieme
Qo = q,zla (pri a=1 je Qo = 4> = Q)a (149)
tak potom frekvenciu vyjadrime
a T 1 2
e L (150)
o+ 11
Zavedenim novej pomocnej premennej
o — 11
p=do s
o+ 11

dostaneme uZito¢ni rovnicu y? + 1 = B¢?, ¢o nam umozni vhodne upravit vyraz

) 21!

o +1

T e\
= 2¢°1," (¢a 1){1+Z<qa+1>}'
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LCavt stranu rovnice (147) oznalime LHS a tieZ upravime pomocou premennej (3

q.x°

LHS =

(1+97)0 = =5 56"

Ca «

Z rovnosti LHS = RHS dostavame rovnicu

2 1/l 1 ¢ \°
z — ——=24q1+= 5
S { z<%+1>}

ktori po zavedeni dalSej pomocnej premenne;j

¢
= 151
= (151)
dostavame v tvare
»© 21 ¢2} 2 { Z}
Ca qa { l qa (0 ( )
ktory nam umoznuje vyjadrit predpis pre Rayleighove ¢islo
KK? /2° 21 K3 [
R° = £ () = —— — 7. 153
e \e, q. a? {“w} (153)

Vsimnite si, ze zavislost R° na anizotropii je skryta (iba) v 1, teda v zavislosti ¢ = ¥ («)
(151).

Vztah (150) dava dva zavazné vysledky, pretoze najprv z neho vyplyva, Ze v neviskoz-
nom pripade ¢, = 0 (£, = 0) neexistuju OC mody, pretoze pri [ = 0 je frekvencia neko-
necne velkd, ¢o samozrejme nemoze nastat. Plati to pre vietky a, teda ako pre izotropny,
tak i anizotropné pripady. Dalej pre nestacionérne, teda OO i OC mody v izotropnom
pripade zrejme musi byt ¢ > 1, ¢o takisto potvrdia aj vztahy (165, 168, 186, 187); presne
ako v pripade so zvislou rota¢nou osou v modeli III. Zo (150) v8ak vyplyva vSeobecnejsi
vysledok pre gez = Gez() = 1!, uréujiice hranicu existencie OO modov, teda (nezobra-
zené) vertikaly ¢, = g..(a) na Ag, rezimovych diagramoch na obr. 42ab a 48 v podkapitole
9.5 Numerické vysledky. Pri 1" = [(1+8/a)'/2 +1]/4 je zrejmé, Ze podobne, ako v modeli
III u vertikalnej rotacnej osi plati, ze vSetky vertikaly ¢, = ¢e.(«) by mali byt nalavo
od vertikdl ¢, = gpres(), predstavujucich hranice SO/OO, teda hranice preferencie me-
dzi SO a OO modmi. Teda OO mody mozu existovat aj v oblastiach mierne nalavo od
vyznacenych SO/OO hranic na obr. 42ab a 48, ale uz tam nie st preferované.

9.3.4 Nestacionarne mody; izotropny pripad
Disperzni rovnicu (144) upravime v izotropnom pripade pomocou substitucii

o Am? B Ra*E B EK3

Y= ¢:ﬁ7 x 2 A« p (154)
na tvar analogicky rovnici (5.3) v [37]
g2°(1+iy) {c(l +iy) + 6} = (g + iy)e {[c(L +iy) + o] +1(1+iy)’},  (155)
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kde [ = [2 /2. Pritom substiticie (154), imerné dolezitym fyzikdlnym veli¢inam, st izot-
ropnym priblizenim uz definovanych v8eobecnejsich anizotropnych substitucii (145). Ana-
logickym zavedenim a = a?/7? a m = m?/7? mozeme vzfahy (154) pomocou vinkovanych
veli¢in vyjadrit nasledovne

Am z -1 27--3 R a 2 ~\3/2
Qb:m, E:W a“ K R:Pm a C:WE(1+G)/ (156)
Dolezity vztah pre R° teda je
0 1 ~\3/2
R° = 72 (a;) <+a“) (157)

Polozenim imaginarnej ¢asti rovnice (155) rovnej nule dostaneme vyjadrenie pre premennt
y umernu frekvencii v tvare

o c¢® + (22 (g +1) —qr) ¢+ c(2+1) (20 +1) - 2 (158)

0(02+f)

ktord je analogiou k rovnici (5.4) v [37]. Eliminaciou y? z reélnej ¢asti (155) dostévame

2°  A(g+ 1)+ (Bq+ Npc+3¢* +4l(g+1) — To (159
c 2¢(2c¢+ ¢) ’

¢o je analogia k (5.5) v [37] (odpovedajica rovnica méa vSak dve rieSenia, z ktorych len
(159) je fyzikalne vhodné, a ktoré budeme uvazovat v nasledujicom texte). Pritom

- R-le+D) (160)

C

R Jlar1pe g+ Do+ (62 —20(la — 6)a+ 1) +2/)(3g — Do + (/e (g + 17

’ (161)

a odmocninovy vyraz R bol analogicky zavedeny v [37] (vztah (5.6)). Pre presny nume-
ricky vypocet T' v pripade ¢ < 1 vyuzijeme zrejmu identitu

L REP-P(g+1)?  21(3¢— )¢+ ¢*c — 2[(q — 6)g + 1) lc + 2(q + 1)¢c® + (g + 1)¢3

C(R+1(g+1) R+1(g+1)
(162)
Ak do rovnice (158) za x dosadime z° z rovnice (159), tak dostaneme
T - ~3

2(1 + ¢2)

velmi vhodny vyraz pre vypocet frekvencie (150), maximalne eliminujici chybu pri nume-
rickych vypoc¢toch. Na zaklade (162) je dobre si uvedomit, ze v ¢itateloch zlomkov (159,
163) sa nasledujice vyrazy vyjadria ako

30" = T¢=4¢"/(¢+1) +0(c), (T —¢)¢p=2¢"(¢—1)/(a+1)+O(c).

Vyuzije sa to v nasledujicich vyjadreniach pre R’ a o v priblizeni ¢ < 1.
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Pri nizkych frekvencidch sa napokon nestacionarna konvekcia pri y?> = 0 stotozni so
stacionarnou. Teda z rovnosti Rayleighovych ¢isel pre stacionarnu konvekciu (129—131)
a nestacionarnu konvekciu

c(@?+2e(q+1)p+ (2 +1) (20 +1))

2% 20 = 164
=0 q(2c+ ¢) (164)
dostaneme pri Iubovolnych pevnych A a E odpovedajiucu hodnotu
(c+¢)((c+¢)*+1
7 ( ) (165)

:¢&+@¢—ﬂ¢+¢+c@w—ai+@’

pri ktorej kon¢i, resp. za¢ina existovat nestacionarna konvekcia. Teda pre pevné (A, F),
resp. (¢, c) nestacionarna konvekcia nastupuje pre ¢ > ¢go. Absolitne minimum pravej
strany vyrazu (165) je pre ¢ — oo a je rovné 1. Je zrejmé, Ze nestacionarna konvekcia
nemoze existovat pre ¢ < 1, ako nam to uz vyplynulo zo (150), a to presne tak, ako
v pripade vertikélnej rotacnej osi.

Dalej stistredime pozornost na nestacionérnu konvekciu v tvare roliek kolmych na mag-
netické pole - OC mody, pre ktoré plati [ = 0. Pri [ = 0 médme zjednoduSenia

R

—| =T =@+ +o), (166)
¢ li=o =0
z° q+1 ¢
J— = - +c , kde =, ]_67
=W v=—" (167
pricom z parametra
q—1)¢
fMQZ( C) -1, (168)

tmerného $tvorcu frekvencie OC modov (154), mame zaujimavy vysledok. Vo viskoznom
pripade, teda pri nenulovom ¢ # 0, resp. E # 0, OC mdédy mozu existovat na rozdiel od
neviskozneho pripadu, kedy neexistuju (pozri ¢ast 9.3.3).

9.4 Izotropny pripad v limite ¥ =0 a pre F < 1

[zotropny pripad tu v modeli IV lezatej rotacnej osi mé& oproti modelom I—IIT bohatsi
vyznam. V predchadzajicich modeloch izotropné pripady sluzili iba na porovnanie s ani-
zotropnymi pripadmi. Teraz vSak ide o doteraz nestudovany pripad, teda samotny izot-
ropny pripad v modeli IV prinesie nové poznatky a vysledky. Izotropny pripad je urcite
jednoduchsi ako anizotropné, a tym mé dal$iu nezanedbatelnt ulohu. Niec¢o nové, a to je
model s lezatou osou, za¢nime v rdmci moznosti Studovat ¢o najjednoduchsie.

V izotropnom pripade je anizotropny parameter « rovny jednej, teda o = 1 = K2 =
K?=m*+da*>=1?(1+a)=m*Aal,=1Dalejcy=c¢,C,=C,qo=q¢.=qa £, =FE.

9.4.1 Stacionarna konvekcia, SO moédy

V girokom rozsahu hodnot magnetického pola, teda pre A > O(1) mozeme ocakavat, ze
rolky sa Sikmé. V pripade stacionarnych Sikmych roliek je Rayleighove ¢islo pri o = 1
a v silade so (129—131)

s 2(1+a)*? l , _ A
R :71—2% ¢+0+ﬁ 5 ked C:7T2E(1+a;)3/2 a ¢:m (169)
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U gikmych, ¢i stacionarnych alebo nestacionarnych roliek (SO a OO médov), je minimum
Rayleighoveho ¢isla dané nulovostou dvoch parcidlnych derivacii. R® = R*(I,m) moze byt
dané aj ako R° = R*(a,C) (pozri (134) a ¢ast 9.3.1), a preto minimalizacia Rayleighoveho

¢isla u SO moédov v izotropnom pripade, kedy ¢, = ¢, C, = C al, = 1, sa zabezpedi takto

orR® . e A )
8070:>(m+&4> fAz(a—l—&:A). (170)
Napokon z OR*/0a = 0 a vyuzitim (170) mame
1—-2a
i = 1_;(a+sA2). (171)

Pritom & = 7?E/A a vzfahy (170, 171) platia pre Tubovolné hodnoty .
Neviskozna limita je vyraznym zjednoduSenim, a takisto vztahy (169—171) v limite
€ =0, resp. £ =01 c=0 prejdi na jednoduchsi tvar

A3/ ]
RS = 2 - {¢+¢}, (172)
A
m? = =0 (173)
1 — 23
a  m= 1_;&. (174)

Pripominame pritom, 7e A = 1 + a. Neskor v ¢asti 9.4.3 ukdzeme, 7e rovnice (173, 174)
teraz pre SO mody v limite £ = 0 takisto platia aj pre OO mody v limite £ = 0 avSak
s rozdielom, ze u OO modov teraz 1/ A prejde na (g+1)/A. Preto pre porovnanie SO a OO
modov si zavedieme parameter (), rozne definovany u SO a OO modov, a to Q = A~
a @ =(q+1)/A pre SO resp. OO mody.

Pri zrejmej poziadavke 0 < m < @ méme hlavne z prvej nerovnice a zo (174), resp. zo
(171) dolezité ohranicenie pre a, a to a < 1/2. Pre SO mody moZzeme ziskat porovnanim
(173) a (174) existen¢nu hranicu parametra A. Zrejme plati

1 a \'?1-2a

1= ¢ (1 n &) 1—a (175)
Derivaciou dQ/da a rieSenim dQ/da = 0 dostaneme Q0. = (1/2)(3/2)'/2, z €oho mame,
7e SO mody existuji len pre A > Ay, = QL = 3,266. V nasledujtcej casti 9.4.2

dokdzeme, Ze hranica preferencie medzi SO a SC mdédmi je A, = 4. Teda SO mody s
preferované pre A > 4, zatial¢o SC mody pre A < 4.V ¢asti 9.4.2 je aj diskusia o sticasnej
existencii SO a SC modov pre 3,266 < A < 4 (pozri rezimové Aq diagramy (a,b) na
obréazku 42).

Zo (173, 174) Tahko odvodime kubickt rovnicu

4-Q)a’ —(4-Qa" +(1+Q)a—-Q* =0 (176)

pre a (= a®/m?, veli¢inu imernt $tvorcu horizontalneho vlnového ¢isla). Uz vieme, 7e
prijatelné riegenia a € (0,1/2). Limita Q* — oo (teda A — 0) dava polyném s korefiami
—1, 1 a 1, teda vSetkymi mimo intervalu (0,1/2), ¢o dokazuje, ze SO mody (ale aj OO
mody) nemoézu existovat pri A = 0, kde ako neskor ukazeme, existuju a st aj preferované
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SC (resp. OC) mody. Dalsia limita Q% — 0 (teda A — 00) dava polynom s korefiami 0,
1/2,1/2, teda v ramci intervalu (0, 1/2). Takze SO (resp. OO) mody, t.j. rolky nie kolmé
na magnetické pole su v hre, ked magnetické pole je silné, teda A > O(1). V podkapitole
9.5 je ukdzané (pozri napr. obr. 44—47), ze pri A — oo st rolky pri rastiicom A stale viac
a viac naklonené ku smeru magnetického pola, ako je to zrejmé zo (174), pretoze m = 0
pri @ = 1/2 (pozri tiez (96)). Odpovedajiice Rayleighove ¢islo RS9| 4, = 3v/372 = 51,28
(pozri vztah pre R39 nizsie), ¢o je ta istd hodnota ako v modeli III.

Vyuzijuc (134, 135) vyjadrime si teraz kritické Rayleighove ¢islo RZ© pre SO mody
v limitach a = 1, teda C, = C a1, = 1, a dalej e = 0. KedZe zo (136) vyplyva C = a'/?,
tak (134) v uvedenych limitach dava

~ \3/2 ~ \1/2
R3O = o2 (Lt )" +f‘c) {25@/2 -~ +ZC> } .
Qe

Ak pomocou (173, 174) vyjadrime (1 + @.)Y/2/A, tak

L4+al)(l—2a.) (1+dc>1/2 1+ a,
=T

SO _ 2/1(
R; T 01— a)?

, . 177
Qe 1—a,’ (177)
¢o v nasledujtcej casti 9.4.2 pomoze urcit preferenc¢ni hranicu A, = 4 medzi SO a SC
modmi.

Vnimajme teraz vztahy (170, 171) v zmysle ¢ < 1, teda pre viskoznu kvapalinu s ex-
trémne malou viskozitou. Zanedbanim ¢lenov O(g?) dostaneme

(4—-QYa" - (- + (1+Qa—Q|a+
+eA?[(12 - Q%)a — (14— Q%)a* + (44 Q%)i — Q*] =0, (178)

pricom e = m?E/A, A=a+1a Q= A1

Je zrejmé, ze (178) pre € = 0, resp. E = 0 dava uZ analyzovanu rovnicu (176). Teda
pri ¢ < 1 mo6Zeme ocakavat, ze korene a rovnice (178), ktoré maju fyzikilny vyznam,
sa vyrazne liSif od korefiov (176) nemoézu; iba ak maly parameter € nasobiaci v rovnici
(178) najvyssiu mocninu @ nesposobi, ze pribudnt dalsie, a to velmi vel'ké korene. Hoci
¢len ea® dava aj velké korene @, ukazuje sa, 7e odpovedajice m < 0 tym, Ze je Z4porné,
vylucuje realistickost @ > 1 (protire¢i to aj a < 1/2 v pripade rovnice (176)). Zial,
asymptotické riegenia (178) s uvazenim ¢lenov O(e) privelmi neobohacuju doterajsi obraz
SO mo6dov. Pripominame, Ze ten sa tvoril nielen v ¢asti 9.4.1, ale i v podkapitolach 9.3
a 9.4. Samozrejme, ze mnohé dolezité informécie o SO moédoch mozno najst v podkapitole
9.5 Numerické vysledky. Tam sa napr. v pripadoch SO aj OO moédov potvrdzuje (pozri
obr. 39b, 40b, 45a, 46b, 47b, 49b, 50b), Ze préave rieSenia (176, 178) pri ) — 0 (resp.
A — 00) s hodnotami @ méalo mensimi od 1/2 déavajia velmi dobré priblizenia kritickych
horizontalnych vlnovych ¢éisel a, = 7wa'/? = 2,22.

9.4.2 Stacionarna konvekcia, SC médy

Pri mensich magnetickych poliach, teda pri A < O(1), sa vplyv magnetického pola na
konvekciu nemusi potlacat orientovanim roliek do smeru blizkeho smeru magnetického
pola, a preto rolky mozu byt kolmé (cross) na magnetické pole. Studujeme preto teraz
SC mody, u ktorych z-zlozka vlnového ¢isla, teda zlozka kolmé na naSe pole v smere y,
je nulova??, teda [ = 0. Potom [ = 0 a a = m, resp. @ = m. Navy$e SC moédy v nasom

238C rolky s kolmé na magnetické pole v smere ¥, a preto ich konvektivny obraz sa meni len v smere y, a nie v smere .
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modeli s horizontalnou rota¢nou osou si vyrazne ovplyvnené rotaciou, pretoze SC rolky
st rovnobezné s rota¢nou osou.

Pozrime si §pecialne pripad A < 1. Vztahy (170, 171) pri e = 72E/A sa pri 4 — 0
vzajomne vylucuji, a preto SO mody pri malych magnetickych poliach nemdézu existovat.
Tym skor jednoducho z fyzikalnych dévodov mézeme pri A — 0 vylacit P mody. Ostavaju
nam teda len SC mody. Priamo zo (127) (prip=A=0a K? = m? + 72) mame

2 | 23
R=R*=Am*+ %) + Ew (179)
m
z ¢oho (ale aj zo (129, 130)) pri m = m?/7? takisto
_ s e 1 3
R=— :A(m+1)+w2Ew. (180)
m m
Minimalizacia Rayleighoveho ¢isla vedie na R/dm = 0, teda na rovnicu
1
A+ 2B (3 -+ 2m) 0, (181)

ktora vedie na kubicki rovnicu pre m s jedinym parametrom ¢ = w2E /A, ktory pritom
nie je zavisly na uhlovej rychlosti rotacie {2y. Jej rieSenia pri £ = 3-10~" s odpovedajicim
priebehom R$(A) a m.(A) st prezentované na obrdzku 38 pre hodnoty A € (1078, 10%).
Vztah (181) v8ak pontika dve dolezité asymptotické rieSenia. Najprv pri e = m2F/A < 1,

(@) (b)

‘ Stationary convection, E = 3.e-7

100 vertical rotation axis

vertical rotation axis

1 horizontal rotation axis

horizontal rotation axis 1
0.1 4

T T T T T T T T 1 T T T T T T T T
1E-7 1E-6 1E-5 1E-4 1E-3 0.01 0.1 1 10 100 1E-6 1E-5 1E-4 1E-3 0.01 0.1 1 10 100

N N
Obr. 38: Stacionarna konvekcia vo forme SC modov v pripadoch horizontélnej a vertikilnej rotacnej osi
(Cervené a modré krivky); Zavislosti kritického Rayleighovho ¢isla RS a kritického horizontalneho vlnového
gisla m. (= a.) na Elsasserovom ¢&sle A pri kongtantnom Ekmanovom &sle E = 3 - 1077, Velké rozdiely
medzi tymito pripadmi st pre 4 < O(1), kedy SC mody su preferované.
teda pre mE < A < 1 mame
m. = 2 4+ 0(%/?), (182)

¢o nam na zaklade (180) dava kritické Rayleighove ¢islo

R =7 A(1 4 2eY2 + 0(e)) = A 4 273 (EA)Y? + O(E), (183)
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¢omu vel'mi pekne zodpovedaju pravé vetvy (pre ,viacgie“ A) ¢ervenych kriviek na obr.
38. Na obrazku 38b je m,. vs A, pricom m, = 7m)/?. Treba viak zdoraznit, Ze ¢im vicsie
A, tym je lepsie splnena podmienka ¢ = 72FE/A < 1. Preto asymptotické pribliZenie
Mme ~ €Y% a RS ~ w2/ velmi dobre vystihuje priebehy SC modov aj pre 4 > O(1)
prezentované v podkapitole 9.5 Numerické vysledky a este v tejto casti ho vyuzijeme na
porovnanie SC a SO moédov v pripadoch £ =0a F < 1.

Druhé asymptotické riegenie (181) mame pre ¢ = ¢! = A/(7?F) < 1, t.j. pre 4 <

m2E. Teda

i = ; - 1185 +OE) a R =1'F @7 + 25+ 0(52)> . (184)
Ak uvazime, ze m. = a, = 7/2/2 a dalej, 7e klasické kritické Rayleighove &islo R,
odvodené samotnym Lordom Rayleighom v roku 1920 [13], je definované vztahom R, =
R:/E, tak vidime o¢akavant zhodu nasej limity pre nulové magnetické pole s Bénardovou
tepelnou konvekciou, a to v oboch doélezitych kritickych ¢islach a. a R;. Tejto asymptotike
odpovedaju lavé vetvy ¢ervenych kriviek na obrazku 38. V podkapitole 9.5 Numerické
vysledky na ziadnom grafe nie su prezentované tak malé hodnoty A, ako tu na obrazku
38.

Nuka sa tu dalsi zaver pre lezati os. Na rozdiel od vertikdlnej osi rotacie, rotacia okolo
horizontalnej osi nebrani vzniku konvekcie. Treba si totiz uvedomit, ze A < 1 moze pri
kone¢nej hodnote magnetického pol'a znamenat i extrémne velki uhlovi rychlost rotacie??.
Vidiet, ze silna rotacia okolo lezatej osi (A < 1) ma také isté Rayleighove ¢islo, ako
Bénardova konvekcia bez rotécie; pozri obr. 38a a (184). Rotacia si vSak uchovava doélezita
vlastnost utlmit braniaci efekt magnetického pol'a pre konvekciu, ak A = O(1) tak, ako je
to pri vertikalnej osi rotacie. Na obr. 38a pekne vidiet, Ze ovel'a efektivnejsie to robi rotécia
okolo horizontalnej ako vertikalnej osi. Na obr. 38b si treba vSimnit, Ze horizontélne vinové
¢islo m. = O(1) pri horizontalnej osi rotacie je ovela mensie, ako v pripade vertikalnej
rotacnej osi, kedy m. > 1 (ako pri horizontalnom, tak aj pri vertikAlnom magnetickom
poli; modré a ¢ierne krivky). V druhom pripade, teda pri vertikilnej rotacnej osi sa pri
malych A a E nastoli geostroficka rovnovaha, pre ktora plati Taylorova-Proudmanova veta,
zatial¢o pri horizontélnej rotacnej osi v 1. pripade priblizenie geostrofickou rovnovahou
nie je vhodné a Taylorova-Proudmanova veta neplati. Podla tejto vety su silné zabrany
pre vznik nestabilit. Zabrany mozu byt potlacené pri velmi malej, ale nenulovej viskozite
(E < 1) efektivnejsim vyuzitim viskozity, ak do hry vstipia nestability s velmi malymi
rozmermi konvektivnych buniek.

Vrafme sa teraz k limitnému pripadu A > 72E vzfahu (181) a vysledku m, ~ /2 =
7(E/A)Y? < 1, hlavne viak ku RSC ~ 72/, ¢o vyuZijeme na urcenie hranice preferencie
Ascyso medzi SC a SO moédmi v limite £ = 0. Z rovnosti RSY = R5© pri vyuziti (177)
zrejme mame

1+a.)(1 - 2a,.)
(1 o 60)2 ’

A = 772/1(

¢o dava kritické a. pre SO mody, ktorym odpovedé hranica preferencie s SC médmi. Teda
z rovnice 32 — a. = 0 mame a. = 1/3 a zo (177) je

4/3\"* 4/3
RSO R i 2y 2.
O

243C mody, preferované pre A < 1, nezéavisia na rotécii; pozri (181). Preto obe asymptotiky, i pre e < 1 alebo el <1,
moZno spajat s l'ubovolnymi hodnotami 2y, teda ako pre rychlu, tak aj pre pomala rotéaciu.
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Kedze RSC = 72/, tak A, = Agc/so = 4 (pozri rezimové Aq diagramy (a,b) na obrazku
(42)).
Zaujimavé je viak odvodit si R zo vztahov (129—131) v limitach « = 1 a E = 0.
Méame RSC _ 2 (1+a)*? Aa 40
(1+a)1/?

pretoze pre SC mody | = 0 a m = a. Napokon R5C = 72A(1 + @) a je zrejmé, ze
OR5C/0a # 0. Teda na rozdiel od viskézneho pripadu v neviskéznom pripade E = 0
kritické Rayleighove ¢islo pre SC médy nemame z lokédlneho minima R°¢ vzhladom na
a, ale len 7 absolutného, a to pre @ = 0. Teda formélne BRS¢ = 724, ¢o je takmer to isté,
ako vo viskdéznom pripade E < 1.

SCmodsa = a°¢ = 0 budeme nazyvat spiaci SC méd a budeme ho vnimat ako kriticky
SC mod. Dalej v studovanom neviskéznom pripade E = 0 zavedieme tzv. prebudené SC
mody a ukdzeme, ako umoziuji predstavit si konvekciu realistickejsie. SO rolky pri hranici
preferencie (s SC mo6dmi) a ich hranici existencie, teda pre 4 = 4 a A = 3,266(= 4(2/3)"/?)
a s odpovedajtcimi horizontalnymi vinovymi ¢islami 1,814 (= 7/3Y/2) a 1,405 (= 7/5'/2)

a

zvierajii so smerom magnetického pola uhly v = 45° a 60° (y = arcsin [(m/a)l/ﬂ, kde 1 je
dané (174)), ¢o odpoveda ich spravaniu pri klesajiicom A, teda zakolmovaniu a zried ovaniu
sa vzhladom na magnetické pole. Je zrejmé, Ze pre kazdé A € (3,266;4) ku kazdému

spiacemu SC moédu s a’¢ = 0 existuji prebudene SC moédy s nenulovym a°¢ < a>¢
pricom R¢(a5C ) = RSO( 0), ¢o dava pre a>C  defini¢ny vzfah
5oy _ (L4 a29) (1 —2a7°) _so _ 3a29(1/3 — az%)
Al+ay,.,) =4 (1= 50)2 . resp. Q. = 1_aop (185)

Prebudené SC mody na rozdiel od spiacich médov redlne zabezpecuju pohyb - konvekciu,
pricom spiace mody si sice pred prebudenymi preferované, ale ich @3¢ = 0 dava pohyb-
konvekciu s nekone¢ne horizontélne rozlahlou konvektivnou bunkou, ¢o nie je realistické.
Vsetky prebudené SC mody s horizontalnym vlnovym ¢islom 0 < aSC < aS¢ si pritom
preferované voéi SO médom pri danom A s odpovedajicim a.. Zo (185) vyplyva, ze pri
A=4ad=320606a pre SO mody odpovedeuumch as% = 1/3 a a5° = 1/5 mame pre
prebudené SC mody aC = 0 a a°¢ = 1/8. Teda prebudené SC mody, pokial musia
superit s SO mo6dmi, maju minimalny rozsah vinovych ¢&isel pre A = 4, ked len preberaji
preferenciu a maximéalny rozsah u A = 3,266, ked SO mody koncia svoju existenciu. Pre
mensie A, teda pre A < 3,266 rozsah vlnovych ¢isel prebudenych moédov je neohranic¢eny
pokial nestudujeme ich stiperenie s OO a OC médmi (pozri Ag rezimovy diagram na
obréazku 42).

Vo viskoznom pripade 0 # E < 1, teda v pripade, ktory by sa velmi nemal liSit
od F = 0, vObec netreba zavadzat spiace a prebudené SC mody, pretoze v obidvoch
limitnych pripadoch mF < A a A < 7*F Tahko vidiet existenciu (182, 183) kritickych
modov s kritickymi ¢islami prirodzene definovanymi cez lokdlny extrém Rayleighoveho
¢isla vzhTadom na horizontalne vinové ¢islo. Ned4 poznamenat, 7e tu mame pekny nézorny
priklad kvantitativnej podobnosti, ale kvalitativnej rozdielnosti tekutiny s nulovou, resp.
nenulovou viskozitou.

9.4.3 Nestacionarna konvekcia; OO moédy, £ =0
V izotropnom pripade pre OO mody v limite £ = 0 pre frekvenciu ¢ mame
—1¢? Am? Am

H:K[ & 4, ¢ = =
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— 1?2
resp. o = 1t A? [Z‘H(bi - 1] , (187)

a pre Rayleighove ¢islo

Y ANV LY
R = qa2{¢+¢}_ — {w+¢}. (188)
Pritom

p=—2 4 m (189

g+1 q+1AY2

Dobré je uvedomit si, ze vztahy (186, 189, 188) pre izotropny pripad pekne koresponduja
vztahom (150, 151, 153) v anizotropnych pripadoch. Nech

- A3/? ]
REi%W: a{¢+¢} (190)

Pripominame, Ze v pripade stacionarnej konvekcie pri £, # 0 sme mali C, ktorého?
analégiou teraz je ¢. Takze pri E, = 0 mame zavislosti
0] C

C=6, v=—3="7 (191)

Prejdeme teraz z dvojice nezavislych premennych lamk novej dvojici a a v, definované
nasledovne

(1,m), (192)

¢:q+1ﬂ+&w2:¢@m) (193)

js}
|
Rt
+
||
Dt

Spatna transformaécia je potom

T=a- T (100 = i(a,v),

m= T 20 a) e = ).

Pre vypocet kritickych ¢isel moézeme vyuzit vztah

R= R ) = “*;ﬁﬂ{w+ Qu+@yﬂ}, (194)

(4

kde @ = (¢ + 1)/A. Pri hladani kritickych ¢isel vyjadrime prvé parcidlne derivacie R
podla premennych a a 1 nasledovne

R~ ax )3/2{;—;2}, (195)

250 = 2B, A3/2 4 AmA-1/2,
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Z podmienky nulovosti derivacie 3R/(91p = 0 dostaneme 1) = a'/2.

¥ (193) dostaneme rovnicu

Z definicie premennej

A ,T\ﬁ — &1/2
g+1(1+a)?

(197)

Podmienka nulovosti derivacie OR/0@ = 0 a skuto¢nost, ze 1) = @*/? nam déavaji rovnicu

a 3
(g - 1) a4+ 58" = QL+ @)@ - 1),
ktori po umocneni na druht a po dalsich algebraickych upravach prepiSseme na kubicka
rovnicu pre neznamu a

4—-QYa*+ (-4+QH)a*+ (1+Q%a—Q =0. (198)

Pripominame, Ze pre SO mo6dy sme mali takd istd rovnicu (176) s @ = A~ na rozdiel od
terajsieho @ = (¢ +1)/4 u OO modov.

9.4.4 Nestacionarna konvekcia; OO médy, F < 1

V limite £ = 0 sa ukazuje pekna podobnost stacionarnych a nestacionarnych modov, a to
vdaka formalnej matematickej podobnosti vyjadreni Rayleighovych ¢isel pre SO a OO
mody (169, 188). Avsak vo viskéznom pripade, hoci i pri velmi malej viskozite, t.j. pri
E < 1, resp. ¢ < 1 mame také vyjadrenia pre Rayleighove ¢isla pre SO a OO mody, ze
s podobnostou uz nemozno ratat. Zo (129—131) méame

—WWPJF;H(P;)]JFO(C?) (199)

RSO

1

a zo (156, 157, 159, 162, 188)

_ 2 <1+a>3/2[ I (q— )2 2 )] 2
W= et T o) | HO@: o

Na prvy pohlad zo (199, 200) je vidiet, Ze pri ¢ = 0 st R9° a R° velmi podobné.
Prit = ¢/(q+1) a ¢ = Am/(1+ a)'/? je zrejmé, preco pri limite ¢ = 0, resp. E = 0 sa
vztahy pre uréenie kritickych ¢isel pre SO a OO mody takmer zhodovali az na odlisnost
parametra @, rovného A~ a (¢ + 1)/4 pre SO, resp. OO mody (176, 198).

O(c) ¢leny v (199, 200) pre Rayleighove ¢isla SO a OO modov sa vSak uz vyrazne
odlisuja. Napr. vo vyraze pre RO je [(= 12/n?) v menovateli, ¢o naznacuje problémy pre
OC mody; dokazali sme, ze OC mody pre ¢ = 0 neexistuja (pozri ¢ast 9.3.3 a (150)).
V nasledujticej casti sa dokonca venujeme Specidlnym OO moédom, tzv. OC’ médom,
ktorych vlastnosti st vyrazne ovplyvnené s | v menovateli O(c) ¢lena v (200). Totiz volba
spravnej malosti l~, v primeranej miere eliminovanej malostou c, nie je trivialna.

Podobné nie¢o nemohlo byt v modeli IIT so zvislou rota¢nou osou. Preto aj vidiet na
rezimovom /q diagrame na obrazku 42 vyrazné rozdiely pre £ =0 a F < 1 u lezatej osi.
Pozoruhodna je vsak kvalitativna podobnost (b) a (c¢) diagramov pre E < 1 lezatej osi
a F =0 zvislej osi.

ROO
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9.4.5 Nestacionarna konvekcia; OC’ médy, F < 1

Numerické vypocty priniesli v pripade OO modov zaujimavi $pecifickii podmnoZinu tzv.
OC’ modov, charakterizovant ich takmer kolmostou na magnetické pole (I < a). Priro-
dzene vyvstala otazka, ¢i sa analyticky s asymptotickym priblizenim podari upresnit ich
vlastnosti, a takisto néjst dobry stlad vybraného asymptotického priblizenia s numeric-
kym vypocétom. Pri vysetrovani OC’ modov preto predpokladame priblizenie [ ~ Scl/2.
Pri tomto predpoklade je premenné z°/c (159) definovana nasledovne

ff::2¢t;d>-+<9/2f(a,6)-+<9(cy (201)
o 2 A 2 B 2Eg-1
Ve=rny T arar 1O e T g PP
a podla (156) pripominame ¢ = m2E(1 + a)%/2.
Pri odvodeni (201, 202) zo (159) sa vyuzilo
m=a— B+ O(c) (203)
a napokon v silade so (156) vztahy pre ¢ a ¢ sa
O = ¢ (1 — 01/2§ + O(C)) ,  resp. Y =1, (1 — 01/2§ + O(c)> : (204)

Pri hTadani OC’ modov derivujeme najprv vyraz z°/c (201) podla 5 a rieSenim rovnice
d(z°/c) /dp = 0 dostavame

B2:qq_]— ¢2
qg+1 a—?

(205)

Dalej derivujeme vyraz (157) pre R° podla a. Rovnicu dR°/da = 0 uz s uvaZenim [
z0 (205) riesime numericky (pri konkrétnych vstupnych parametroch A, ¢, E), pri¢om fy-
zikdlne vhodny korefi a je uz veli¢ina tmerna horizontdlnemu vlnovému ¢islu OC” modov.
Minimalizacia R’ cez a a [ teda dava kritické ¢isla a. a R?, ktoré odpovedaji pribliZeniu
[ = Bc'”? + 0(c), a ktoré davaju vztah

2 _ (@ =DYd 20 - DYE 2q(g—1)da
i<a 5@1/2 a 32

— 14 0(c?), (206)

teda pre frekvenciu o ~ y (154). Nasledujica tabulka 2 naznacuje, Ze numericky naj-
dené ,prekvapujice* OC’ mody prirodzene existuji vo viskdznej limite F < 1, kde 4

A an aa In la R, RY ylgv yi A
0,1 | 0,607 | 0,604 | 0,741e—3 | 0,774e—3 | 0,3697 | 0,3695 | 73,221 | 65,244 | 0,1
2 | 0,374 | 0,373 | 0,351e—2 | 0,356e—2 | 6,8687 | 6,8680 | 204,571 | 196,611 | 2
10 | 0,292 | 0,291 | 0,834e—2 | 0,841e—2 | 33,712 | 33,710 | 341,448 | 333,939 | 10

Tabul'ka 2: Porovnanie vlastnosti OC’ médov, ziskanych numericky a asymptoticky.

je Elsasserove ¢islo, ay a as horizontalne vlnové &sla (a = 7wa'/?), ziskané numericky
resp. asymptoticky a rovnako tiez vlnové &sla Iy a 4 (I = 7l'/?), Rayleighove &isla Ry
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A [ Aa[%] | AL[%] | AR [%] | Ay? [%)]
01| 049 | 445 0,05 10,89
2 | 027 | 1,42 0,01 3,89
10 | 0,34 | 084 | 0,006 2,2

Tabul'ka 3: Relativna chyba v % medzi numericky asymptoticky uréenymi vlastnostami OC’ modov.

a R4 a nakoniec y% a y3, t.j. hodnoty veli¢iny y* (vSetko pri hodnote Ekmanoveho &isla
E = 3-107" a pri Robertsovom ¢isle ¢ = 2). Posledna tabulka 3 obsahuje relativne
rozdiely v percentach medzi veli¢inami ziskanymi numericky a asymptoticky. Prave y2,
teda frekvencia, dava najvacsie rozdiely medzi numerickym a asymtotickym pristupom.
Ostatné parametre, vlnové ¢isla a a [ a Rayleighove ¢islo R°, maju velmi dobra zhodu na
minimalne dve platné cifry.

9.5 Numerické vysledky

Linearnou stabilitnou analyzou st vySetrované nestability na ¢ase nezavislé (stacionarna
konvekcia) aj ¢asovo zavislé (nestacionarna konvekcia alebo overstabilita). Aj v tomto
pripade maji vySetrované marginalne poruchy tvar horizontalnych roliek, ktoré v zavis-
losti od vstupnych parametrov moézu mat roznu orientéciu v horizontalnej rovine. Rolky
v pripade stacionarnej konvekcie moézu byt bud kolmé na zakladné magnetické pole (a au-
tomaticky rovnobezné s osou rotacie), alebo rovnobezné s magnetickym polom (a teda
kolmé na os rotécie), alebo mozu byt sikmé s osou roliek, zvierajicou urcity uhol s mag-
netickym polom.

9.5.1 Izotropny pripad a porovnanie s modelom s vertikialnou rota¢nou osou

KedZe tento model zatial nebol §tudovany ani v izotropnom pripade, tak prva ¢ast nu-
merickych vysledkov je venovana prave tomuto pripadu, pricom su vysledky porovnavané
s vysledkami z predchédzajiuceho modelu s vertikdlnou osou rotécie (tiez v jednoduchSom
izotropnom pripade). Obrazok 39 ukazuje kritické ¢isla R., ac a 7. ako funkcie Elsasse-
rovho ¢isla A pri kongtantnom Ekmanovom ¢isle E = 3-1077. Cervené krivky odpovedaji
modelu IV s horizontalnou (lezatou) rota¢nou osou a modré krivky predchadzajicemu
modelu III s vertikdlnou rota¢nou osou. Hned na prvy pohlad vidime niekol’ko dolezitych
rozdielov. Kritické Rayleighove ¢islo kolmych roliek (cross modes) je v pripade lezatej
rotacnej osi rastuca funkcia Elsasserovho ¢isla, zatial ¢o v pripade vertikdlnej osi rotacie
dosahuje lokalne minimum. V ¢asti 9.4.2 je analyticky ukazané, ze u SC, teda kolmych
roliek, je R, = m2A(1+2c/2+0(e)), kde ¢ = m2E/ A je maly parameter. Takato zavislost
v8ak neplati pre velmi malé hodnoty A (na obr. 39 nezobrazené), kde sa uz kritické Ray-
leighove €islo sprava ako R. = m*E(27/4 4 3/2 4+ O(&?)), pricom & = ¢~'. R, Sikmych
roliek je v pripade vertikalnej rotacie?® konstanta a v pripade horizontalnej rotacie rasttica
funkcia od A, pricom sa pre velké A asymptoticky blizi k tej istej konStante 51,28, rov-
nakej pre zvisla i lezatu os rotéacie. Podobne sa pre velké A k R.(A) u vertikilnej rotacie
asymptoticky blizi aj R.(A) u horizontalnej rotécie. Zmena preferencie medzi kolmymi
a Sikmymi rolkami je v pripade vertikalnej rotécie plynuly prechod, pri ktorom sa uhol
v, postupne narastom A zmensuje z 90° na mens8ie hodnoty. V pripade horizontalnej ro-
tacnej osi je tato zmena preferencie nespojitym procesom, kde Sikmé rolky zacinajia byt

26y pripade vertikalnej osi rotacie; v daliom texte ,pripady vertikalnej osi rotacie“ a ,,pripady horizontalnej osi rotacie*
casto skratime na ,,vertikdlnu rotaciu“ alebo ,horizontalnu rotaciu.
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preferované pri néklone o uhol 45° pri A = 4 a dalsim zvySovanim A sa eSte viac nakléa-
naji k smeru magnetického pola. Takisto z asymptotickej analyzy v 9.4.2 vieme, Ze aj
objavenie SO modov pri 4 = 3,266 je spojené s naklonom 60°, a nie 90° ako u zvislej osi
rotacie (samozrejme u iného A ~ 1).

Obrazok 40 porovnéava kritické ¢isla R., a., 0. a 7. pre nestaciondrnu konvekciu pri
vertikalnej resp. horizontalnej rotacnej osi. Podobne ako v pripade stacionarnej konvekcie
vidime, Ze kritické Rayleighove ¢islo R, ako funkcia Elsasseroveho ¢isla A sa v pripade ho-
rizontalnej rotacie (obr. 40a - ¢ervené krivky) sprava ina¢, ako v pripade vertikalnej rotacie
(modré krivky). K najdolezitejsim vysledkom pri horizontélnej rotacii patri objavenie no-
vého modu, ktory je charakteristicky natoc¢enim roliek takmer do smeru rovnobeznému
s osou rotéacie. Nazyvame ich OC’ mody, lebo st to stale sikmé OO mody, ale vel'mi blizke
kolmym modom OC, pri¢om pre klesajice A sa asymptoticky blizia k OC modom. Exis-
tenciu a vlastnosti tychto zaujimavych moédov sa podarilo potvrdit aj analyticky, a to
vhodnym priblizenim vlnového ¢isla [ = 12/7% = Bc/?2 + O(c), kde B je funkcia radu
O(1) a ¢ je maly parameter imerny Ekmanovmu ¢islu E (pozri ¢ast 9.4.4). Tieto OC’
mody st vyznamé hlavne preto, ze ku svojej existencii potrebuji nenulovi viskozitu a s
preferevané na dost velkom priestore parametrov A a ¢,. V neviskoznom pripade (E = 0)
OC’ mody neexistuji a podobne neexistuju ani ¢isté OC mody, lebo ich frekvencia je
nekonecne velka (¢o je nefyzikilne), a ¢o sa tiez analyticky dokéazalo v ¢asti 9.3.3. Pri
A ~ 10 dochadza ku zmene preferencie na ,normalne“ §ikmé, teda OO mody, ¢o sa pre-
javuje skokom v hodnotach a., o. a 7, na grafoch 40bcd a zalomenim krivky R9?(A) na
grafe 40a. Bodkované vertikily st iba pomocné Ciary, ukazujice nadvéznost kriviek pre
OC’ a OO mody. Dalej si mozeme vSimnit, ze pri horizontalnej rotécii majia rolky men-
Sie horizontalne vlnové ¢islo, a teda vAcsi horizontalny rozmer, ako pri vertikdlnej rotacii
(rovnako ako u stacionarnej konvekcie, vid graf 39b). Frekvencia o, je u horizontalnej ro-
tacie viacsia ako u vertikilnej rotacie obr. 39¢). Vhodnou kombinéciou kriviek z obrazkov
39a a 40a dostavame porovnanie kritickych Rayleighovych ¢isel pre stacionarnu a nesta-
cionarnu konvekciu (pre sikmé aj kolmé rolky) v oboch pripadoch orientécie rotacnej osi.
Obrazok 41 teda ukazuje preferovanost jednotlivych moznych modov pre rozne hodnoty
A. Treba v8ak mat na paméiti, ze preferencia médov suvisi aj s hodnotou Robertsoveho
¢isla q. Kedze krivky na obrazkoch 41ab si pre jediné konkrétne Robertsovo ¢islo ¢ = 2,
mozeme sa na takto urcenu preferovanost moédov pozerat ako na isty rez vSeobecnejsieho
Aq diagramu.

Nasledujuci obrazok 42 porovnava prave Aq diagramy vo viskdéznom a neviskdznom
pripade (obr. 42ab) pri horizontalnej rotécii s neviskoznym pripadom pri vertikalnej roté-
cii (obr. 42¢). Hned na prvy pohlad vidno velké rozdiely medzi neviskoznym a viskoznym
pripadom. Ako uz bolo spomenuté, pri nulovej viskozite neexistujui OC ani OC’ mody.
Nestacionarna konvekcia moze existovat jedine vo forme OO modov, teda Sikmych modov.
Na Aq diagrame (obr. 42a) méa oblast preferencie OO moédov tvar klinu, kde Tava hranica
je hranica preferencie medzi SO a OO moédmi a prava hranica je hranica existencie OO
modov. Velmi zaujimvo sa spravaju aj oblasti preferencie stacionarnych SO a SC modov,
pri¢om je to spravanie tplne iné ako vo viskoznom pripade (obr. 42b). Hranica preferencie
medzi SO a SC mdédmi je v neviskoznom pripade dana horizontdlou A = 4 a hranica
existencie SO modov je dand druhou horizontdlou A = 3,266, pricom obe hranice boli
odvodené aj analyticky v Casti 9.4.2. V tejto Casti sa tiez ukazalo, ze kriticky SC mod je
mod s nulovym horizontalnym vlnovym ¢islom a bol nazvany spiacim moédom, lebo s ne-
konec¢ne rozlahlou konvektivnou bunkou nie je realisticky. Av8ak medzi horizontalnymi
hranicami A = 4 a A = 3,266 boli zavedené tzv. prebudené SC mody s nenulovym hori-
zontalnym vlnovym ¢islom, ktoré mézu byt preferované pred este stile existujicimi SO
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Obr. 39: Stacionarna konvekcia; Zavislosti kritického Rayleighovho ¢&isla R, kritického horizontélneho
vlnového ¢isla a. a kritického uhla 7. na Elsasserovom ¢isle A pri konstantnom Ekmanovom ¢&isle F =
3-1077 v izotropnom pripade o = 1 . Vertikilna rota¢né os - modré krivky, horizontalna rota¢ns os -
Cervené krivky.
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Obr. 40: Nestacionarna konvekcia; Zavislosti kritického Rayleighovho éisla R, kritického horizontélneho
vlnového ¢isla a., kritickej frekvencie o, a kritického uhla 7. na Elsasserovom ¢isle A pri kon§tantnom
Ekmanovom ¢isle £ = 3 - 1077 a pri Robertsovom &isle ¢ = 2 v izotropnom pripade o = 1. Vertikilna
rotatna os - modré krivky, horizontalna rota¢na os - ¢ervené krivky.
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Obr. 41: Nestacionarna a stacionarna konvekcia; Zavislosti kritického Rayleighovho &isla R, na Elsassero-
vom ¢isle A pri konstantnom Ekmanovom &isle E = 3- 1077 a pri Robertsovom éisle ¢ = 2 v izotropnom
pripade a = 1. Vertikalna rotacna os - modré krivky, horizontalna rotacné os - ¢ervené krivky.

m6dmi. Podmienky preferovanosti prebudenych SC modov su takisto odvodené v casti
9.4.2. V pripade nenulovej viskozity si uz SC médy normalne, teda s nenulovym Kkri-
tickym horizontalnym vlnovym ¢islom a. a prirodzene definovanym cez lokalny extrém
Rayleighoveho ¢isla vzhladom na horizontalne vinové ¢islo a. Pozoruhodna je aj kvalita-
tivna podobnost diagramov pre E < 1 u lezatej osi (b) a pre £ = 0 u zvislej osi (c).
Aq rezimovy diagram vo viskéznom pripade, obohateny aj o dva pripady anizotropie, je
prezentovany dalej na obrazku 48.

9.5.2 Stacionarna konvekcia v pripade anizotropie

Orientécia roliek vzhladom na magnetické pole a os rotacie suvisi s Coriolisovou a Lo-
rentzovou silou, a to vdaka istému suboju vplyvov tychto sil na vznikajicu konvekciu.
Je znamy fakt, ze aj Coriolisova aj Lorentzova sila sa snazia svojim posobenim natocit
konvektivne rolky do smeru osi rotacie, resp. smeru magnetického pola. Je preto dole-
7ité preskimat, ako rozne anizotropie difuznych koeficientov ovplyvnia preferenciu rozne
orientovanych roliek v AFE, rezimovom diagrame. Rovnako, ako v modeli III, AF, diagram
rozdeluje priestor parametrov A a E, na tri oblasti, v ktorych su preferované rolky s da-
nou orientaciou. V oblasti SC st preferované rolky kolmé na magnetické pole, v oblasti
SO rolky sikmé vzhladom na smer magnetického pola a P oblasti su preferované rolky
rovnobezné s magnetickym polom. Na SC oblast (steady cross rolls) mozeme pozerat aj
ako na oblast, v ktorej ma dominantni ilohu Coriolisova sila, lebo konvektivne rolky st
natofené presne rovnobezne s osou rotacie (a teda kolmo na magnetické pole). V P ob-
lasti (steady parallel rolls) ma dominantny vplyv Lorentzova sila s rolkami, natoc¢enymi
rovnobezne s magnetickym polom. V SO oblasti (steady oblique rolls) st Lorentzova a Co-
riolisova sila v urcitej rovnovahe, pri ktorej st konvektivne rolky orientované s urcitym
uhlom k magnetickému polu a k osi rotacie.

Nasledujiici obrazok 43 znazoriuje AE, diagram v izotropnom pripade (o = 1 ar-
kované krivky) a v dvoch anizotropnych pripadoch (o = 0,5 plné krivky, SA anizotropia
atmosférického typu; a = 5 bodkované krivky, So anizotropia). Vplyv anizotropie sa preja-
vuje zmenou hranic medzi oblastami SC a SO a medzi SO a P. Pripomenme si, ze hranici
SC/SO v izotropnom pripade pre F < 1 sme sa venovali v ¢asti 9.4.2, pricom vyslo
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Obr. 42: Aq rezimovy diagram pre stacionarnu a nestacionarnu konvekciu v pripade lezatej rotacnej osi
v neviskéznom pripade (a) a v pripade nenulovej viskozity £ = 3-10~7 (b), ako aj v pripade vertikalnej
rotatnej osi (c).

Ascyso|p=0 = 4. Hranica SO/P sa takisto da urcit asymptoticky?’, napr. v izotropnom
pripade pre 4> 1 mame Eso/p| a0 = 2v/3/(97%) = 0,039000. Takze asymptoty kriviek
SC/SO a SO/P v izotropnom pripade st horizontdla 4 = 4 a vertikila £ = 0,039000.
Priebeh tychto kriviek sme vSak analyticky urcili v 8irSich intervaloch hodnot E, a A
v Casti 9.3.1, pricom sme sa neobmedzili len na £ — 0, 4 — oo a a = 1. Vyznamné je
to, ze analytické vyjadrenia hranic SC/SO a SO/P ukazali, ze ,chvostik® pre E, > 0,1
a A — 0 je vyjadreny subeznymi krivkami, ktoré bliziac sa k sebe sa ,stretavaju“ az
v nekone¢ne (E, — 00).

Na prvy pohlad z obrazku vidno, Ze So anizotropia redukuje oblast preferencie Sik-
a Elsasserovho ¢isla /A a hranica SO /P je posunuta k mensim hodnotam F,), a naopak stra-
tifika¢na anizotropia atmostérického typu tiuto oblast rozsiruje (hranice SC/SO a SO/P sa
vplyvom anizotropie postvajiu opa¢ne). Z fyzikalneho hladiska to mozeme interpretovat
ako oslabovanie?® vplyvu Coriolisovej a Lorentzovej sily v pripade So anizotropie, resp.
zosilhovanie vplyvu tychto sil v pripade Sa anizotropie.

AE, diagram nam ukazuje, ako rozne anizotropie (rozne hodnoty parametra a) me-
nia rozdelenie priestoru parametrov na oblasti s réoznymi rovnovahami sil (Coriolisovej
a Lorentzovej), ale nepovie nam ni¢ o tom, ako anizotropia ovplyvni podmienky néastupu

27Vychadzame zo vztahov (172—174) a (129—131) pre Rayleighove &isla stacionarnych médov. Odvodime kritickeé RS,
RP a ich porovnanim v limite A — co dostaneme pre Ekmanove &islo na hranici SO/P kvadraticka algebraicka rovnicu.

28Coriolisova sila je nepriamo timerna E na rozdiel od Lorentzovej sily, ktord je priamo tmernd A (pozri (16) a podkapitolu
3.2).
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Obr. 43: Stacionarna konvekcia; AF, diagram pre izotropny pripad a = 1 a pre anizotropné pripady
a=2aa=0,.

konvekcie (kritické Rayleighove ¢islo) a tvar samotnej konvekcie (kritické vlnové cisla).
Podobne, ako v predchadzajicom modeli ITI, st pre nas zaujimavé grafy, vyjadrujice
zavislosti kritického Rayleighovho ¢isla R, kritického horizontdlneho vInového éisla a,
(a. = (12 + m2)'/?) a kritického uhla 7. (uhol . = arctg(m./l.) medzi osou roliek a mag-
netickym polom) na Elsasserovom ¢isle A a Ekmanovom ¢isle E,.

R steady convection  14f R steady convection ,
€l E,=1e3 o c E,=3e-7 N a=5
80 - 80 K
---- cross rolls "4'1 ---- cross rolls ,
——oblique rolls 4/ 2 oblique rolls P
!
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l/ 1
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. 0.1
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Obr. 44: Vplyv anizotropie na stacionarnu konvekciu. Zavislosti kritického Rayleighovho ¢&isla R. na
Elsasserovom ¢isle A pri kongtantnom Ekmanovom ¢isle E, = 1073 (graf a) a pri E, = 3- 1077 (graf b)

Obréazok 44 obsahuje dva grafy zavislosti kritického Rayleighovho ¢isla R, na Elsassero-
vom &isle A. Na prvom grafe 44a je hodnota Ekmanovho ¢isla E, = 1072 (slabgia rotécia)
a na druhom FE, = 3- 1077 (silnejsia rotécia). Rozne krivky sivisia s roznymi hodnotami
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parametra «, kde konkrétna hodnota parametra oznacuje konkrétnu krivku. Prerusované
krivky odpovedaji kolmym rolkam (oblast SC na predchadzajicom grafe) a plné krivky
odpovedajt ikmym SO rolkdm. V pripade vicSieho Ekmanovho ¢isla £, = 1073 (vicsej
viskozity, resp. slab3ej rotécie; graf 44a) mozeme vidiet, Ze anizotropia ovplyviuje kolmé
aj Sikmé rolky. So anizotropia (o > 1) znevyhodiiuje nastup konvekcie, lebo zvysuje kri-
tické Rayleighove ¢islo. Sa anizotropia (o < 1) znizovanim kritického Rayleighovho ¢isla
ulah¢uje konvekciu. Pri nizsej hodnote Ekmanovho ¢isla (mensej viskozite, resp. silnejsej
rotacie; graf 44b) anizotropia neovplyviuje nastup stacionarnej konvekcie v tvare kolmych
roliek (pre rozne hodnoty parametra anizotropie « existuje len jedna preruSovana krivka).
Vplyv anizotropie na Sikmé rolky je rovnaky, ako v pripade vicsieho Ekmanovho ¢isla.

(a) (b)

steady convection [« o
a | E-=387 — % steady convection
c o c | E,=3e-7
1 05 —
1
2
14 ---- crossrolls 60 a=0.1
oblique rolls a=5 ---- crossrolls
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Tl el 30-
TTeellIsTIiiiioll o
0'1'; TS~lllssIn=IIz-o0s
S~ TelIsd
~lt2
T T |5 1 O. T T T T T T T — T
0.1 1 10 100 1 10 100
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Obr. 45: Vplyv anizotropie na stacionarnu konvekciu. Zavislosti kritického horizontalneho vlnového ¢isla
a. a kritického uhla ~. na Elsasserovom &sle A pri konstantnom Ekmanovom &isle E, = 3-107"7.

Anizotropia mé vplyv nielen na kritické Rayleighove ¢islo R., ale aj na iné parametre,
popisujuce konvekciu. Obrazok 45 ukazuje, ako anizotropia ovplyviuje kritické horizon-
talne vlnové ¢islo a. a kriticky uhol 7. (medzi osou roliek a zékladnym magnetickym
polom) pri kongtantnej hodnote Ekmanovho &isla £, = 3-107". Z grafu 45a vidime, ze So
anizotropia (o > 1) zmensuje kritické horizontalne vinové ¢islo a Sa anizotropia (o < 1)
ho zvysSuje. Zmena preferencie medzi SC a SO médmi je sprevadzand prudkym skokom
v hodnotéach vlnového ¢isla priblizne o jeden rad. Podobny skok je aj v hodnote kritického
uhla v, na grafe 45b. Tieto skoky nam hovoria o tom, ze ku zmene preferencie z SC na
SO mody pri zvySovani Elsasserovho ¢isla A nedochédza spojito, ako v pripade modelu
[T s vertikdlnou rotac¢nou osou. Ak pri urc¢itej hodnote Elsasserovho ¢isla A (tato hodnota
je funkciou parametra anizotropie ) dojde ku zmene preferencie moédov, tak SO mody
st uz vo¢i magnetickému polu natocené o ur¢ity uhol (# 90°), ktorého hodnota je tiez
funkciou parametra anizotropie « (7. je rasticou funkciou «). Graf 45b nam tiez ukazuje,
ze So anizotropia zvySuje kriticky uhol 7. a Sa anizotropia ho znizuje.

Dalsi obrazok 46 obsahuje tri grafy, ktoré opisuju zavislosti kritického Rayleighovho
¢isla R., kritického horizontalneho ¢isla a. a kritického uhla 7. na Ekmanovom ¢isle F.,
pricom Elsasserove ¢islo je teraz konstantné a ma hodnotu A = 1. Tri krivky na prvom
grafe 46a sivisia s troma uvazovanymi hodnotami parametra anizotropie «; izotropny
pripad a = 1 a dva pripady anizotropie a = 0,5 a a = 2. Kazda krivka je rozdelené na tri
casti, kde bodkované casti si pre SC rolky - kolmé na magnetické pole, plné ciary platia
pre Sikmé SO rolky a ¢iarkované casti suvisia s P rolkami, rovnobeznymi s magnetic-
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Obr. 46: Vplyv anizotropie na stacionarnu konvekciu. Zavislosti kritickych ¢isel Rayleighovho R., hori-
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Obr. 47: To isté ako na obr. 46, ale pre 4 = 3.



kym polom. Rézna dlzka plnych kriviek savisi s vlastnostou opisanou na AE, diagrame,
a to s vplyvom anizotropie na velkost priestoru parametrov, v ktorom st preferované
sikmé SO rolky. Vidime, ze zatial ¢o So anizotropia (o > 1) zmenSuje tento rozsah pa-
rametra F,, stratifika¢na anizotropia atmosférického typu (o < 1) tento rozsah rozsiruje.
Aj na tomto grafe mozeme vidiet uz spomenuty fakt, ze stratifika¢na anizotropia ulahcuje
konvekciu a So anizotropia ju potlaca. Na druhom grafe 46b vidime, ze So anizotropia
zmensuje kritické horizontalne vinové ¢islo a. a Sa anizotropia ho zvySuje. Znamen4 to,
ze So anizotropia zvac¢Suje horizontalne rozmery konvekcie a stratifika¢na anizotropia ich
zmensuje, pricom tato vlastnost plati pre vSetky orientécie roliek (kolmé, sikmé aj rov-
nobezné rolky). Treti graf 46¢ ukazuje, ako sa pri zvySujucom sa Ekmanovom ¢isle E,
meni preferencia roliek najprv z kolmych na sikmé, a potom zo Sikmych na rovnobezné.
Kriticky uhol ~. roliek sa pri istej hodnote Ekmanovho ¢isla (tato hodnota, ako uz bolo
povedané, je funkciou ako Elsasserovho ¢isla A tak aj parametra anizotropie a) za¢ne
zmensovat z 90 stupiiov a7z na nulu a pre vyssie hodnoty Ekmanovho ¢isla (aj tato hod-
nota, pri ktorej dochadza k zmene preferencie zo Sikmych na rovnobezné rolky, je funkciou
Elasasserovho ¢isla a parametra anizotropie) uz ostava nulovy (preferované siu uz rolky
rovnobezné s magnetickym polom).

Z nasledujticeho obrazku 47 mézeme vidiet, ako vyrazne sa zmenia krivky, ak Elsasse-
rove ¢islo zvy§ime na hodnotu A = 3. Obrazok obsahuje tri grafy rovnakych zavislosti R,,
a. a 7. na Ekmanovom c¢isle E, a pre tie isté hodnoty parametra anizotropie @ = 0,5, 1
a 2. Krivky na grafe 47a, vyjadrujice kritické Rayleighove ¢islo R. ako funkciu Ekma-
novho ¢isla F,, ukazuju jasni nespojitost pri zmene preferencie kolmych roliek na §ikmé
a zo Sikmych na rovnobezné rolky. Celkovo vplyv anizotropie na kritické Rayleighove
¢islo, a teda na podmienky néastupu konvekcie, je rovnaky, ako v predchadzajicom pri-
pade A = 1. Nespojitost pri uz uvedenych zmenéch preferencie je ovela vyraznejSia pre
kritické horizontalne vlnové ¢islo a.. VInové ¢islo a. ako funkcia Ekmanovho ¢isla E, sa
pri prechode z kolmych roliek na $ikmé meni nielen kvalitativne (charakter bodkovanych
a plnych kriviek je uplne iny), ale aj hodnota ¢isla sa skokom meni. Pri prechode zo $ik-
mych na rovnobezné rolky ku skokom v hodnotach vlnového ¢isla nedochadza, ale opét sa
meni kvalita zévislosti na Ekmanovom ¢isle, t.j. horizontdlne vinové ¢islo a. ako funkcia
E. sa z rasticej funkcie pre $ikmé rolky meni na konstantu (zavisla na hodnote parametra
anizotropie «)?® pre rovnobezné rolky. Jednu z pri¢in skokov a nespojitosti vidime na grafe
47c. Postupnym narastom hodnoty Ekmanovho ¢isla E, sa orientacia preferovanych kon-
vektivnych roliek meni podl'a nasledujiuceho scenara. Pre malé hodnoty Ekmanovho ¢isla
E, su preferované rolky kolmé na magnetické pole (uhol ~, je rovny presne 90 stupiov).
Pri urc¢itej hodnote E, dojde k zmene preferencie na sikmé rolky (uhol 7, je mensi ako
90 stuphiov). Pri¢inou nespojitosti a skokov na predchadzajicich grafoch je fakt, ze pri
zmene preferencie neddjde k postupnému naklananiu roliek z kolmej orientacie na Sikm,
ale sikmé rolky za¢nu byt preferované az pri ur¢itom uhle 7, (tento uhol je rézny pre rozne
hodnoty parametra anizotropie «). Pri dalsom zvySovani hodnoty E. sa uhol 7, zmensuje
postupne na nulu a rolky sa tym padom postupne orientuji k smeru rovnobeznému so
smerom magnetického pola. Dosiahnutie nulového uhla znamena d'alSiu zmenu preferen-
cie zo Sikmych roliek na rovnobezné, lebo pre vyssie hodnoty E, st uz preferované len
rovnobezné rolky (uhol 7. je presne nulovy).

29Konstantné a. na grafoch 46b a 47b, nezavislé na Ekmanovom ¢&isle E, pre jednotlivé o = 0,5,1 a 2 st 2,776, 2,221
a 1,746, a to podla a. = (7/2)[(1 + 8/a)'/2 — 1]*/2 (pozri (140)).
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Obr. 48: Aq, rezimovy diagram pre stacionarnu a nestacionarnu konvekciu pre oba anizotropné (a = 0.5
a 2) a izotropny pripad pri E, = 3-107".
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9.5.3 Nestacionarna konvekcia v pripade anizotropie

Ak vySetrujeme nestacionarnu konvekciu, tak do hry vstupuju dalsie parametre, ktoré
pri stacionarnej konvekcii neboli dolezité (polozenim frekvencie o rovnej nule vypadli
z rovnic). V tomto pripade ide iba o Robertsove ¢islo ¢ (resp. Robertsove ¢islo ¢, v ani-
zotropnom pripade), lebo obratené magnetické Prandtlove ¢islo p pokladame od zaciatku
za nulové. Rovnako ako v pripade modelu s vertikdlnou rotac¢nou osou, aj teraz neana-
lyzujeme zlozity trojrozmerny AFE.q, diagram, ale len jeho zjednoduSeni dvojrozmernt
formu Ag., ale tentokrat uvazujeme viskozny pripad E, = 3-107".

Obrazok 48 ukazuje Aq, rezimovy diagram, ktory je kvoli prehlTadnosti rozdeleny na
dve Casti 48a a 48b, a to pre vacsie A > O(1) a mensie 4 < O(1). Rezimovy diagram teraz
priestor parametrov A a ¢, rozdeluje na 5 oblasti preferencie. SC a SO su rovnako ako
na obr. 43 oblasti preferencie staciondrnych kolmych, resp. Sikmych roliek. Oblast OC’ je
oblastou preferencie nestacionarnych roliek Sikmych vzhladom na magnetické pole, kde
ale konvektivne rolky su takmer kolmé (uhol medzi osou roliek a magnetickym polom je
velmi blizky k 90 stupiiom). OO je oblastou preferencie nestacionarnych sikmych roliek
(overstable oblique). Tri (Cervené, ¢ierne a modré) skupiny kriviek stvisia s troma hod-
notami parametra anizotropie a = 0,5; 1 a 2, kde jednotlivé krivky reprezentuji hranice
medzi piatimi oblastami preferencie a bodkované vertikaly st pomocné asymptoty, ku
ktorym sa blizia hranice SO/OO pre A — oco. Vplyv anizotropie je hned zrejmy, kedze
So anizotropia (o = 2) postva systém kriviek smerom k mensim hodnotam A a ¢, (pre 4
len vo vic¢sej ¢asti diagramu). Vynimkou je horizontalna hranica SO/SC, nezavisla na ¢,
(lebo ide o stacionarne mody), ktortt So anizotropia postiva smerom k vy$sim hodnotam
A (pozri obr. 43). Sa anizotropia (o = 0,5) mé presne opa¢ny u¢inok. Hranica SC/OC
nie je az tak citlivd na anizotropii, podobne ako aj hranica OC/OC’. Porovnanim oboch
Casti obrazku (a, b) mozeme uzavriet, 7e vplyv anizotropie na Ag, diagram je vA¢Si pre
velké A, ako pre malé A. Z obrazku 48b vidime, Ze pre malé hodnoty Elsasserovho ¢isla A
sa SC oblast rozgiruje k va¢sim hodnotam ¢,, ¢o znamend, ze slabé magnetické polia zne-
vyhodiiuji nestacionarnu konvekciu, resp. u malych A nestacionérna konvekcia potrebuje
vicsie Robertsove ¢islo ¢,, aby bola preferovana.

Obrazky 49 a 50 ukazuju vplyv anizotropie na parametre R, a., 7. a 0., opisujuce
konvekciu. Tieto parametre su zobrazené ako funkcie Elsasserovho ¢isla A pri nenulovom
Ekmanovom &isle E, = 3-1077 a pre Robertsove ¢islo ¢, = 2. Na kazdom grafe si tri plné
krivky OO modov (pre tri rozne hodnoty parametra anizotropie a) a jedna preruSovana
krivka OC moédu, nezavislého na anizotropii. Na vSetkych grafoch mozeme vidiet vyrazni
zmenu kvality pre A ~ 10, ktora zodpovedé zmene preferencie dvoch OO modov. Prvy
mod pre mensie hodnoty A je sice sikmy mod, ale uhol 7. je takmer 90° (nie vSak presne
90° ako u OC modu - prerusované krivky). Tento mod je uz diskutovany OC’ mod (na Ag,
diagrame na obr. 48) a pri 4 ~ 10 prechadza na ,normélny* OO mod s mensim uhlom ..
Zo zavislosti R, na A vidime, Ze pri zobrazenom rozsahu Elsasseroveho ¢isla A anizotropia
neovplyvni fakt, ze OC mod nie je preferovany. Kritické Rayleighove ¢isla OC’ modov sa
vSak priblizuju k Rayleighovemu ¢islu OC médu s klesajicim A. Treba si vSak uvedomit,
ze Robertsove ¢islo ¢, ma hodnotu 2, ¢o pri pohlade na Ag, rezimovy diagram (obr. 48)
znamend, ze OC mod bude preferovany az pri mengich hodnotach A, ako si zobrazené
na obrazku. Rovnako vplyv anizotropie sa zmensuje s klesajiucim A, ¢o mozno vidiet na
vsetkych grafoch tohto obrazku, ako aj na obrazku 48b, kde vidime velmi slaby vplyv
anizotropie na hranice OC/OC".

Obréazok 50 opisuje rovnaké zavislosti ako predchadzajuci obrazok 49, ale zazenim
rozsahu Elsasserovho ¢isla A je detailnejsi pohlad na zmeny parametrov R, a., . a o, pri
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Obr. 49: Vplyv anizotropie na nestacionarnu konvekciu. Zavislosti kritickych ¢isel - Rayleighovho R.,
horizontalneho vlnového ¢isla a., uhla 7. a frekvencie o, na Elsasserovom ¢isle A (v §irSom rozsahu
hodnét) pri konstantnych Ekmanovom E, = 3-10~7 a Robertsovom &isle ¢, = 2.
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Obr. 50: To samé ako na predchédzajicom obrazku, ale v uzSom rozsahu hodnét A kvoli upriameniu
pozornosti na prechod medzi dvoma OO modmi. Vertikdlne useky kriviek na grafoch (b) (¢) a (d) su iba
ilustra¢né, lebo ukazuju nadviznost medzi dvoma krivkami, ktoré st v skuto¢nosti nezavislé a nespojité.
Pri prechode z jedného médu na druhy dochadza ku skoku z jednej krivky na druhf.
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uz spominanej zmene preferencie OO a OC’ modov. Kritické Rayleighove ¢islo R, (50a) sa
pri zmene preferencie nemeni skokom v hodnote, R.(/) sa meni iba kvalitativne. R.(4) je
pre OC’ mo6d pri mensich hodnotach A nezavisly na anizotropnom parametre ov. OO mod,
preferovany pri viésich 4, je uz na anizotropii zavisly, kde So anizotropia (o > 1) znizuje
hodnotu R, a Sa anizotropia (o < 1) zvy$uje®® hodnotu R.. Ostatné tri zobrazované
parametre pri zmene preferencie menia svoje hodnoty skokom, pricom sa vzdy zmeni
aj charakter spravania sa daného parametra ako funkcie Elsasserovho ¢isla A. Kritické
horizontéalne ¢islo a. sko¢i na vyssiu hodnotu a kriticky uhol v, ako aj kriticka frekvencia
0. skoc¢ia na nizsiu hodnotu (plati pri zmene preferencie pri zvySovani Elsasserovho ¢isla
A).

Porovnanim obrazkov 50 a 44, 45 si moézeme vSimnut rézny vplyv anizotropie na kri-
tické Rayleighove ¢isla R, a kritické horizontélne vlnové ¢isla a. pre OO a SO mody,
teda pre $ikmé nestacionarne a stacionarne rolky. So anizotropia (o > 1) znizuje kri-
tické Rayleighove ¢islo R, v pripade nestacionarnej konvekcie, ale zvySuje ho v pripade
stacionarnej konvekcie. Podobne So anizotropia zvysuje kritické horizontalne vinové ¢islo
v pripade nestacionarnej konvekcie a znizuje ho v pripade stacionarnej konvekcie. Druhy
typ anizotropie (Sa, @ < 1) ma na tieto dva parametre opa¢ny vplyv. K dolezitym vysled-
kom tohto studia teda patri fakt, Ze rovnakd anizotropia ma kvalitativne opacny vplyv
na stacionarnu a nestacionarnu konvekciu v tvare Sikmych roliek. Napr. So anizotropia
ulah¢uje nastup nestacionarnej OO konvekcie a zmensSuje jej horizontalny rozmer, ale sta-
zuje nastup stacionarnej SO konvekcie a zvicsuje jej horizontélny rozmer. Sa anizotropia
(v < 1) mé& samozrejme opa¢ny ucinok, pricom v8ak opét plati, vplyv na stacionarnu
a nestacionarnu konvekciu je kvalitativne opac¢ny.

9.6 Zavery - model IV

Linearnou stabilitnou analyzou bol preskimany vplyv anizotropie tepelnej difuzivity a vis-
kozity na model horizontalnej rovinnej vrstvy, rotujicej okolo horizontalnej osi rotécie
v smere z a preniknutej homogénnym magnetickym polom v horizontdlnom smere y.
Vrstva je zohrievand zospodu a chladenad zvrchu a vo vrstve je udrziavany rovnomerny
teplotny gradient.

So = BM. Zavedena anizotropia difaznych koeficientov je v zmysle roznych hodnot
tychto koeficientov v horizontalnych smeroch z a y (ktoré su v8ak rovnaké - uvazujeme
horizontalnu izotropiu v,, = vy, a Ky = Kyy) oproti koeficientom v trefom smere z.
V porovnani s pripadom vertikalnej rotac¢nej osi (model IIT) je BM anizotropia definovana
formalne rovnako ako stratifikacn& anizotropia, lebo aj magnetické pole aj os rotacie te-
raz lezia v horizontédlnej rovine a horizontalnu izotropiu kvoli jednoduchosti sme v modeli
radsSej neporusili. Uvazujeme teda dva rozne pripady anizotropie. Stratifika¢na anizotro-
pia oceanskeho typu (ako aj BM anizotropia) je definovana nerovnostami v,, = v, > v,,
& Kgy = Kyy > K,.. otratifikacnd anizotropia atmosférického typu je definovana nerovnos-
tami Vyp = Vyy < Viz @ Kgp = Kyy < Kas.

Stacionarna konvekcia. Pri skiimani vplyvu anizotropie na stacionarnu konvekciu
uvazujeme tvar konvekcie vo forme horizontalnych roliek (rovnako ako v pripade modelu
III). V zavislosti od vstupnych parametrov moézu nastat tri orientacie roliek v horizon-
talnom smere - rolky mozu byt kolmé na magnetické pole, a teda orientované v smere x,
alebo mozu byt rovnobezné so smerom magnetického pola, teda orientované v smere osi
y, alebo mozu byt natocené k magnetickému polu o nejaky uhol. Rovnako, ako v pred-
chadzajicom modeli III sme preskiimali, ako st preferované rolky s réznymi orientaciami

30Vplyv So a Sa anizotropii je tu nestacionarnej konvekcie opaény ako u stacionarnej konvekcie
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v priestore parametrov AFE, a ako je tento AFE, rezimovy diagram, rozlozenie oblasti pre-
ferencie jednotlivo orientovanych roliek, ovplyvneny anizotropiou difiznych koeficientov.
Oblast preferencie kolmych roliek oznac¢ujeme SC, oblast sikmych roliek SO a oblast pre-
ferencie rovnobeznych roliek je oznacena P. Vplyv anizotropie sa prejavuje zmenou hranic
SC/SO a SO/P medzi oblastami. So anizotropia (a > 1) redukuje oblast preferencie $ik-
mych SO roliek a naopak Sa anizotropia (o < 1) tuto oblast rozgiruje (obr. 43). Z fyzikal-
neho hladiska to mozeme interpretovat ako oslabovanie vplyvu Coriolisovej a Lorentzovej
sily v pripade So anizotropie, resp. zosiliiovanie vplyvu tychto sil v pripade Sa anizotro-
pie. Okrem vplyvu anizotropie na AFE, diagram bol preskimany aj vplyv anizotropie na
nastup konvekcie (kritické Rayleighove ¢islo) a na tvar konvekcie (kritické vinové ¢isla).
So anizotropia posobi na vrstvu stabilizujico, kedZze zvySovanim kritického Rayleighovho
¢isla znevyhodiuje nastup stacionarnych SC a SO moédov. Naopak Sa anizotropia znizova-
nim kritického Rayleighovho ¢isla vrstvu destabilizuje (obr. 44). So anizotropia zmensuje
kritické horizontalne vinové ¢islo a. a Sa anizotropia ho zvysuje, teda So anizotropia zvac-
Suje horizontalne rozmery stacionarnej konvekcie a Sa anizotropia ich zmensuje (obr. 45).
Zmena preferencie medzi SC a SO moédmi je sprevadzand prudkym skokom v hodnotéach
horizontalneho vlnového ¢isla, ¢ize k zmene preferencie z SC na SO médy pri zvySovani
Elsasserovho ¢isla A nedochadza spojito, ako v pripade modelu III s vertikalnou rota¢nou
0SOou.

Nestacionarna konvekcia. Pri vySetrovani nestacionarnej konvekcie bola pozornost
sustredend na jednoduchsi dvojrozmerny Aq. rezimovy diagram, rozdelujuci priestor para-
metrov /A a ¢, na 5 oblasti preferencie. SC a SO su rovnako ako na obr. 43 oblasti pre-
ferencie staciondrnych kolmych, resp. Sikmych roliek. Oblast OC’ je oblastou preferencie
nestacionarnych roliek, sikmych vzhladom na magnetické pole (overstable cross), kde ale
konvektivne rolky su takmer kolmé (uhol medzi osou roliek a magnetickym polom sa blizi
k 90 stupnom. OC je oblast preferencie nestacionarnych roliek kolmych na magnetické
pole, teda s uhlom presne 90 stupiiov (OC mo6dy ani OC’ mody nemodzu existovat v ne-
viskoznom pripade £ = 0). OO je oblastou preferencie nestacionarnych sikmych roliek
(overstable oblique). Anizotropia vyrazne ovplyviiuje polohu kriviek, tvoriacich hranice
medzi tymito 4 oblastami (obr. 48). So anizotropia posiiva systém kriviek smerom k men-
§im hodnotam A a ¢,. Vynimkou je horizontalna hranica SO/SC, nezavisla na ¢, (lebo
ide o stacionarne mody), ktora So anizotropia postiva smerom k vy$§im hodnotam A. Sa
anizotropia ma presne opa¢ny uc¢inok.

Osobity vplyv SA anizotropie na nestacionarnu konvekciu. K dolezitym vysled-
kom $tidia vplyvu anizotropie na kritické Rayleighove ¢isla a kritické horizontélne vlnové
¢isla je fakt, ze rovnaka anizotropia mé tuplne opac¢ny vplyv na stacionarnu a nestaci-
onarnu konvekciu v tvare Sikmych roliek (obr. 44, 45 a obr. 50). So anizotropia ulah¢uje
nastup nestacionarnej konvekcie (OO) a zmensuje jej horizontélny rozmer, ale stazuje na-
stup stacionarnej konvekcie (SO) a zvicSuje jej horizontalny rozmer. Sa anizotropia ma
opacny ucinok, pricom vSak opét plati, vplyv na stacionarnu a nestacionarnu konvekciu
je rozny.
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10 Zavery

V tejto praci bol studovany vplyv anizotropie viskozity a tepelnej difuzivity na Styri
modely rotujicej magnetokonvekcie v horizontalnej rovinnej vrstve. Vrstva je v kazdom
z modelov zahrievana zospodu a chladena zvrchu a vo vnutri vrstvy je udrziavany linedrny
teplotny profil. Gravita¢na sila posobi vo vertikdlnom smere.

Modely I-IV. V modeloch I, IT a III vrstva rotuje okolo vertikilnej osi rotacie a v
modeli IV je os rotacie orientovand v horizontadlnom smere x.

Vrstva je preniknutéa zakladnym magnetickym polom, pri¢om rozne modely su odligené
prave roznou konfiguraciou alebo orientaciou tohoto pola. V modeli I je zakladné pole
azimutalne a rastice smerom od osi rotacie a v modeli II je to vertikalne homogénne pole.
Obe tieto polia st osovo symetrické vzhladom na os rotécie, a preto boli tieto modely
vySetrované v cylindrickej suradnicovej stistave (s, ¢, 2).

V modeloch IIT a IV je zakladné magnetické pole homogénne a orientované v hori-
zontalnom smere y. Tieto modely boli vySetrované len v kartézskej suradnicovej sistave
(2, 9, 2).

Anizotropia diftiznych koeficientov bola do tychto modelov zavedend v najjed-
noduchsej forme, t.j. vo forme diagonilneho tenzora (19) napr. pre viskozitu (podobni
formu ma aj tenzor k)

Vss 0 0 Vgg 0 0
v=| 0 v, 0 alebo 0 v, 0 ],
0 0 V,y 0 0 Viyz

v ktorom st dve z troch zloziek vzdy rovnaké. Pomer dvoch roznych zloziek nazyvame pa-
rameter anizotropie, ktory je jednoduchou mierou anizotropie a oznacujeme ho a. V mo-
deloch T a II je parameter anizotropie definovany nasledovne o = kKg5/K,, = Vss/Vss.
V modeloch IIT a TV je definovany o = Kup/Kor = Vig [ Vs

Dolezitym pojmom je horizontalna izotropia, ktord znamena rovnaké diftizne koefi-
cienty prave v horizontalnych smeroch3!. Anizotropiu, pri ktorej je zachovan4 horizontalna
izotropia, nazyvame stratifika¢na anizotropia (SA). Ak je difuzivita v horizontalnych sme-
roch vicsia ako vo vertikdlnom smere, hovorime o stratifikacnej anizotropii oceanskeho
typu a oznacCujeme ju So; ak plati opak, t.j. difuzivita vo vertikdlnom smere je vicsia,
ako v horizontalnych smeroch, hovorime o stratifikacnej anizotropii atmosférického typu
a oznacujeme ju Sa.

Podla [5]| je vdaka lokalnej turbulencii v zemskom jadre zvySena diftizia v smere osi
rotacie a v smere magnetického pola. Zakladny stav modelu IIT nAm umoziuje zaviest ani-
zotropiu v zmysle [5], pri ktorej st difuzne koeficienty v smeroch y a z rovnaké a vicsie, ako
v smere z, teda vy, = v,, > V,,. Tlto anizotropiu nazyvame anizotropiou podla Bragin-
ského a Meytlisa (BM). BM anizotropia, definovana v modeli 111, je jediny vySetrovany
pripad, pri ktorom je poruSenad horizontalna izotropia. Vdaka konfiguracii zakladnych
stavov mozeme BM anizotropiu formalne stotoznit s Sa anizotropiou v modeli II a s So
anizotropiou v modeli IV.

Pre porovnanie definicii anizotropie v modeloch I, II, IIT a IV je nasledujtca tabulka,
ktora obsahuje definicie parametra anizotropie « a definicie rdéznych uvazovanych typov
anizotropie viskozity (presne rovnako je definovana anizotropia tepelnej difuzivity so zloz-
kami x namiesto v).

3ygs = Vpp v modeloch T a II, vze = v4yy v modeloch IIT a IV.
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model o BM Sa So
I Vss/yzz - Vss = Vpp <V | Vss = Voo > Ve
- a<l1 a>1
II Vs Vsz | Vss = Vgpip < Vi | Vss = Vipp < Vzy | Vss = Vipp > Vs
a<l1 a<l1 a>1
I11 Vg /Vaz | Ve = Vyy > Vag | Vgg = Vyy < Vs | Vag = Uy > Vs
a<l1 a<l a>1
1Y Vg /Vaz | Vow = Vyy > Vs | Vgg = Vyy < Vs | Vg = Uy > Vs
a>1 a<l1 a>1

Linearna stabilitnd analyza bola pouzita pri $tudiu tychto modelov. Na zakladny
stav sa nalozia poruchy magnetického, rychlostného a teplotného pola s nekonec¢ne malou
amplitidou a hladaju sa podmienky nastupu konvekcie. Tvar navrhovanych portch -
nestabilit suvisi so zdkladnym polom a je navrhnuty tak, aby bolo mozné néjst rieSenie
rovnic v separovanom tvare. Pre rozne modely boli teda vySetrované nestability s roznym
tvarom.

Stacionarne a nestacionarne formy konvekcie. Vo vSetkych modeloch vySetru-
jeme staciondrne a nestacionarne nestability, pritom model I je jediny pripad, v ktorom st
mozné len nestacionarne nestability, ktoré maju tvar periodickej nestability - viny, Siriacej
sa zapadnym alebo vychodnym smerom pozdlZ azimutalneho magnetického pola. St to
tepelné MAC, alebo magneticky hnané MAC a MC mody, ktoré ku svojmu vzniku nepot-
rebuji Archimedovu vztlakovi silu a energiu ku svojmu vybudeniu bert z magnetického
pola, ktoré je jedine v tomto modeli nehomogénne a zakrivené.

V modeli IT st nestability osovosymetrické, a to bud v tvare stacionarneho driftujiceho
toku (nezavislom na Case), alebo v tvare ¢asovo zavislych torznych oscilécii.

V modeloch III a IV st nestability v tvare horizontalnych roliek s osami vo vSeobec-
nosti naklonenymi k horizontalnemu magnetickému polu (ktoré je v oboch pripadoch
orientované v smere osi y).

10.1 Zhrnutie

Vplyv anizotropie difuznych koeficientov je vzhladom na roznost nestabilit v roz-
nych modeloch rozmanity. Existuja vSak urcité podobnosti, ktoré sivisia so zachovanim,
resp. porusenim horizontalnej izotropie.

Vo v8etkych modeloch bol vySetrovany vplyv anizotropii na zakladné parametre, opisu-
juce ¢asovu a priestorovi Struktiru konvekcie (kritické Rayleighove ¢islo, kritické vinové
Cisla a kriticka frekvencia) v priestore vstupnych parametrov, popisujicich zakladny stav
(Ekmanove, Elsasserove, Robertsove, magnetické Prandtlove, Rossbyho ¢islo, ... ).

V pripade zachovania horizontalne] izotropie mé stratifika¢né anizotropia oceanskeho
typu (So) vo vSeobecnosti na konvekciu stabilizujuci u¢inok, lebo zvysuje kritické Ray-
leighove ¢islo R.. Znizovanim kritického horizontalneho &isla a,. (resp. kritického radidlneho
vlnového ¢isla k. v modeloch I a IT) sa vplyvom So anizotropie zvia¢8uje horizontalny roz-
mer konvektivnych buniek. Sa anizotropia mé opa¢ny vplyv, posobi destabilizujico (zni-
zuje kritické Rayleighove ¢islo) a zmensuje horizontalny rozmer konvektivnych ttvarov.

Vplyv stratifika¢nej anizotropie v modeli IV je odlisny a zaujimavy, lebo anizotropia ma
rozny vplyv na staciondrnu a na nestacionarnu konvekciu. So (formalne totozna s BM
anizotropiou) anizotropia destabilizuje systém v pripade nestacionarnej konvekcie, ale
stabilizuje ho v pripade stacionarnej konvekcie. Takisto zmensuje horizontalny rozmer
nestacionarnej konvekcie, ale zvic¢suje ho v pripade stacionarnej konvekcie. Sa anizotropia
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ma presne opacny vplyv na stacionarnu resp. nestacionarnu konvekciu.

V jedinom vySetrovanom pripade, pri ktorom nie je zachovanéa horizontalna izotropia
(pripad BM anizotropie v modeli IIT), je vplyv anizotropie na kritické Rayleighove ¢islo
a kritické horizontélne ¢islo minimalny. BM anizotropia destabilizuje systém (znizuje
kritické Rayleighove ¢islo) len pri via¢gich hodnotach Ekmanovho ¢isla a rovnako az pri
vacsich hodnotach Ekmanovho ¢isla je anizotropiou ovplyvneny aj horizontilny rozmer
konvektivnych roliek.

V modeli I sa zaujimavé vysledky dotykaji aj magneticky hnanych moédov. Viskdzne
MC médy mozu prave vdaka So anizotropii vznikat pri geofyzikilne redlnejsich para-
metroch, teda uZ nie pri privelkych 4 a E (E < O(1071)), ako v izotropnom pripade
(A=0(10%), E = O(1073)). MAC mody v stabilne stratifikovanej vrstve sa len vdaka So
anizotropii mozu §irit aj vychodnym smerom.

Klasicky model II, studovany Chandrasekharom [13|, tym, Ze sa riegil v cylindrickej
geometrii, umoznil §tudovat vzajomny vplyv inercialnych oscilacii a tepelnej konvekcie
v zemskom jadre. Opéit isté typy anizotropie (oproti izotropnému pripadu) zlepsuju stulad
vznikajtcich nestabilit so sekuldrnymi varidciami geomagnetického pola. Tu vSak defini-
tivne zavery mozno urobit a7 po (aspon slabo) nelinedrnej analyze.

Model IIT umoznil Studovat anizotropie bez a s horizontalnou izotropiou. Rozdiely
medzi odpovedajucimi BM a SA anizotropiami, pripadne aj izotropnym pripadom su
vyrazné. Napr. BM anizotropia (v porovnani so stratifikatnou anizotropiou a/alebo izot-
ropnym pripadom) mé jednu $pecialnu vlastnost. Znevyhodiuje nestacionarnu konvekciu
redukovanim intervalov Elsasserovho a Ekmanovho ¢isla, na ktorych nestaciondrna kon-
vekcia moze existovat. Odlisnosti anizotropii indikuju, ze obmedzovat sa len na izotropné
Studie moze viest k chybnym ako kvantitativnym, tak aj kvalitativnym zaverom. Napokon
velky vyznam maji porovnania modelov III a IV, a to aj len v izotropnom pripade.

Model IV jednoduchym sposobom aspoii ¢iasto¢ne nahradza (spolu s modelmi so zvis-
lou rotacnou osou) nedostatky planarnych vrstiev pri modelovani sférickych vrstiev. Je
zaujimavé, ze hydromagnetické nestability, vznikajice vo vrstve so zvislou, resp. lezatou
rotac¢nou osou maji mnoho spolo¢ného. Vyrazne sa vSak aj odliSuju. Dramaticky rozdiel
je prave v uvazeni obidvoch (Sa a So) typov SA anizotropie. U lezatej rotanej osi je
vplyv tychto anizotropii na nestaciondrnu konvekciu tplne opacny, ako na stacionirnu
a navyse (zrejme) v rozpore so vSeobecne formulovanymi vplyvmi tychto anizotropii na
konvekciu vo vSetkych vySetrovanych modeloch I-III. Mozno eSte dolezitejsi rozdiel je
v samotnom izotropnom pripade. Rotacia okolo horizontalnej rota¢nej osi na rozdiel od
vertikdlnej nepotla¢a konvekciu pri slabych magnetickych poliach. Pritom pri A = O(1)
potlaca braniaci efekt magnetického pola pre konvekciu ovela efektivnejsie.

Uplne na zaver treba povedaf, Ze nase v maximalnej moznej miere zjednodusené mo-
dely anizotropnych diftiiznych koeficientov, ale tak, aby si uchovali heuristicki hodnotu,
presvedcivo ukazuju, Ze rozne typy anizotropie mozu vyrazne zmenit podmienky vzniku
a charakter rotujicej magnetokonvekcie, teda nestabilit vznikajicich v rotujicich systé-
moch v pritomnosti magnetického pola.
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11 Priloha 1: Odoved na otazku Prof. RNDr. Daniela Sevcovica,
DrSc.

Zdanliva porusenost usporiadania kriviek na obr. 7d je sposobenéd malou zahustenostou
kriviek pre rozne hodnoty «. Ak medzi krivky o« = 1 a a = 0,1 pridame dalsie krivky,
tak (obr. 51) vidime pekny prechod z jednej kvality (spojity priebeh) na int (nespojity
priebeh - skok). Postupnym zvy$ovanim anizotropie (zmengovanim «) sa krivky k. vs A
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Obr. 51: Prechod jedného MAC mo6du na iny; zavislost kritického radidlneho vlnového éisla k. na Elsas-
serovom &isle A pre rozne pripady anizotropie.

deformuju, a od istej hodnoty a (£0,19) st uz krivky nespojité a skok v hodnote kritického
radidlneho vlnového ¢isla k. sa dal$im zvySovanim anizotropie zvicSuje. Pri zobrazenom
rozsahu Elsasserovho ¢isla A sa skok u krivky o = 0,05 neobjavuje, lebo existuje az pri
vicsej hodnote A.

Tento prechod na novy MAC mod ovplyviuje okrem k. aj kritické Rayleighove ¢islo
R. a kriticka frekvenciu o.. Na obr.52 moézeme vidiet, ze kritické Rayleighove ¢islo no-
vého médu ma mensiu strmost, ale ku skoku v hodnote nedochédza, teda nespojitost
je v prvej derivécii. Kritickd frekvencia sa naopak meni skokom, ale skok nie je tak vy-
razny, ako v pripade k.. Dévodom existencie skoku na iny mod je rovnako, ako v pripade
prechodu z viskézneho na hydromagneticky mod existencia dvoch lokdlnych minim na
krivke R vs k, dolezitej pri minimalizacii. Pre pripady anizotropie o (<0,19) ma zavis-
lost Rayleighoveho ¢isla R na radidlnom vinovom ¢isle & dve lokdlne minimé pri dvoch
roznych vlnovych ¢islach. Zmenou Elsasserovho ¢isla A si tieto minimé& vymenia tlohu
(Rayleighove ¢islo v menSom minimu nazyvame kritické Rayleighove ¢islo - R.) a dojde
teda k zmene preferencie. Postupne zmeny preferencie pre rozne hodnoty parametra ani-
zotropie « vidime na obr. 53. Cim je silnejSia anizotropia, tym si vyraznejSie rozdiely
medzi lokdlnymi minimami, ktoré sa od seba navzajom vzdialuja pri klesajicom «.
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Obr. 52: Prechod jedného MAC médu na iny; zavislosti kritického Rayleighoveho ¢isla R., kritického
radialneho vlnového ¢&isla k. a kritickej frekvencie o. na Elsasserovom ¢isle A pre rozne pripady anizotropie.
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Obr. 53: Prechod jedného MAC médu na iny; zavislost Rayleighoveho &isla R na radiadlnom vinovom ¢isle
k pre rozne Elsasserove ¢isla A pre rozne pripady anizotropie.
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