Reologia

viskoplastického kontinua

Mojmir Moravsky

2011



Reologia viskoplastického kontinua

Bakalarska praca

Mojmir Moravsky

Univerzita Komenského

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Katedra astronomie, fyziky Zeme a meteoroldgie

4.1.1. Fyzika

Veduci: Prof. RNDr. Peter Moczo, DrSc.

Bratislava 2011



Pod’akovanie:

Autor dakuje svojmu veducemu, profesorovi Moczovi, za trpezlivost a podporu.
Pod’akovanie patri aj mdjmu otcovi, doktorovi Moravskému, za uvedenie do problematiky

a pomoc pri rieSeni problémov.



Abstrakt

Mojmir Moravsky

Reolégia viskoplastického kontinua

Univerzita Komenského
Fakulta matematiky fyziky a informatiky

Katedra astronomie, fyziky Zeme a meteoroldgie

Veduci: Prof. RNDr. Peter Moczo, DrSc.

Bratislava 2011

33 stran

Praca poskytuje uvod do problematiky rieSenia viskoplastickych tokov kvapalin a metodu ich
vypoctu. Zacina stru¢nym prehl'adom zakladnych a viskoplastickych reologickych modelov.
Dalej detailne popisuje vztahy napitia, energie asil v kontrolnom objeme, ktorym
reprezentujeme kvapalinu. Aplikaciou vztahov pre viskoplasticky model popisuje kvapalinu
podobnu sklu alebo medu a naznacuje moznosti numerickej simulacie ich spravania metdédou

kone¢nych objemov.
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The aim of the thesis is to provide an introduction into the viscoplastic flow of fluids, and
present a method of its calculation. The thesis starts with a short outline of the basic and
viscoplastic rheological models. Later on, it describes in detail the relations between stresses,
energy and forces acting in the control volume used to represent the fluid. Through the
application of the equations for a viscoplastic model the thesis describes fluids similar to
a glass or honey, and outlines the possibility of the numerical simulation of their behavior
using the finite-volume method.

Keywords: rheological model, viscoplastic fluid, finite-volume method



L VOO oo 1
2 ReO0logiCKE MOELY ...........ccooiiiiiiiii i 2
2.1 Linedrne elastiCKe telES0 ... .o uuiiiiiiiiiiiiiie e 2
2.2 Linearne VISKOZNE t1ESO.....c..uiiiiiriiiiiieiie ettt ettt 3
2.3 PlaStICKE tR18S0. .. uiiuiieiieiiiesiie ettt ettt nae e beenree s 4
2.4 SPAANIC TEIIES ..veevviiiiiiiiiii e 5
2.5 Maxwellove viskoelastické tIESO ..........ccoviiiiiiiiiiiic s 6
2.6 Kelvin-Voigtove viskoelasticKé tlES0 .........ccvviiviiieiiciiie e 9
2.7 Binghamove viskoplastické tel€S0.........ccviiiiiieiiiie e 12
2.8 ZlozitejSie ViSKOPIaStiCKE tE1ES0 ....uvviuvieiiiiiiieiiie e 13

3 Viskoplastické KONtIMUUIM ...........cooooviiiiiiiiiiii e 14
3.1 KONtroINy ODJEIM ..cuviiiiiiiiiiiiii s 14
3.1.1 Zakon zachovania hmoty ..........ccceeiiiiiiiiiiii s 15
3.1.2 Sily a napitia posobiace na Kontrolny objem ...........ccccecvrerririnniineneseseeees 16

TN I 0 T=T (T T 0 () (U SO PP 19
3114 StAVOVA TOVIIICA..eeuuviitieiieieiie ittt siee ettt ettt et e ettt b e sae e e e be e e e e e nnreenns 22

3.2 Aplikacia reologickych modelov .........cccoviiiiiiiiiiiiiii s 23



1 Uvod

Reoldgia je veda popisujuca spravanie sa latok pod vplyvom roznych napiti. Nazov je
odvodeni od gréckeho slova rhei, ktoré v preklade znamena tok. Nazov reologia
viskoplastického kontinua uplne popisuje zameranie prace, tok viskoplastickych latok.

Viskoplasticky sa obycajne spravajt latky ako roztavené sklo a podobné, pri simulaciach
takéhoto toku sa zvykne pouzivat’ pre svoje vlastnosti aj arasidové maslo. Nemozeme vSak
tvrdit’, ze tieto latky su viskoplastické. T4 ista latka sa mdze spravat’ pri urCitom type tokov
viskoplasticky a pri inom type toku viskoelasticky. Rozhodujacim faktorom je problematika
toku.

Pri mnohych procesoch vyroby a spracovania skla potrebujeme pouzit’ jeho hodnoverny
fyzikalny model a urciti metdodu vypoctu jeho toku, podobne ako aj pri modelovani
zemetraseni, alebo spravani akéhokol'vek iného kontinua. Této praca pontika jeden z moznych
sposobov vypoctu toku.

Hlavnd motivacia vyberu témy viskoplastického kontinua bola tazba porozumiet
zékladom vypoctu, numerického modelovania toku skla a moznost’ v buducnosti sa venovat’

problematike odborne.



2 Reologické modely

Fenomenologické spravanie mnohych druhov latok vytvara priestor pre stidium ich vlastnosti
nahradzanim jednotlivych materidlov ich analégiou vo forme reologickych modelov.
Jednotlivé reologické modely popisuji reologické vztahy napdtia a deformadcie.
Reprezentaciou realneho materialu s jeho fenomenologickymi vlastnostami (viskozita,
elasticita...) reologickym modelom dostaneme dobre definovany matematicky popis.
NajjednoduchSie modely predstavuju linearne reologické telesa, ktoré maju idealizované
vlastnosti realnych materidlov. Pre mnoh¢ telesa budeme uvazovat konstantné posobiace

jednotkové napitie (Heavisideovu jednotkoviu krokovu funkciu v napéti):

o(t) =1 pree(t,t)

0.1)
o(t) =0 pree (t,t,)
ty je Cas, v ktorom zacalo posobit’ jednotkové napitie a £ Cas, do ktorého posobilo.

2.1 Linearne elastické teleso

Hookeove teleso (pruzinka) predstavuje vlastnosti dokonale elastickej latky.

VAV =

M

Obr.1 Hookeove teleso

Deformacia takéhoto modelu je linearne zavisld od momentalne posobiaceho napitia. Pre
Hookeove teleso teda plati

o(t)=Me(t) (0.2)

Vo vztahu (0.2) ¢(t) predstavuje deformaciu telesa v Case t spdsobent napitim o(t) ako

funkciou casu. M je Casovo nezavisla materidlova konstanta, elasticky modul. Spravanie

Hookeovho telesa je zobrazené na Obr.2. Pri ndhlom odstraneni napitia sa teleso okamzZite

vracia do pdvodného stavu snulovou deforméciou. Deformacia je uplne nezavislad od

predchadzajtaceho stavu telesa (nema pamat), ked’ze je funkciou len okamzitého napitia.
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Obr.2. Vrlavo: Graf zmeny deformacie pri posobeni konstantného napitia od ¢asu tg po £y,

vpravo: Graf zavislosti napitia od deformécie.
2.2 Linearne viskézne teleso

Stokesove teleso (piest) reprezentuje vlastnosti dokonale viskoznej kvapaliny. Definuje ho

Casovo nezavisla materidlova konstanta viskozita .

Obr.3 Stokesove teleso

Deformécia tohto telesa nezavisi len od predchddzajuceho napitia, nie je schopné
okamzite reagovat na zmenu napitia. Model ma teda, na rozdiel od Hookeovho telesa,
absolitnu pamait. Spravanie takéhoto telesa je zobrazen¢ na Obr.4. Zmena deformacie

S ¢asom je priamo Umerna prave pdsobiacemu napétiu

o(t) = né(t). (0.3)
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Obr.4. Vrlavo: Graf zmeny deformacie pri posobeni konstantného napétia od ¢asu tg po £y,

vpravo: Graf zavislosti napétia od deformaécie.
2.3 Plastické teleso

Saint-Venantove teleso (teleso na podlozke) reprezentuje vlastnosti dokonale plastickej latky.

Definuje ho ¢asovo nezavisld materidlova konstanta medzné napitie o,. Saint-Venantove

teleso ma nulovu deformaciu pokial’ napdtie nan posobiace nedosahuje medzné napitie. Ide o
analogiu telesa na horizontdlnej podlozke, ktoré sa nepohne pokial sila pdsobiaca

V horizontadlnom smere nedosiahne hodnotu statického trenia medzi telesom a podlozkou.

Obr.5. Saint-Venantove teleso

Pri dosiahnuti medzného napitia sa teleso zacne okamzité deformovat’. Pre jednoduchost’
Saint-Venantovho modelu sa neuvazuje napatie vacsie nez je medzné. Aktudlna deformacia
telesa je zavisld od pdsobenia predchddzajiceho napitia (rovného medznému), teleso ma
Clastoénu pamat’. Saint-Venantove teleso sa na rozdiel od Stokesovho nedoformuje pre

napitia mensie nez medzné.
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Obr.6. Vlavo: Graf zmeny deformacie pri pdsobeni najskor linedrne narastajuceho napétia v

Case od tg po cas t; neskor a konstantného (hraniéného) od ¢asu t; po Cas t,.

Vpravo: Zavislost’ napétia od deformacie.
2.4 Spajanie telies

Pre stddium vlastnosti mnohych realnych materidlov potrebujeme modely kombinujice
Vv sebe viskozitu, elasticitu alebo plasticitu. To je mozné dosiahnut’ spijanim troch vysSie
spominanych telies. Ich spijanim vytvorime nové telesd s vlastnymi vztahmi napétia a
deformécie. Telesa moZeme spdjat’ paralelne alebo sériovo atak prispdsobit’ zavislost
konkrétnemu problému. Pre sériové spajanie plati, Ze celkovd deformacia kombinovaného

telesa je suctom deformacii jednotlivych telies
& = z & (0.4)

a na kazdé teleso tvoriace ho posobi celkové napétie

o, =0;

(0.5)

n predstavuje pocet sériovo spojenych telies, £; deformaciu a o; napitie na i-tom telese
v tomto spojeni. Vzt'ah (0.4) je zrejmy, ak si predstavime deformaciu, ako skratenie (resp.
predizenie) nagho telesa, ktorého zmena dizky musi byt rovna stétu zmeny dizok jednotlivych

telies. Pre paralelne spojené telesa plati, ze napitie rozloZi na vSetky telesa tvoriace teleso
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o, = Z o, (0.6)

Pri paralelnom zapojeni telies je deformdcia kazdého telesa rovnakd ako deformécia celého

zloZeného telesa:
i (0.7)

Pre jednoduchsiu predstavu nam prerozdelenie napétia popisuje tabul'ka 1.

Spojenie o €
Sériové rovné aditivne
Paralelné aditivne rovné

Tabul’ka 1. Rozlozenie napétia a deformadcie pri spajani telies

Pomocou predchadzajtcich vztahov si vieme odvodit’ rovnice popisujuce vzt'ahy napéitia a
deformacie aj pre zlozitejsie telesa kombinujice rézne typy spojeni. Vhodnym vyberom telies
a ich spojeni je mozné vytvorit teleso ¢o najlepSie reprezentujiice vlastnosti vybraného

realneho materialu.
2.5 Maxwellove viskoelastické teleso

Sériovym spojenim Hookeovho a Stokesovho telesa vytvorime Maxwellove teleso zobrazené

na obr.8

M

Obr.8 Maxwellove teleso

Vzt'ah pre napitie a deforméaciu takéhoto viskoelastického telesa si odvodime zo vztahov pre

sériovo spojené telesa (0.4). Zo vzt'ahov (0.2) a (0.3) vieme, ze

oy =Me(t) (0.8)




o, (t)=né(t) (0.9)
Vysledna diferencialna rovnica, popisujuca napétie Maxwellovho telesa, je dana ako

o(t)=Me, (t)=n&(t) (0.10)

Celkovt deforméciu Maxwellovho telesa vyjadruje sucet
e(t)=¢g5(t)+e, (1) (0.12)

Pokial’ uvazujeme krokovli zmenu napatia z nulového na jednotkové, kde t; je Cas, v ktorom
zacalo pdsobit’ jednotkové napétie a 3 ¢as do kedy posobilo. RieSenim diferencialnej rovnice

(0.10)dostavame rovnice popisujuce deformacie stucasti. Deformacia Stokesovho telesa je

& (t)= bk (0.12)

Deformécia Hookeovho telesa je
£ (t)=— (0.13)
M.

Dosadenim tychto deformacii do vzt'ahu (0.11) ziskame celkovti deformaciu Maxwellovho

telesa
g(t)zﬁ(HMtJ (0.14)

t predstavuje Cas posobenia jednotkového napétia
t=t -t (0.15)

Zrovnice moOzeme vidiet, ze teleso sa kratko po =zacati pdsobenia Heavisidoveho
jednotkového napitia sprava podobne ako Hookeove teleso ajeho deformacia je imerna
prave posobiacemu napitiu. Narast deformacie po krokovom stupnuti je vSak skoro linearny
rovnako ako u Stokesovho telesa a v neskorSom case je deformacia telesa prave deformacii

Stokesovho telesa Obr. 9. Maxwellove teleso sa teda pri rychlych zmenach napitia sprava



elasticky anaopak pri pomalSich plasticky. Charakteristicky ¢as tejto zmeny sa nazyva

relaxacny ¢as Maxwellovho telesa a mézeme ho priamo odvodit’ z vzt'ahu pre deformaciu

g(t)zﬁ(ui] (0.16)

TR
Tg je relaxacny Cas

(0.17)

b4

Obr.9 Graf deformacie Maxwellovho telesa spdsobenej konStantnym napatim.

Sériovym spojenim viacerych Maxwellovych telies vytvorime generalizované Maxwellove
teleso Obr.10. Takéto teleso vykazuje Casto vhodnejSie viskoelastické vlastnosti pre
reprezentdciu mnohych materidlov ako Maxwellove teleso samotné. Pre generalizované
Maxwellove teleso Casto uvazujeme jedno Hookeove teleso paralelne spojené spolu s

Maxwellovymi telesami. Spravanie generalizovaného Maxwellovho telesa teda popisuju

vzt'ahy:
o(t) = e, My, +Zn:Mi£i =&, M, +Zn:77i & (0.18)
i=1 i=1
1 M 1
t) = —|1+—t| = —— 0.19
(1) M(n+1)( > j M, (n+1) 019

M; je elasticky modul Hookeovho telesa tvoriaceho i-te Maxwellove teleso, n; je viskozita

Stokesovho telesa tvoriaceho i-te Maxwellove teleso a My je elasticky modul.
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Obr.10 Generalizované Maxwellove teleso
2.6 Kelvin-Voigtove viskoelastické teleso

Paralelnym spojenim Hookeovho telesa s Stokesovym vytvorime Kelvin-Voigtove teleso.

— NV

M o, &

Obr.11 Kelvin-Voigtove teleso

Vzt'ah pre napitie a deforméciu takéhoto viskoelastického telesa si odvodime zo vztahov pre

paralelne spojené telesa (0.6) a (0.7). Pre napétia teda mame
o, (t)=M&(t) (0.20)
o, =né(t) (0.21)

Vysledna diferencialna rovnica, vyjadrujica vztah napitia a deformécie, ma tvar
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o(t)=Meg, (t)+n&(1) (0.22)

Pricom pre deforméciu plati
e(t)=¢&(t)=¢, (t) (0.23)

Podobne ako pre Maxwellove teleso, pokial’ uvazujeme krokovli zmenu napitia s nulového na

jednotkové. Vysledna diferencialna rovnica je

1= Me(t)+77é(t). (0.24)

t predstavuje Cas posobenia Heavisideovej jednotkovej funkcie napétia
t=t -t (0.25)

Kelvin-Voigtove teleso sa za¢ina postupne deformovat v momente ako nan zacne pdsobit’
napitie. Vztah popisujuci deforméciu v zavislosti od pdsobiaceho napétia v Case ziskame

rieSenim diferencialnej rovnice (0.24), ma tvar

£(t)=— 1—e[_%tj (0.26)

Zo vztahu mdzeme vidiet, Ze teleso sa pre neskorSie ¢asy sprava ako Hookeove teleso, pokial
sa poOsobiace napdtie nemeni a naopak, pre mensie ¢asy sa sprava podobne ako Stokesove
teleso. Takéto teleso sa sprava viskozne pri rychlych zmenach napétia a naopak pri pomalsich
sa sprava elasticky Obr.12. Podobne ako pri Maxwellovom telese charakteristicky ¢as tejto

premeny nazyvame relaxa¢ny ¢as Kelvin-Voigtovho telesa.

(0.27)

n
TR:V

Kelvin-Voigtove teleso teda casom nadobuda povodnu deformaciu.

10



S5

v

L 4

to 6ot to bt

Obr.12 Graf zobrazujuci deformaciu Kelvin-Voigtovho telesa.

Pre lepSiu zhodu s redlnymi materialmi sa pouziva Generalizovane Kelvin-Voigtove teleso.

Takéto teleso vytvorime sériovym spojenim viacerych Kelvin-Voigtovych telies.

4| KVT 1 |—| KVT 2 |— —— —| KVT n IO-—’E

AN

KVT je i-te Kelvin-Voigtove teleso /\/\/\/\/

— KVT i — —] M —

n;

Obr.13 Generalizované Kelvin-Voigtove teleso

Napitie pri sériovom spojeni je rovnaké pre vSetky Kelvin-Voigtove telesa:
o(t)=og(t)+oy(t) (0.28)
o(t)=M, & (t)+mr & (1) (0.29)

Celkova deformacia moze byt vyjadrena ako:

£(t)= ZMi{lewtq 0.30)

11



Pri posobeni Heavisideovevej funkcii napétia.
2.7 Binghamove viskoplastické teleso

Seriovym spojenim paralelne prepojeného Saint-Venantovho a Stokesovho telesa

s Hookovym telesom vytvorime Binghamove teleso.

—/\/\/\/\/— | o

Obr.14 Binghamove teleso

Takéto teleso ma viskdzne i plastické vlastnosti. Celkovd deformdcia je tvorend

deformaciou Hookeovho telesa a viskoplasickej ¢asti Binghamovho telesa:
E=eyté,. (0.31)

Pre Binghamove teleso uvazujeme len celkové napitia, pri ktorych je napétie na Saint-
Venantovom telese nanajvys rovné medznému. Viskoplastickd ¢ast’ sa nedeformuje, pokial
nie je napidtie na Saint-Venantovom telese rovné medznému a teda pre menSie napitia sa

sprava Binghamovo teleso rovnako ako Hookeove teleso:

g(t)=#,|a|<ay. (0.32)

Pokial’ je napétie na Saint-Venantovom telese rovné medznému napatiu, deformuje sa aj
visko-plasticka cast. Napitie sa rozdeluje podla vztahu (0.6) na napétie na Stokesovom

telese a Saint-Venantovom telese

oc-o, pre oo,
oy =

o+o, pre o<o,

}: (jo]-o,) sign(c). (0.33)

Pri¢om napitie je definované ako

12



os(t)=né(t). (0.34)
2.7 ZlozitejSie viskoplastické teleso

Pre vhodnu reprezentaciu viskoplastickych materialov si definujeme teleso vytvorené

sériovym spojenim Stokesovho telesa a viskoplastickej ¢asti Binghamovho telesa.

]

1,

Obr.15 Viskoplastické teleso

Toto teleso sa v praxi pouziva len zriedka ale je vhodnym objektom na uvedenie do
problematiky viskoplastického kontinua aje uplne postacujice pre nas zajuem. Teleso sa

sprava ako Stokesove telso s viskozitou 7,, kym hodnota napatia na Saint-Venantovom telese

nedosiahne medzné napatie o,
o(t)=mné(t) pre|o|< 2o, (0.35)

Akonahle je hodnota napitia rovna medznému tak sa teleso zacina deformovat’ opit” ako

Stokesovo teleso ale odlisnou viskozitou

2m 1, J .
o(t)=| ——= | &(t) pre |o|= 20, (0.36)
( ) (771_’_2772 ( ) | | 0

Obr. 16. Graf zobrazujuci deformaciu viskoplastického telesa
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3 Viskoplastické kontinuum

Viskoplastické kontinuum si vyjadrime pomocou jeho diskretizacie do kontrolnych objemov,

ktoré ho budu plne reprezentovat’.
3.1 Kontrolny objem

Pre analyzu kvapalnych tokov na makroskopickej Skdle mozeme zanedbat molekularnu
Struktiru hmoty a molekularny pohyb castic, ktorymi je tvoreny. Kontinuum budeme
popisovat’ ako kvapalinu. Spravanie kvapaliny popisujeme na trovni jej makroskopickych,
vlastnosti ako su rychlost’, tlak, hustota, teplota a napétie. Kontrolny objem kvapaliny je teda
najmensi objem, ktorého makroskopické vlastnosti neovplyvnia fluktuacie na molekularnej

arovni.

1

1

1

1
57 !
4

r
4 r
[
)
.
%.'*

Obr.17. Kontrolny objem

Kontrolny objem ma rozmery stran dx, oy a oz. Jednotlivé strany pomenovavame N, S, E,
W, T aB, ktorych nazvy symbolizuju North (sever), South (juh), East (vychod), West
(zapad), Top (vrch) a Bottom (dno). Pricom za stred objemu povazujeme bod (X,y,z)
znazorneny na Obr.17. Vsetky vlastnosti kvapaliny, ktoré budeme uvazovat’ su funkciou ¢asu
a polohy ateda ich budeme zapisovat ako hustotu p(x,y,z¢), tlak p(x,y,z,t),teplotu T(x,y,zt)
a vektor rychlosti u(x,y,z,t).

Pre spravnu reprezentaciu kvapaliny musime d’alej uvazovat’ tri zakony zachovania:
Hmota kvapaliny sa zachovava (zakon zachovania hmoty). Rychlost’ zmeny hybnosti je rovna
sume vSetkych sil pdsobiacich na kvapalny element (Newtonov druhy zdkon). Rychlost
zmeny energie je rovna narastu tepla a prace vykonanej na kvapalnom objeme (prvy zakon

termodynamiky).
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3.1.1 Zakon zachovania hmoty

Zakladom aplikacie zakonu zachovania hmoty je zapisanie rovnosti narastu hmoty v objeme
s tokom hmoty cez hranice nasho kontrolného objemu. Narast hmoty v kontrolnom objeme

kvapaliny je
0 op
—(poxXoyodz)=—0%x0Yyoz. 0.37
at(/o yoz) o OX0Y (0.37)

Narast hmoty kvapaliny v dosledku toku u(X,y,z) vypocitame sé¢itanim tokov cez jednotlivé

hranice objemu

_Minggygz _ pu+a(pu)£5xJ5y5Z
ox 2 ox 2
n pv_%%gy]é‘xé‘z — pv+a(al;v)%§yj5x5z . (0.38)
+ pw—Mlézjémﬁy - pw+a(pw)1§z]5x5y
oz 2 oz 2

Pritokom do kvapalného objemu je priradené kladné znamienko a odtokom z objemu je

priradené zaporné znamienko, Obr. 18.

,‘2‘{’1’.}.5;
aal ar 2

pv'dgi-%ﬁr
N :
~\~~ :- pu‘m‘_}&
. 1 ax 2 z
aod 1. | ( .n: T S I
Ly nH'
oty ot 1ot S Sl a‘\ y .
) R
. ov)
-0 23
| L
Apw 1
N o P
Jr 2

Obr.18. Tokom spdsobeny narast a pokles hmotnosti kvapaliny.

Narast hmoty (0.37) je rovny ndrastu hmoty v dosledku toku (0.38). Vyuzitim tejto
rovnosti ziskame vztah popisujici zédkon zachovania hmoty pre nasu kvapalinu

a_p+8(pu)+8(pv)+8(pw)

-0, (0.39)
ot ox oy oz
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alebo v upravenej forme
%” +div(pu)=0. (0.40)

Rovnica (0.40), popisujuca nestacionarnu, trojrozmernti rovnicu zachovania hmoty, je taktiez

znama aj ako rovnica kontinuity.
3.1.2 Sily a napitia posobiace na kontrolny objem

Zakony zachovania energie a hybnosti platia rovnako pre vSetky kvapaliny nezavisle od
polohy v kvapaline, avsak kazda vlastnost’ ¢astice je funkciou polohy a ¢asu. Hodnotu danej
vlastnosti na jednotku hmoty budeme d’alej znacit’ ako ¢. Definujeme vzt'ah popisujici zmenu
¢ na jednotku hmoty ako totdlnu derivaciu

Df _0¢ 0padx opdy opdz_of

+u.gradg. (0.41)
Dt ot oxdt oydt ozdt ot

Na zéklade tohto pristupu je mozné vybudovat’ numerické metddy pre vypocet pohybu
sustavy Castic samotnych. Avsak pre nas zdujem je vhodnejSie sustredit’ sa na kontrolné
objemy kvapaliny ¢o nam neskor poskytne jednoduchsie rieSenia problémov aj pre uzavreté
objemy. Podobne ako pri zakone zachovania hmoty je nevyhnutné si vyjadrit’ rovnicu (0.41)

pre jednotkovy objem. Zmena ¢ na jednotku objemu je dana ako

D¢ (04
pa—p(at +u.gl’ad¢j. (0.42)

Druhy Newtonov zdkon hovori Ze, zmena hybnosti kvapalnej Castice je rovna sume sil

posobiacich na fiu. Vyuzitim predchddzajticich vztahov mézeme tento zdkon zapisat’ ako

op, _ Du dp, Dv 0op, Dw

(0.43)

a ot a ot a Cor

Py, P, @ P, predstavuju hybnosti v smere osi x, y a Z.

Pre kvapalny element rozliSujeme dva typy pdsobiacich sil. Prvé st povrchové (napr.

tlakové a viskozne) sily. Druhé su objemové (napr. odstredivé a Coriolisove) sily.
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Napitie na kontrolnom objeme je definované pomocou tlaku a deviatich viskdéznych

napatovych komponentov. Tychto devat zloziek tenzoru napatia budeme d’alej znacit' ako

o;; - Indexy i a j definuju smer posobenia tak ako je to zobrazené na obr. 19.

a,

£y

a..
* L

Obr.19. Zlozky tenzoru napitia o

Uvazujme najprv len x-ové zloZky hybnosti a sil, spésobené tlakom p a zloZkami napétia
Oy Oy & 0,. Rozmer sily sposobenej povrchovym napétim ziskame s rozmerov plochy
a napéti. Sily posobiace v smere osi budeme uvazovat ako kladne orientované, naopak sily

posobiace v protismere osi budi zaporne orientované. Celkova sila v Smere X je sumou

vsetkych sil posobiacich v danom smere na kontrolny objem.

do, 1
o:xo—;!-— -8z P
dox 1. -—.§
S r o= 2% 10
) ‘b’ 2 C
B ¥
z o 1
D'Qi&\ / p,;; 56‘
l?‘ 2 EE TR I
- e w Sof —
' : recon |
do, 1 96, 1 z
Cp = e = O &g - ~ O 4= =8
dr 2 N * ox 2
e e .
‘.E \‘ ’
1 A
Ua-fa-%&
of 2

Obr. 20. Zlozky celkovej sily pdsobiacej v smere X.

Na stranach W a E teda plati, ze celkova sila je
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(p_@lng_((;xx_agﬂl5xj 0yoz
oX 2
+ —(p+@15x]+(0}x+agxxl5xj oyoz . (0.44)
i X 2 ox 2
8 —
- %_a_pjéxéy& = M&éyéz
oX X 0

Na stranach N a S plati, Ze celkova sila je

0 0 0
- ryx—ﬂléy SXS7 + ny+ﬂ15y 5x52=ﬂ5x5y52 (0.45)
oX 2 ox 2 OX

Na stranach N a S plati, Ze celkova sila je

—| o, — 0oy 152 OXoy+| o, + 00y 152 OX3Y :%5x5y52 (0.46)
oX 2 oX 2 OX a
Celkova sila ako sucet parcidlnych sil pdsobiacich na jednotkovy objem, sposobenych
povrchovymi napdtiami, je
d(ox—P) 0o, oo

+ +—= (0.47)
oX oy oz

Ked definujeme S,, ako zlozku objemovych sil na jednotku objemu v smere osi X. Pre

celkovu silu pdsobiacu na kvapalny element, v smere osi x, plati rovnosti vztahov (0.43) a
(0.47) a teda aj nasledujuci vztah
Du_ 6(o,—-p) 9o, oo

Du _ 0% 00y 0.48
Por T x y  a ™ 049)

Analogicky postup ako pri odvodeni celkovej sily, v smere X, méZeme pouZit aj v Smere y

a z. Pre celkovu silu v smere 0si y na jednotkovy objem teda plati

0 olo, — 0
pﬂ: Ty 4 ( X p)+ O-ZV+SMY (0.49)

Dt ox oy oz

Podobne v smere 0si z plati
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+S,, (0.50)

3.1.3 Energia toku

Rovnicu popisujiicu energiu v kontrolnom objeme odvodime z prvého termodynamického
zékona. Podobne ako pri predchadzajicich odvodeniach nas bude zaujimat’ narast energie
kvapalnej Castice na jednotkovy objem

DE
- (0.51)

Dt
Mnozstvo prace, vykonanej kvapalnou casticou v kontrolnom objem povrchovymi silami,
mozeme urcit’ zo sily a rychlostnej zlozky v smere sily. Pre silu v smere osi x vychadzame zo

vztahov (0.44), (0.45) a (0.46). Praca vykonana tymito silami je

_5(p“)15xj _ %U_Mlng 5y o2
I ox 2 OX 2 ]
+ |- pu+a(pu)£5xJ + Gxxu+6(axxu)l§X] dyoz
ox 2 oxX 2
: - ) (0.52)
a(O'yXU) 1 a(O-yxu) 1
+ || o U—— —5)’ + o,u-— _5y oX 512
y oy 2 Y oy 2
N 3 szu_a(azxu)lé‘zj + szu_mlé‘z] }5X5y
i oz 2 oz 2

Upravenim vzt'ahu (0.52) si vyjadrime celkovi pracu vykonan silami v smere 0si X vo forme

vzt'ahu

al:u(o-xx_p)]+a(U0yX)+a(uazx) 5X5y52 (0.53)
X oy oz |

Analogicky moZeme vyjadrit’ celkové prace konané silami v smere osi y a smere 0si z:

8(Vaxy) . a[v(aw - p)} . a(VO'Zy)
OX oy 0z

OXOY o1 (0.54)
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OX oy 0z

{a(ngz) . G(Wayz) . 8[W(Gzz - p)]

}5x5y5z (0.55)

Celkova praca, vykonana v jednotkovom objeme povrchovymi silami, je si¢tom jednotlivych
prac vykonanych povrchovymi silami (0.53), (0.54) a (0.55) predelend objemom ox oy oz.

Cleny obsahujuce tlak mozu byt’ vyiaté a spolu zapisané v Gispornej$ej forme

9 (a")’(”) _ a(a';’,") - a(ap;w) ——div(pu). (0.56)

Pouzitim zapisu (0.56) mdzeme vyjadrit’ celkovu pracu vykonanu v jednotkovom objeme

na kontrolny objem sposobent povrchovymi silami v tvare

o(uo,) 0(uo,) a(uo,) o(vs,)

(0.57)

Q#ﬁ.}é’«
ady 2
\\\
L . 1
~ +ZR .25
) O’a‘ .
.- oo cfumm——
g, 1
9.2
& ax 2 2| (O~ _i\
- z
: )\ra.—di > y J .
a 2 x
. 1
" 2

Obr. 21 Tepelny tok

Celkovy tepelny prenos na kontrolny objem kvapaliny spésobeny tepelnym tokom v smere
o0si X je definovany ako rozdiel tepelného vstupu na strane W a tepelného vystupu na strane E
kontrolného objemu.

a9, 1 a9, 1 aq
— x| - ZXZ5X | |0yd1=——2 X5y 7. 0.58
(-5 o) (0.0 Jox] [oyor - Beanayor 058
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Analogicky v smeroch osi y a Z je celkovy prenos tepla vyjadreny vzt'ahmi:

1%,
—iéxéyéz (0.59)
_ % sy sys7 (0.60)
0z

Celkové teplo vykonané na kvapalnej castici v jednotkovom objeme, spdsobené

tepelnym tokom skrz hranice objemu, je dané sti¢tom

__X___e_ = —divq. (0.61)

Fourierov zakon tepelnej vodivosti spaja tepelny tok s lokalnym teplotnym gradientom

q=—k.grad(T). (0.62)

Spojenim rovnic (0.61) a (0.62) dostavame vzt'ah popisujuici celkovy narast tepla na

kontrolnom objeme v désledku tepelného toku na hraniciach vo forme

—divq = div[ k.grad (T)] (0.63)

Celkova energia kvapaliny sa sklada z vnutornej (tepelnej) energie i, Kinetickej energie
1/ 2(u2 +V? +W2)a potencialnej (napr. gravitanej) energie. Pre spravne pochopenie
pdsobenia potencialnej energie v kone¢nom objeme je nutné predstavit’ si, Ze kontrolny objem
V sebe uchovava tito energiu. Podobne ako pri predchadzajucich vztahoch, definujeme
veli¢inu zdroj energie S. na jednotkovom objeme. Zachovanie energie kvapaliny je dané
rovnostou narastu energie na jednotkovy objem castice (0.51) s celkovou pracou vykonanou

(0.57), celkovym narastom tepla acelkovym narastom energie spdsobenym zdrojmi.

Energeticka rovnica je

DE .
—:—d
P50 iv(pu)+ + + + +

o(uo,) o(us,)  o(uo,)  o(us,) +div[kgrad (T)]+S,
oz OX ay oz

(0.64)

BeznejSie sa pouziva forma rovnice popisujuca len vnutornu energiu. Takato rovnicu

dosiahneme od¢itanim kinetickej energie od celkovej (0.64). Predelenim vztahov (0.48)
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zlozkou rychlosti u, (0.49) zlozkou rychlosti v a (0.50) zlozkou rychlosti W Si pomo6Zzeme

jednoduchsie vyjadrit’ Kineticka energiu. Kineticka energia na jednotku objemu je

l 2 2 2
D|:2(u T ):l 8O-xx aayx aO-zx
P =-u.grad(p)+u +
Dt OX oy oz (0.65)
0 0 0 0
+V Ty + Ty + Tay +WwW 00, + Ty +aaZZ +U.S,,
OX oy 0z OX oy 0z

Odcitanim kinetickej energie(0.65) od celkovej (0.64) azavedenim novej veli¢iny

S, =S¢ —u.S,, dostaneme vzt'ah popisujuci vnlitorna energiu

Di . . ou oV oW
— =—pdiv(u)+divlk.grad(T) |+0,, —+0, —+0,, —
po; = —Paiv(u) [k.grad(T)]+o,, o POy Ty -
ou ov oW ou oV oW '
+o0,—+0,—+0O +o0,—+0,—+0,—+S,

Xy ox vy ay zyg Xz X yz 6y z oz i

Pricom pre nestlacitel'né kvapaliny plati zjednoduSena verzia vztahu (0.66), kde divu=0a

i =CT (c je merna teplena kapacita)

pcﬂzdiv[k.grad (T):|+GXX8_U+GW@+GZX8_W
Dt OX oy oz (0.67)
ou ov ow ou ov ow '
+o, —+o0,—+0,—+0,—+0,—+0,,—+5,
Yox Yoy Yoz ox "oy oz

3.1.4 Stavova rovnica

Pohyb kvapaliny v troch rozmeroch je popisany predchadzajucimi vztahmi. Nezname
ostavaju Styri termodynamické veli¢iny: p, p, | aT. Pre plnohodnotné vyjadrenie
viskoplastického kontinua, v ktorom uvazujeme konanie tepla, je nutné uvazit vzijomné
vztahy medzi tymito veli¢inami. Tieto vztahy ziskame pouzitim termodynamickej
rovnovahy. Rychlost’ tokov, ktoré nas zaujimaju, je zanedbatel'na v porovnani s rychlostami
Castic ateda moézeme tvrdit, Ze kvapalina sa stale nachadza v stave termodynamickej
rovnovahy. Jedinou vynimkou su toky, Vv ktorych sa $iria silné narazové viny, ale i pri
mnohych takych pripadoch sa neuvazuje naruSenie termodynamickej rovnovahy. Stav latky

mozeme plne popisat’ pomocou dvoch premennych stavovych veli¢in. Stavova rovnica priradi
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hodnoty zvy$nych veli¢in. Ak si p a T stanovime ako premenné veli¢iny, dostavame stavovi

rovnicu pre dany tlak p a vnutorn energiu i

p=p(pT) ai=i(pT) (0.68)

Na vyjadrenie stavovej rovnice kontinua si mézeme pomoct stavovou rovnicu idealneho

plynu

p=pRT ai=C,T (0.69)

Pre viskoplastické kontinuum, ako sklo, med a d’alSie, sa Casto neuvazuje stlaciteInost’
kvapaliny. Pre tieto kvapaliny je plne postacujici popis pomocou rovnic zachovania hmoty
a hybnosti, av8ak stavova rovnica je nutna vo vSetkych pripadoch, kde uvazujeme konanie
tepla. Pri numerickej simulacii vyroby sklenenych predmetov je teda nevyhnutné tieto vzt'ahy

zohl'adnit’.

3.2 Aplikacia reologickych modelov

V predchadzajucich rovniciach popisujucich kontrolny objem vystupuju zatial’ nedefinované
napétia oy, . Tieto napdtia si m6zeme odvodit’ zo vztahov pre jednotlivé reologické telesa a
vytvorit’ tak kontinuum charakterizované konkrétnym reologickym telesom.

V trojrozmernom modeli kvapaliny ma deformacia devat’ zloziek, pricom V izotopickych
kvapalinach je Sest’ zloziek nezavislych. Diagonalne zlozky napétia su:

ou ov oW
Sy =— Sy=— S, =— (0.70)
ox " oy oz

Sest’ zvy$nych zloziek ma tvar:

1(ou ov l(@u 6w] 1(ow  ov
S, =S,=—| —+—| S,=S, =—| —+—| S, =S, =—|—+—| (0.71)
Yoo 2oy ox 2\ 0z ox Yo 2loy oz

Viskoplastické kontinuum podobne ako pri (0.67) budeme brat’ za nestlacitelné

a—u+@+a—wzdivu:0 (0.72)

oXx oy oz

Pre napitia budeme uvazovat’ viskoplastické reologické vztahy (0.35) a (0.36):
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o :2778—u o :277@ o :2778—W
* ox oy *“ 0z

o, =0 =77£6—u+@j o,=0 =n(a—u+@j (0.73)
Xy yX ay ax Xz ZX az ax

o, =0 —n[%+qj
zy yz ay 62

Pri¢om pre viskozitu # plati vzt'ah popisujuci plasticitu toku

n=mn pre |o|< 20,

_ 2m 1,
m+21,

0.74
pre |o|> 20, ©.74)

Viskoplastické napétia st presne dvojnasobne vicSie neZ napitia pri lokdlnej deformacii,
ktort pre nestlacitelnost’ (0.72) zanedbavame.

Dosadenim napatovych vztahov (0.73) do rovnic (0.48), (0.49) a (0.55) dostaneme
Navier-Stokesove rovnice, pomenované po dvoch vyznamnych vedcoch, ktori ich navzajom

nezavisle odvodili:

Du op O ou 0 ov ou
p—=——+—|20— |[+—|n| —+—
Dt OX OX X ) OXx| \ox 0oy

P Dv —_@_{_2[277@}_{_2 n(@_{_a_u
o) oyl

+g_n(8w+6u j}rSMX (0.75)

Dt oay ox

p@:_@+2£208_vv]+2 n£@+a—u] +£ n @+a_w + Sy 0.77)
Dt oz oz 0z ) oz oX oz 0z oz oy

Predefinovanim S,

+£ n(@Jr@HJrSMy (0.76)

o ou)y O ov) O ow
Syy =Sy, +—|n— |[+—|n— |[+—| n— 0.78
e = o 8x(776xj ay(”axj az("axj_ (0.78)
Rovnicu (0.75) si mézeme vyjadrit’ v uzito¢nejsej a pouzivanejsej skratenej forme
Du

o .
paz—&+dlv[n.grad (U)]+ Sy (0.79)
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Predefinovaniami analogickymi k (0.78) upravime rovnice (0.76) a (0.77):

pB—‘t’z—%eriv[n.grad (V) ]+ Sy (0.80)
Du op
pﬁz—5+d|v[n.grad (W) ]+Sy, (0.81)

Pre vnutornu energiu plati vztah

Di .
—=div| k.grad(T) [+ D+, 0.82
P o iv[ k.grad (T)]+®+ ] (0.82)

Strata energie je v dosledku viskoplastickych napati vyjadrena disipa¢nou funkciou ® Vo

forme vztahu

2 2 2 2 2 2
O=n42 (a_uj + ol J{a_wj + a_u+@ +(8_u+@j + 8_w+@ . (0.83)
OX oy oz oy OX 0z OX oy oz
Pri¢om treba neustale brat’ do uvahy zavislost’ viskozity od napétia (0.74), ktora odliSuje

viskoplasticky model od Newtonovho modelu visk6znej kvapaliny. Predchadzajiice vztahy

uplne popisuju viskoplastické kontinuum definované nami vybranym reologickym modelom.
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4 7.aver

Na zaklade prezentovanych vztahov a vyjadreni mdézeme vytvorit’ program na vypocet toku
viskoplastickej kvapaliny metédou kone¢nych objemov. Pre kvalitni simuléaciu takychto
tokov sa zvicsa pozivaju algoritmy SIMPLE a SIMPLER. Tieto algoritmy postupne
prebiehajii celym objemom, v ktorom je to simulovany a prepocitavaji hodnoty veli¢in
popisujucich ho. Hodnoty pri spravnom vypocte za¢nii konvergovat k hodnotam, ktoré
mozeme povazovat za konecné. Jednotlivé algoritmy sa liSia dobou vypoctu tokov,
presnost'ou a vstupnymi parametrami. Pri vybere algoritmu a postupu simulacie rozhoduje typ
toku, pozadovana presnost’ a rychlost’ vypoctu.

V praxi takéto vyjadrenie toku pomaha riesit’ napriklad problém tzv. plastického tlaku
v potrubiach anajst’ kritické body. Rovnako pomocou vybraného modelu a algoritmu je
mozné zvysit’ vyrobnl efektivnost’ a kvalitu vyroby napr. sklenych predmetov. Rozhodujici
je vhodny vyber reologického modelu pre dany problém. Nami vybraty model sa sprava
Vv prvom pribliZzeni ve'mi podobne ako Newtonova kvapalina. Je nutné si uvedomit’ plasticitu
toku. Plasticka kvapalina bude disponovat’ inymi paméat'ovymi vlastnostami nez viskozna.

V praci sa venujeme aj Sireniu energie atoku tepla v kvapaline, ¢o je kl'ucové pre
vypocet, pretoze viskozita a aj medzné napitie su zavislé od tepla. Nevenujeme sa vsak ich
tepelnej zavislosti. Otazka tepelnej zavislosti viskozity je Specificka pre kazdé viskoplastické

kontinuum.
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