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Abstrakt

Bakalarska praca je venovana odvodeniu matematicko-fyzikalneho aparatu
adjungovanej tomografie — jednej z metdd rieSenia inverznej ulohy. Uvadzame sposob,
ako néjst rieSenie pre adjungovant pohybova rovnicu spiiiajucu zavedené koncové
podmienky. RieSenim je adjungované pole, ktoré ndm umoziiuje vypocet objemovych
hostot derivacie misfitu — kernelov. Odvadzame vztahy pre vypocet kernelov, ktoré
zodpovedaju roéznym parametrizacidm modelu, vztahy pre vypocet misfitov
a prislusnych funkcii pre adjungované¢ zdroje. Prezentujeme spdsob iterativnej
minimalizacie misfitu, v ktorom sa pouzivaju vypocitané kernely, a ktory vedie
K najdeniu optimalneho modelu. V zavere prace uvadzame algoritmus pre struéné
zhrnutie postupu rieSenia inverzie pouzitim adjungovanej tomografie. Pri odvodzovani
vztahov pouzivame pre zapis zloZiek vektorovych veli¢in kartézske suradnice.
Dovodom volby stiradnicového systému je zdmer pouZzit’ odvodené teoretické vzt'ahy na
lokalne sedimentarne Struktury (napriklad na oblast Mygdonskeho bazénu), t.j. na
prostredia s rozmermi, pre ktoré st vhodné pravouhlé suradnice anie je potrebné
uvazovat zakrivenie zemského povrchu.

KPuacové slova: inverzna uloha, adjungovana tomografia, kernely, minimalizacia

misfitu



Abstract

This Bachelor thesis is devoted to derivation of mathematical and physical apparatus of
adjoint tomography — one of the methods for solving inverse problem. We show how to
find a solution for adjoint equation of motion, which satisfies imposed terminal
conditions. The solution is the adjoint wave field, which allows us to compute the
volumetric densities of misfit functional derivative — the Fréchet kernels. We derive the
equations for kernels corresponding to different model parameterizations, the equations
for computation misfits and the relevant adjoint sources functions. We present a method
of iterative misfit functional minimization. This method uses the computed kernels and
leads to finding an optimal model. At the end of the thesis we provide an algorithm as a
brief summary of the procedure for solving inverse problem using adjoint tomography.
When deriving equations, we use Cartesian coordinate system. The reason is that we
intend to apply derived equations to local sedimentary structures (for example the
Mygdonian basin area), i.e. the areas with dimensions that allow us to use Cartesian
coordinate system so that we do not need to worry about the earth’s surface curvature.

Key words: inverse problem, adjoint tomography, kernels, minimization of misfit

functional
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Uvod

Seizmologia ako sucast’ geofyziky je veda zaoberajuca sa zemetraseniami s nimi
suvisiacimi javmi. Jej vznik suvisi s ddvnou snahou l'udi vysvetlit povod prirodnych
zemetraseni. Prvym impulzom, ktory vzbudil zédujem o $tidium — 0 objasnenie pricin
vzniku zemetraseni bolo velké zemetrasenie v Lisabone v roku 1755. Nasledne John
Michell v roku 1761 ako prvy priSiel s vysvetlenim, Ze zemetrasenia vznikaji vnutri
Zeme ast to viny spdsobené ,.presuvanim skal hlboko pod povrchom®. Dal§im
z vyznamnych vysledkov seizmoldgie je objavenie vnutornej Struktiry Zeme. Na
prelome 19. a 20. storo&ia boli zistené zemské jadro, plast a kora. Stadiom pohybovej
rovnice kontinua boli najdené analytické rieSenia pre homogénne neohranic¢ené
prostredie, ktoré ukazali existenciu P (pozdiznych, primarnych) a'S (prieénych,
sekundarnych) vin. Dodnes sa seizmolégia zaobera rieSenim tejto diferencialne;
rovnice. Pre rieSenie v zlozitych realistickych prostrediach sa pouzivaji rdézne
numerické metody. Okrem tychto priamych tloh sa tieZ riesi inverzna tiloha (skratene
inverzia) — skuma sa vnutorna Struktira Zeme na zaklade seizmogramov ziskanych
meraniami na zemskom povrchu. Jednym zo spdsobov rieSeni inverznej tlohy je
adjungovana metdda (metoda adjungovanej tomografie). Tento koncept uviedol do
seizmoldgie Tarantola (1984; 1988). V stcasnosti sa tato metdoda pouZiva na rdéznych
Skalach na rozli¢né ucely — od exploracnej geofyziky po tomografiu celého zemského
telesa.

Za ciel tejto prace sme si zvolili odvodenie matematicko-fyzikalneho aparatu
adjungovanej tomografie a popis postupu rieSenia inverzie touto metddou. Teodriu
za¢iname odvadzat' od uplnych zékladov. V kapitolach sa podrobnejSie venujeme
jednotlivym krokom a ukazujeme viaceré alternativy pre jednotlivé kroky. Pri
odvodzovani vztahov pouzivame pre zapis zloziek vektorovych veliCin kartézske
suradnice. Dovodom volby stradnicového systému je zdmer pouzit odvodené
teoretické vztahy na lokéalne sedimentarne Struktiry (napriklad na oblast’ Mygdonskeho
bazénu), t.j. na prostredia s rozmermi, pre ktoré si vhodné pravouhlé suradnice a nie je

potrebné uvazovat’ zakrivenie zemského povrchu.



1 Priama a inverzna uloha v seizmoldgii

Na zaciatok rozdelime ulohy seizmoldgie na priamu vilohu a inverznui wlohu.

Pre nazorné vysvetlenie, v com spocivaju obe tieto tlohy, sluzi tiez Obr. 1-1.

MODEL [___PriavaOlonA | JCINKY

priestorové vypocet ucinkov modelu

rozloZenie vypocitané

parametrov INVERZNA ULOHA alebo ’
ozorované

prostredia hladanie modelu vysvetlujiceho P

pozorované ucinky

Obr. 1-1 Schematicky nakres inverznej (inverse problem) a priamej (direct/ forward)

ulohy, resp. problému.

Model predstavuje nas popis skimaného prostredia, v ktorom vznikaju a Siria sa
seizmické viny. Ide najmi o priestorové rozlozenie parametrov, ktorymi popisujeme
tento model.

Priama tloha, resp. rieSenie priameho problému, je vypocet uc¢inkov pdsobiacich
sil na model. V nasom pripade G¢inkami chapeme vinové pole zavislé od polohy a Casu,
ktoré nam dava informaciu o vektore posunutia.

Inverzna tuloha (inverzia), ako kontrast k priamej tlohe, predstavuje hl'adanie
modelu, ktory vysvetl'uje pozorované efekty.

Adjungovana metdda rieSenia inverznej ulohy je Specidlny postup rieSenia
inverzie, ktory pouziva algoritmy priamej tlohy na vypocet vinovych poli a tiez vyuziva
informacie z celého objemu modelu.

V dalsich kapitolach budeme sledovat’ vyklad a odvodenia prezentované v knihe

Fichtner (2011).



2 Adjungovana tomografia

2.1 Adjungovana metéda rieSenia inverzie

Uvazujme nejaku fyzikalnu veli¢inu u, ktori meriame na urc¢itom mieste v istom
casovom intervale, a ktord je vystupom nejakého dynamického systému. Nech tato
veli¢ina zavisi od polohy r (reG cR%),asuteT= <t0,tl> < Ra modelu ( modelo-
vych parametrov) Mme N, od ktorych zavisi spravanie systému. 9JU predstavuje

mnozinu modelovych parametrov, ktora obsahuje vSetky pripustné hodnoty tychto
parametrov). Vektor m moézeme zapisat’ nasledovne
m(r) =(m(r), m,(r), my(r),...), (2.1)
Z ¢oho je zrejmé, ze M obsahuje celi informéciu o priestorovom rozlozeni modelovych
parametrov skamaného systému (napriklad méze ist o hustotu, rychlosti P a 'S vin
apod.). Tieto modelové parametre dava do vzt'ahu s pozorovanou veli¢inou U tedria,
ktora bude symbolizovat’ operator L :
L(u,m)=f, (2.2)
kde operator I pdsobi na pozorovani veli¢inu u, model m. Symbol f je hustota

vonkajsich sil.

2.2 Adjungovana metoda v seizmolégii

V seizmologii predstavuje veli¢ina u vlnové pole, model m je priestorové
rozlozenie materialovych parametrov modelu ateoériu predstavuje pohybova rovnica

kontinua:
p(r).0(r,t) = V.o(r,t) + f(r 1), (2.3)
kde pre tenzor napétia ; plati vzt'ah:
o= Ciug, =Y, Ciul, =C:(Vu), (2.4)
a L(u,m) je teda:

L(u,m) =pU—V;, (2.5)



kde m:(p,C) . Materialové parametre su: hustota p(r) atenzor -elastickych

koeficientov E(r) . V pripade, ak ide o0 elastické kontinuum, E(r) nie je funkciou Casu,
¢o vSak nemusi platit’ pre iné reologické modely kontinua ako napr. visko-elasticky
model.

Nasim ciel'om je najst’ také materialové parametre m, aby sa systém spraval opti-
malne, t.j. ndjst’ model, ktory bude ¢o najlepsie vysvetlovat’ namerané data. Tato ulohu
(alohu optimalizacie systému) prevedieme na hladanie minima funkcionalu
(M) = y[u(m)], ktory bude urcovat’ misfit, teda kvantifikovat’ nestlad medzi teoretic-
kou predikciou u(m;r,t) ' anameranymi datami u°(r,t) . Optimalne spravanie
systému potom bude znamenat, ze sme naSli taky model m, pre ktory nadobuda

funkcional misfitu (skratene len misfit) minimum.
Ako priklad uvedieme misfit, ktory kvantifikuje kvadrat rozdielu ua u°, v mieste

prijimaca rP, kde boli namerané data u°:
1 0 2
;((m):EH[u(m;r,t)—u (r,t)] 8(r—rP)dvdt. (2.6)
TG
Vseobecne budeme misfit y(m) zapisovat’ v tvare:
2(m) = [ lu(m;r,t), u’(r,t)]dV dt = (z,(m)), 2.7)
TG
kde sme zaviedli oznacenie { . ) pre integraciu cez Casovy interval T a priestor G.

2.3 Odvodenie adjungovanej rovnice

Prirastok misfitu v smere om, om eI, pri zmene modelovych parametrov

Z m na M+ &om aproximujeme diferencidlom misfitu y(m):

V_(m)sm = lim[z(m+5m)— z(m)]> 2.8)
£—0 &

1 M predstavuje parameter, preto je bodkoéiarkou oddeleny od nezavislych premennych funkcie U .

2 Vm 4 (m) Jje Fréchetova derivéacia misfitu pre model M, pri¢om v d’alSom texte budeme takéto
derivacie oznacovat’ len Vm X -bez oznacenia modelu, resp. bodu, v ktorom tiito derivaciu pocitame.
Vm y4 om pre infinitezimalne OM je diferencial, ale tento zapis mozno tieZ chapat’ ako najlepsiu
linedrnu aproximdaciu zobrazenia } (m) (v naSom pripade je zobrazenim funkcional vyjadrujuci misfit)

v okoli bodu M, tj. linearne zobrazenie ¢ : M — KM, kde K = V.x .
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Diferencial V yom misfitu y[u(m)], ako zlozeného zobrazenia, mézeme vyjadrit’
nasledovne:
V.xém=V ysu=(V, yéu), (2.9)
pricom
ou:=V_uom (2.10)
je infinitezimalna zmena u pri zmene modelu 0 oM. Zlozitost’ rovnice (2.9) spociva v
uréeni Su®,
Zdiferencujeme rovnicu L(u,m)=f
V,.Lom+V Léu=0 (2.12)
Prava strana rovnice (2.11) je rovna 0, pretoze f nezavisi na modelovych parametroch.

V dalsom kroku prenasobime (2.11) Pubovolnou funkciou U’ a zintegrujeme cez
TxG:

(u".v, Lom)+(u'V Léu)=0 (2.12)
Spocitanim rovnic (2.9) a (2.12) dostavame:
V,x0m=(V,z 6u)+(u"V Léu)+(u"V, Lom) (2.13)
Vztah (2.13) mdZeme upravit' pouzitim adjungovanych operatorov V_y, a V L, ktoré
st definované:
<vu;(1§u>=<5u.vu;(j'> (2.14)
(u".v,Léu)=(su.v,Liu"), (2.15)
pre Pubovolné funkcie U’ a SuU. Takze dostavame:
Vo2 8m=(8u.(V,z +V,L'u'))+(u'V,Lsm). (2.16)
Zo vztahu (2.16) vieme eliminovat SU, ak najdeme funkciu U’ spliajucu rovnost’
VLU =-v y' . (2.17)
Vztah (2.17) sa nazyva adjungovand rovnica, U' a -V y/ st adjungované pole

a adjungovany zdroj. Ak najdeme riesenie U™ adjungovanej rovnice, potom prirastok

misfitu vieme ur€it’ z nasledujuceho vztahu:

¥ Kratka poznamka ohladom pogitania prirastku misfitu vypo&tom ou je obsahom nasledujuce;j
podkapitoly.

11



V,xom=(u"v, Lom). (2.18)
V pripade, ak je operator L. linearny v u, plati:
V,Lu" =1 (u'). (2.19)
Pozndmka: Analogicka rovnost’ plati aj pre operator I a pre priame vinové pole u:
V,Lu=1L(u). (2.20)
Pre linearne operatory I sa teda adjungovana rovnica zjednodusi na tvar:

L'(u")=-V,x. (2.21)

2.3.1 Kratka poznamka k po¢itaniu prirastku misfitu cez vypocet
funkcie ou

Ako d’alej ukazeme, na vypocet derivacie misfitu budeme stale potrebovat’ dva
rovnako naro¢né simulacie na vypocet vinovych poli. Funkcia ou :5u(r,t) , dana
vztahom (2.10), vyjadruje linearne priblizenie zmeny vlnového pol'a pri zmene modelu
m(r) 0 infinitezimalny krok 5m(r).

Rovnako dvoma vypoctami vlnovych poli by sme vedeli vypocitat funkciu
5u(r,t). To by sme si vSak vopred museli zvolit'" funkciu 5m(r) vyjadrujicu mala
zmenu modelovych parametrov v kazdom bode priestoru G . V takom pripade by sme
5u(r,t) urcili ako rozdiel vlnovych poli zodpovedajiicich modelom m a om:

su(r,t)=vV usm~u(m+som;r,t)—u(m;r,t). (2.22)
Tym by sme v8ak vypocitali len prirastok vo vopred zvolenom smere om ale, ako
d’alej ukdzeme, je mozné pomocou adjungovanej metddy ziskat’ z dvoch vypoctov —
vypoctu priameho a adjungovaného pola — ovela viac informécii (napriklad vypocitame
derivaciu misfitu, z ktorej nasledne vieme urcit’ aj jeho prirastok v 'ubovolnom smere

om).

12



2.3.2 Dokazy platnosti vztahov (2.19) a (2.20)

Najprv dokazeme platnost’ rovnosti (2.20) a potom ukazeme, ze ak je operator
linearny, tak aj k nemu adjungovany operator je linearny.
Definicia pre Fréchetovu derivaciu:

i IL(u+ou)—L(u)-v,Léu| _

0, 2.23
Su—0 ||5u|| ( )

kde V,L je Fréchetova derivacia ]L(u) (v bode u ). Vyuzitim predpokladu

0 linearnosti operatora [ dostavame:

- IL(u)+L(su)-L(u)-V,Lou| i |L(8u)-v,Léu| 0. (2.24)
0 ol it ol

Aby bola tato rovnost’ splnend, musi byt’ ¢itatel’ rovny nule, teda:
L(6u)-V,Léu=0. (2.25)
Upravou (2.25) a zmenou oznacenia funkcie dostavame:
L(u)=V Lu. (2.26)
Tym je dokazana platnost’ (2.20).

Poznamka: Alternativne mozno spravit’ dokaz dosadenim L(5u)do definicie (2.23)

Fréchetovej derivacie namiesto V L oU Fréchetovej derivacie, teda priamo overit’ plat-

nost’ tvrdenia (2.20).

Majme linearny operator A a funkcie ¢, . Adjungovany operator k A o0zna-
¢ime A" a definujeme vztahom:
<1// (Aqo)> = <go (A"'l//)> : (2.27)
Nech pre funkciu y plati: ¥ =Cy, +C,w,, kde C, a C, si konstanty. Potom , ak ma
A" byt linearny, mame ukazat, e plati:
(o(AW)) (A (ep e

=, (0(A'y))+e, (p(A'y, ) o

13



Vyuzitim linearnosti integralu mézeme napisat’
<‘//(A¢)> = <(C1'//1 + Cz'//2)<A ¢)>
=c, (v, (Ap))+c, (v, (Ap)) . (2.29)
=ap(Aw))+e(p(A'v,))
Z rovnic (2.27) az (2.29) potom vyplyva, ze ak A je linedrny, potom aj adjungovany
operator k A, teda A, musi byt linearny.

Nakoniec, ak je L linearny operator, aj L' musi byt’ linearny, a z toho nasledne

vyplyva aj dokazovana rovnost’ (2.19).

2.4 Inverzia zdroja

Zo vztahu (2.2) je zrejmé, ze vinové pole U zavisi aj na pravej strane rovnice, od
zdroja f . V tejto kapitole ukazeme, ze podobnym postupom ako v kapitole 2.3 méZzeme

odvodit’ vztah na vypodet prirastku misfitu pri zmene zdroja o of .

Mame teda vlnové pole dané funkciou U= u(f,m;r,t) a misfit
x(m,f) =Z[u(f,m;r,t)]. Zaujimame sa o zmenu misfitu pri zmene f o Sf , preto
vyjadrime diferencial y :

V. x6f =V, you=(V, ydéu), (2.30)
kde OU je definované:
ou=V.uof. (2.31)

Zavedieme novy operator, ktory bude zahfiiat’ aj hustotu vonkajsich sil f, a vyjadrime

vztah (2.2) pomocou tohto operatora:
L(u,m,f)=L(um)-f, (2.32)
L(u,m,f)=0. (2.33)

Rovnicu (2.33) zderivujeme podla f, pricom netreba zabudnut’, Ze aj u je funkciou f :

V,Lou+V, Lof=0. (2.34)

Zopakujeme postup z kapitoly 2.3, teda rovnicu (2.34) prenasobime funkciou U’

a zintegrujeme cez TxG :

u

(u".v,Léu)+(u'.v,Lof)=0. (2.35)

14



S¢itanim rovnic (2.30) , (2.35) a naslednym derivovanim operatora I dostavame:

V. y of :<Vu;(15u>+<u*.Vu]I:5u>+<u*.VfH25f>
(2.36)
=(V,6u)+(u".v,Lou)—(u'".5f)
Opit vyuzijeme adjungované operatory V ;(j a VL' na Gipravu rovnice (2.36):
V,y6f = <5u.(Vu;(j +V L u*)> —(u'.sf). (2.37)

Zo vztahu (2.37) vidime, Ze rovnako ako pri inverzii modelu, dostdvame pre prirastok
misfitu pri zmene zdroja v smere of vztah bez ou (2.38), a to pri splneni tej istej pod-

mienky — najdeni rieSenia adjungovanej rovnice (2.17).

V., y6f =—(u'.of) (2.38)

2.5 Fréchetove kernely

Fréchetove alebo tiez citlivostné kernely (v niektorych ¢lankoch sa vyskytuju aj
nazvy event kernels a (banana-doughnut) sensitivity kernels, druhy z nazvov hovori aj

o0 typickom tvare Fréchetovych kernelov v homogénnych prostrediach) st definované

ako objemové hustoty Fréchetovej derivacie V _y :
K (r)="Sv z=[u'V,Ldt. (2.39)
m dV m 4 m

Vyuzitim defini¢ného vzt'ahu (2.39) m6Zeme vyjadrit’ rovnost’ (2.18) takto:

vV, xom=[K_(r)sm(r)dV . (2.40)

Z predoslych dvoch vztahov moézeme vidiet aky vyznam maji Fréchetove
kernely. Ide o derivaciu prispevku k misfitu v danom mieste. Cim vicsia bude hodnota
tejto derivacie v danom mieste, tym vacsi bude prirastok k celkovému diferencialu
misfitu V_y.0m pri fixovanom vektore zmeny modelovych parametrov dm(r)
v tomto mieste. Z predoslej vety je zrejmy dovod alternativneho nazvu pre Fréchetove
kernely, a to citlivostné kernely (z angl. sensitivity kernels). Po vypocitani kernelov pre
jednotlivé modelové parametre v priestore G dostaneme prirastok misfitu integraciou

jednotlivych prispevkov cez tento priestor, ¢o je vyjadrené vztahom (2.40).
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Vypocitané kernely zdvisia na volbe konkrétneho misfitu, a to cez adjungované
pole, ktoré ziskame rieSenim adjungovanej rovnice so zdrojom ur¢enym prave vyberom

misfitu.

2.5.1 llustracie tvarov kernelov

Obr. 2-1: Tlustracia typického tvaru kernelu (banana-doughnut) medzi prijima¢om
(trojuholnik) a zdrojom (hviezda). Doughnut — kruhovy tvar — by sme mohli vidiet’ v pie¢nom

reze takéhoto kernelu vd’aka jeho rota¢nej symetrii. (Tape et al., 2007)

#
y

Obr. 2-2: Cast’ kernelu (hore je voPny povrch) ,na ktorej mozno vidiet’ interakciu vin priameho
a adjungovaného pol’a odrazenych od vol’ného povrchu. Zdroj a prijima¢ sa vl’ave a vpravo od

stredu obrazka. (Kubina, F. 2013)
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3 Odvodenie adjungovaného operatora

Vysledkom tejto kapitoly bude rovnica definujica adjungované pole, ktoré¢ ma
kla¢ovu ulohu v adjungovanej tomografii.

Pripomeniime  definicny  vztah  pre  adjungovany  operator  (2.15):

<UT.VU]L §u> = <§U.VU]U uT> .Vychadzajuc z tohto vzt'ahu odvodime k operatoru V L

adjungovany operator VUIU . Pri odvodzovani pouzijeme pociatocné a okrajové

podmienky:

=0, no
t

t<t, <

u

=0 (3.1)

redG
Budeme sa snaZit' v integraloch dostat’ u bez derivacii. Dovod je zrejmy defini¢ného

vzt'ahu adjungovaného operatora.

(u".v,Lu)=[[u".v,LudV dt={u".L (u)dV dt =

TG TG

_ 3.2
:J‘J‘u-r_pudvdt—”uT.(V.O')dth: -1, o9

TG

Za operator L(u) sme dosadili zo vztahu (2.5) aprepisali ako rozdiel dvoch

integralov, ktoré teraz budeme osobitne pocitat’. Pouzitim per-partes dostaneme:

- puu*.udtJdV: [ ('), &V - [o(u0)

—[pJu’udtdv =...
G T

dv

t=t,

(3.3)

Vdaka pociatoénym podmienkam (3.1) bude druhy ¢len rovny nule. Na treti ¢len

pouzijeme opat’ per-partes:
:i,o(u".u)t_tl dv —ip(l'ﬂ.u)‘t_t1 dv +'G[p(l'f.u)

+[[u.pu’dtdv.
GT

dv

t=t,

(3.4)

V poslednom vyraze je treti Clen taktieZ rovny nule (z pociato¢nych podmienok). Po-
sledny clen obsahuje ubez derivécii, teda tak ako sme chceli. Zavedenim koncovych

podmienok pre adjungované pole:
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=0 (3.5)

t>t,

t2t,
vynulujeme vo vyraze (3.4) aj prvé dva cleny. Prvy integral, ateda prva cast

adjungovaného operatora je rovna:

l,=[[u.pu’dtdv . (3.6)
GT

Dalej budeme upravovat’ druhy integral. Stratégia je nasledovna: odvodime si rovnost’,
Vv ktorej bude vécéSina Clenov v tvare divergencie nejakého vyrazu, ztejto rovnosti

dosadime za podintegralnu funkciu integralu I,. Nasledne na ¢leny s divergenciou

pouzijeme Gaussovu vetu.
V.(uT;) =>'0, (U]T.O'ij ) = Z[(aiu}).aﬁ +u}“.0'ijyi}
R " _ _ 3.7)
=(Vu')o+u' (Vo) = (V') C.(Va) +u' (Vo)

Podobne dostaneme aj:

V(u;) (V .U).E.(V.UT)-FU.(V.;Tj, (3.8)

=t =t = _
kde o je tenzor napitia adjungovaného vlnového pola; o —C.(V.u*). Odcitanim

rovnic(3.7), (3.8) dostavame:

V.(u*;) —V.(u.?) = (V.u*)E.(V.u) —(V.U)E.(V.u*)

+ u'*‘.(v;) - u.(v.?).

Vd'aka symetrii tenzora C plati rovnost’ prvych dvoch ¢lenov na pravej strane, teda ich

(3.9)

rozdiel je rovny nule. Clen z podintegralnej funkcie I, je teda rovny vyrazu:
— — — —
u*.(v.a)zv.(u*.a)—v.(u.a )+u.(V.aj (3.10)
u* Ju'(v.o)avdt- jjv.(u*;)dv dt

~[[v ( ;jdVdH” ( Tjdth.

TG

(3.11)
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Pouzitim Gaussovej vety na prvé dva ¢leny dostaneme:

, =j(j u*.;nds]dt—j[ju.?.ndedH”u.(V.?)dV dt, (3.12)

kde 0G je oznacenie plochy ohraniujucej objem G a n je normalovy vektor k tejto

ploche. Podl'a okrajovych podmienok je napétie na okraji, teda ploche 0G rovné nule.

Analogické okrajové podmienky zavedieme aj pre napitie v adjungovanom poli:

=t
n.o

=0 (3.13)

redG

V integrali |, budu teda prvé dva ¢leny rovné nule a vysledny tvar integralu je:

=t
1, =”u.(v.a jdv dt . (3.14)
TG
Oba integraly dosadime spét’ do vzt'ahu (3.2) a dostaneme:

(uV, LU= [ Jupu’diav - [[u Vo' Jav et
GT TG

:”u.(pu*—v?)dtdv.
GT

Z posledného vztahu dostdvame adjungovany operator V L, ktory je teda dany vzta-

(3.15)

hom:

) =t
V L'u" = pii' —=V.o =pu’ —V.[C :(V.u*)}“. (3.16)

Vzt'ah (2.17) teraz mézeme prepisat’ do tvaru pohybovej rovnice pre adjungované pole,

z ktorého je tiez vidiet, Ze operator =V, ;(f je adjungovany zdroj ako sme skor tvrdili:

p()U' (Ft)-V.o (r)=-V,z (r.t). (3.17)

* oznagenie A:B budeme pouzivat pre sumaciu: A B = Z AJ- Bij
i
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3.1 RieSenie adjungovanej pohybovej rovnice
RieSenie adjungovanej rovnice numerickym vypoctom zacinajic v case t; by sme
nevedeli splnit’ koncové podmienky (3.5) pre adjungované vinové pole U’ (r,t). Aby
sme vedeli splnit’ tieto podmienky, ktoré sme si sami uréili v snahe dosiahnut’ vysledna
rovnicu Vv tvare analogickom pohybovej rovnici pre priame pole u(r,t) , budeme
zacinat’ vypocet v konecnom case t, a budeme postupovat’ opacne v Case, teda t, —> 1.
Teraz ukdzeme, Ze vysSie popisanym postupom dostaneme spravne riesenie

rovnice (3.17). Pouzijeme substitiiciu t=t -7 ; teT=(t,t,)=>7e(0t 1),

pri<om dt>=dz®> , preto prvy ¢&len (3.17) nezmeni  znamienko.
u’ (t) —-u' (t1 - z‘) =0 (T) , a teda potiatoéné podmienky pre O su:
u| =0-0 =0;u'| =0-0| =0.

t=t, =0 =4 =0

Dolezité je pri simuldcii zamenit’ chod ¢asu pre vypocitani zdrojova funkciu:

_ - .. =t .
-V (t)=f"(t)>f (t, —7)=f"(7) . Riedime teda rovnicu pU'-V.oc =f
snulovymi pogiatoénymi podmienkami. HFadané vlnové pole u' (t) dostaneme

zamenou 0 (z‘) —uf (t), 7 =1 —t, pricom smer plynutia dasu 7 je 7:t —t, > 0.
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4 Vyjadrenie Fréchetovych kernelov pre niektoré

modelové parametre

Obsahom tejto kapitoly je odvodenie vztahov pre vypocet Fréchetovych kernelov

pre zvolené parametrizacie modelu.

Pripomenime definiény vztah (2.39): K _(r) ::J.UT.Vm]L dt avztah (2.40):
T
V. xyoms= I K, (r)om(r)dV pre vypoéet prirastku misfitu, z ktorych budeme
G
vychadzat. KedZe vo vSeobecnosti si modelovymi parametrami objemova hustota
prostredia p(r) atenzor elastickych koeficientov E(r), vyjadrime prirastok misfitu
vV smere om = (5,0, 5_C)

V. xdm=V y3p+V.x5C, 4.1)
V,zom=(u"V, Lsm). (4.2)

Vyjadrime prirastok V LL.om a dosadime do rovnice (4.2):

v Lém :5pU—V.(5=C:Vu), 4.3)
V. _yém = [[u’.gptidv dt—”u*.[V.(%:Vu”dV dt
TG TG - (4.4)
= <u*.VpL5p>+<u*.VCL5_C>.

Druhy ¢len rovnice (4.4) upravime integraciou per-partes, najskor vsak odvodime ako

bude vyzerat’ per-partes pre integral typu I ﬂ h ( r) dv
\Y

e herlin) |

= (Vx) ; /=\+x.(V.K

v.(x:K)
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kde X :x(r) predstavuje nejaku vektorov funkciu a /=\ :/=\(r) je tenzor 2. radu,

pricom X aj /=\ zéavisia od polohy. Rovnicu (4.5) upravime a preintegrujeme cez G :
jx.(V.X)dv = [(Vx): Adv —jv.(x : K)dv . (4.6)
G G G

Teraz aplikujeme per-partes (odvodeny vzt'ah (4.6)) na druhy ¢len pravej strane rovnice

(4.4), potom pouzijeme Gaussovu vetu a okrajovii podmienku — nulovost’ normalového

=0:

reoG

napdtia na povrchu objemu G — n.o

Qu*.(v;)dvm _ 1!( u'):5C :( Vu)dth+JT.£V.(uT;)dth

=1, + | ju*;.ds}dt
TLee 4.7)

- |1+1 ju*;.nds}dt
(

=—[[(Vu'):6C: (Vu)aV dt.

Prvy ¢len na pravej strane pouZijeme v tvare:

[[u.spudv dt=—[ [u".5pudv dt, (4.8)
TG TG

ktory je odvodeny v 0. Ak dame dokopy vysSie odvodené vztahy, mézeme pre

podintegralnu funkciu na pravej strane vztahu (4.2) pisat’ nasledujuci vzt'ah:

v, xom=(u'V, Lom)= <—u'*'.u5p+(vu") . 5C: (Vu)> (4.9)

4.1 Kernely pre parametre p, A, #

Pre elastické izotropne kontinuum plati pre tenzor C vztah:
Cijkl :ﬂ'gijé‘kl +1u(5ik5jl +5il5jk)’ (4.10)
kde A= /1(r) a u= ,u(r) s Lamého koeficienty, ktoré charakterizuju elastické

spravanie daného prostredia (materialu). Z (4.10) vidime, Ze tenzor 6(1, ,u) mozZeme
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rozdelit na dva tenzory® E(/i, ,u) = /=\(/1) + 1\_/[( ,u) , pricom kazdy je zavisly prave od

jedného modelového parametra; [A/:\(l)} =460, [ﬁ(u)} = y(dkéjl +0,0; )

ijkl ijkl
y v 0 0 0 sy sos 0
Kernely pre modelové parametre p, A,  oznacime K |, K7, K, pri€om horny index

zna¢i fundamentalnu parametrizdciu modelu. Pre takato parametrizdciu vyjadrime
prirastok misfitu nasledovne:

V. .xom =V _x0p+V, y6A+V you
. : (4.12)
=(u".V Lap)+(u"V,LoA)+(u"V Lou)

Zacneme najjednoduchsim — odvodenim vztahu pre vypocet kernelu pre hustotu

Kg. Porovnanim vztahov (4.9), (4.11) auvazenim, Ze pri tejto parametrizacii modelu

tenzor elastickych koeficientov C nezavisi od hustoty prostredia o , dostavame

nasledujucu rovnost’:

V/J(épsz/ﬁpdV =<—UT.Ué'p>. (4.12)
G

Vysledny vzt'ah pre vypocet kernelu Kg je:

K =—[u"udt. (4.13)
T

Pre vyjadrenie kernelov K7, K| dalej upravime vzt'ah (4.1) nasledovne:

V. xyom =Vp;(5p+VC;(§
:Vp15p+VC;((Vi(=35/1+V#E§u) (4.14)
=V _xop+V,yoA+V you;

[V.CA],, =628;6, = Ay (62); (4.15)

[v,C 5y]m = (0,8, +3,8, ) =My, (du). (4.16)

® Toto rozdelenie robime iba kvoli zapisom nasledujucich vztahov.
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Zo vztahov (4.4), (4.8) dostavame nasledujl'lcu rovnost’:

V_y5C —H (Vu'):6C: (Vu)av dt
= [[(Vu'): A(62): (Vu)aV dt + (4.17)
+[[(vu'): 1\=/I ):(Vu)dV dt
Dosadenim (4.15), (4.16) do (4.17) dostavame:
Vx4 =(u".V,L3A) =<_Z u, (5wijékl)ukyl>
= <z SAu/, uk,k> (4.18)
= <5/1(V.u*)(v.u)> ;
V., ={u".V, Lou) < ol (8,8, +5,8,) |u, >
= <Z§y(u, U+ Ju“)> (4.19)

_ <5y[(Vu*) {(Vu)+(Vu'): (Vu)TD.
Z rovnosti (4.18) a (4.19) dostavame kone¢né podoby vztahov pre vypocet kernelov

parametrov 4 a u:

K} = [(Vu')(Vu)dt; (4.20)

Ko = [ (vu")=(vu)+(vu):(vu) Jdt. (4.21)
T
Vztahy (4.20), (4.21) — kernely pre 4 a g — mdzeme vyjadrit' aj cez tenzor

1
deformacie E= > [(Vu) + (Vu )T ] a adjungovany tenzor deformacie

o = (vu)+(vu') ]
Kj = [(tre)(tre")dt, (4.22)

~[2¢" e, (4.23)
)
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kde tre = Zeii je stopa matice tenzoru deformacie. Odvodenie vztahu (4.23) mozno

spravit’ nasledovne:

Z(u”u”+u”u“) Zu:j(ui,j +u""):izj:u:j28” =

0y

—ZuT 26, +ul 6, Ul g, _Z(u;r,j+u]'r,i)gij+(uiT,j_u}L,i)‘c"ij = (4.24)

1% T Y
ij
—228,18 =2¢"¢.
V (4.24) je suma Z(uf’j —u;i)gij = A& rovna nule, pretoze ide 0 sumaciu prvkov
iJ

symetrickej matice & a antisymetrickej matice A.

4.2 Kernely pre parametre g, Vs, Vp

Rychlosti P Vv, a S-vin V; mozno vyjadrit' ako funkcie parametrov p, A, u

nasledovne:

v, = , (4.25)
Yo

Vg = \/Z . (4.26)
Yo,

Vyjadrenim A a u zrovnic (4.25), (4.26) (ﬂ:p(v§—2v§), {=pv:) aich

dosadenim do (4.10) dostavame pre tenzor (=: vzt'ah:
Cijkl (IO’VP’VS ) = ,O(V,i - 2V82)5ij5kl + pV; (é‘iké‘jl + 5i|§jk ) (4-27)

Prirastok misfitu pre parametrizaciu modelu m = ( PsVp, Vs ) ma tvar:

Voxom=V _y8p+V, yoV, +V, ydvq, (4.28)
kde
V,z0p=(u'V Ldp) :<(u*.u)5p>+<(VuT):5=p:(Vu)>
_ (4.29)
— <(u*,u)5p>+<(VuT):VpC 5p:(Vu)>,
V, 28V, =(u"V, L5, ) =<(Vu*).5=vp (Vu)>
_ (4.30)
- <(Vu*) 1V, Cov, :(Vu)> ,



V. 28V =(u'V,Lovy) = <(Vu*) ; CTVS ; (Vu)>
_ (4.31)
= <(Vu*) 1V, Covg: (Vu)> .

Vychadzajtic zo vztahu (4.27) vypotitame diferencialy 6C,, 6C, , 6C,  vystupujuce

vo vzt'ahoch (4.29) az (4.31), pri¢om ich sucet je totalny diferencial oC :

_é‘=p:| =V ,Cyop= |:(V§ - 2V§)5ij5kl + Vs (5ik5j| +0,0) ]510’ (4.32)

Ve

o ljkl =V, Cija OV, =2V, 0,0, 6V;, (4.33)

S

Eljkl =V, Cijg 0Vs = |:_4pvsé‘ij5kl +2pVg (é‘iké‘jl + 0,0, )]5Vs- (4.34)

Dosadenim (4.32) az (4.34) do (4.29), (4.30), (4.31) uz l'ahko najdeme hl'adané vztahy
pre kernely K, K, , K, , ktoré vyjadrime vyuZitim kernelov z predoslej podkapitoly :

K, =KS+(vh—2v2 ) K} +ViK?, (4.35)
K, =2pVv,K7, (4.36)
K,, =2pvK} —4pvK?. (4.37)

4.3 Kernely pre parametre p, «, ¢

Pre parametrizaciu modelu pouzitim modulu objemovej roztaznosti x , pre ktory
plati vzt'ah:
2
K=l+§,u, (4.38)

je odvodenie prislusnych kernelov analogické predchadzajicim odvodeniam, preto

uvedieme uz len vysledné vzt'ahy:

K, =K?, (4.39)

K =K?, (4.40)

K —KO—EKO (4.41)
u 3 A :
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5 Zakladné misfity v adjungovanej tomografii

a prislusné funkcie adjungovanych zdrojov

V tejto kapitole sa budeme venovat’ zakladnym misfitom, ktoré boli navrhnuté pre
potreby adjungovanej tomografie, a prisluSnym zdrojovym funkciam, pri¢om obsahom
su najmi odvodenia adjungovanych zdrojov.

Ako pripravny krok najprv zavedieme koncept adjungovanej Greenovej funkcie,
ktora bude mat doéleziti ulohu v odvodeniach nasledujicich rovnic, najma pri

odvodzovani adjungovanych zdrojov.

Adjungovanii Greenovu funkciu, g? (&, T;l‘,t) , definujeme ako rieSenie
adjungovanej rovnice (2.21) so zdrojom posobiacim vsmere €, (€, je jednotkovy
vektor v smere 0si X;) vmieste r =& avcéase t=r:

L'|g (&zrir.t)]=es(r-&)s(t-7). (5.1)
Délezitost’ definicie (5.1) spodiva v tom, Ze nam umozni vyjadrit’ adjungované pole u’
zodpovedajuce 'ubovolnému adjungovanému zdroju f*(r,t) = Zj:l,Z,Se f ; (r,t) ako
funkciu g/ . Aby sme dostali toto vyjadrenie, vynasobime (5.1) f."(&,7) a s¢itame cez

index i od 1 po 3:
Z f(&7) Llgl(Ennt):=1(&7) (r-g)s(t-7). (5.2)

Ked’ze operator L' je linearny a neobsahuje derivacie podla premennych £ ar,

mozeme prepisat’ rovnicu (5.2) do tvaru:
L {i f'(&7) &i(& T;r,t)} =1"(&,7)5(r-&)5(t-7). (5.3)

Rovnicu (5.3) preintegrujeme cez ¢as, 7, a priestor, & :

L' {i [] fier)e ?(&,zﬁr,t)d%dz} =f(r,t). (5.4)

i=l TG
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Porovnanim vzt'ahov (5.4) a (2.21) dostavame hl'adané vyjadrenie pre adjungované pole

u’ s adjungovanym zdrojom f':

ili f'(&7) gl(&zrt)dedr. (5.5)

i=1

Vztah (5.5) predstavuje teorému reprezentacie pre adjungované vinové polia.

5.1 Derivacia vinového pola a adjungovana Greenova funkcia
Zvol'me si ako misfit y i-tG zlozku vinového pol'a u merani na mieste prijimaca
r=r° vcase t=t":
g(m):ui(m;rp,tp). (5.6)
Pre odvodenie adjungovaného zdroja zodpovedajiiceho misfitu definovaného vzt'ahom

(5.6), prepiseme tento misfit y do integralneho tvaru, tak ako vo vztahu (2.7):

;((m):<;(1(m)> =”;51(m)dV dt
e (5.7)
:”ei u(m;r,t) 5(r—rp) 5(t—tp)dv dt .
TG
Z (5.7) potom vyplyva, ze podintegralna funkcia y, je dana vztahom:
x(m)=e,.u(m;r,t) 5(r—rp) 5(t—t"). (5.8)

Aplikovanim vztahu (2.17) na funkciu y, dostdvame adjungovany zdroj f'
prislichajuci misfitu definovaného (5.6):
fi(rt)=—V,n=—€05(r-r°) 5(t—t°). (5.9)
Ako je vidiet z (5.9), adjungovany zdroj je lokalizovany v priestore — v mieste r° —
aV ¢ase — t”. Dosadenim (5.9) do (2.21) ziskavame adjungovani rovnicu:
Li(u")=—e &(r-r?) s(t—t"). (5.10)

Porovnanim vztahov (5.10), (5.1) zistujeme, Ze adjungované pole U’ je rovné opagne

vzatej adjungovanej Greenovej funkcii:
u'(rt)=-gj(r",t%r.t). (5.11)
Prirastok misfitu V_ y dmM mézeme pomocou (5.11) napisat’ v tvare:

V. xom=V u(rft*)sm= <—gf(rp,tp).VmL5m>. (5.12)
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5.2 L2 normarozdielov vektorov posunutia (waveform
difference)

Tento misfit, klasicky pouzivany pri inverzii — full waveform inversion (inverzia

vyuzivajica informaciu z celého nameraného vinového pol'a), je Stvorec vzdialenosti

(oznatovany aj ako L, norma) medzi nameranymi datami U° a syntetickym seizmogra-

MOmM U V mieste prijimaca " :
1
z(m) = Ej'[uo(r",t) —u(m;r®,t)Jdt. (5.13)
T

V hypotetickom pripade, ak by bol misfit rovny nule, znamenalo by to, Ze nd$ model

uplne vysvetl'uje namerané data. Podintegralna funkcia y, odpovedajica misfitu y je:

1
xlu(m)]= E[u(’(r”,t) —u(m;r,)F s(r—re). (5.14)
Pouzitim vztahu (2.17) na (5.14) dostavame vzt'ah pre prislusny adjungovany zdroj:
f1(rt)=-V,z =" ) —um;r,n] 5(r-r’). (5.15)

Ako vidime z (5.15), zdroj je lokalizovany v priestore — v mieste prijimac¢a r° a asovy
vyvoj je dany sledom rezidui u° (t) -u (t) .

Na prvy pohlad tento misfit dobre kvantifikuje nesulad nameranych dat a dat
ziskanych z numerického vypoctu. Scitanie Stvorcov rezidui vSak nie je robustna
metdda, to znamend, ze vybocujuce data sa mozu stat’ dominantné. Hodnota tohto
misfitu je z vi¢Sej Gasti tvorena prispevkom vin s velkou amplitidou, teda cenné
informacie, ako napriklad &asovy posun P-vin s nizkou amplitidou, sa tplne stratia.
Navyse L, norma este zvySuje nelinearnost’ misfitu. Désledkom je vznik viacerych
lokalnych minim misfitu, ¢o je v kontexte gradientnych minimaliza¢nych algoritmov
misfitu nevyhodnd vlastnost’ (viac sa minimalizacii misfitu budeme venovat

v kapitole 6).
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5.3 Casovy posun vektora posunutia (Cross-correlation time
shifts)

Velky krok vpred kcielu ziskat ¢o najviac informacii z rozdielov medzi
pozorovanymi a syntetickymi (pochadzajice z numerickych simulécii) seizmogramami
predstavovala metoda autorov Luo & Schuster (1991), ktori si uvedomili, Ze informacia

0 faze musi byt explicitne zahrnuta do predpisu funkcionalu.

Uvazujme i-td zlozku pozorovanych posunuti ui0 (r”,t) a prislusnych

syntetickych posunuti ui(m;r",t) V mieste prijimaca r° . Implicitne budeme

predpokladat’ separaciu $pecifickych foriem vin, ako napriklad P alebo S-vin,

z pozorovaného aj syntetického seizmogramu. Kroskorelaény casovy posun T je
definovany ako ¢as r, pre ktory nadobuda kroskorelatna funkcia C’ (u,o ,ui)(z')

maximum:

C(u,u)(7) = [ul(r",t) u(m;rP,t+7)dt. (5.16)

Kladna hodnota 7" >0 znamena, Ze prichod syntetickych vin je neskorsi ako prichod
pozorovanych vin. Naopak zaporna hodnota 7 <0 je dosledkom skorsieho prichodu
syntetickych vin oproti pozorovanym vinam. Funkcional vyjadrujtici misfit na zéklade
porovnavania ¢asov prichodov ma tvar:

1

Z(m):irrz(m). (5.17)

Vztah (5.16) nie je explicitnym vyjadrenim pre éas 7 . Ak existuje prave jedno
maimum, teda ak je 7 ¢asom zodpovedajucim globalnemu maximu kroskorela¢nej
funkcie, potom vyuzitim vlastnosti derivacie funkcie Vv maxime vieme napisat

implicitné vyjadrenie ¢asu T :

0= (), = [ur(r ) o (mir* e 7)o

(5.18)
=—[u?(r*,t=7) u(m;re,t)dt,
4
pricom posledné vyjadrenie dostaneme derivaciou vztahu (5.16) po substiticii
to>t-r.
Dalej sa budeme snazit’ vyjadrit’ diferencial misfitu:

Vo xdm=TV T (m)sm. (5.19)
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Pre derivaciu funkcie f (X), f :R — R zadanej implicitne® plati nasledujici vzt'ah:

OF [ X, T (%)) ]

% f(x)=- aF[Xf’} T (5.20)
of (x)

pricom musi pre F [X, f (X)] v bode (XO, f (XO)) platit: F[XO, f (XO)] =0.V nasom
pripade je analogiou funkcie F funkcia FI:m,‘T (m)], ktort predstavuje prava strana
rovnice (5.18), pricom rozdiel je vo funkcii T(m),T: 991 — R . Podobne ako je
vyjadrena derivacia funkcie f :R —>R — vztah (5.20), vieme vyjadrit' aj derivaciu
funkcie T (m) , €0 vyuzijeme na vyjadrenie diferencial misfitu:

Tj'uio(rp,t—(f) Vmui(m;r",t)émdt

Vaz om=— qu(rp,t—T) ui(m;rp,t)dt ' (5:21)
!

Za predpokladu, ze funkcie ui0 a U, st len casovo posunuté, plati:

u° (rp t— T) =u, (m; rp,t) a vzt'ah (5.21) sa zjednodusi na tvar:

Vm;(ém:—” T||2 fu,(m;re,t) vou(mir? t)smat, (5.22)
U, T
pri¢om ||u,||§ je rovné:
o[ = [u(msre,t)dt (5.23)
T

a menovatel z (5.22) sme upravili pouzitim per-partes a zanedbali sme ¢len

u, (t)u; (t).

® podmienky pre existenciu takejto derivacie st y= f (X) Yo = f (Xo )): 1) V bode A=
(%, T(%,)) ie F[ %, f (%) ]=0.2) Naistom okoli bodu A je funkcia F spojité a ma tam
spojita parcialne derivacie Fy (X, y), FX (X, y) .3) Fy (XO, yo) # 0 viac o derivacii funkcie

zadanej implicitne ndjde Citatel' v 1. Kluvanek et al.1959.
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Vyraz Vmui(m;rp,t)5m vo vztahu (5.22) nahradime vysledkom (5.12), ¢im pre

V.. xom dostavame:

2 oM ” T” u,(m;r’,t) <—gf(rp,t).VmL5m>dt
(5.24)
(m rP t) (rp,t;r,z-).Vm]L5de drdt.
|U| TTG
Definovanie adjungovaného pola:
u'(r,7)= ” ” u,(m;r®,t) gi(rP,tr,7)dt (5.25)
u.
nam umozni prepisat’ diferencial y v kanonickej forme — vid’ (2.18):
Vo xom=[[u’(r,t)v, LomaV dt. (5.26)
TG

Vztah (5.26) ma tvar teorémy reprezentacie (5.5), v ktorom adjungované pole je
vyjadrené integralom zo stcinu adjungovaného pol'a a adjungovanej Greenovaj funkcie.
Z predoslého teda vyplyva, Ze adjungovany zdroj zodpovedajiaci misfitu (5.17) je (po

sumacii cez volny index i) dany vztahom:

f(r,t)=

a(m;r.t) (r-r?). (5.27)

T
.12
Jui],
Opét dostavame bodovy zdroj v mieste prijimaca. Jeho Casovd zdvislost' je dana

. i . , . N -2
rychlostou posunutia syntetického vlnového pol'a v mieste prijimaca. Faktor ||ui||2

normalizuje kernely. Zdrojova funkcia sa zda byt nezavisla od zaznamenanych dat u°,

pretoze informacia zo seizmogramu je obsiahnuta iba vo faktore T .

5.4 L2 norma amplitady

L, norma amplitady pozorovanych posunuti U° je definovana takto:

A =\/i[ui°(rp,t)}2 dt . (5.28)

Opit implicitne predpokladame, Ze posunutia zodpovedajuce typu vin, ktoré nas

zaujimajt boli zo seizmografu odélenené. Dalej budeme vyrazy oznadované A nazyvat
amplitudou. Analogicky k vztahu (5.28) definujeme amplitadu prislusného syntetického

seizmografu:
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A(m):= \/'T[[ui(rp,t)T dt . (5.29)

Mistit amplitad, ktory chceme minimalizovat’, je definovany:

2
1(A-A
2.(~)
Diferencovanim vzt'ahu (5.30) dostavame pre prirastok misfitu:
__ A0
V.yom = A A; V. Adm
(~)
(5.31)
A-A°

- 5] 1ui(m;r",t) vV, u,(m;re,t)smat.

Vyraz V_U. oM opéit’ nahradime vysledkom z (5.12):

A )
V yém =- A(A°)2 1ui (m;rp,t)<gj (rp,t).VmL§m>dt

—_ . I”u.(m;rp,t) g/(r".t;r,7).v, LémaV drdt.
TTG

(5.32)
Aby sme mohli vztah (5.32) napisat’ v kanonickej forme V_yom =<u‘“.Vm]L5m>,
definujeme adjungované pole nasledovne:
A-A°
A(A°) T

u'(r,z)=- u, (m;r?,t) of (rP.tr,7)dt. (5.33)
Z porovnania (5.33) s teorémou reprezentacie (5.5) opat’ usudzujeme, ze adjungovany

zdroj pre misfit amplitid je dany vztahom:
_ A-A°
fi(rt)=— u(m;r,t) o(r—r°), (5.34)

pricom sme s¢itali cez vol'ny index i.
Ako sme oc¢akavali, dostavame zdroj lokalizovany v mieste prijimaca I®. Jeho ¢asova
9

zavislost’ je, az na smer, ktory je opacny, dana posunutiami syntetického vinového pola
2 4 .
v r’ aamplitida je normovana faktom (A— A° ) / A(AO) . Casova zavislost' tohto

zdroja je nezavisla na datach u°.
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6 Minimalizacia funkcionalu

Adjungovand metéda nam dava navod na vypocet prirastku (tiez Fréchetovej
derivacie) misfitu. Aby sme mohli najst’ optimalne modelové parametre, potrebujeme
najst’ nejaky postup ako tuto metdodu pouzit’ na jeho minimalizaciu.

Obsahom tejto kapitoly je stru¢ny tivod do minimalizacie funkcionalu v kontexte
adjungovanej tomografie.

Pre potreby tejto kapitoly definujeme pre prvky m priestoru 9Jt normu L;:
Imf, = 3] Imc (r)av. (6.1)

a L, normu:

|m], = \/z [.mz(r)av . 6.2)

6.1 Minima, konvexnost a (ne)jednoznaénost’ rieSenia inverz-

nej ulohy

6.1.1 Lokalne a globalne minima funkcionalu
Pre optimalny model, teda taky, v ktorom nadobuda funkcional y minimum,
zavedieme oznacenie M (M e IN).

Uvazujme okolie O, (M)s polomerom r okolo optimélneho modelu M
O, (m):={mem | [m-m],<r}. (6.3)
Model M je lokdlnym minimom funkcionalu y , ak existuje aspoi malé okolie
O,(m) , kde y(rM)je mensie alebo rovné y(m), tj.
vmeO, (m): y(m)< x(m). (6.4)
Model M nazgvame ostrym lokdlnym minimom, ak y (M) je mensie ako y(m) aspon
v malom okoli O, (M):

vmeO, (rﬁ);((rﬁ)<;((m) (6.5)
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Funkciondl mdze mat’ niekol’ko lokalnych minim, v ktorych nemusi mat’ rovnaké funk-
¢né hodnoty.

Pre globalne minimum M plati, Ze hodnota funkcionalu pre tento model )((I‘T‘l)
je mensia alebo rovna ako jeho hodnota y(m)pre Fubovolny iny model m e M, nie
len pre malé okolie ako to je v pripade lokalnych minim:

vmeM: y(m)< y(m). (6.6)
Model M je ostrym lokdlnym minimom funkcionalu y , ak jeho hodnota ;((rﬁ) je
mensia nez pre 'ubovolny iny model m e 91, t.j.

Vmei)ﬁ:;((m)<;((m). (6.7)

Rozdiel medzi minimom a ostrym minimom je minimalny, ale z pohl'adu riesenia
inverznej ulohy je to otdzka jednoznacnosti rieSenia, ¢ize ide o dolezity aspekt riesenia

inverzie.

6.1.2 Konvexnost’ funkcionalu
Aby sme mohli definovat’ konvexnost’ funkcionalu pre m € 91, je nutné, aby tato
mnozina bola konvexna. Mnozinu ) nazyvame konvexnou, ak vietky body leZiace na
Gisecke spajajicej body m,,m, € M s tiez prvkami mnoziny 9 :
(I-&)m, +em, e N, pre vietky ¢ € [O, 1] am,m, e, (6.8)
Rozlisujeme konvexnost’ a striktnt konvexnost' funkcionalu. O konvexnom
funkcionale hovorime, ak vSetky hodnoty funkcionalu medzi bodmi ;((ml), Z(mz)

lezia pod alebo na tsecke spajajlce;j tieto dva body.

z[@-&)m, +em,]<(A-&)g(m,)+ex(m,) (6.9)
Funkcional je striktne konvexny, ak plati:
z[@-&)m, +em,]<(@-&)x(m,)+ex(m,), (6.10)

pre vietky m,,m, e M a £ <[0,1].

Z konvexnosti vyplyva tiez, ze akékol'vek linearna aproximdcia funkciondlu nam
da hodnotu niz$iu ako je jeho skuto¢na hodnota (pre nie striktne konvexny funkcional

mdzeme dostat’ aj skutoént hodnotu tohto funkcionalu).

35



Z hladiska konvexnosti funkcionalu by bolo idedlne, aby bol striktne konvexny,
pretoze by to znamenalo jednoznacnost’ rieSenia inverznej Glohy. Naopak, ak by
funkcional nebol striktne konvexny, znamenalo by to nejednoznacnost’ rieSenia, teda

rovnaké hodnoty by mal misfit pre viac r6znych modelov.

/N /N
Xa(m) X3(m)
|
X2(m) . : X4(m)
I
| :
I I | I 1
I 1 1 I
I I N [ I 1, N
T 7 7
0 m m: m 0 ma Masc ms. Mac m

Obr. 6-1: Minim4 a konvexnost’ funkcionalov: Pavd cast’: striktne konvexny funkcional
s ostrym minimom v bode M, a konvexny funkcional ¥, s minimomv bode M, ; prava cast’:
funkcional Y, so ostrymi minimami — lokalnym v bode M, , globalnym v bode M, a funkcional

X, Slokidlnym minimom v bode M, a globilnym minimom v bode M .

6.2 Iterativna metdoda minimalizacie funkcionalu

Ako je zrejmé z prvej kapitoly a predoslého textu, minimalizovat' funkcional
budeme prave zmenou modelovych parametrov (hoci, ako sme ukézali v Casti 2.4,

minimalizacia misfitu je mozna aj zmenou zdrojovej funkcie). Preto nas bude zaujimat’

smer zmeny parametrov Sm(r) a optimélna dizka kroku [sm(r)|.

6.2.1 Smer najvacsieho poklesu funkcionalu

Aby sme optimalizovali model M najviac ako sa d4, ana o najmenej iterécii,

potrebujeme najst’ smer, v ktorom bude maximalne klesat’ hodnota misfitu. Novy model

vyjadrime nasledovne:

m, =m, +om=m, + y,h,, (6.11)
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kde y, je dizka kroku a h je smer klesania, pri¢om tento smer definujeme tak, Ze jeho
L, norma je rovna jedne;: ||h0||2 = ||h0||1 =1. Funkcional y budeme (pre malé hodnoty
7, ) aproximovat’ jeho linedrnou ¢astou:
2(my)—x(my)=x(my,+xhe)—x (M) = rhy -V, x (my). (6.12)
Teraz budeme hladat smer klesania h, taky, Ze prirastok funkcionalu bude
Vv tomto smere najmensi, teda h, je vlastne smerom najvicsieho poklesu funkcionalu.
prirastok funkcionalu = y(m, + y;h,)— x(m,) = ».h, -V, x(m,)
Najmensi prirastok mozeme hl'adat’ tak, Ze ndjdeme h, taky, pre ktory bude vyraz
7N, - V., ;((mo) nadobudat’ najniz§iu moznu hodnotu. Posledny vyraz je vlastne ska-
larny sucin zmeny modelu y,h, a derivacie misfitu podl'a modelovych parametrov pre

model m,, V_x(m,). Preto vyuzijeme Cauchyho-Schwartzovu nerovnost, ktora plati

vo vSeobecnosti pre skalarny stcin:
|7/0h0 ’ Vm)((rno)| < ||7/oho||2 ”va(mo)Hz ) (613)
pricom m-m=|m| = ||m||z . Rovnost’ vo vztahu (6.13) nastane pre dve hodnoty

vyrazu v absolutnej hodnote na l'avej strane tohto vztahu .
_7oho ’ sz(mo) < ||7oho||2 ||VmZ(mo)”2 < 7oho : Vm]((rno) (6-14)

Nas vSak zaujima prave zaporna hodnota, ktora znamena zaporny prirastok, teda (maxi-

malny) pokles funkcionalu. Tuato hodnotu dosiahneme pre h, ktory spiia nasledujicu
rovnost’:
Yoho - Vo2 (M) ==[7hs [, [V (M), = =75 Do, [V (M)], - (6.15)
Po prendsobeni rovnice (6.15) vyrazom 1/y, ndm z nej vypadne y, atiez vyuZijeme,
7e norma ||h0|| , je rovna jednej:
h,-V,x(Mm,) =—|V, x(m,)|, (6.16)
Z rovnice (6.16) uz Pahko nahliadneme, Ze ju spita prave h,:

—_ va(mO) (6 17)
[Voz(mo),’ |

0

Kedze ide len o linearnu aproximdaciu funkciondlu y(m) v okoli bodu m,, bude po-

kles funkcionalu najpresnejsie aproximovany pre malt hodnotu dizky kroku 7, .
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Poznanie spdsobu, akym vypocitat’ smer najstrmsieho poklesu funkcionalu, nam
ukazuje jednoduchy sposob ako minimalizovat’ funkciondl. Tento spdsob mozno zapi-
sat’ pomocou nasledujaceho algoritmu:

1. Zagneme s najlepsim modelom M, ( I =0), aky mame k dispozicii.

2. Spravime simulaciu a vypocitame funkciu hi .

3. Zmenime model: M, , =M, +}/ihi, pricom volime malé hodnoty dfiky kroku, aby
sme zabezpedili: ;((mM) < ;((mi).

4. 1 —>1+1, a pokratujeme opét krokom 2), kym nedostaneme model, ktory bude
dostatoc€ne presne vysvetlovat data.

Tento algoritmus je vSak napohlad vel'mi neefektivny. Ak je nd§ model vel'mi odliSny
od optimalneho modelu, potom bude takyto algoritmus konvergovat’ ve'mi pomaly, ¢o
bude zrejme problém kvoli ¢asovej naro¢nosti kazdej jednej iteracie.

Tato neefektivita nas nati najst’ postup, ktory bude konvergovat’ k optimalnemu modelu

rychlejsie. Jednu takato moznost’ ndm ukazuje nasledujtica podkapitola.

6.2.2 Optimalna dizka kroku
Pri hladani optimélnej dizky kroku p, fixujeme smer zmeny parametrov h,
a vypocitame hodnotu misfitu pre n dizok krokov y®, ..., »™ . Dizku prvého

@ =0, pretoZe na zistenie hodnoty misfitu pre nulova dizku

kroku je vyhodné zvolit’ y;
kroku (M, +*Ph.) = »(M.) nepotrebujeme zvlast simulaciu. Funkcional
(M. +7h.) potom mozeme zapisat' ako funkciu premennej y, (model m, je pri
vypoéte dizky kroku v i-tej iteracii tiez fixovany)

x(m; +79h) = & (), (6.18)

pri¢om hodnotu funkcie & (7;) pozname v n bodoch. Dalsim krokom je interpolécia.

Zname body ( yO, & ( W )), ,( & ( y )) interpolujeme polynémom n-1. stupiia
a nasledne vypoéitame optimalnu dizku kroku — to znamena, e treba najst’ 7, vV ktorom
nadobuda funkcia &, (;/i) globalne minimum.

Numerické vypocty ukazuju, ze funkcia & (y;) je Casto priblizne kvadraticka,
preto je zvycajne dostatocné pouzit' interpolaciu polynomom druhého stupna, teda

kvadratickou funkciou.
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Pouzitim Newtonovej interpolacie kvadratickou funkciou teraz vyjadrime

optimélnu dizku kroku. Funkciu & (,) zapiseme:

é(%) = ao +a1(7i _yi(l))+a2(]/i _7i(l))(7/i _7/i(2))’ (6-19)

kde konstanty &, (n=0,1, 2) vieme vyjadrit pomocou troch znamych bodov:

_ é:i (7i(2)) _éi (7/i(1)) .

a, = ¢ (7i(l)); - 7/_(2) _ 7/_(1) '
on oo (6.20)
Lo 1 Le;(yi A )_alj_
’ 7/i(3) - 7i(1) 7i(3) - 7i(2)
Pre minimum funkcie & (y,) zo vztahu dié (7,) = 0 dostavame:
yP = —7/‘(1) t70-a (6.21)

i 2a,
pricom yiom. je optimalnou dizkou kroku, pre ktord nadobtida funkcia & ( 7i) globalne

minimum.

Ei(yvi) N Ei(vi) N

N N
' Vd . Vd
O=yim Yi@ Yi opt. yie yi 0 Y Yiopt. - Yi©®) yi

Obr. 6-2: Interpola&né polynomické funkcie a optimalna dizka kroku: Pavd dast’: interpolacia
kvadratickou funkciou, kde dizka 1. kroku je nulova; pravd ast’: interpolacia polynémom vys§ieho

stupiia.
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Obr. 6-3: Zavislost’ misfitu od diZok krokov nasobiacich kernely KA a Ku. Vidime, Ze v okoli
optimalnych diZok krokov v jednotlivych smeroch sa misfit podoba paraboloidu (Kubina F., 2013)

6.3 Konvergencia hl'adania optimalneho modelu
minimalizaciou misfitu
Pre riesenie inverznej Glohy minimalizaciou misfitu v praxi je charakteristicka
pritomnost’ viacerych lokalnych minim. Navyse existuje moznost’ nespravneho urcenia

globélneho minima, k ¢omu prispieva skutocnost’, ze misfit sa kvoli casovej narocnosti

vypoctu urcuje len pre niekol'ko modelov.
Ak je nas Startovny model znacne odliSny od optimédlneho modelu, m6Ze mat’ misfit pre
modely leziace medzi tymito modelmi niekol'ko lokalnych minim, do ktorych sa
potencialne mdézeme dostat’ a tam inverziu ukoncit’, priCom nemusime vediet, ze sme
V lokdlnom minime. Preto je vyhodou mat’ Startovaci model M, ¢o najmenej odliSny od
optimalneho modelu M.

Aby sme zabranili konvergencii do nespravneho — lokdlneho minima, mézeme

pouzit' napriklad metodu multi-scale approach (metéoda viacerych S$kal), ktora je

popisana v nasledujicej podkapitole.

40




6.3.1 Multi-scale approach

Jednoducho povedané, v tejto metode sa vyuziva, ze ¢im Clenitejsi je model, tym
aj zodpovedajuci misfit je Clenitejsi, teda ma aj viac lokalnych minim.
Prva fazu iterativnej minimalizacie preto zaCneme analyzou dat s velkou peridodou, ¢o
zabezpe¢i vyhladenie misfitu, menej lokdlnych minim atiez SirSiu jamu v okoli
globdlneho minima. To ndm dava vicsiu Sancu nespadnut’ do lokalneho minima. Ked’
uz po niekolkych iterdcidch na§ model dobre vysvetluje nizkofrekvencné data,
ukon¢ime tato fazu a nas aktualny model pouzijeme ako Startovaci model pre d’alSiu
fazu, v ktorej budeme analyzovat’ data s krat§ou vlnovou diZkou. Takto pokratujeme az

po najkratsie vinové dizky.

y(m) 4 1. stage
o
[
=
p=
k=]
2
& % .
S 0 i m
w(m) 4 2. stage
i

llejsp Buisesoul

intermediate-period data

x(m) 4

short-wavelength structure |intermediate-wavelength structure(long-wavelength structure

short-period data

Obr. 6-4: Multi-Scale approach - priklad trojfiazovej inverzie
(A. Fichtner, 2011)
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7

Algoritmus rieSenia inverzie pouzitim adjungovanej

metody

Pouzitim tedrie popisanej v tejto praci a za pouzitia algoritmu na rieSenie priame;j

ulohy vieme riesit’ inverzny problém. V niekol'kych bodoch tu zhrnieme postup —

algoritmus, ktory predstavuje pouzitie adjungovanej metdédy a vedie Kk najdeniu

optimalneho modelu prostredia:

1)
2)

3)

4)

5)
6)

7)
8)

9)

Pripravime Startovaci model m°; i=0.

Zadame funkciu popisujucu zdroj f — polohu hypocentra, ¢as aktivacie zdroja

a jeho ¢asovy vyvoj .

Zadame vstupné data U° pochadzajice z realnych merani alebo syntetické data
pochadzajuce z cielového modelu, ktory sa potom snazime z mierne odliSného

Startovacieho modelu dosiahnut’.

Zo zadanych vstupnych dat — modelu m' a zdroja f — vypogitame priame vinové
pole u (r,t) a zaznamy Vv prijimacoch.

Zvolime si misfit y aur¢ime prislu§né adjungované zdroje.

Pouzitim algoritmu na vypocet priameho vlnového pol'a vypocitame adjungované
vlnové pole u’ (r,t) .

Z priameho u (r,t) a adjungovaného pol'a u’ (r, t) vypoéitame kernely K .
Uréime optimalnu dizku kroku. Pouzijeme d’alsie vypodty pre rozne dizky krokov
y' amodely m"' =m' +»'K! | j=0,...,N . Dostaneme zavislost misfitu y od
dizky kroku, pri¢om optimalnu dizku * uréime ako minimum tejto zavislosti.

Z vypotitanych kernelov K' a optimélnej dizky kroku »** uréime novy model
i+1

m™=m'+y®K'; i=i+1,

10) Vypocet ukon¢ime po splneni terminaénych podmienok (napr. ¥ <o, kde & ma

vopred zvolent hodnotu). Inak sa vratime na krok 4.
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Zaver

V préci sme od zékladov odvodili adjungovanu metddu rieSenia inverznej ulohy —
metodu adjungovanej tomografie. Ukazali sme sposob hladania rieSenia pre adjungo-
vanii pohybovii rovnicu spiajicu zavedené koncové podmienky. Riefenim je
adjungované vinové pole, ktoré umoznuje vypocet Fréchetovych kernelov. Odvodili
sme vztahy pre vypocet kernelov, ktoré zodpovedaju roznym parametrizacidm modelu,
vzt'ahy pre vypocet misfitov a prislusnych funkcii pre adjungované zdroje. Ukazali sme,
ako sa da minimalizovat’ misfit, teda ako najst’ optimalny model. Pre stru¢né zhrnutie
postupu riesenia inverzie pouzitim adjungovanej tomografie slizi algoritmus uvedeny
Vv zavere prace. Pri odvadzani jednotlivych vztahov sme pre zapis zloziek vektorovych
veli¢in pouzivali pravouhly stradnicovy systém. Ddévodom volby suradnicového
systému bol zamer d’alej pouzit' odvodené teoretické vztahy na lokalne sedimentarne
Struktary (akou je napriklad oblast Mygdonskeho bazénu), t.j. na prostredia s rozmermi,
pre ktoré st vhodné pravouhlé stradnice anie je potrebné uvazovat zakrivenie

zemského povrchu.
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