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Abstrakt

V praci sme sa venovali numerickym simulaciam toku vysokoviskdznej kvapaliny pouzitim
metody konecnych diferencii. Najskor sme popisali sucasny stav problematiky a komer¢né
softvéry pouzivané na simulacie tokov v priemysle na zaklade ¢oho sme formulovali ciele
prace.

Vo vysledkovej casti prace sme odvodili algoritmus a kone¢no-diferenéni schému
rieSenia Navier-Stokesovej rovnice pre kvapalinu pri konStantnej teplote a viskozite. Tiez
sme odvodili algoritmus a kone¢no-diferenénti schému rieSenia energetickej rovnice a
Navier-Stokesovej rovnice kvapaliny s nekon$tantnou viskozitou. Na zaklade najdenych
schém pre numerické rieSenie Navier-Stokesovej rovnice kvapaliny s nekonstantnou
viskozitou sme zostrojili vypoctovy program. Program sme verifikovali pomocou vysledkov

ziskanych komerénym softvérom ANSYS.
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Abstract

In the Thesis we focused on numerical simulation of high-viscosity fluid flow using finite-
difference method. In first part we described the state-of-the-art of the computational fluid
dynamics and commercial software used for numerical simulations in the industry. Based on
this we formulated goals of the thesis.

In the result part we derived the algorithm and finite-difference scheme for solution of the
Navier-Stokes equation for a fluid at constant temperature and viscosity. We also derived
algorithm and finite-difference scheme for solution of energy equation and Navier-Stokes
equation for a fluid with variable viscosity. We coded computational program based on
derived schemes for numerical solution of Navier-Stokes equation for a fluid with variable
viscosity. We verified our program using the results obtained by commercial software
ANSYS.
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finite difference method, computational fluid dynamics, glass



Predhovor

V sucasnosti sa mnoho spolo¢nosti réznych zamerani spoliecha na vysledky vypoctov
komerénych softvérov. Komeréné softvéry v poslednych rokoch predstavuju dobri volbu
pre vypocet tokov, ohybani, taveni a mnohych d’alSich procesov vo vyrobe a s pouzivané aj
pri navrhovani animacii alebo statiky budov. Poskytuju zakaznicku podporu, st schopné
riesit’ Siroké spektrum problémov a je mozné ich optimalizovat volbou doplnkovych
balikov. Ponukaji uzivatel'sky priatel'ské prostredie, ktoré sa moze naucit’ ovladat’ aj laik a
nie len odbornik na problematiku. Kvoéli svojej variabilite, podpore a moznostiam s
pomerne drahé.

Zakaznik Casto plne nevyuzije univerzalnost kiipeného softvéru (napr. spoloc¢nost’
ktora potrebuje poznat’ rychlost’ tuhnutia kovového odliatku vo forme v zavislosti od tvaru a
teploty okolia nepotrebuje poznat’ proces toku s vol'nou hladinou toho istého kovu). Softvér
stale napreduje a jeho zdrojovy kod stdle narasta a ponuka stale SirSie spektrum moznosti
nastaveni a zobrazeni vysledkov. Napriek tomu, Ze kvalita vypoctovej techniky je stale
vyssia, rychlost’ vypoctov nestipa priamo s fiou je obmedzend prave univerzalnost'ou
rieSeni.

Zakladné vypoctové postupy a numerické metddy su dobre zdokumentované pre
mnoho fyzikadlnych procesov. Alternativou k pouZitiu komeréného softvéru moéze byt
naprogramovanie vlastného programu simulujuceho proces, ktory nas zaujima. Program
vytvoreny Specificky na simulovanie jedného problému by mohol byt rychlejsi a presnejsi
neZ univerzalnejsi program a najmi menej finan¢ne narocny.

Simulovanie toku skla v priemysle je jednym z komplikovanych procesov, na
vypocet ktorych kupuje mnoho sklarsky zameranych spolo¢nosti komeréné softvéry a baliky
doplnkov, umoziujuce €o najpresnejsie rieSenie konkrétneho problému. Alternativou k tomu
moze byt upravena verzia programu rieSiaceho zakladné rovnice toku nestlacitelnej
kvapaliny.

To, ¢o mdze vytvarat' zdanie pokroku vo vyvoji numerickych simulédcii, moze byt’
zarovenl ich nedostatkom a nevyhodou pri rieSeni konkrétnych zjednodusiteInych

problémov.
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1. Uvod

1.1 Sucasny stav problematiky

Numerické simulacie toku kvapalin (NSTK) st metédy na vypocet a analyzu toku, prenosu
tepla a d’alsich fyzikalnych procesov v kvapalinach. Riesia pohybové a energetické rovnice
toku kvapalin. Maja pouzitie vo vel’kom mnozstve technickych a vedeckych odborov.

NSTK kvoli svojej vypoctovej narocnosti a zlozitosti dlho zaostavali oproti ostatnym
vypoctovym metddam, aplikovanym na iné fyzikalne javy a technické problémy. Mnoho
rokov bolo ekonomicky vyhodnejsie ostat’ pri experimentalnych metédach. Postupne vSak
jednoduchsie ovladatelny softvér a vykonnejSie pocitate ponukli SirSiemu okruhu Tudi
moznost’ podielat’ sa na vyvoji NSTK. Prvé numerické simulécie toku tekutin boli pouzité v
priemysle okolo roku 1960 pre letecky priemysel. Overovali dizajn lietadiel a prvych
pradovych motorov. S prvymi komerénymi programami na NSTK, okolo roku 1990, sa ich
vyvoj este urychlil.

Numerické simulécie tokov sa pouzivaji v rozlicnych oblastiach vedy a priemyslu:

e Aerodynamika vozidiel a lietadiel.

e Hydrodynamika lodi.

e Spalovacie motory a tlakové turbiny.

e Navrhovanie turbomotorov, tok vzduchu.

e Chemické procesy, premieSavanie pri roznych tokoch.
e Namorné inzinierstvo, stavba ropnych ploSin.

e Meteorologia.

e Biomedicina: tok krvi v cievach.

e Hydrologia a ocednografia.

e Konvekcia v Zemskom plasti a jadre.

Vyvoj NSTK si vyzaduje porozumenie fyzikdlnym procesom, numerickym metdédam
a dostatok casu. Mensie a stredné podniky sa preto ¢asto spolichaji na komeréné programy
na NSTK.

Cena licencie na komercny softvér je 10 000 — 300 000 Eur, zalezi od vol'by softvéru
a doplnkov. Vécsina spolo¢nosti vyuzivajicich komerény softvér plati poplatok za roc¢ny
prengjom licencie. Celkové naklady na prevadzku NSTK su pre spoloc¢nosti ¢asto mensie

nez priame experimenty a poskytuju navyse aj tieto moznosti:



e Moznost’ skimat’ systémy, ktoré je experimentalne naro¢né alebo nemozné skiimat’.
e Testovat’ omnoho rychlejsie viacero navzajom podobnych procesov.
e Skumat’ nebezpecné pokusy v rizikovych podmienkach.

e Takmer dokonaly popis vSetkych veli¢in skimanych simuléciou.

Napr. NSTK umoziiuje skumat tok zohriateho skla v navrhnutej sucasti platinovej vyrobnej
linky a optimalizovat’ ju. Zostrojenie sucasti linky pre experimentilne skimanie by
vyzadovalo odstavenie vyrobného procesu a vyrobu sucasti. Experiment by v tomto pripade

bol financne a casovo nevyhodny.
1.2 Pouzivané metody
Vsetky v sti¢asnosti pouzivané komercné programy sa skladaju z troch Casti:

e pre-procesor
e solver

e post-procesor

NSTK musia okrem vypoc¢tu pontkat’ aj prepracované a uzivatel'sky priatel'ské rozhranie
umoziujuce jednoduché zadanie problému a prehlad vysledkov. Nasledujuce podkapitoly

venujeme jednotlivym ¢astiam programu a prehl’adu ich funkcii a vyuzitia.
1.2.1 Pre-procesor

Ulohou pre-procesora je nagitat’ zadanie a podmienky konkrétneho te¢enia a spracovat’ ich
do podoby datového vystupu, s ktorym pracuje Solver. Tecenie definuje operator pomocou

uzivatel'ského rozhrania. Uloha pre-procesora spoéiva v nasledovnych ¢innostiach:

e Definicia geometrie a ur¢enie vypoctovej oblasti.

e Urcenie velkosti sietového kroku a vytvorenie siete odpovedajicej vypoctovej

oblasti.
e Vyber javu, ktory chceme pozorovat'.
e Definicia vlastnosti kvapaliny a po¢iato¢nych podmienok.

e Urcenie hrani¢nych podmienok tecenia.

Na ziskanie dostatocne presného rieSenia je nutné spravne urcenie vel'kosti sietového kroku.
Vo vSeobecnosti plati: ¢im je viac bodov siete a¢im je hustejSia siet, tym je rieSenie

presnejSie atrva dlhsi vypoctovy c¢as. Jednou z uloh pre-procesoru je urcit optimalnu



vel'kost' sietového kroku tak, aby bolo rieSenie dostatocne presné a vypoctovy cas co
najkrat§i. Niektoré programy ponukaju nerovnomerné rozdelenie bodov vypoctovej siete
Vv zavislosti od sledovanych vlastnosti procesu. Vyvijaja sa programy, ktoré by mali byt
schopné adaptivne menit’ velkost sietového kroku v procese vypoctu atak umoznit
dostato¢ne presne sledovat’ aj rychlo sa meniace teenia bez zbytoéného zahustenia siete
v oblastiach, kde to nie je nevyhnutné. V stcasnosti sa zacina pouzivat’ adaptivna metoda
V niektorych komer¢nych softvéroch napr. AUTODESK SIMULATION 2013. Je casovo
narocnejsia, ale vo vSeobecnosti pontka presnejsie rieSenie komplikovanych tokov.

V spoloc¢nostiach zaoberajucich sa vyvojom je vela Casu venovaného prave pre-
procesoru, najméi spravnemu definovaniu vypoctovej oblasti, pociatocnych a okrajovych

podmienok.
1.2.2 Solver

V numerickych simulaciach sa pouzivaju tri metody: metdda konecnych objemov, metdda
kone¢nych prvkov ametéda konecnych diferencii. NajCastejSie pouzivanou metdédou
vV komerénych programoch je metdéda koneénych objemov. Pouzivajii ju najznamejSie
programy ako napr.: CFX, ANSYS, FLUENT, AUTODESK, PHOENIX a STAR-CD.

Solver sa sklada s troch ¢asti:

e Zahrnutie rovnic toku pre vSetky kone¢né objemy vypoctovej oblasti.
o Diskretizacia, prepis zahrnutych rovnic do systému algebrickych rovnic.

e RieSenie algebrickych rovnic.

Prva Cast’ odliSuje metddu konecnych objemov od zvySnych metdd. V principe sa pozaduje
aby kazdy kontrolny objem dodrzoval v pre- procesore uréené podmienky zikonov
zachovania. Tato vlastnost’ vytvara, na rozdiel od metody koneénych elementov, priestor pre
jednoduchsie porozumenie zidkladom metody. Podstata najpouzivanejSej metdody sa da

vyjadrit’ vzt'ahom

Zmena ¢ s asom Zmena narastu Zmena narastu Zmena ¢
v kontrolnom =| ¢cezstenu +| ¢cezstenu +| spésobena
objeme spbsobena konvekciou spbsobena difuziou | | vznikom

? je pradova funkcia predstavujuca smer toku v bode.



Kazdy komer¢ny softvér obsahuje vlastni sadu metod rieSiacich vysSie uvedeny vyraz.
Riesenie konvekcie, difizie a zdrojovych ¢lenov tak, aby simulacia bola rozumne presna
a Casovo nenarocna, je komplikovany problém. Preto sa cCasto jednotlivé cCleny riesia
iterativnymi metodami. Spdsoby rieSenia okrem zndmych metod su casto firemnymi

tajomstvami a nie st verejnosti dostupné.
1.2.3 Post-procesor

Ked'ze Vv sucasnosti komeréné softvéry nevyuzivaju len odbornici na NSTK zohrava
rozumny a prehladny vystup s kvalitnym uzivatel'skym rozhranim dolezita ulohu. Mnoho
firiem preto venuje vela Casu tvorbe grafickych rozhrani a rozlicnych vizualizaénych

rozhrani, ako napr.:

e Zobrazenie vypoctovej oblasti.

e Vektorové grafy.

e Dvoj a trojrozmerné povrchové grafy.
e Sledovanie pohybu ¢astic kvapaliny.

e Rozhranie umoziujuce prehliadanie modelu (zoom, otacanie).

Niektoré novSie softvéry pontkaju aj moznost animacie neustadlenych tokov a vytvéraju
priestor pre lepSie celkové porozumenie toku.
Délezitou sucast'ou je aj prehl'adné zalohovanie simulovaného problému v zavislosti od

poZiadaviek uzivatela.
1.3 Vlastnosti NSTK

Pri praci s NSTK si treba uvedomovat, Ze simulacia moZe nanajvyS odpovedat’ realite
vramci medzi fyzikdlnych zakonov, ktoré zahfiia. Napr. nemdzeme ocakavat presné
rieSenie simulédcie toku zmesi kvapalin rozli¢nych hustot, pokial’ do vypoctu nezahrnieme
okrem prenosu koncentracie aj vypocet vztlakovych sil. Spravny vyber fenomenologickych
vlastnosti kvapalin, ktoré chceme zahrnit® vo vypocte je klacovy pre rychlost’
a jednoduchost’ vypoctu. Medzi casté otazky spadd, ¢i je model nevyhnutné simulovat
Vv troch rozmeroch, alebo dvoch rozmeroch, ¢i je nevyhnutné zahrntt’ efekty Sirenia teploty.
Kvalitny program pontka uzivatel'ovi odhad sietového kroku, ktory vSak nemusi odpovedat’
narokom na vypocet javu, ktory sa pokusa uzivatel numericky simulovat’. Spravna vol'ba

velkosti sietového kroku vyzaduje zédkladnu znalost’ algoritmu a skiseného uzivatel'a. Spolu



s velkostou kroku je dolezitd podmienka velkosti rezidui. Pocas vypoctu veli¢in
iterativnymi metdédami predpokladd program konvergenciu. Rezidua popisuji relativny
rozdiel vo¢i hodnotdm v predchadzajicej iteracii. Je na uzivatelovi, ¢i sa uspokoji
s prednastavenou podmienkou na ukoncenie iterativnej metody alebo ju sam upravi. Vhodné
nastavenie podmienok konvergencie iterativnych metdéd je narocna uloha. Zakladné
nastavenia Casto kladu podmienku vel'kého poctu iteracii a podmienku na malé rezidua.
Spravne nastavenie podmienok konvergencie, vSak zavisi od mnohych faktorov a vyzaduje
sktisenosti operatora a priebezné kontrolovanie vypoctu.

Kazdy algoritmus ma svoje charakteristické vlastnosti a §irenie chyb. Ulohou operatora je
orientovat’ sa v nich a v zavislosti od metédy vyhodnotit’ spravny postup. Medzi najcastejsie
chyby NSTK patria: numericka difuzia, falosna difizia a numericky tok. Mnohé z tychto
chyb sa dajii rozpoznat' podla rozdielov od ocakavané¢ho vysledku alebo nefyzikalneho
spravania kvapaliny, avSak jedna sa vSak o stratu vypoctového casu a je najvhodnejSie im
predist’ uz v pre-procesore. Pri zlozitejSich procesoch sa operator ¢asto nemdze spoliehat’ na
porovnanie vysledku s odhadom, relevantné je len porovnanie vysledku NSTK
S experimentalnymi vysledkami.

Je nutné zdoraznit', Ze NSTK nie je ndhradou experimentu, ale len pomocnym nastrojom.
Softvéry prechadzajii rozsiahlymi testovaniami, pri ktorych sa porovnavaju ich vysledky
s vysledkami odpovedajucich experimentov. NajcastejSie st to experimenty, pri ktorych sa
vyuziva laserovd Dopplerovskd anemometria alebo zobrazovanie pridociar kontrastnou
latkou. V pripadoch, ked’ nie je mozné porovnat’ vysledok s experimentom, (napr. extrémne

vysoké teploty) sa musia vyvojari uspokojit’ s jednou z troch moznosti:

e Predchadzajuce skusenosti a odhad.
e Porovnanie s analytickym rieSenim zjednoduSeného problému.

e Porovnanie s podobnym, dobre zaznamenanym, spracovanym problémom.

NajdolezitejSou sucastou prace s NSTK je stale uroven porozumenia fyzikalnym procesom

riadiacich simulovany proces a numerickym metodam.
1.4 Motivacia

Napriek mnozstvu literatury pojednéavajucej o rozliénych metdédach simulacii toku roznych

kvapalin je vel'mi naroné najst’ text popisujuci fyzikalne procesy aj numerické metody.



Pracou sme chceli ponuknut’ Citatel'ovi text, ktory poskytuje stru¢ny, ale uplny prehl’ad
priebehu numerickej simulacie.

V sucasnosti stredné a menSie podniky, ktoré potrebuju numerické simulacie toku
kvapalin, ¢asto vyuzivaju kapu licencii komercnych softvérov. Licencie st relativne drahé
a softvér je komplikovany. Niektoré sucasti kodu a vyuzité numerické metéody st pre
uzivatelov nepristupné asi vyrobnym tajomstvom. Operdtor nemd moznost Uplne
porozumiet’ vypoctovému procesu a uplne ho optimalizovat” spravnym rozc¢lenenim siete
alebo rezidualnych podmienok.

Jednym z takychto pripadov je simulacia toku skla a vysoko-viskéznych materialov. Sklo
je material s komplikovanymi materidlovymi vlastnostami a mnoho automatizovanych
vyrobnych procesov vyzaduje predbezné odhady toku skla pomocou numerickych simulacii.
Pre moznosti komeréného softvéru je nevyhnutné tok skla ajeho materialové vlastnosti
zjednodusit. Komeréné softvéry su vytvarané tak, aby mohli rieSit’ ¢o najvacsie mnozstvo
rozli¢nych typov tokov aboli pouzitelné v co najSirSom spektre technickych odborov.
Komercny softvér je tym pri rieSeni Specifickych problémov ¢asto obmedzeny. Navrhnutie
vlastného programu na rieSenie Specifického problému ndm dovoli plne vyuzit' vSetky
zjednodusenia daného problému. Metdda koneénych diferencii je jednoduchsia ateda je
mozné jednoduchSie upravovat’ vypocet v zavislosti od problému. Takéto rieSenie by mohlo
uSetrit’ financie, ktoré by boli investované do komeréného softvéru a spresnit’ vypocet

vysoko viskoznych tokov



2.Ciele prace

e Popisat’ matematicko-fyzikalny model toku vysoko-viskoznej kvapaliny v prostredi
s nehomogénnou teplotou.

¢ Odvodit’ konec¢no-diferencnu schému pre dvojrozmerny model.

e Vytvorit vypoctovy program V jazyku C++.

e Porovnat’ vysledky numerickych simulécii s vysledkami ziskanymi komerc¢nym
softvérom. Porovnat’ ich na relevantnom modeli pouzivanom v praxi a zhodnotit’
d’al$iu moznost’ vyuZzitia.

Praca by mala umoznit® ¢itatelovi plne porozumiet sposobu odvodenia algoritmu,

vytvorenia vypoctového programu a vykonania numerickej simulacie toku kvapalin

a oboznamit’ ho s jej vyhodami a nevyhodami.



3. Viskézna kvapalina

Pri realnych tokoch kvapalin (neuvazujeme super-ochladené kvapaliny) sa pozdiz pradogiar
toku meni (disipuje) mechanickd energia. Zmenu sposobuju rozliéné rychlosti jednotlivych
Casti kvapaliny, ktoré sa vzdjomne ovplyviiuji. Hybnost alebo energia v ramci jednotlivych
casti kvapaliny je prendsand molekularnym pésobenim — procesom podobnym treniu.

Ked'Ze sa jedna o prenos hybnosti plochou, mézeme sily, ktoré sposobuji disipaciu
hybnosti pozdiz pradogiar, povazovat’ za plo§né a mozeme hovorit’ o viskdznych napétiach.
Kvapalinu, v ktorej dochadza k zmene mechanickej energie pozdiz pridoéiar budeme teda

nazyvat’ viskdznou.
3.1 Navier-Stokesova rovnica

Pri odvodeni pohybovej rovnice viskoznej kvapaliny budeme vychadzat z pohybovej

rovnice kontinua v zlozkovom tvare

du. ot

—=f 4+, 3.1
Pae e (3.1)
u; su zlozky vektora posunutia, fi su zlozky posobiacich sil a Tij st zlozky tenzora napiti.
Pre jednoduchost’ nasledujuceho odvodenia budeme pracovat’ so zapisom pre objemové sily

g;, vztahujuce sa na hmotnost’. Rovnicu (2.1) prepiseme do tvaru

du, +l%

g = 3.2
il % (3:2)

Keby sme vychadzali z rovnice (3.2)a kladli podmienku 7; =—6;p, pre tlak p, dostali by

sme Eulerovu rovnicu — zékladn rovnicu hydrostatiky.

Okrem uz spominanych ¢lenov pohybovej rovnice kontinua musime uvazovat’ aj d’alsie
Cleny spojené S viskdoznym tecenim. Ak prerozdelime tok do rovnobeznych rovinnych
vrstiev, v ktorych su zlozky rychlosti toku zavislé len od stiradnice kolmej na roviny toku
(laminarny tok), potom plati, Ze sily posobiace v smere kolmom na roviny toku st imerné
rozdielu rychlosti v danych rovinach. Ak budeme uvazovat’ posobenie na jednotku plochy,

tak plati

r=p—. (3.3)



4 je koeficient dynamickej viskozity a z; st zlozky tenzora visk6znych napéti.
Predpokladajme, ze tenzor viskdznych napiti je linearnou kombinaciou derivacii zloziek
rychlosti. Potom prichddzaja do Gvahy zloZky rychlosti deformacie &;

. OU;
T L ) (3.4)
2 8xj OX:

Tento predpoklad je spravny pokial’ sa nejedna o prilis vel’ké rychlosti.
Viskéznu kvapalinu budeme uvazovat’ izotropni. Mozeme teda pouzit Hookeov

zékon pre izotropné kontinuum a zlozky tenzora viskéznych napiti zapisovat’ v podobe

Th = A0, 9+ 2 . (3.5)
9 je definované
9= _diva (3.6)
oX,

V rovnici (3.5) sme zaviedli koeficienty 4, ktoré sa zvykna nazyvat’ aj druhou viskozitou.
Oba koeficienty A aj u sa v redlnych kvapalinach zavislé na tlaku a teplote.

Na zéklade rovnic popisujucich zlozky tenzora viskoznych napiti a tenzora napéti pre
hydrostatické kvapaliny mdzeme zlozky celkového tenzora napiti vo viskdznej kvapaline

zapisat’ ako ich sucet
T, =—0,P+7) =—5;p+ A5 3+ 2ué; . 3.7)

Dosadenim napiti do pohybovej rovnice (2.2) dostaneme vzt'ah

du_ o 1] B0 00
E -7 pl: oX; ’ X, </119)+ aXj (Zlugij ):I =

Dosadenim rovnic (3.5) a (3.4) do vzt'ahu (3.8) rozpiSeme vzt'ah do tvaru

_ _ - ou.
%4_%\/]:%4_3 _@+i ﬂ% +i U %4_& . (39)
o ox pl o o\ "ax ) ax |l ox

]



Vzt'ah (3.9) je pohybova rovnica viskoznej kvapaliny v najv§eobecnejSom tvare. V mnohych
pripadoch mdéZeme pokladat’ koeficienty 4 a x za konStantné a zjednodusit’ rovnicu do

tvaru

: . ou,
8u,+% 18p+/1+y u;
ot ox,

V=g - = +£ Au,. (3.10)
p OX p OXO0X; p

Dalgia rovnica, ktort pri odvodeni tuplnej pohybovej rovnice viskdznej kvapaliny vyuZijeme

je rovnica kontinua

a—era(pui) =0,
ot OX:

(3.11)

Ak uvazujeme nestlacitelnti kvapalinu, tak mézeme rovnicu kontinua (3.11)zjednodusit’ na

podmienku nestlacitelnosti

ou,
—=0 3.12
> (3.12)
Po jej dosadeni do rovnice (3.10) dostaneme pohybovi rovnicu viskoznej kvapaliny
W Mgt Mg, (3.13)
ot ox; poX p

ktorti nazyvame Navier-Stokeseova rovnica nestlacitelnej viskoznej kvapaliny. Zlozkovy
tvar bol vhodny pri odvadzani rovnice, avSak pre pouzitie v nasledujucich kapitolach je

vhodné zapisat’ rovnicu aj v podobe

%u+(u.grad Ji=g- gradp+ﬁAU. (3.14)

1

P P

V rovnici (3.14)vystupuje koeficient viskozity « len v pomere s hustotou p . Tento pomer
sa oznacuje kinematicka viskozita va sa nazyva dynamicka viskozita. Kinematicka aj

dynamicka viskozita st V nezjednoduSenom pripade zéavislé na teplote. Vo vSeobecnosti
plati, Ze hodnoty oboch viskozit u kvapaliny s rastiicou teplotou klesaji, u plynov naopak

stupaju.
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3.1.1 NekonStantna viskozita

Zvécsa sa vychadza z predpokladu, ze viskozita je konstantna alebo malo premenliva. Tieto
predpoklady nam umoznili zjednodusit’ rovnicu z tvaru (3.9) do podoby (3.14). Avsak ich
platnost’ nemusi byt’ v pripade toku zohriateho skla splnena. Budeme sa venovat’ procesom s
exponencionalnou zavislostou viskozity od teploty. Preto je vhodné odvodit’ Navier-
Stokesovu rovnicu aj bez uvazenia vyssie spomenutého predpokladu konstantnej viskozity.
Vychadzame z pohybovej rovnice viskdznej kvapaliny v najvSeobecnejSom tvare (3.9).
Podobne ako pri predchadzajucich Gpravach predpokladdme koeficienty A za konStantné

a rovnicu upravime do tvaru

. . ou. u ~ou,
a o Ll dep O p +£(%+_JJ@_/« @.15)
ot ox, poX  p OXOX; pox  plOX; OX% |OX
Dosadenim podmienky nestlacitelnosti (3.12) dostavame
: : 2. . ou,
My My g 2P O LU O 0n (3.16)
ot ox ! pox. pox plox, ox |ox
Prepiseme (3.16) do tvaru
%u+(ﬂ.grad Ju = g—igradp+£AU+rotU. grad . (3.17)
P P

Rovnica (3.17) je rovnicou nestlacitel'nej kvapaliny s nekonstantnou viskozitou.

3.2 Energeticka rovnica

Podobne ako sme pri predchddzajicom odvodeni Navier-Stokesovej rovnice vychadzali zo
vztahov zachovania hybnosti a hmotnosti, odvodime energetickii rovnicu z prvej vety

termodynamickej, vyjadrujicej zachovanie energie:

Celkova energia izolovanej sustavy ostava konstantna.

~"

Definujeme veli¢iny vnutorna energia e, zdroj tepla " atepelny tok G”, ktory popisuje

prenos tepla vodivostou.
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Ak predpokladame fixny objem V, tak sa energetické rovnica skladé z:

a) narastu tepelnej energie v objeme V,

b) vnutornych zdrojov energie,

c) prenosu tepla tokom kvapaliny cez hranicu objemu V
d) prenosu tepla vodivostou,

e) tepelnej vymeny objemu V s okolim.

Tieto vztahy zapisané matematicky vyjadruji zakon zachovania energie v integralnej

podobe

| % (pe)dX = [ §"d% — | ped.iids - [ g"ds +[ 7.gradd dx (3.18)
\% ov oV \%

\

Rovnicu (3.18) prepiseme do diferencialneho tvaru pouzitim Gaussovej vety

%(pe) =q" —div(peu)—div(g") +z'grad 0. (3.19)
Pre d’alSie Gipravy zavddzame materidlovu derivaciu

D 0
— = —+ U.grad. 3.20
Dt ot 9 ( )

Vyuzitim materidlovej derivacie a preusporiadanim ¢lenov rovnice (3.19) dostavame vzt'ah
yu ] p p

p% ; e(% ; pdivﬁj — 4" —div(d") - pdiv(q") + r'grad G . (3.21)

Zavedenim veli¢iny entalpie

h—e+ Ll (3.22)
Yo,
mozeme prepisat’ materidlovl derivaciu vnutornej energie do tvaru
De Dh 1D D
L Y (3.23)

Dt Dt pDt p°> Dt

Budeme predpokladat’ platnost’ Fourierovho zakona, ktory popisuje prenos tepla v ramci

kontinua tepelnou vodivostou, v diferencidlnej podobe

12



" =—xgradT . (3.24)

x je tepelna vodivost aT je teplota. Vztah (3.24) poukazuje na dolezity fakt, ato, ze
tepelny tok q je priamo umerny gradientu teploty. Dosadenim podmienky nestlacitelnosti

a Fourierovho zakona upravime rovnicu (3.21) do tvaru

+div(xgradT) +%+ r.gradi . (3.25)

D_h _ q—m
r» Dt

Kedze sa snazime odvodit rovnicu zavisli len od veli¢in teploty T, hustoty p

arychlostného pola U, pouZijeme termodynamicky vztah
1
dh=c,dT +;(1—ﬂT)dp. (3.26)

Hodnoty veli¢in Specifického tepla pri konStantnom tlaku C a koeficiente tepelnej

rozt'aznosti £ su definované nasledovne:

ch(p,T)
C, = : (3.27)
P aT p=konst.
1 9p(p.T)
p=———" : (3.28)
p aT p=konst.
Dosadenim vzt'ahu (3.26) do rovnice (3.25) dostaneme energeticka rovnicu v podobe
pc, %I — " +div(xgradT) + AT B—i’ + 7 gradi. (3.29)

Ak sa obmedzime na konstantnu tepelnt vodivost’ a zanedbame viskoznu disipaciu z.gradd,

tak dostavame energetickt rovnicu pre zjednoduseny model kvapaliny
%Hﬁ.gradT =a.AT+q", (3.30)

v ktorom je & tepelna difuzivita

a=—, (3.31)
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q" je skalovany tepelny zdroj

=1 (3.32)

3.3 Sklo

Definicia skla ako materialu nie je jednoducha. Napriek tomu, ze vécSina skiel v historii
I'udstva bola zalozend na kremiku ako hlavnom prvku existuje mnozstvo neorganickych
skiel, ktoré vobec neobsahuju kremik. Zakladat’ definiciu na chemickom zlozZeni z kremiku
by teda nebolo vhodné. Definovanie skla pomocou fyzikalneho procesu vzniku tiez nie je
jednoduché, ked’ze samotny proces tavenia nie je nevyhnutny. Sklo méze vzniknut aj
kondenzaciou par tzv. sol-gel procesmi alebo neutronovym ozarovanim krystalickych
materidlov. VicSina skiel je nekovova a anorganickd. V priemysle sa vSak vyuziva Siroké
spektrum organickych skiel a vyuzitie kovovych skiel kazdym rokom narasta.

Vsetky skla vsak zdiel'aju dve spolo¢né charakteristiky:

e Ziadne sklo nema dlhé periodické atomové §truktury.

e Kazdé sklo vykazuje ¢asovo zavislé sklo-menné (glass-transformation) spravanie

Toto spravanie je pozorované len v urcitom rozmedzi teplot, pre ktoré sa pouZiva
v angli¢tine nazov glass transformation region tj. sklo-menna oblast. Vzhl'adom na vysSie
uvedené vlastnosti, sa zvy€ajne definuje sklo ako: “ Amorfna pevna latka bez akychkol'vek
dlhych periodickych Struktar, majica glass transformation region* Akykol'vek material

vykazujuci sklo-menné spravanie definujeme ako sklo.
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Obr.3.1. Zavislosti entalpie od teploty pre jednotlivé materialy

Stale sme vSak nedefinovali pojem spravania skla zvany glass transformation. Zvyc¢ajne
je vhodné si pri definicii pomoct’ diagramom entalpie alebo objemu, zavislych od teploty,
ktory je zobrazeny na Obr. 3.1.. Ked'Zze objem aentalpia sa spravaju velmi podobne
v zavislosti od teploty nezalezi na vybere veliCiny pouzitej k definicii. V obidvoch
pripadoch si moézeme predstavit’ maly objem kvapaliny pri teplote nad teplotou topenia
danej latky. Pri postupnom ochladzovani kvapaliny sa Struktara taveniny postupne meni a je
uréena teplotou pri ktorej taveninu udrzujeme. Dalsie ochladzovanie vo vieobecnosti vedie
k tvorbe krystalov, dlho periodickych atémovych $truktir. Dalsie ochladzovanie krystalu
sposobi pokles entalpie.

Pokial’ sa kvapalina ochladi pod teplotu topenia bez tvorby krystalickej Struktary, vznikne
podchladena kvapalina. Pri klesajucej teplote sa preskupuje Struktura kvapaliny, ale
nedochadza k nahlemu poklesu entalpie spdsobenému nespojitou zmenou usporiadania
Struktiry. S d’al§im ochladzovanim stlipa viskozita kvapaliny. Viskozita mdze postupnym
ochladzovanim stupnut’ na hodnoty tak extrémne vysoké, Ze kvapalina nie je schopna
dosiahnut hydrostatick(i rovnovéhu, a to i v ramci dlhych experimentalnych ¢asov. Struktira
zacne zaostavat za tou, ktord by nastala pri dostatocne dlhom case. Krivka zavislosti
entalpie sa od¢leni od krivky rovnovahy azacne postupne klesat’ az pokial hodnoty

viskozity nenarast do takych rozmerov, Ze Struktura kvapaliny sa mozZe povazovat za
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pevnu anezavisli na teplote. Oblast’ teplot medzi hrani¢nymi teplotami, pri ktorych je
entalpia rovna kvapaline vrovnovahe ateplotou, pri ktorej ma entalpia hodnotu
porovnatel'nu s entalpiou tuhej latky, je glass transformation region.

Ked'Ze teplota, pri ktorej sa entalpia oddeli od krivky rovnovahy je kontrolovana
viskozitou kvapaliny, pomalSie ochladzovanie umozni entalpii lepSie sledovat’ krivku
rovnovahy k niz§im teplotam. Oblast’ glass tranformation sa posunie do nizSich teplot
arovnako sa posunie aj teplota tplného ochladenia kvapaliny. Skla ziskané jednotlivymi
procesmi ochladzovania maju odlisSni molekularnu Struktiru. Sklo ziskané rychlym
ochladzovanim bude mat’ pri rovnakych teplotach, nizsiu entalpiu nez sklo ziskané pomalym
ochladzovanim.

Napriek tomu, ze ku glass transformation dochadza len v ur¢itom teplotnom rozmedzi, je
vhodnejsie presne definovat’ Clen, ktory ndm dovoli rozliSit' dva typy skiel v zavislosti od
historie ochladzovania. Ak predizime v diagrame priamky skla a podchladenych kvapalin,
pretna sa vo fictive temperature. Pri teplote fictive temrature je Struktara skla ekvivalentna
Struktire akejkol'vek kvapaliny. Hoci ¢lenenie skiel podl'a hodnot fictive temperature nie je
plne uspokojujucim sposobom ich rozliSovania, dostatocne popisuje vplyv rychlosti
ochladzovania na Struktaru skla.

Ako vidno z Obr. 2.1. glass transfomation dochadza v oblastiach teplot a teda sa nedaja
definovat’ len jednou hodnotou teploty. Je vSak moZné definovat’ jednu pociatocnti hodnotu
pre glass transformation region pocas zohrievania kvapaliny. Tato teplota sa zvycajne

nazyva glass transformation temperature alebo glass transition temperature a oznacuje sa

T,. Presnti definiciu mozno urcit pomocou analyzy kriviek teplotnych rozt'aznosti alebo

teplotnou analyzou. Teplote T, si mozeme predstavit' priblizna teplotu, pri ktorej sa

podchladena kvapalina stava pevnou, resp. takou, pri ktorej sa zacne spravat tuha latka

viskoelasticky alebo viskoplasticky (v zavislosti na fenomenologickom procese toku skla).
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4. Numerické rieSenie
4.1 Diskretizacia rieSenia v jednom rozmere

Predpokladajme interval Q:=[0,a]< R, v ktorom hl'adame rie3enie diferencialnej rovnice.

. . : a .
Interval rozdel'me na i, podintervalov dlzky h, plati h=_—. Ziskame siet bodov

max
X, :=iox pre i=0,...,i_ . Dalej predpokladajme len rieSenie v tychto bodoch. Derivacia

diferencovatelnej funkcie u je definovana vztahom

du . u(x+h)+u(x
—=1lim (x+h)+u ) 4.1)
dx  hoo
Vyssie uvedenu spojitu derivaciu aproximujeme v bodoch *i vztahom
d_U — u(Xi+1)_u(Xi) . (42)
dr |, h

Pricom h ma konec¢nu velkost. Bod X, je susednym bodom X, a plati X, =X +hX.

Aproximaciu (4.2) nazyvame forward difference. Mézeme definovat’ jej podobnt backward

difference v tvare

|:d_Ui|l _ u(x;)—u(x.,) 4.3)
dr |, h |
a central difference
[d_u] _ U(Xpg) U (Xiy) (4.4)
dr | 2h ' |

ZmenSovanie rozmeru h (zvySovanie poctu sietovych bodov i, ) vedie K presnejSim

aproximaciam derivacie. Chyba, ktorej sa pouzitim forward difference a backward

difference dopustime je radu O(h). Pri pouziti central difference dostavame presnejsiu

aproximaciu s chybou radu O(hz). Teda pri zdvojnasobeni poétu bodov siete a vypoctu

derivacii pomocou central difference moze klesnat’ chyba aproximacie az na $tvrtinu.

Aproximéciu druhej derivacie funkcie u definujeme vzt'ahom
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ar? | h?

|:d2u}r _ U(Xi) —2u(x) +u(x;y) (4.5)

Majme obycajnu diferencidlnu rovnicu druhého radu

2
_372 + kj—i = f voblasti Q (4.6)

a Dirichletove okrajové podmienky

u@)=:u,, u(@=my,_ . 4.7

Pouzitim central difference (4.4) a aproximacie druhej derivacie (4.5) mézeme pre kazdy bod siete

X, sindexmi i=1...,i aproximovat’ rieSenie diferencialnej rovnice (4.7) rovnicami

max—1 2

u(X,;)—2u(X;)+u(x; u(X;,,)—u(x;
( |+1) h(2 |) ( |—1) + k ( |+1) ( |—1) — f(Xi) (48)
V maticovom zapise maji rovnice (4.8) tvar
Au=f 4.9
pri¢om jednotlivé ¢leny rovnice (4.9) su
alrl alvimax—l ul f (Xi)
A=| S VP EE I (4.10)
max-11 aimax—lvimax—l uimax—l f(Ximax—l)

U; su hodnoty funkcie U vo vnutornych bodoch vypoctovej siete X, . Prvky matice A st

definované ako

2 k1 k1

a  =———-——, a. ., =———,
i,i-1 2h K i,i+l on he

: a,;=0 pre|i-j>1. (4.11)
Druhy ¢len diferencidlnej rovnice (4.6) je konvekény clen. VysSie navrhnuté rieSenie
rovnice (4.6) pre konvek¢no-difuzne problémy pouzivajuce central difference aproximaciu
moze viest' k nestabilnému rieSeniu pre riedko usporiadanu siet. Vyslednym rieSenim
v takychto pripadoch byvaji nefyzikalne oscilacie hl'adaného rieSenia. Pre spravne rieSenie

by mali mat’ vSetky vlastné hodnoty matice A kladné redlne Casti. AvSak pri vol'be prili§
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riedkeho usporiadania sietovych bodov dostavame zaporné vlastné hodnoty. Zaporné
hodnoty dostavame pre
2
h>— (4.12)
K|
Riesenie vysoko-konvekénych problémov pomocou central difference nutne vyzaduje
pouzitic hustej siete bodov aje obzvlast casovo a vypoctovo narocné pri rieSeni
dvojrozmernych a trojrozmernych problémov.
Definujeme upwind difference aproximaciu zavisla aj od hodnoty parametra k. Upwind
difference definujeme ako rovnu backward difference pre zaporné hodnoty parametra

k a forward difference pre kladné hodnoty parametra k. Ma tvar

|:d_u}up o A+e)(u; —u )+ (@—&) (U, —u;) (4.13)
dx | 2h |

Pri¢om definujeme & :=sign(k). Ked’ nahradime vo vztahu (4.8) central difference upwind
difference dostavame vsetky vlastné hodnoty matice A kladné a nezavisle od velkosti
sietového kroku h. Nevyhodou pouzitia upwind difference je presnost’ len radu O(h).

Pre zvySenie presnosti vypoctu siete sa Casto pouziva aproximacia kombinujuca vysledky

upwind difference a central difference.

y.upwind difference+ (1— y).central difference (4.14)

Parameter y je vahovaci koeficient z intervalu [0,1].

4.2. Numerické rieSenie Navier-Stokesovej rovnice

Budeme sa zaoberat’ rieSenim Navier-Stokesovej rovnice pre nestlacitelnt vysoko viskoznu
tekutinu metodou konecnych diferencii na striedavo usporiadanej sieti. Riesime pohybovu

Navier-Stokesovu rovnicu (3.14) v bezrozmernom tvare

ou 1
—+(U.grad JU+gradp =—AU+0 . 4.15
- (t.grad )t +gradp ng AU+ (4.15)

Re je Reynoldsovo c¢islo definované pre charakteristicky rozmer toku L a charakteristické

rychlosti U, vztahom

Reszu‘”
i

. (4.16)
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Predpokladame nestlacitel'n kvapalinu, plati teda podmienka
divii=0. 4.17)

Pokial' sa obmedzime na dva rozmery mozeme prepisat zlozky Navier-Stokesovej

pohybovej rovnice (4.15) a podmienku nestlacitelnosti do nasledujucich rovnic:

a 1o o) o) ow
ot ox Relox’ oy’ ox oy 4.18)
v o 1(dv, ov) o) aw |
ot oy Relox* oy oy  ox !
8_u+@:0. (4.19)
ox oy

., 9, su horizontdlna a vertikdlna zloZka suctu objemovych sil, u je horizontalna zlozka

vektorového rychlostného pol'a U aV je vertikdlna zloZka .
4.2.1 Striedavo usporiadana siet’

Predpokladajme obdiznikovu oblast’ Q, ktort definujeme ako
Q:=[0,a]x[0,b] c R?. (4.20)

Na oblasti zavadzame siet’ s velkostou kroku h, v oboch smeroch rovnakou. Bunkou
budeme nazyvat priestor vymedzeny dvomi vertikdlnymi advomi horizontdlnymi
susednymi priamkami vedicimi cez sietové body. Bunku a nezname hodnoty premennych

Vv poli budeme oznacovat’ indexmi i aj. Oblast’ roz¢lenime na i, buniek v horizontalnom

smerea j, vo vertikdlnom smere

(4.21)

imax = H a jmax ::H :
Oblast’ vypoctu Navier-Stokesovych rovnic sa zvy¢ajne rozklada do striedavo usporiadanej
siete. Pouzijeme usporiadanie, v ktorom sa body vypoctu tlaku nachadzaji uprostred buniek,
zlozky horizontalneho rychlostného pol'a sa nachadzaju v stredoch vertikalnych hran buniek
a zlozky horizontalneho rychlostného pola sa nachadzaju uprostred horizontadlnych hran

buniek siete.
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il Vil Viel j-1
i-1 i i+ i+2

Obr. 4.1. Striedavo usporiadana siet

Striedavé rozlozenie pol'a tlaku a rychlostnych poli predchadza oscilaciam, ku ktorym moze

dojst v schémach, v ktorych sa nachadzaji hodnoty rychlosti a tlaku v tom istom bode
vypoctove;j siete

4.2.2 Podmienky na hranici

Na hraniciach vypoctovej oblasti sa rychlostné pole nespojite meni. Pre spravny vypocet

hodnét rychlostnych poli pri hraniciach, teda vypocet forward difference, je nevyhnutné

dodefinovat’ hodnoty na hraniciach vypoctovej siete.

M+l
!
o —X—e
[ M Vi+lj
o t e, | Q
Yi-1y Uij Uis1
->—N-—a—1
i-1 Vi+1j-1
Qu

Obr. 4.2. Body nevyhnutné pre vypocet pohybovej rovnice v bode u; ;

Prvli definujeme podmienku nulového sklzu na hraniciach (no-slip condition).
Podmienka vychddza z vlastnosti viskdznej kvapaliny. Ak definujeme konstantna rychlost’

na hranici, tak kvapalina v blizkom okoli hranice musi mat pdsobenim viskéznych sil
rovnaku rychlost’.
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Pre staticku stenu plati, Ze hodnoty rychlostného pol'a patriace priamo hraniciam definujeme

ako nulové:

u ;=0 j=1..
e ] ) (4.22)
Vio=0, v, =0, 1=L..,i

ivjmax
Niektoré vypoctové body zloZiek rychlostného pol'a neleZia priamo na hranici, napr. v,a
v,na Obr. 4.3. Podmienka nulového sklzu musi platit’ i v takom pripade. Preto definujeme

priemer rychlosti v bodoch medzi ktorymi sa nachadza hranica ako nulovy:

Vo = Vair Viewi = Viir 1L (4.23)
Uo=-U,, U =-u 1=1..,i

1 1, Jmax+1 1y Jmax !

Obr. 4.3. Rozlozenie bodov pri hranici

V pripade postvajicej sa hranice definujeme hodnotu rychlosti na hranici rovnu rychlosti
posunu hranice. Rovnako definujeme priemer hodndt rychlosti v bodoch medzi ktorymi lezi
hranica.

Podmienka pre odtok cez hranicu (outflow condition) pozaduje, aby derivacie oboch
zloziek rychlosti kolmej na oblast’ hranice, kde kladieme podmienku, boli nulové.
Pozadujeme teda, aby sa tok na hranici nespojite nemenil. V diskrétnom pripade pouzivanej
siete to znamend, ze kladieme hodnoty danej zloZky rychlostného pol'a na hranici rovna

hodnote v susednom bode v smere derivacie

Uoj =t Ui =Y

Vo TViir Viewi Vi d =L I .2
Uo=U U o =U; .
Uio = Ui ui,jmax+1 = ui,jmax’ i=1.. ’imax

Podmienka pre pritok cez hranicu jednoducho pevne definuje hodnoty rychlosti na

hranici. V pripade zloziek rychlostného pola rovnobeznych s oblastou hranice, na ktorej
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kladieme podmienku hodnotu, teda v pripade ked’ vypocétové uzly nelezia priamo na hranici,
hodnoty definujeme pomocou derivacie podobne ako pri podmienke nulového sklzu na
hranici (4.23).

4.2.3 Vypocet v Case

Ako pociatocny Cas definujeme ¢as t =0 a postupne ur¢ujeme hodnoty poli v nasledujiacich
¢asoch posunutych o hodnotu ot az pokym nedosiahneme vopred urceny cas t, .
Jednotlivé ¢asové hladiny budeme oznaCovat’ indexom n. V casovej hladine t, st vSetky
hodnoty premennych definované a je mozné z nich urcit’ hodnoty poli v ¢asovej hladine t, ;.

Hodnoty rychlostnych poli U aV Vv nasledujucich €asovych hladindch mézeme odvodit
z rovnice (4.18) aproximovanim c¢asovej derivacie zloziek rychlostného pola pomocou

forward difference. Pre u av v nasledujicej ¢asovej hladine plati:

2 2 olu?
umn_wm+&[i{6u+6uJ_ ()_aww+g_jp}

Rel ox*  oy? ox’ oy *oX
(4.25)
2 2 o(v?
Vo o sl L 6—\2/+ 0 \2/ —~ ( 2)_6(uv) +gy—@ '
Rel ox® oy oy OX oy
Zavedieme si pomocné veli¢iny:
o 1(d%u &4 a(Uz) a(uv)
F=u )+5t[R—e(aX2 +8y2j_ o o +0,
(4.26)
2 2 o(v?
G=v® 45t - 6_\2/+8\2/ —~ ( 2)—8(U\/)+gy '
Re\ ox® oy oy OX
Dosadenim pomocnych veli¢in do pohybovych rovnic (4.25) dostavame:
wm=F@+&ﬂ§ﬁ
X
op™ (4.27)
v =G st—— .

Toto riesenie je explicitné v rychlostnych poliach a implicitné v priestore. Dosadenim vyssie
uvedenych rovnic do podmienky nestlacitelnosti dostaneme Poissonovu rovnicu pre tlak

V nasledujucej ¢asovej hladine v tvare
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2 ~(n+1) 2 . (n+) (n) (n)
o' ap" _ 1[8F G J (4.28)

2 2 T o +
0°X oy ot ox oy

Na zaklade vyssie odvodenych vztahov moézeme vypocet pre kazdu casova hladinu

rozélenit’ do troch krokov:

e Vypocet hodnot pomocnych funkcii F a G
e Riesenie Poissonovej rovnice pre tlak p

e Urcenie hodnoty zloziek rychlostného pol'a u a v d’alsSom ¢asovom kroku

Vypocitat hodnoty F a G vieme priamo pouzitim upwind difference aproximacie a podobne
vieme aproximovat’ aj zlozky rychlostného pola. AvSak Poissonovu rovnicu nevieme riesit

priamym vyuzitim upwind difference.
4.2.4 RieSenie Poissonovej rovnice

Riesenie Poissonovej rovnice nutne vyzaduje definované hrani¢né hodnoty tlaku. Hrani¢né
hodnoty vieme urCit vektorovym prendsobenim pohybovych rovnic s jednotkovym

normalovym vektorom na plochu ohrani¢ujicu vypoctovu oblast’

) = ap(ml) ap(ml)
gradp™.i = n + n
oy (4.29)
= —%((u(nﬂ-) _ F(n) ) nl _(V(n+1) —G(n))nz) .

Pozadujeme rovnost’ tlakov na hranici. Tento pristup sa nazyva Chronin projection method
navrhnuty Chroninom (Chronin, 1969) a Temamom (Temam, 1969).
Takéto riesenie je ekvivalentné SMAC metode (Amsden & Harlow, 1970a), v ktorej je

z rovnice kontinua uréena korekcia na tlak op. Pripoc¢itanim korekcie tlaku ziskame tlak

Vv nasledujucej Casovej hladine. Tretiu moznost’ navrhol Hirt (Hirt et al., 1975) a sklada sa
z vypoctu tlaku a rychlosti v jednej asovej hladine n.

Pomocou vzt'ahu pre aproximaciu druhej derivacie (4.5) rozpiSeme Poissonovu rovnicu

(4.28) do tvaru

(n+1) (n+1) (n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
Piis, _2pi,j + P Pija _Zpi,j + 0
h? ’ h?
_ 1 |:(n) F(n) G(n) G(n)
—H( i i T T i,j—l)'

(4.30)
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Pre vypocet Poissonovej rovnice (4.30) musime riesit’ vel'ka a vel'mi riedku maticu. Aby
sme tento systém linearnych rovnic mohli riesit’ vo forme matice, musime prepisat’ pole
tlakov a pomocnych funkcii F a G do vektorov, najjednoduchsie preindexovanim

k=iJ+D)+j prei=01..,J j=01..,L (4.31)

Preindexovanim poli p asuc¢tu pomocnych funkcii do vektorovP a @ ziskame systém

linearnych rovnic (4.51) ako suc¢in
AP' =h’®' (4.32)

Matica A je tzv. trojdiagonalna matica so strapcami zobrazena na Obr.4.5.

increasing j——=

4 1 1
1-4 1 ! each

block

. . (L +1)»
1 . (L+1)

A INCreasme |

1 1-4 1 1

J+1
blocks

1
-4

J+ 1 blocks

Obr. 4.5 Trojdiagonalna matica so strapcami (tridiagonal matrix with fringes)

Problém je nerieSite'ny pokial’, nepozname hrani¢né hodnoty tlaku a pomocnych funkcii
F a G. Pre urcenie hraniénych podmienok kladieme podmienku (4.29). V diskretizovanom

tvare ma napr. podmienka pre hornu hranicu (j=0) podobu
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_(n+l) _ .(n+l)
Pio : Pis ” _ % (Vo -6®) (4.33)

Po opédtovnym dosadenim do Poissonovej rovnice dostaneme vztah

_(n+l)_2 '(n+1)+ '(n+l) '(n+1)_ '(n+l)
p|+1,1 p;\l pl—l,l i p|,2 - pl,l :%(Fi,(ln) _ Fi(—r;,)l+Gi(,r1]) _Vi(,g+1))' (4_34)

Vztah (4.34) poukazuje na fakt, ze nezalezi na vol'be hodnot Gifg), analogické rieSenia by

sme dostali aj pre Fof”j) a d’alsie hodnoty pomocnych veli¢in F a G na hraniciach. Hodnoty sa

pri zahrnuti Chronin projection method navzajom odcitaju a mézu byt 'ubovolne zvolené.

NajvyhodnejSou volbou su:

FO,,- =Up ; F =u

imax » ]

e S (4.35)
Go=Vi, G, =V pre =1 1,

i, Jmax i, Jmax
Definovanie hrani¢énych podmienok podla (4.35) nam umozni zjednodusit hrani¢nu

podmienku (4.31) pre tlak do podoby rovnic:

pO,j = pl,j pi = pimax,j pre J =1... -jmax (4.36)

Pio = Pis Pi e = P pre =L g, .

max+11)

Na rieSenie systému rovnic XX je Gaussova eliminacia ¢asovo naro¢na a nevhodna. Ani
Jacobiho rotacia nie je vhodna pre velké matice. VhodnejSie su iterativne metddy, ktoré
postupnymi odhadmi prerozdelenia tlaku konverguji k rieSeniu za danych podmienok.
Jednou z takych metod je Gauss-Seidelova metdda. Jej vylepSenou verziou je successive
overelaxation method (SOR) . Vypocet tlaku v ¢asovej hladine n ma potom tvar

p_it_+1 :(1_a)) p_it_ +Q( p_it 4 p_it+1_ + p_it_ n p_it_+1 _rhs. )
] i,j 4 i+1, ] i-1,j i, j+1 ij-1 (] (437)
pre it=1,... ,it it=1,.. ,it a it=1.. it

! Tt max ! ! 7 Pmax 77 max

rhs, ; je prava strana Poissonovej rovnice (4.30), @ je parameter z intervalu[0,2]. Index it

urcuje iteraciu. Okrajové podmienky (4.36) je mozné priamo zahrntGt’ vo vztahu (4.37) vo
forme koeficientov, ktoré su, bud’ nulové, alebo rovné jednej v zavislosti od indexov i a j.

Vypoctovo najefektivnejsi sposob je predefinovanie hranicnych hodnét tlaku nasledovne:
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P =P P =P pre  j=1.. .
it+l __ it it+1 — it i=1 . (438)
Pio =Piz Pijnn = Pij pre =1 1

Hodnoty tlaku v nasledujuce;j iteracii teda kopiruji hodnoty v susednych bodoch. Takato
zdanlivo obmedzujica metéda v mnohych pripadoch predchadza nefyzikdlnym nérastom
alebo poklesom tlaku.

Iterativny vypocet ukoncéime, ked’ pocet iteracii dosiahol predpisant hodnotu alebo je
splnend podmienka normy rezidui. Definujeme reziduum I}ftj

i 1. i i i i
ri,tj = F( pi-t+—l,j + pit—l,j + pi,tj+1 + pi,tj—l _4pi,tj )_rhsi,j (4.39)

Dve najéastejsie pouzivané normy su L* norma

it 1 ey
L2 EE ) (a0

Imax jmax i=1 i=1
a maximova horma

(e max{‘riftj‘ i=1.. .0, j=01.. ,jmax} (4.41)

Ked’ hodnota zvolenej normy klesne pod vopred stanoveny koeficient &, pokladame

podmienku za splnenu.
4.2.5 Podmienka stability vypoctu

Pri numerickej simulacii musia byt splnené podmienky velkosti ¢asového kroku

a sietového kroku h. Naj¢astejsie pouzivané st tieto tri podmienky:

%ma Voo St<h,  Juot<h (4.42)

max max

|V | a |u | st maximalne hodnoty vo vertikdlnom a horizontdlnom smere. Podstatou
vSetkych troch metdd je Courant-Friedrich-Levy (CFL) podmienka. Pointou CFL je, ze
Ziadna Castica kvapaliny nemoze za ¢as Ot prekonat’ vzdialenost’ vi&§iu nez sietovy krok h.
Na zaklade tychto podmienok bola zavedena adaptivna kontrola ¢asového kroku (Tome &

McKee, 1994).
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Jej princip je vol'ba ¢asového kroku v kazdej iteracii

st=r, mn|pRe NN (4.43)
2 V| U] )

74 Je safety factor z intervalu [0,1].

4.2.6 Algoritmus vypoctu

Zhrnutim jednotlivych krokov vypoctu toku viskoznej kvapaliny pomocou striedavej siete

dostaneme nasledujuci postup:

Postup:

Nastavime n=0,t=0.

Priradime pociatocné hodnoty rychlostnym poliam a tlaku.
Pokial plati t<t _ :

kon *
Ak pouzivame adaptivnu metddu urcenia ¢asového kroku tak pouzijeme (4.43).
Prepocitame rychlostné pole podla hrani¢nych podmienok (4.22)-(4.24) v zavislosti
od toku.
Vypocitame hodnoty poli FMa M (4.26).
Uréime pravu stranu Poissonovej rovnice rhsi'j (4.29).

Pocitame Poissonovu rovnicu (4.37) iterativnou metdédou pokym nedosiahneme
stanoveny pocet iterdcii, alebo podmienku pre normu iteracie (4.40).
Vypocitame rychlostné polia v nasledujucom ¢asovom kroku (4.27).
t=t+ot.
n=n+1.

n- index iteracnej hladiny

t

won - cas ukoncenia vypoctu

4.3. Virivost’ a prudova funkcia

DalSou moznou metdédou vypoctu toku je vypocet vo virivosti a pradovej funkeii. Toto
rieSenie zoberieme ako alternativu k predchadzajucemu.

Pradova funkcia i je definovana ako

0 0
Vou, Yoy (4.44)

E OX
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a virivost toku &

ou ov
E=—-— (4.45)
ay ox
Krivky spajajice rovnaké hodnoty pradovej funkcie st pre ustdlené toky totozné
s prudociarami toku. Tato vlastnost’ sa ¢asto vyuziva pri spracovani dat.
Dosadenim pradovej funkcie a virivosti do Navier-Stokesovej rovnice a podmienky

nestlacitelnosti ziskame rovnice:
06 _ oo 1 oo 2
—= =—div(i)+—V°&, Vy= 4.46).
p (U) re 4 w=¢ (4.46)

Rovnice (4.46) nutne spifiajii podmienku nestlaitelnosti kvapaliny a zaroveii su vhodnejsie
pre taky vypocet, pocas ktorého priamo chceme odhad pradociar toku, lebo poskytuje
hodnoty pol'a virivosti a pola pridovej funkcie priamo pocas vypoctu.

Rovnako ako pri rieSeni Navier-Stokesovej rovnice budeme riesit’ tok v obdiznikovej
oblasti (4.20). Hodnoty virivosti uréujeme uprostred vypoctovych buniek a teda sa nejedna

0 pouzitie striedavo usporiadanej siete.
4.3.1 Vypocet priudovej funkcie a virivosti v ¢ase

Riesenie upravenej Navier-Stokesovej rovnice (4.46) aproximujeme rieSenim v podobe do
Casovych hladin, analogicky s rieSeni v rychlostnom a poli tlakov. Hlavny casovy krok

V rdmci virivosti je definovany v podobe
g0V = g0 4 5{ div( &5 G ) =V 5“"} (4.47)
Pre zjednodusenie zavadzame pomocnu funkciu
1]

n n) ~(n 1 n
= dlv(f”u”) R_evzé('j) (4.48)

Rovnicu (4.48) rozpiseme do podoby

6u‘”’ v 0) 0) pE e
== &0 —L 4 —L 4y %) +v{ %) i 5'2" + 5'2" (4.49)
oy x oy | Rel o oy
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jednotlivé derivacie v rovnici (4.49) aproximujeme diskrétnymi vztahmi.

Pokracujeme rieSenim Poissonovej rovnice

Vil = gt (4.50).

1] 1]

Riesenie je analogické k rieSeniu Poissonovej rovnice pre tlak

‘//it+1,j -Hr//it—l,j +Wit,j+1 +lr//it,j—l_4Wit,j = hzégit,j . (4.51)

Podobne ako pri rieSeni Poissonovej rovnice pre tlak musime prepisat’ pole pradovych
funkcii a pole virivosti do tvaru vektorov.
Systém rovnic (4.51) vieme riesit’ len pre vnatorné body, pre zvysné kladieme nulové

okrajové podmienky. Preindexovanim poli y a £ do vektorov ¥ a = ziskame sucin
AY' =h’z" (4.52)

Poissonovu rovnicu (4.52) rieSime pomocou metddy multigrid, teda Jacobiho iteracii

N-1
| hZEi _ Z | A’jTin—l,it
it ENE (4.53)
A

Metoda multigrid je dost’ €asto pouzivanou metddou, je vhodné ju otestovat’ pri vypocte
pradovej funkcie a spoznat’ jej vypoctové vlastnosti. Podmienky pre ukoncenie vypoctu
iteracii kladieme rovnaké ako pri rieSeni Poissonovej rovnice (4.30). Nasledne spitne

preindexujeme vektor pradovych funkcii do tvaru matice.
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4.3.2. Algoritmus vypoctu pomocou virivosti a prudovej funkcie

Postup:

Nastavime n=0,t=0.

Priradime pociato¢né hodnoty rychlostnym poliam.
Vypocitame hodnoty prudovej funkcie a virivosti.
Pokial plati t<t,  :

kon *
Preusporiadame pole virivosti do vektoru.
Pomocou metddy multigrid rieSime Poissonovu rovnicu, pokym nedosiahneme stanoveny
pocet iterdcii alebo podmienku pre normu iterdcie (4.38).
Virivost preusporiadame naspaét.
Prepocitam hodnoty virivosti pre nasledujidcu ¢asovu hladinu.
t=t+ot.
n=n+1.

Pripadne dopnime vypocet rychlosti a tlaku v uré¢itych ¢asovych hladinach pre ucelenie

datového alebo grafického vystupu.
4.4, RieSenie energetickej rovnice

Aby sme mohli spravne vypocitat teplotu T Kkvapaliny musime sa zaoberat
termodynamickymi vlastnostami kvapaliny. Vychadzame zo zakona zachovania energie
(3.30). Predpokladame konstantnu tepelni vodivost’ a, zanedbatelni viskéznu disipaciu

energie a zdroj tepla g” .Bilan¢na rovnica ma potom tvar
% +U.gradT = ¢ AT +q" . (4.54)

Ak chceme riesit pripady zahriujice tepelne hnanu konvekciu alebo tepelne zavislu viskozitu je
nevyhnutny vypocdet teploty. Zohriata kvapalina mé& menSiu hustotu neZ nezohriata a
V gravitaénom poli na fiu posobi Archimedova sila. Uplné zahrnutie pdsobenia zmeny
teploty na vysledné rieSenie je vel'mi komplikované. Priestorovo nekonstantna hodnota
hustoty je vrozpore s doposial pouzivanou podmienkou nestlacitelnosti kvapaliny.
Numerické rieSenie takéhoto problému je omnoho komplikovanejSie nez pdvodného a vedie
k tazko rieSitelnym nelinearnym rovniciam. Obmedzime sa teda na najcastejSie pouzivané
a najintuitivnejSie priblizenie — Boussinsqovu aproximdaciu. Boussinsqova aproximdcia

predpoklada:

e Hustota je vSade konStantna s vynimkou vztlakovych ¢lenov.

e Viskdzna disipacia je zanedbatel'ne mala.
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Prvy predpoklad ndm umoziuje, napriek roznym hodnotdm teploty v objeme, ponechat
rovnicu kontinua v povodnom tvare a pracovat s podmienkou nestlacitelnosti. Zmena
hustoty sa prejavi len v zmene ¢lenov objemovych sil. Viskozna disipacia je pre nami
definovany problém zanedbatelne mala, jej zahrnutie by zbyto¢ne predlzovalo vypoctovy
¢as programu a komplikovalo rieSenie pohybovej rovnice.

Po zahrnuti Boussinsqovej aproximacie ma pohybova rovnica tvar
pw(gﬁ +(U.grad)Uj+grad p=uAli+p(T)g . (4.55)

(Dynamicku viskozitu x# budeme zatial’ brat’ ako tepelne nezavislu a zahrnutiu efektov jej
tepelnej zavislosti sa budeme venovat’ neskor)

Boussinsqovu aproximacia d’alej predpoklada linearny vzt'ah medzi hustotou p
ateplotou T

_ 1 . _ 10dp
p(T)=p.Q-BTEY)-T,), f:= T (4.56)

T, a p, sureferencné hodnoty teploty a hustoty. Pohybovi rovnicu (4.55) mozeme teda

prepisat’ do tvaru

0. [%U +(U.grad)Uj+ grad p= pAl + p, (1- BT (X,1))-T_))G . (4.57)

4.4.1 Hrani¢né podmienky

Budeme pouZivat’ dve hrani¢né podmienky. Pre ich spravny popis si rozdelime hranicu na
dvecastiI', a T,.
Dirichletova hrani¢na podmienka predpokladéd definovant, konStantnu teplotu na hranici.

Teplota na hranici sa nemeni v zavislosti od teploty kvapaliny.

Tl =T, (4.58)

je Dirichletova hrani¢na podmienka. Rovnica (4.58) vyjadruje to, ze hranica je ohrievana,
alebo ochladzovana a efekt ochladenia, zohriatia hranice kvapalinou je zanedbatel'ny.

Neumannova hrani¢na podmienka je

B (4.59)
on|.
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Kk je tepelna vodivost kvapaliny a (, je tepelny tok cez hranicu. Tato hrani¢na

podmienka popisuje aké mnozstvo energie odovzdala kvapalina hranici. Tato podmienka
zohl'adiiuje materidlové vlastnosti kvapaliny a steny a rozdiel ich teplét na hranici.
Neumannova hrani¢na podmienka urcuje rychlost’ ochladzovania a zohrievania v zavislosti

nielen od teploty okolia, ale aj od tepelnej vodivosti steny. Ak je g, =0, tak takato hrani¢na

podmienku nazyvame adiabatickd. Adiabatickd podmienka je ekvivalentom dokonale

tepelne izolovanej kvapaliny.
4.4.2 Numerické rieSenie energetickej rovnice

Podobne ako pri pohybovej rovnici sa pre jednoduchost odvodenia obmedzime na

bezrozmernt energetickl rovnicu. Rozpisanim bilan¢nej rovnice (4.54) pre dvojrozmerny

pripad dostaneme rovnicu
oT

0 0
E'F &(UT)'FE(VT):Q[

+

o°'T o1

Hodnoty teplot rovnako ako hodnoty tlakov budeme urCovat v strede bunky. Pouzitim
forward difference v ¢ase podobne ako pri pohybovej rovnici dostaneme diskrétnu rovnicu

urcéujucu hodnoty tepldt v casovej hladine n + 1

T g0, 5 @4 [ [T JOTY
1) ) p aXZ g ayZ |

+6t [q{;j(m _[a(u‘”T W)} {a(vWT <”’)} J
ot | ot .

Podobne ako pri pohybovej rovnici budeme pouzivat' upwind difference, kombinujucu

(4.61)

central difference a forward difference.
Pokial' neuvazujme nekonStantni viskozitu, mézeme vztah (4.61) prepisat do

bezrozmernej energetickej rovnice. Aby sme tak mohli urobit’ definujeme pomocné veliciny:

* T_T * * L
Ti=——=, g =T, q"=—1q". 4.62
T B =TS AT = (4.62)

A Ao

T, je referentna teplota a T, je Skalovaci parameter Dosadenim preSkalovanych

bezrozmernych premennych (4.62) do pohybovej rovnice (4.57) dostavame vzt'ah
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6?* 0 +(U*.grad*)l]* +grad” p" = %A*U* +(1-8THG (4.63)
a energeticka rovnicu
(Ztr: +0.grad’ T = RLE%A*TWq”’* . (4.64)
Pr je Prandtlovo ¢islo
pr=" (4.65)
a

ktor¢é je na rozdiel od Reynoldsového ¢isla materidlovou vlastnostou kvapaliny. Typické
hodnoty Prandtlovho ¢isla st v rozsahu 3 az 300.

4.4.3. Podmienka stability vypo¢tu

Podmienka stability pre tok s nenulovymi gradientami teploty a tepelne zavislou viskozitou

je rozsirena z povodnej (4.42) 0

dota .\ pe. (4.66)

Adapivtna zmena ¢asového kroku pocas vypoctu bude mat’ tvar

(Re.vmm.h2 Re.h h h ]

4.67
s (4.67)

ot=r7, min

)
max| |max|

4.4.4 Vztlakové ¢leny

Do vypoctu musime nevyhnutne zahrnt' aj vztlakové ¢leny, objemové sily, ktoré sme v
predchadzajicej podkapitole neuvazovali. Najvyhodnejsi spdsob je rozsirit’ uz definované

pomocné veliC¢iny F a G:

=(n n ot N+ N+
Fi,(j) = Fi,(j)_/B B} (Ti,(j V4TS l))-gx

i+1,j
(4.68)
= ot
n) _ (n+1) (n+1)
GY =G~ 5 T DT 0). g

i,j+1
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Analogicky s riesenim Navier-Stokesovych pohybovych rovnic pre urcenie rychlosti

v d’al$ej Casovej hladine bez vztlakovych ¢lenov () zapisujeme riesenie :

n = (n 5t n+. n+
ui(,j) — Fi,(j) __( pi(+l,}) _ pi(,j 1))
h
(4.69)
ot

(n) _ A (n+1) (n+1)
vi7 =Gy _F( ija — Pij )

4.4.5 Rozsirenie algoritmu o vztlakové ¢leny

Postup:

Nastavime n=0,t=0.

Priradime pociato¢né hodnoty rychlostnym poliam a tlaku.
Pokial plati t<t,_ :

kon *
Ak pouzivame adaptivnu metddu urcenia ¢asového kroku tak pouzijeme (4.67).
Prepocitame rychlostné pole podla hrani¢énych podmienok (4.22)-(4.24) v zavislosti
od toku.
Uréime hodnoty tepl6t na hraniciach, podla podmienok (4.58), alebo (4.59)
Vypocitame hodnoty teplot v aktudlnom ¢asovom kroku, podla (4.61)

o CEM L Am :
Vypocitame hodnoty poli Fiy? a G} zo vztahov (4.66)

Uréime pravu stranu Poissonovej rovnice rhsi'j (4.29)

Pocitame Poissonovu rovnicu (4.35) iteranou metddou pokym nedosiahneme
stanoveny pocet iterdcii, alebo podmienku pre normu iteracie (4.38)
Vypocitame rychlostné polia v nasledujucom ¢asovom kroku (4.27)

t=t+ot

n=n+1

4.5 NekonStantna viskozita

Pre vypocet toku skla pouzijeme a porovname dva rozli¢né algoritmy. Prvy algoritmus bude
pokladat’ nulové derivacie viskozity a druhy ich zahrnie vo vypocte. Predpoklad nulovych
derivécii viskozity je vel'mi casty, ale v literatire nie je Casto podloZeny. Pri mnohych
tokoch s nekonstantnou viskozitou sa primarne predpoklada tvar (4.15). | ked pri jeho
odvadzani sa zanedbava prave derivacia viskozity v priestore, Pri odvadzani algoritmu pre

tok z nekonstantnou viskozitou musime pouzit’ vztah (3.17)

%UJF(U.grad )U =g ——gradp + 2 AU+ rotd. grad 4. (4.70)
Yo,

1
P
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Pri rieSeni takychto tokov nemézeme vychadzat’ z bezrozmerného tvaru Navier-Stokesovej
rovnice, zapisu pomocou Reynoldsovho ¢isla. Analogicky s postupom pri bezrozmernej
formulacii budeme postupovat’ vo vypocCtovych hladinach oznacovanych indexom n.

Pouzitim vzt'ahu pre forward difference rozlozime (4.66) do rovnic:

2

ox> oy’ ) ox’ oy pax oy ox ax
, (4.71)
2 2 olv
v — o st 4 8_\2/+8 : _(_Z)_MJ,gy 1op [ou_oviou|.
oX~ oy oy OX P 8y oy OX )oX
Analogicky s predchadzajucimi definujeme pomocné velic¢iny F a G.
20) o(u?
F=u®+st| £ 8u+6L21 —~ (2)_6(uv)+gx+8_u N
ox* oy OX oy oy OXx)oX
, 4.72)
2 2 a Vv
6 v op| 400, V) V) o) o fou av\ou|.
plox? oy oy OX ay OX ) OX
Dosadenim pomocnych veli¢in do pohybovych rovnic (4.25) dostavame:
u(n+1) _ F(”) +ﬁ ap(n+l)
OX
e (4.73)
v — g +§ op _
p oy

Dosadenim vysSie uvedenych rovnic do podmienky nestlacitelnosti dostaneme Poissonovu

rovnicu pre tlak v nasledujtcej asovej hladine v tvare

(4.74)

82 p(n+l) 82 p(n+1) 1 8F (n) ae(n)
—t—— = +
0°X oy ot\ ox oy
Pri odvodeni nebudeme zahfiat' vztlakové sily, ktoré su pri toku zohriateho skla
zanedbatel'ne malé. Hodnoty teplot vo vypoctovej oblasti budeme urcovat’ podl'a vztahu
(4.61).

Viskozitu skla budeme urcovat’ pomocou empirickej Vogel-Fuchler-Tammann (VFT)
rovnice

T Toj. (4.75)

H=Hy exp[
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Uy, T, ak st materidlové parametre. Zavislost’ viskozity od teploty (4.70) bola nezavisle

navrhnutd tromi vedcami: Vogelom, Fuchlerom a Tammannom. Vogel skimal zavislost
viskozity od teploty rozlicnych maziv. Fuchler analyzoval tu istu zévislost’ u kremicitych

skiel a Tammmann zavislost’ odvodil na zaklade procesov tvorby organickych skiel.

4.5.1. Algoritmus vypoctu toku s nekonStantnou viskozitou

Postup:

Nastavime n=0,t =0.

Priradime pociato¢né hodnoty rychlostnym poliam a tlaku.
Pokial plati t <t :

kon *
Ak pouzivame adaptivhu metédu urcenia ¢asového kroku tak pouzijeme (4.41).
Prepocitame rychlostné pole podla hrani¢nych podmienok (4.22)-(4.24) v zavislosti od toku.
Urcime hodnoty teplot na hraniciach, podla podmienok (4.58), alebo (4.59).
Vypocitame hodnoty tepl6t v aktudlnom ¢asovom kroku, podla (4.61).
Prepocitame hodnoty viskozity podla (4.71).
Vypocitame hodnoty poli F a G zo vztahov (4.68), podla volby metédy volime priestorové
derivacie viskozity nulové alebo nenulové.

Uréime pravu stranu Poissonovej rovnice rhsiyj (4.70).

Pocitame Poissonovu rovnicu (4.35) itera¢nou metédou pokym nedosiahneme stanoveny.
pocet iteracii, alebo podmienku pre normu iteracie (4.38).

Vypocitame rychlostné polia v nasledujucom ¢asovom kroku (4.27).

t=t+ot

n=n+1.
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5. Vypocet

V nasledujicej kapitole sa budeme venovat vypoltu tokov pomocou jednotlivych
algoritmov spominanych v predchadzajucich kapitolach.

5.1 Tok generovany posunom hranice

NajcastejSie pouzivanym problémom na overenie kvality vypoctu a jeho stability je tok
generovany posunom hranice (v angl. driven cavity flow).

Uvazujeme Stvorcovi vypoctovi oblast vyplnent viskdéznou kvapalinou. Postivanim
jednej z hranic v smere rovnobeznom s protil'ahlou hranicou generujeme v objeme tok. Na
vSetkych hraniciach kladieme podmienku nulového sklzu. Budeme postvat’ hranicu j=0, v
nasledujucom texte ju budeme oznacovat ako hornu hranicu. Na vSetkych hraniciach
s vynimkou hornej hranice plati podmienka nulového sklzu (4.22) ana hornej hranici
predpisujeme podmienku

Uo=2-U, pre i=1..,i (5.1)

max

Pripominame, Ze vypoctové body horizontdlnej zlozky rychlosti nelezia priamo na hranici
a kladieme podmienku aby priemer rychlosti tesne nad a pod bol rovny rychlosti posunu
hranice.

Pre jednoduchost oznaéme stranu s i=0 ako l'ava a jej protilahli ako pravu a stranu

J = Jux ako dolnt.

[ e———
u=1,v=0
u=0 u=0
v=0 v=0
u=0,v=0

Obr. 5.1. Okrajové podmienky toku generovaného posunom hranice

Podmienka nulového toku a sklzu na hornej hranici sposobi, ze kvapalina blizko horne;j
hranice za¢ne byt unasana viskoznym pdsobenim k pravej hranici. Ked’Ze na pravej hranici
predpokladdme podmienku nulového sklzu, kvapalina nemoze tiect’ d’alej cez pravl hranicu.
Vzhl'adom na podmienku nestlacitelnosti, z ktorej sme pri odvadzani algoritmu vypoctu

vychadzali, mézeme predpokladat, ze v zvySnom objeme musi tiect’ kvapalina v smere

38



opacnom smeru posunu. V numerickej simuldcii tomu predchddza nérast tlaku v okoli
pravého horného rohu vypoctovej oblasti a pokles tlaku v Tavom hornom toku vypoctovej
oblasti. Kvapalina je unasana z oblasti s vy$§im tlakom do oblasti s niz§im tlakom. I ked’ je
posobenie tychto sil najvac¢sie priamo pri hornej hranici, je stale menSie nez viskozne
pdsobenie posunu hranice v danej oblasti. Dalej od hornej hranice viak prestava prevladat
viskozne posobenie posuvu hornej hranice a kvapalina teéie v smere opanom smeru posunu
hranice.

Ulohou riesenia tohto problému je overit fungovanie prvého algoritmu z podkapitoly
4.2.6, rieSenie Navier-Stokesovej rovnice. Generovanie virivého toku je smerodajnym
udajom o spravnosti vypoctu viskoznych sil a tlaku vo vypoctovej oblasti. Nasledujuce

obrazky znazornuju horizontalnu a vertikalnu zlozku vektorového pol'a rychlosti.

Obr. 5.2 Prerozdelenie horizontalnej zlozky (vl'avo) a vertikalnej zlozky (vpravo)

bezrozmernej rychlosti v ¢ase 1,5 s

Obr. 5.3 Prerozdelenie horizontalnej zlozky (vlavo) a vertikalnej zlozky (vpravo)

bezrozmernej rychlosti v Case 4,5 S
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Obr. 5.4 Prerozdelenie horizontalnej zlozky (vl'avo) a vertikalnej zlozky (vpravo)

bezrozmernej rychlosti v ¢ase 7,5 S

Obr. 5.5 Prerozdelenie horizontalnej zlozky (vl'avo) a vertikalnej zlozky (vpravo)

bezrozmernej rychlosti pri ustdlenom toku v ¢ase 19 ,5 s

VysSsie zobrazeny tok bol simulovany pri nastaveni vypoctovych parametrov:

Re=1000, 7, =0.0005, h=0.023, i , =42 j.. =42, w=1,7, y =0,9, it =200

Kladné rychlosti (Cervené oblasti) v horizontdlnom smere znacia tok vlavo, kladné
hodnoty v horizontalnom smere znacia tok smerom k dolnej hranici. Bod, v ktorom by sa
pretli hranice medzi oblastami kladnych a zapornych hodnoét rychlosti po prekryti zobrazeni
horizontélnej a vertikalnej zlozky rychlostnych poli je stredom viru. Na Obr.5.2 az Obr. 5.5
mozeme pozorovat' mierny posun viru. Obrazky obsahuji aj hrani¢nu oblast’ ateda na
vsetkych obrazkoch mézeme vidiet’ (napr. uplne napravo) tizke pasy opac¢nych hodnét. Je to
sposobené definiciou podmienky nulového sklzu (4.22).

Vysledky testu odpovedaju predpokladom. Problémom je volba bezpecnostného faktoru

74 . Je pomerne maly avypocet simulacii pre vacSie oblasti je casovo narocny.

Bezpecnostny faktor je vhodné menit’ v zavislosti od velkosti siete. Platnost’ podmienky pre

volbu casového kroku teda nie je uplné popisana v CFL. Je nutné kontrolovat’ ¢i pocas
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simuldcie nedochadza k nefyzikdlnym oscildcidm zloziek rychlostného pola alebo inym

nefyzikalnom procesom.

Obr. 5.6 Porovnanie horizontalnych zloziek rychlostného pol'a pri rozlicnych hodnotach

bezpe¢nostného faktoru

Obr.5.6 znazoriiuje horizontalne toky v ¢ase 6.5 sekundy pocitané pri totoznych
nastaveniach vSetkych parametrov okrem bezpecnostného faktoru. Tok vlavo ma

bezpecnostny parameter 7, =0.0005 atok vpravo 7, =0.005. Problém s volbou

bezpecnostného faktoru s¢asti kompenzuje fakt, Ze vypocty aj pri nizSom pocte bodov (napr.
20x20 a 30x30) velmi dobre odpovedaji predpokladom anie st tak Casovo néarocné.

Vypoctovy €as je najviac ovplyvneny pozadovanym rozliSenim vystupnych dat.

5.1.2 Tok s vysokym Reynoldsovym ¢islom

Stabilita vypoctu bez rozmernej Navier-Stokesovej rovnice sa ¢asto overuje rieSenim tokov
s vysokym Reynoldsovym c¢islom. Pri vy§§om Reynoldsovom c¢isle je tok viac premenlivy v
Case a priestore. Experimenty ukézali, Ze pri tokoch s vysokym Reynoldsovym ¢islom sa pri
toku generovanom posunom hranice v spodnych rohoch oblasti tvoria viry opacného smeru
ako je smer hlavného viru. Pri overovani kvality vypoctového algoritmu teda sledujeme ¢i
dochadza k tvorbe takychto virov. Pri posune hranice smerom doprava by mal byt vir v
pravo dole dominantny, jeho absencia by poukazovala na nedostatocne maly priestorovy
krok alebo zle navrhnuty algoritmus. Druhy vir je menej vyrazny a rychlost’ jeho toku je

ovel'a menSia nez u pravého viru.
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Obr. 5.7 Prerozdelenie horizontalnej zlozky (vl'avo) a vertikalnej zlozky (vpravo)

bezrozmernej rychlosti v toku s vysokym Reynoldsovym ¢éislom.
Obr. 5.7. zobrazuje nami vypo¢itany tok pri parametroch:

Re=10000, 7, =0.0005, h=0,023, i, =42, j . =42, w=1,7, y =0,9, it_ =150

max m

Pravy vir predstavuju rychlosti orientované opacne nez v okolitej oblasti pravého spodného
rohu. Lavy vir nie je mozné na obrazku pri zvolenej farebnej Skale pozorovat’. V datach sme
mohli pozorovat’ vir orientovany opacne nez hlavny smer viru, ale rychlosti boli na trovni
chyb.

Dalsim tokom, ktory sme rieili na overenie kvality vypoétu Navier-Stokesovej rovnice je
tok v obdiZznikovej oblasti. Rieenie takéhoto toku, podobne ako predchadzajuceho, overuje
stabilitu vypoctu a je Casto rieSenim problémom. Strana, ktorej posunom sme generovali tok
bola kratSia. Podobne ako pri predchadzajicom rieSenom toku sme zvolili vysoké
Reynoldsovo cislo a sledujeme tvorbu vedlajSich virov. Vypocet takéhoto toku casto
predchadza overovaniu vypoctov turbulentnych tokov. Napriek tomu, Ze cielom préce nie je
simulovanie turbulentnych tokov, je dobré poznat vypoctové moZnosti nami

naprogramovaného algoritmu.
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Obr. 5.8 Prerozdelenie horizontalnej zlozky (vl'avo) a vertikalnej zlozky (vpravo)

bezrozmernej rychlosti toku v obdiznikovej oblasti.
Tok zobrazeny na Obr. 5.8. bol pocitany pri nasledovnom nastaveni parametrov:

Re=10000, 7, =0.0002, h=0,0123, i_, =84, j . =42, w=1,7, y =0,9, it =150

max

Na Obr. 5.8. mézeme pozorovat’ chybu vypoétu toku. Horizontalna zlozka rychlostného
pol’a je v oblasti medzi rozhranim kladnej a zapornej zlozky (rozhranie modrej a Cervenej) a
oblastou viskdzneho strhavania toku (Cervend oblast’ v hornej oblasti pravej Casti obrazku)
nulova. Dévodom je prili§ vel'ky bezpeCnostny parameter. Reynoldsovo ¢islo je pomerne
vysoké a vypocet vyzaduje nastavenie ¢asového kroku na extrémne maly. Nastavenie kroku
na dostato¢ne maly by vypocet predlzilo na nasobne dlhsi. Vypocet do bodu zobrazenia trval
11 hodin a 8 minat. Na Obr. 5.8 mézeme sledovat’ maly vedl'ajsi vir avSak nie je vyrazny.
Pouzitie algoritmu z podkapitoly 4.2.6 bez akychkol'vek Gprav nie je vhodné pre vypocet

tokov nizkoviskoznych kvapalin s komplikovanymi Struktirami toku.
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5.2 Tok s nekonStantnou teplotou

V nasledujucej podkapitole sa budeme venovat overeniu rozSirenia vypoctu Navier-
Stokesovej rovnice vztlakovymi ¢lenmi a rieSenim energetickej rovnice. Nebudeme
uvazovat' nekonStantnt viskozitu a vypocet bude prebichat’ podla postupu z podkapitoly
445.
Prvy vypocet prebiehal pri nasledujucich nastaveniach parametrov a pociatoénych
podmienok:

Re=985,7, Pr=7, h=0,04, i, =25 j... =25, w=1,7,y =0,9, it =150, g, =—0.098

7 "max

Pavu stranu ohrievame a nastavujeme T, =1 a na pravi stranu ochladzujeme T, =0 (obe

s bezrozmerné $kalované teploty).

u=0,v=0
=0 =0
v=0 v=0
T, =1 T=0

u=0,v=0

Obr.5.9. Okrajové podmienky toku generovaného ohrievanim a ochladzovanim kvapaliny

Spodnt a hornu stenu predpokladame tepelne izolované a pouzivame Neumannove

hrani¢né podmienky. Na vSetkych hraniciach kladieme podmienku nulového sklzu (4.22).

Obr.5.10 Tok zohrievanej kvapaliny s Re=985,7
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Na Obr. 5.10. hore mézeme pozorovat’ postupné ohrievanie kvapaliny a dole prerozdelenie
zloziek rychlostného pola a teploty odpovedajuce ustalenému stavu. Vysledky poukazuju na
to, Ze v objeme dochadza ku konvekcii tvorenej gradietntom teploty. Zohriata kvapalina pri
pravej hranici sa "rozpina" (podl'a definicie Bossinesqouvej aproximacie) a ochladena
kvapalina na pravej strane sa “stahuje®. Tok kvapaliny je pomalsi nez proces ochladzovania
a otepl'ovania kvapaliny a teda méZeme pozorovat’ takmer rovhomerné prerozdelenie teploty
a pomerne symetricky hlavny vir.

Druhy vypocet prebiehal pri nasledujicich nastaveniach parametrov:

Re=11063, Pr=7, h=0.03, i, =30, j,, =30, w=1,7, y =0,9, it

7 "max

=150 g, =-1.1005

max

Hrani¢né podmienky boli totozné s predchadzajicim vypoctom.

ad
L]

Obr. 5.11. Hore je zobrazené postupné zohrievanie kvapaliny a dole je zobrazené

[y

prerozdelenie  horizontdlnej zlozky rychlostného pola odpovedajuce

teplotnému prerozdeleniu vpravo dole

Podobne ako pri predchadzajicom vypocte mdzeme pozorovat’ postupny narast teplot a
tvorbu virivého toku. Volba vyssieho Reynoldsovho cisla vsak vyrazné pozmenila
prerozdelenie teplot. Pomer vztlakovych sil oproti viskéznym sildm v porovnani s
predchadzajiicim pripadom narastol. Tok unasal zohriatu kvapalinu k ochladenej hranici a

obratene.
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Obr. 5.12. Fotografia experimentu Prof. Kimuru pri ktorom bola spodna stena ohrievana

a horné ochladzovana

Vypocty dobre odpovedaju o¢akavaniam a experimentom (Kimura & Bejan, 1983).

5.3 Vypocet pomocou virivosti a pridovej funkcie

Vypocet toku pomocou virivosti a prudovej funkcie napriek toku, Ze sa pomerne Casto
pouziva, sa ndm nepodarilo sprdvne naprogramovat’ a jeho vysledky boli €asto uplne
nespravne. Dovodom bola absencia Specialnych okrajovych podmienok a nami navrhnuta
schéma nebola stabilna. Vypocet divergoval uz pri pomerne malych hodnotach ¢asového
kroku a pri volbe velmi malych hodndt dochadzalo k uplnému poklesu hodnét pola
pradovej funkcie. Tymto programom sme zacali naSe vypocty, ale jeho nedostatky
nedovolovali rozSirenie vypo¢tu na tok s nekonStantnou viskozitou a teplotou. Navier-
Stokesova rovnica sa jednoduch$ie upravuje v procesoch s nekonstantnou viskozitou a
teplotou. Tato metodda je vo vSeobecnosti vhodnejsia pokial’ nepotrebujeme priamo poznat’

prerozdelenie rychlosti a postacuje ndm zobrazenie pradociar a virivosti.

5.4 Tok skla

V nasledujucej kapitole sa budeme venovat aplikécii vypoctového postupu navrhnutého
v podkapitole 4.5.1 pre simulaciu toku skla. Konkrétne toku skla podobného pri toku pri
vyrobe tabulového skla, teda teCenie zhora a zdola ohrani¢ené stenami, na ktorych plati
podmienka nulového sklzu. Podobne ako v predchadzajucich podkapitolach budeme oblast’

blizku i=i_, nazyvat ako pravi. Predpokladame, ze pravej strane vteka sklo vopred

definovanou rychlost'ou a teplotou 1450 C a na l'avej strane vyteka.
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Obr. 5.13 Okrajové podmienky toku skla

Pri postupe sme predpokladali tok sodno-draselného skla a parametre VTF rovnice (4.75)

sme stanovili podl'a tabul’kovych hodnét:
1, =0.002069, k =4397.784, T, =266.3158

Vypocet toku zahfia dva hlavné procesy: ohrievanie skla a tok skla. Ohrievanie skla
prebieha relativne pomaly, ustalenie teplot trva dlhSie nez ustalenie toku skla. Pri vol'be
casového kroku sa vyskytol problém. Nastavenie dost’ velkého ¢asového kroku na to, aby sa
teplotne ustalil model viedlo k numerickym nestabilitdim vo vypocte toku. Nastavit’ ¢asovy
krok dostato¢ne maly, aby sme mohli pozorovat’ zmeny toku by bolo nezmyselné. Viskozita
pri teplote neustaleného modelu je prili§ vysoka a tok pri tychto podmienkach nie je
objektom nasho pozorovania. Vypoctovy ¢as, po ktorom by sa teplotny model ustalil by bol
zbytocne velky. Pre to sme navrhli rieSenie zloZené z dvoch ¢asti vypoctu.

V prvej Casti vypoctu stanovime krok vypoctu vhodny pre proces ustalovania teploty a
definujeme v kazdej casovej hladine nulové rychlostné pole. Po ustaleni teplotného modelu
predefinujeme Casovy krok na hodnotu dostacujucu pre pozorovanie zmien toku skla a
stanovujeme podmienku vtoku na l'avej hranici. Problémy v numerickej stability toku boli
sposobené hlavne ndhlym spomalenim toku v oblastiach s vysokou viskozitou a blizko
hranic.

5.4.1 Porovnanie vysledkov s vysledkami ANSYSu

Vysledky nasho vypoctu porovname s vysledkami komeréného softvéru ANSYS
obsahujuceho balik doplnkov na vypocet rozlicnych tokov. Solver ANSYSu je zaloZzeny na
metode konecnych objemov a jeho jadro tvori algoritmus SIMPLE.

ANSYS na rozdiel od nami navrhnutého postupu pocita ten isty tok v troch rozmeroch.
Operator softvéru v problémoch podobnych rieSenému mdze pracovat’ s objemom, ktory ma
periodické hrani¢né podmienky na rovinach zaujmu. Rozmer v smere kolmom na zaujmovu

rovinu je spravidla ve'mi maly, pri naSom vypocte mal hodnotu 0,05mm.
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Obr.5.13 Prerozdelenie teplot po prvej Casti vypoctu
Obr.5.13 zobrazuje nami vypocitané prerozdelenie teplot skla po ukonceni prvej Casti

vypoctu. Parametre vypoctu prvej €asti boli nasledovné:

S5t =0.01h=0,00125, i_, =200, j_ =40,w=1,7, 7 =0,9, it =0

max

Solver ANSYSu na rozdiel od nami navrhnutého vypoctu nerozklad4d tok na proces
zohrievania a tok ohrievaného skla, teda nemame zobrazenie prerozdelenia teplot vhodné na
porovnanie s nami vypocitanim prerozdelenim.

74 Pas

16 Pas

Obr.5.14. Hodnoty viskozity vypoc¢itané nami navrhnutym softvérom

.615¢e
2.266e+001
1.917e+001
1.567e+001
[Pa s]

Obr. 5.15. Hodnoty viskozity vypo¢itané za pomoci softvéru ANSYS

Napriek tomu, Ze sa jednotlivé zobrazenia farebne odlisuju, jedna sa vel'mi dobru zhodu vo
vypocte. Nami navrhnutd farebnd Skéla nie je totoznd s farebnou Skdlou pouzivanou post
procesorom ANSYSU. Skala farieb na Obr. 5.14 je linearna askala na Obr.5.15 je
logaritmicka. Obidva toky boli poc¢itané pri tych istych parametroch VFT rovnice.
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Obr.5.16 Prerozdelenie rychlosti nami navrhnutym postupom

7.031e-004

5.625e-004

4.218e-004

2.812e-004

1.406e-004

0.000e+000
[m s*-1]

Obr.5.17 Prerozdelenie rychlosti vypocitané programom ANSYS

Zhoda je pomerne dobra. Tok je mierne posunuty smerom nahor. Domnievame sa, ze
tento posun je sposobeny riedkou sietou a faktom, ze sme neuvazovali zavislost’ tepelnej
vodivosti skla od teploty. ANSYS predpoklada zjednodusenu zavislost’ tepelnej vodivosti od
teploty kvapaliny (Sirenie tepla salanim). Tepelna vodivost’ nelienarne narasta s teplotou
a tepelny profil nie je tak rovnomerny ako v nasom vypocte. Tepelne zavisli vodivost sme
nepouzili lebo sa jedna o prili§ hrubé s nie vzdy spravne zjednodusenie zlozitej zavislosti.
Pre d’alSie rieSenie by bolo vhodné pouzit’ siet’ s nerovnomernym sietovym krokom, ktora
by umoznila zvysit’ pocet vypoctovych uzlov v spodnej oblasti z nizSou viskozitou.

Riesenie taktieZ poukazalo na chybu vypoctu teplot vtekajucej kvapaliny, ku ktorej

dochadzalo pri okrajovej podmienke toku a zaroven pri ohrievani hranice.
1400°C
ilzﬂ'c E

Obr.5.19 Teplotny profil toku skla pri pouziti Dirichletovej okrajovej podmienky

Chybu sme odstranili nasledovne. Definovali sme hrani¢nu teplotu ako priemer teplot za
hranicou a pred hranicou. To spdsobilo fiktivne ochladenie mimo vypoétovej oblasti. Cast’
energetickej rovnice popisujuca teplo prenasané tokom vsak zohladnuje oblasti za hranicou

(pri jej definicii sme neuvazovali vtok) a teda aj pomocné teploty niZSie nez je teplota
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hranice. Vtekajuce sklo pri takto stanovenej podmienke nemalo odpovedajucu teplotu

1250 °C ale postupne chladlo. To sme vyriesili pevnou definiciou teplot v okrajovej oblasti.
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6. Zaver

Stanovené ciele sme splnili nasledovne:
e Popisali sme matematicko-fyzikalny model toku vysoko-viskdznej kvapaliny
Vv prostredi s nehomogénnou teplotou.
e Odvodili sme kone¢no-diferen¢nii schému pre dvojrozmerny model.
e Vytvorili sme vypoctovy program v jazyku C++.
e Vysledky numerickych simulécii ziskané vyvinutym softvérom st v dobrej zhode

s vysledkami ziskanymi komerénym softvérom

V praci sme ukazali, ze pouzitim metdody koneénych diferencii je mozné simulovat aj
pomerne komplikovany proces toku vysokoviskoznej kvapaliny - skla. Néklady na tvorbu
takejto simulécie st omnoho mensie nez je cena komeréného softvéru. Hlavnou vyhodou je
pomerne jednoduché prisposobenie vypoctu Specifikim konkrétneho prostredia, napr.
rozdelenie vypoctu toku skla na dve casti. Komercny softvér, ktory riesi procesy toku
univerzalnejS§ie ma vyhodu v tom, ze pri zmene problému je postaujica len zmena
pociatocnych a okrajovych podmienok a parametrov. Nami navrhnuté rieSenie je
nevyhnutné pre kazdy problém upravit’ a otestovat’.

Nevyhodou naSho softvéru je absencia akéhokol'vek uZivatel'ského rozhrania a teda
program, v takej podobe ako sme pouzili, vyZaduje znalost’ programovacieho jazyka C++ a
vypoctovych algoritmov popisanych v tejto praci. Rozhodnutie pouzit’ siet’ s rovnomernym
sietovym krokom nebolo uplne spravne a napokon sposobilo nezanedbatelnu odchylku
vypoctu. Zobrazovanie tokov v podobe prerozdeleni rychlosti (ako napr. Obr. 5.7. ) nie je
najvhodnejsie a pre pouzivatelov NSTK moze byt komplikované sa v takomto vystupe
zorientovat’.

Préca predklada priestor na d’al$i rozvoj. Program by mohol byt’ rozsireny o:
* Fungujuci vypocet vo virivosti a pradovej funkcie.
* Jednoduché uzivatel'ské rozhranie.

* Kvalitnejsiu vizualizaciu (moznost’ vektorovych grafov a zobrazenie pradociar)

Vytvorili sme program, ktory by mohol pomdct’ pri vypoéte toku skla pri urcitych

vyrobnych procesoch, v ktorych je relevantna dvojrozmerna aproximacia.
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Prilohy

CD ROM obsahujuci zdrojvy kod programu v jazyku C++
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