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Sirenie seizmickych vin a seizmicky pohyb povrchu Zeme mézu byt vyrazne ovplyvnené
topografiou (nerovinnostou) vol'ného povrchu Zeme. Samotnd lokalna topografia moze
sposobovat’ vyrazné lokalne anomalie seizmického pohybu. Spolu s blizkou povrchovou
sedimentarnou Struktrou moéze dominantne urCovat’ seizmicky pohyb na povrchu. Pri
predikcii seizmického pohybu poc¢as budulcich zemetraseni musia preto numerické metédy
dostato¢ne presne zahrnut' okrajovii podmienku na volnom povrchu — podmienku
nulového vektora napatia. V niektorych metddach je tato podmienka splnenad automaticky,
v niektorych metodach je nutné ju explicitne implementovat. To je aj pripad metody
koneénych diferencii. Metéda koneénych diferencii aproximuje jednak pohybova rovnicu
kontinua, jednak Hookeov konstitu¢ny vztah. V pripade striedavo usporiadanej siete
Standardne aplikuje centrované aproximacie prvych priestorovych derivacii. V pripade
nerovinného vol'ného povrchu su vsak sietové priestorové body, v ktorych nie je mozné
aplikovat’ centrované aproximacie, pretoze v okoli bodu neexistuje potrebnd mnozina
okolitych bodov. Tato praca je venovana moznosti aproximovat derivaciu v takom pripade
pomocou MLS (Moving Least Squares) pristupu, ktory umoziuje vyuzit hodnoty
derivovanej veli¢iny v bodoch nerovnomerne rozmiestnenych v okoli zaujmového bodu.
V praci sme podrobne odvodili MLS aproximéciu v 3D pripade. Vlastnosti MLS

aproximacie sme analyzovali v kanonickom 1D pripade na striedavo usporiadanej sieti.



Nasli sme dve doélezité vlastnosti MLS aproximadcie a tiez vahovu funkciu, pre ktort dava

MLS pristup aproximéciu zhodnu s centrovanou aproximaciou na striedavo usporiadanej
sieti (2. i 4. radu presnosti).

Kracové slova: topografia vol'ného povrchu Zeme, metoda konecnych diferencii, MLS

aproximacia
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Seismic wave propagation and seismic motion of the Earth’s surface can be significantly
affected by topography of the Earth’s free surface. A local topography itself can cause
considerable local anomalies of seismic motion. Together with near surface sedimentary
structure they can dominantly determine seismic motion at the surface. In predicting
seismic motion during future earthquakes, numerical methods must therefore sufficiently
accurately implement boundary condition at the free surface — the traction-free condition.
In some methods, this condition is satisfied automatically, in some methods its explicit
implementation is necessary. One of the latter methods is the finite-difference method. The
finite-difference method approximates both equation of motion and Hooke’s constitutive
law. In case of staggered grid scheme it applies centred approximations of the first spatial
derivatives. However, if the free surface is not planar, there are some spatial grid points, at
which the centred approximation cannot be applied because there is no required set of
points in their vicinity. This thesis is devoted to the possibility of approximating the first
derivative in such a case using the MLS (Moving Least Squares) approach, which enables
using values of a function to be differentiated at points distributed non-uniformly in the
vicinity of the chosen point. In the thesis we derived in detail the MLS approximation in
3D case. We analysed properties of the MLS approximation in a canonical 1D case on the

staggered grid. We found two important properties of the MLS approximation and also a



weight function for which the MLS approach gives approximation equal to the centred
approximation on the staggered grid (2. and 4. order accurate).

Key words: Earth’s surface topography, finite-difference method, MLS approximation



Predhovor

Topografia volného povrchu Zeme V zna¢nej miere ovplyviiuje Sirenie seizmickych vin
a zemetrasny pohyb. Stcasné metddy poskytuju uspokojivé vysledky v pripade simulacie
rovinného vol'ného povrchu (Moczo et al. 2014). Zahrnutie okrajovej podmienky v pripade
nerovinného rozhrania prostredi pevna latka/vzduch alebo kvapalina/vzduch vsak stale
predstavuje jednu z najzlozitejSich tloh numerického modelovania Sirenia seizmickych
vin, ¢o je zaroven aj dovodom vzniku tejto bakalarskej prace. Jej cielom je podrobné
Studium a analyza hybridnej vypoctovej metddy, umozitujicej vypocet veli¢in vlnového
pol’a a ich derivécii aj v blizkosti a na nerovinnom vol'nom povrchu Zeme.

Tato bakalarsku pracu som si vybrala na odportcanie mdjho spoluziaka, kvoli jej
matematickej podstate azaujmu o mechaniku kontinua, Vv snahe zdokonalit' svoje
programovacie schopnosti. Praca moze sluzit ako struény Ovod do problematiky
numerického modelovania seizmického pohybu v pripade topografie vol'ného povrchu
Zeme. Praca zaroven vytvara podklad pre rieSenie problému v nadvazujucom
magisterskom studiu.

Bakalarska praca bezprostredne nadvazuje na nepublikovany navrh Leily Etemadsaeed
z Iranu, ktory vypracovala pocas polrocnej navstevy u Skolitel’a tejto prace. PokraCovanie
prace bude stcéastou spolo¢ného zameru o implementaciu nerovinného volného povrchu

do konecéno-diferenéného programu FDSim3D (Kristek a Moczo 2014).



Zoznam pouzitého znacenia

Skratky

AFDA adjustovana konecno-diferencna aproximacia

EQ parcialna diferencialna rovnica

FD konec¢no-diferencny

FDEQ konec¢no-diferencnd aproximacia parcidlnej diferencidlne;j
rovnice

FDM metdda konecnych diferencii

FEM metdda konecnych prvkov

MLS moving least squares

SG striedavo usporiadana siet’

VS formulécia v rychlosti a napati

Matematické oznacenia

j
d—. j-ta uplna derivacia podl'a &
dé!
ol .
— J-ta parcidlna derivacia podla &
ol
D* diskretizovany MLS operéator derivacie podla x
P matica tvorend hodnotami bazického vektora p
w diagonalna matica vahovych koeficientov w
g’ prva derivacia & podla x
Grécke symboly
Jij Kroneckerov & symbol
A casovy krok
AX, Ay, Az priestorové kroky
Eij tenzor deformécie
A, u Laméove elastické koeficienty
Yo, hustota
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Oij tenzor napétia
PV kL Pl kL presna a aproximativna hodnota funkcie u v sietovom bode

Xy, Yk Zty)

Latinskeé symboly

a vektor neznamych koeficientov
Cijki tenzor elastickych koeficientov
D4 konecno-diferenénd aproximacia prvej priestorovej derivécie

podla X Stvrtého radu
Df, D2 koneé&no-diferenéné forward a backward aproximacie prvej

derivécie podla X

h sietovy krok

I,K,L priestorové indexy sietového bodu

m index casovej hladiny

a,n; normalovy vektor

o(h") rad zvysku Taylorovho rozvoja

P polynomicky bazovy vektor

t cas

T, %0 diskrétna aproximacia napétia

1] diskrétna FDM-MLS aproximacia veli¢iny vlnového pol'a u
U,uj, Uy, uy,u, posunutie

V,Vi,Vy, Vy, VY, rychlost’ (posunutia)

V,rn diskrétna aproximacia rychlosti (posunutia)
W, vahovy koeficient

Xy, Yk 2L ty) priestorovo-casové suradnice sietového bodu
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UvoD

Zemetrasenia patria K prirodnym javom sposobujicim vel'ké materidlne $kody a Casto aj
straty na l'udskych zivotoch. Ich ni¢ivé ulinky sme mohli pozorovat napriklad pri

zemetraseni na Haiti (momentové magnitido Mw=7.0, 12. januar 2010) alebo v Japonsku
(Mw=9.0, 11. marec 2012). Uginky zemetraseni zavisia nielen od velkosti uvolnenej

energie ale aj od tzv. lokélnych efektov zemetraseni, t.j. lokalizovanych zosilneni alebo
predizeni trvania seizmického pohybu v désledku lokalnych povrchovych geologickych
podmienok (napriklad sedimentarnych bazénov). V désledku tychto lokalnych efektov
moze aj relativne slabé zemetrasenie sposobit’ nemalé ekonomické $kody. Fakt, Ze oblasti
najzranitelnejSie z hl'adiska lokalnych efektov, st zaroven najosidlenejS$imi, zdoraziuje
dodlezitost’ predpovede buduceho zemetrasenia.

Predpovedat’ ¢as, miesto a vel’kost’ budiiceho zemetrasenia v sti¢asnosti nie je mozné
a otaznym zostava aj to, ¢i v budacnosti bude. Bez ohl'adu na to, ¢i vieme alebo nevieme
zemetrasenie predpovedat, je nesmierne dolezitd prave predikcia G¢inkov buducich
zemetraseni na zvolenych zaujmovych lokalitach, akymi st napriklad husto zal'udnené
a priemyselné oblasti. Predpoved” seizmického pohybu, zalozena na empirickych
pozorovaniach v danej lokalite, je vel'mi ¢asto z dévodu nedostatoéného mnozstva tdajov
nemoznd, a preto sa pre tieto ucely vyuzivaji numerické metddy.

Numerické modelovanie $irenia seizmickych vin mé zasadny vyznam takmer v kazdej
oblasti seizmoldgie. Mnozstvo numerickych metdd, pouzivanych v seizmologii, je
ovplyvnené Sirokou Skalou skiimanych problémov a Ziadna z nich nie je najpresnejSia
a najefektivnejsia pre vSetky pripady.

Numerické metddy sa lisia roznymi vlastnostami a aspektmi. Kazda z nich musi
dostato¢ne presne zahrnat' okrajové podmienky na volnom povrchu Zeme. V pripade
povrchovych lokalnych Struktar je vol'ny povrch vyraznym faktorom urcujicim vinové
pole avysledny seizmicky pohyb na povrchu. Topografia volného povrchu mdze
sposobovat’ vyrazné lokdlne anomalie seizmického pohybu.

Volny povrch, vo vSeobecnosti rozhranie prostredi pevna latka/vzduch alebo
kvapalina/vzduch, moZzno vo vécSine seizmologickych problémov nahradit’ rozhranim
pevna latka/ vakuum alebo kvapalina/vakuum. V takom pripade ide o podmienku nulového
vektora napdtia na rozhrani. V niektorych metdodach je podmienka volného povrchu

splnend automaticky, Vv niektorych metdédach je nutné podmienku volného povrchu
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explicitne implementovat. To je aj pripad metddy kone¢nych diferencii. Bolo vyvinutych
niekol’ko metdd implementacie (¢i simulacie) vol'ného povrchu v réznych typoch kone¢no-
diferen¢nych schém. VicSina z nich vyZzaduje velmi jemné vzorkovanie a mnohé z nich
maju problémy so stabilitou. Implementacia volného povrchu v metdéde konec¢nych
diferencii je v stiCasnosti stale vel'kou vyzvou.

Tato bakalarska praca je venovana hybridnému pristupu, ktory kombinuje metodu
konec¢nych diferencii a tzv. MLS aproximaciu (Etemadsaeed 2013).

Po uvedeni zakladnych pojmov mechaniky kontinua v kapitole 1 v kratkosti priblizime
metédu koneénych diferencii, typy kone¢no-diferenénych sieti a spdsoby aproximacie
veli¢in a ich derivacii v bodoch siete. Tie sU spolu so st¢asnymi metdédami simulacie
vol'ného povrchu prezentované v kapitole 2. Kapitola 3 je venovana hybridnej metéde —
pomocou MLS aproximacie najdeme priblizné vyjadrenie veli¢in vinového pola aich
derivécii v sietovych bodov, ktoré slizia na diskretizaciu pohybovej rovnice kontinua
a Hookeovho konstitu¢ného vztahu so zahrnutim okrajovej podmienky vol'ného povrchu

v celom objeme kontinua. Dosiahnuté vysledky s prezentované v kapitole 4.
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1 ZAKLADNE VELICINY A VZTAHY MECHANIKY
KONTINUA

Pri opise mnohych fyzikalnych javov pracujeme s modelom kontinua, t.j. makroskopicky
spojitého prostredia. V kontinuu prirad'ujeme vlastnosti materialovych parametrov,
napriklad Laméovych elastickych koeficientov 4 a u v pripade elastickeho kontinua,
geometrickym bodom, ¢o umoziuje popis ulohy prostrednictvom spojitych veli¢in. Model
kontinua sa najcastejSie vyuziva pri opise tekutin a redlnych makroskopickych telies, ktoré
sa p6sobenim sil a napéti deformuja.

V uvodnej kapitole sa oboznamime so zakladnymi veli¢inami charakterizujacimi
kontinuum a uvedieme dva zakladné vzt'ahy, ktoré spolo¢ne plne opisuji pohybovy stav,
ako aj vztah medzi napitim a deformaciou, pre pripad Pubovolného kontinua. Uvodna

kapitola bola spracovana podl'a prace Moczo (2006).

1.1 Vektor napatia a tenzor napéatia

Uvazujme plochu S oddel'ujucu ¢ast’ kontinua A od Casti kontinua B (Obr. 1.1).

Obr. 1.1 Kontaktné silové pdsobenie ¢asti kontinua Ana ¢ast B oddelené plochou S .

Kontaktné silové pdsobenie Casti kontinua A na Cast’ kontinua B na ploche S sa prenasa

do celého objemu a v kontinuu vznika stav napatia. Ak je i normalovy vektor k ploche S

vbode P orientovany vsmere B— A a SF je infinitezimélna sila charakterizujica
silové poOsobenie na infinitezimalnej ploche 6S, potom vektor napétia je definovany

vzt'ahom
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T(A) = lim —, (1.1)

pri¢om &S sa zmrituje do bodu P . Vektor napatia T (fi) v bode P teda vyjadruje silové
posobenie Casti kontinua A na Cast’ kontinua B cez plochu S. Zo zavislosti vektoru
napatia T (fi) od plochy S vyplyva, Ze na opis stavu napétia v bode, nezavisle od plochy,
potrebujeme poznat vektor napitia T (fi) pre nekonedne vela orientacii normalového
vektora fi, ¢o je prakticky nemozné. Na opis stavu napatia v bode nezavisle od plochy
preto zavadzame tenzorovu veli¢inu — tenzor napétia &. Vztah medzi vektorom napdtia
T (A) atenzorom napétia ¢ udava Cauchyho vztah
T(A) = fic. (1.2)
Kontaktnym silovym posobenim dvoch cCasti kontinua vznikd v uvazovanom objeme
okrem stavu napdtia aj stav deformécie, ktora je lok&lnou mierou relativnej zmeny
Vv polohe ¢astic kontinua. Poznamenajme, ze v Lagrangeovskom opise nesledujeme zmenu

danej fyzikalnej veli¢iny v geometrickom bode, ale zaujimame sa o pohyb jednej

konkrétne zvolenej Castice, ktord je ur¢ena pociatocnou polohou v referencnom cCase tg.
Vektor posunutia @ (X,t) =[ux,uy,uZ ] ktory predstavuje vektorova vzdialenost

medzi jej polohou X =[x, y,z] v&ase ty apolohou X'=[x,y’, z'] véase t, je tak

funkciou pdvodnej polohy a ¢asu. Ak sa vzdialenost’ dvoch I'ubovolne zvolenych bodov

v ¢ase meni, nastava deformacia, ktorat mozno v kazdom bode kontinua charakterizovat’

tenzorom deformécie & definovanym vztahom

1( Ouj  Ou;
gij:_ _—+ — . (13)
2 ox;  ox
Vo vztahu (1.3), rovnako ako aj v dalSej praci, pouzivame Einsteinovu sumacnu
konvenciu a znafenie X; =X, X, =Y, Xg=2, kde i, j,k € {1,2,3}.
1.2 Pohybové rovnica kontinua a Hookeov zakon

Silové pdsobenie v kontinuu moéze byt uskuto¢iiované dvoma sposobmi. V Casti 1.1 sme
uviedli priklad kontaktného silového pdsobenia dvoch casti kontinua A a B oddelenych

plochou S. Inym druhom sil sU sily objemove, kde ku vzajomneému silovému posobeniu
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dvoch telies dochadza prostrednictvom poli. Prikladom takejto sily je gravitacna sila.
Aplikéaciou druhého Newtonovho zakona na objem kontinua V ohrani¢eny plochou S a

vyuzitim Gaussovej vety dostdvame pohybovd rovnicu kontinua v tvare

2
ﬂ:%+f

ot?  ox

(1.4)

00 i
kde clen 5 Y predstavuje objemova hustotu plosnych (kontaktnych) sil, ¢len f;
X.
J
objemovu hustotu objemovych (nekontaktnych) sil a p (X ) hustotu prostredia. Na dplny
opis javu, akym je napriklad $irenie seizmickych vin v elastickom prostredi zemského
vnutra, nie je pohybova rovnica postacujica, nakol’ko nezohl'adituje vzt'ah medzi napéatim
a deforméciou pre jednotlivé materialy. Pohybovii rovnicu preto dopiiia konstitu¢ny vztah

— Hookeov zékon
oij = Cijki €x1 (1.5)

kde Cjji Jje tenzor elastickych koeficientov. V pripade elastického izotropného kontinua
ho moZzno vyjadrit’ v tvare

Cijki = 46ij0i + 1 (Sik I +6i k), (1.6)
kde A(X) a u(X) st Laméove elasticke koeficienty a d;; je Kroneckerov delta symbol
definovany ako

gij=laki=1]j,0;=0ai=]j.

Zo vztahu (1.5) potom pre pripad elastickeho izotropneho kontinua dostavame
ouy ou;  0du;
Ojj = A0+ M| —+ — | (1.7)

Hookeov zakon spolu s pohybovou rovnicou kontinua a prislusnymi pociato¢nymi
a okrajovymi podmienkami plne charakterizuja $irenie elastickych vin v neobmedzenom
izotropnom elastickom kontinuu.

V numerickom modelovani seizmického pohybu v zavislosti od typu skdmaného
problému vyuzivame Styri zakladné formulacie tychto dvoch rovnic. Vztahy (1.4) a (1.7)

spolu tvoria formulaciu v posunuti a napati:
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il BT R
ot>  OX;
(1.8)
auk 8ui 8UJ
O'ij :/Ié‘ij—+y _+ — .
an 8XJ 8Xi

Po dosadeni vzt'ahu (1.7) do vztahu (1.4) dostavame formuléciu v posunuti:

ou; ou ou; ou;
yo, L = 0 A—X |+ 0 U L+ 0 u—2 |+ f;. (1.9
ot oxi | oxy oxj |~ ox; X; OX;

Ak vyuzijeme definiciu rychlosti Castice a Vo vztahu (1.4) pouzijeme namiesto druhej

Casovej derivacie vektora posunutia prvi ¢asovu derivaciu vektora rychlosti, dostavame

formuléciu v posunuti, rychlosti a napéti:

8Vi 80'”
p——=——+ 1,
ot OX;
a--=/15--ai+y %+% (1.10)
') "ox, ox;  ox; |
ou;
Vi = —,
ot

kde V(X ,t) = [vx,vy Vv, ] je vektor rychlosti posunutia. Poslednym typom formulécie

je formulécia v rychlosti a napati, v ktorej je pouzita ¢asova derivacia Hookeovho zakona
a prislusné cCasové derivacie vektora posunutia, vystupujice v oboch rovniciach, su

nahradené vektorom rychlosti posunutia:

aVi 80'”
Pt T, T
7 (1.11)
60'”- 8Vk aVi 6VJ .
P g ) L
ot an 8XJ 8Xi

Formulaciu pohybovej rovnice kontinua a Hookeovho zakona v rychlosti a napati budeme

vyuzivat v metdde simulacie vol'ného povrchu Zeme, prezentovanej v kapitole 2.4.3.
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2 SUCASNE KONECNO-DIFERENCNE SCHEMY PRE
VOINY POVRCH

Numerické modelovanie §irenia seizmickych vin predstavuje vyznamny prostriedok pri
skimani $truktury Zeme, vysvetleni procesov prebiehajiacich v zemskom vndtri a analyzy
signalov zaznamenanych seizmologickymi stanicami, ¢o podmienuje jeho dolezitost
takmer v kazdej oblasti seizmologie. Zlozita geometrickd i reologicka Struktira zemského
vnitra sposobuje komplikované $irenie seizmickych vin a seizmicky pohyb na povrchu
Zeme. Spojitd inespojita heterogénnost’ prostredia, zlozitda geometria materialovych
rozhrani vnuatri Zeme a topografia volného povrchu si dévodom, pre ktory nie je mozné na
popis Sirenia seizmickych vin v Zemi a seizmického pohybu na povrchu Zeme pouzit
presné matematické metdody. Je nutné pouzit' priblizné metédy. Medzi pribliznymi
metédami s pre vypodet $irenia seizmickych vin najdoleZitejsie numerické doménové
metody.

V suvislosti s réznymi  konfiguraciami  prostredia a vlnového pola vzniklo
Vv seizmoldgii vel’ké mnozstvo numerickych doménovych metod. Najvyuzivanej$imi st
metoda koneénych diferencii a metdda spektralnych prvkov. Pouzivanou je stale aj metoda
koneénych prvkov, pripadne hybridné metody vyuzivajice ich kombinéciu. Medzi
najnovs$ie a najuniverzalnejsie metody patri tzv. ADER-DG metdda (Arbitrary high-order
Derivative Discontinuous Galerkin). Kazda zuvedenych metdd ma svoje vyhody
a nevyhody a je vhodna pre iny typ problému.

Vyskumny tim Skolitel’a rozpracoval na svetovej rovni metédu konecnych diferencii.
V nasledujucej kapitole sa preto v kratkosti oboznamime s metddou kone¢nych diferencii,
zakladnymi koneéno-diferencnymi schémami a sGfasnymi implementaciami volného

povrchu v metdde koneénych diferencii.

2.1 Metoda koneénych diferencii

Tato podkapitolu sme spracovali podla knihy Moczo et al. (2014). Metdda konecnych
diferencii (dalej FDM, podla anglického finite-difference method) patri v sucasnosti
K najvyuZivanej$im metédam v numerickom modelovani §irenia seizmickych vin
a seizmického pohybu. Aplikacia metédy konecnych diferencii na dany problém spociva

v pokryti vypoctovej oblasti priestorovo-Gasovou siefou. Stvordimenzionalny priestor
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premennych (X,y,z,t) pokryjeme sietou diskrétnych bodov (X;,Yk,Z|,ty);

I, K, L,me{0,1,2,...}, so sietovymi krokmi Ax, Ay, Az acasovym krokom A.
Potom

X =Xg+1AX, Yy =Yg+ KAY, 2, =z5+LAzZ, t,, =ty +mA. (2.1)
V dalich vypocétoch budeme uvazovat’ pravidelna siet s AX =Ay = Az =h. Po pokryti
vypoctovej oblasti vhodnou priestorovo-¢asovou siet'ou aproximujeme pohybova rovnicu
a Hookeov z&kon v bodoch siete: nahradime derivacie ich kone¢no-diferenénymi
aproximaciami, aproximujeme relevantné veli¢iny a prislusné pociatoéné a okrajové

podmienky. Veli¢inu vlnového pola ¢(X,y,z,t) vbode (X,,Yk,Z_,t,) budeme
oznacovat ako (pT’K,L a jej diskrétnu aproximéaciu v tom istom sietovom bode ako

m
q)I,K,L :

Na zaklade priestorovych pozicii veli¢in vinového pol'a, v nasom pripade jednotlivych
zloziek vektora posunutia/rychlosti a tenzora napdtia, rozliSujeme S$tyri zékladné typy
kone¢no-diferen¢nych sieti. Prvym typom siete je konvenéna siet, v ktorej su vsetky
zlozKy vektora posunutia v kazdom bode siete. V tzv. collocated sieti su v kazdom
sietovom bode vSetky zlozky vektora rychlosti a tenzora napétia. Ak su vSetky zlozky
vektora rychlosti v jednom bode siete a vSetky zlozky tenzora napétia tiez v jednom bode
siete, roznom od predchadzajuceho, hovorime o ¢iastone striedavo usporiadanej sieti.
Poslednym typom siete je striedavo usporiadana siet’. V striedavo usporiadanej sieti ma
kazda zlozka vektora rychlosti a kazda nediagonalna zlozka tenzora napétia svoju sietovu
poziciu. Diagonalne (normalové) zlozky tenzora napétia si spolo¢ne v jednej sietovej
pozicii. Priestorové rozmiestnenie zloziek vektora rychlosti atenzora napatia presne
mapuje Struktiru Hookeovho zakona a pohybovej rovnice aumozinuje centrované
aproximécie derivacie ako najprirodzenejsie aproximacie.

Aproximacia derivacii arelevantnych veli¢in v pohybovej rovnici kontinua
a Hookeovom zakone vedie na systém konecno-diferenénych algebraickych rovnic.

Ozna¢me systém parcidlnych diferencidlnych rovnic ako EQ asystém konecno-
diferenénych rovnic ako FDEQ. Systém algebraickych rovnic sa oznaCuje aj ako

kone¢no-diferencnd schéma. Konecno-diferencnd schéma musi byt konzistentna

s pévodnym (diferencialnym) problémom, stabilna a konvergentna.
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FDEQ je konzistentny s EQ, ak sa rozdiel medzi nimi blizi k nule pre sietovy

a ¢asovy krok bliziaci sa k nule. Podmienku konzistencie mozno zapisat’ v tvare

lim |EQ - FDEQ| = 0. (2.2)
h—0,A—0

FDEQ je konvergentny, ak sa priblizné rieSenie FDEQ blizi k presnému rieSeniu

EQ pre sietovy a ¢asovy krok bliZiaci sa k nule:

im [p" —o" |=0, 23
h—>0,A—>0 ¢|,K,L KL ( )

kde go',T],K]L je presné rieSenic EQ a @TK,L je priblizné rieSenie FDEQ .
Ak je rieSeniec EQ ohranicené, FDEQ je stabilny, ak je jeho rieSenie ohrani¢ené. Ak
je rieSenie EQ ohrani¢ené, avsak rieSenie FDEQ nie je ohrani¢ené, FDEQ je nestabilny.
Konec¢no diferenéné schémy sa lisia formuléciou pohybovych rovnic (1.8) - (1.11) a
konec¢no-diferen¢nou sietou. Pri numerickom modelovani seizmického pohybu a Sirenia
seizmickych vin je najpouzivanejsia formulacia v rychlosti anapati na striedavo
usporiadanej sieti (dalej VS SG schéma, podla anglického velocity-stress staggered-grid

scheme). S VS SG schémou sa blizsie oboznamime neskor v tejto kapitole.

2.2 Aproximacia derivacii v metéde kone¢nych diferencii

Transformécia pohybovej rovnice kontinua a Hookeovho zdkona na systém algebraickych
koneéno-diferen¢nych rovnic vyzaduje aproximaciu derivacii v bodoch siete. Bez ujmy na

vSeobecnosti uvazujme jednorozmerny pripad. Za predpokladu hladkosti funkcie ¢ moZzno
jej derivaciu v bode X wvyjadrit' prostrednictvom Taylorovho rozvoja funkcie ¢ Vv bode

X+h okolo bodu x:
p(x+h) = o(x) + hg'(x) + %hqu"(x) + %h?’(p’”(x) + 0(h% (2.4)
Z ¢oho
, 1 1 " 1 2 m 3
P'(x) = H[(”(Hh) - o(x)] - Ehco (x) - Eh @"(x) — O(h?). (2.5)

Na zéklade vztahu (2.5) mézeme definovat’ forward aproximaciu prvej derivacie funkcie

@(x) podla x ako

DF p(x) = %[w(Hh) —p(0)]. (2.6)
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Presnost’ zvolenej aproximacie mozno kvantifikovat’ pomocou rozdielu Taylorovho
rozvoja pouzitej aproximacie a derivacie, ktord sme aproximovali, t.j.
TrunErr{ DF ¢(X)} = TaylorovRozvoj { DF go(x)} — ¢'(x)

2.7)
= %hgp"(x) + %hzgo’"(x) +0(h®)

Oznacenie TrunErr pochédza z anglického nazvu truncation error. Hlavny chybovy ¢len,

teda ¢len s najniz§ou mocninou h, je Umerny h v prvej mocnine. Potom méZeme povedat,
Ze pouzitd aproximacia derivacie je aproximéciou prvého rddu. Analogicky mozZno

definovat’ aj backward aproximaciu
1
DY o(x) = L[0(x) - p(x-h)] (28)

Rozdielom Taylorovych rozvojov funkcii ¢ (x+h) a ¢(x—h) okolo bodu x dostavame
#(0) = o [p(x+h) = p(x=h)] = <h2%"(x) - O(h") 29)

a mozeme zaviest’ centrovanU aproximaciu
D, p(x) = = [p(x+h) - p(x-h)] (2.10)

ktord je aproximéciou druhého radu presnosti. VysSiu presnost’ pouzitej aproximacie
mozno dosiahnut’ tym, ze na urCenie derivacie funkcie v bode X vyuzijeme Taylorov
rozvoj funkcie vo viacerych okolitych bodoch bodu x. Pre ilustraciu uvedieme

aproximaciu derivacie funkcie ¢ vbode x svyuzitim jej hodnét v bodoch
{x=3n/2, x—h/2, x+h/2, x+3n/2}, pouzivani vo VS SG schémach. UvaZujme

aproximaciu derivacie v tvare
1-4 13 1,.,. 1.
D)((‘)go(x):Hch (/{X+E(21—1)h}—(p[X—E(ZJ—l)h}, (2.11)
j=1

kde znaenie (1—4) vyjadruje aproximaciu $tvrtého radu prvej priestorovej derivacie.

Taylorovym rozvojom funkcie v uvedenych bodoch dostavame

- 14 1 "
DY = (cy +3¢,) /() + 7 €1+ 27¢2)0 (x)h?

(2.12)
L (¢, + 243¢,)p®@ (x)h* + O(h®).
1920
PoZzadujeme aby
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Riesenim sustavy (2.13) dostavame c; :g ac, = o1 Aproximaciu derivacie tak

mdzeme vyjadrit’ v tvare

DI p(x) = %{%[qy(x N %hj _ (D(x . %hﬂ
3o )2

Vyuzitiu vztahu (2.14) pri aproximacii derivacii vystupujicich v pohybovej rovnici

(2.14)

kontinua a Hookeovom zakone sa budeme venovat’ v nasledujucej podkapitole.

2.3 Metody simulacie rovinného vol’ného povrchu v metéde konecnych

diferencii

Pri numerickom modelovani §irenia seizmickych vin a seizmického pohybu mozno
v pripade rozhrani tuha latka/vzduch a kvapalina/vzduch nahradit’ vzduch nad zemskym
povrchom vakuom, ¢im ziskavame rozhranie charakterizované vztahom

T(A)=f& =0. (2.15)
Takéto rozhranie nazyvame volnym povrchom avztah (2.15) okrajovou podmienkou
vol'ného povrchu. Pre pripad horizontalneho rovinného vol'ného povrchu s normalovym

vektorom fi = [0,0,—1] zo vztahu (2.15) dostavame
oi, =0, (2.16)
kdei e {x,y,z}.

Bez ohl'adu na typ pouzitej FD schémy, pri aproximacii derivacii v sietovych bodoch
umiestnenych na a v tesnej blizkosti volI'ného povrchu Zeme chybaju hodnoty veli¢iny nad
vol'nym povrchom. Toto moZno riesit’ roznymi spésobmi. V jednom pristupe st uvazované
nulové hodnoty veli¢in nad volnym povrchom (tzv. vakuovy formalizmus). V inom
pristupe sa uvazuji virtudlne hodnoty veli¢in ana ich vypocet sa vyuziva okrajova
podmienka. Napokon mozno na aproximdciu derivacii pouzit’ len sietové pozicie pod
vol'nym povrchom.

V ¢astiach 2.3.1 a 2.3.2 v kratkosti priblizime tzv. metddu Stress Imaging (Levander
1988) zalozenu na vyuziti virtudlnych hodndét nad volnym povrchom Zeme a tzv.

adjustovanu FD aproximéaciu (d’alej AFDA, podl'a anglického adjusted FD approximation)

23



(Kristek et al. 2002). Viac o metodach simulacie rovinného vol'ného povrchu s vyuzitim
VS SG schémy mozno najst’ v pracach Moczo et al. (2007a,b, 2014).

2.3.1 Stress Imaging

Zékladna myslienka metody spociva vo vyuziti virtudlnych hodn6t tenzora napétia,
umiestnenych v sietovych bodoch nad volnym povrchom. Tie ur¢ime predpokladajic
antisymetriu zloziek tenzora napétia umiestnenych nad a pod vol'nym povrchom s rovinou
symetrie leziacou v rovine vol'ného povrchu. Predpoklad antisymetrie
o(—x) = —o(x) (2.17)
zabezpecuje splnenie okrajovej podmienky danej vztahom (2.15) .
Pre ilustraciu uvedieme aplikaciu metody v 1D pripade (Moczo et al. 2014). Uvazujme
VS SG schému s aproximaciou derivacii druhého radu v ¢ase a Stvrtého radu v priestore.
Po diskretiz&cii funkcii v bodoch siete dostdvame pre pripad napétia s priestorovym

indexom | +1/2

m+1/2 m-1/2
VI = V_I

Al 9 1
+ by F{g(TITUZ “T12 ) - ﬂ(TITSIZ ~T a2 )}
(2.18)

1
TITl/2=TIT1/2
Al 9 12 12 1 12 12
+M|+1/2F{§(V|T1 _Vlnjl )_ﬂ(vlnlz _Vln—]l )

kde M je elasticky modul a b = l. Nech | =0 zodpoveda vol'nému povrchu, teda x =0.
Yo,

Hodnoty napétia T—le a T_"3]/2, umiestnené v sietovych bodoch nad vol'nym povrchom,
ur¢ime pomocou vztahu (2.17). Na urcenie hodnoty rychlosti V_T_llz, potrebnej pre

vypocet T1,m2 , pouzijeme aproximaciu ¢asovej derivacie okrajovej podmienky druhého radu

presnosti:
oMY o m-1/2
e Otle (2.19)
M_Uzl(vom—llz B V_T‘”Z ) _ MUZE(Vlm—l/z B Vom—1/2 )
Ak predpokladame
M-z = My, (2.20)



pre hl'adanu hodnotu rychlosti dostdvame
vz gz, (2.21)

Aplikacia metddy v 3D simulaciach rovinného vol'ného povrchu, jej vypoctova efektivnost’

a naroc¢nost’, sU podrobne prezentované v praci Moczo et al. (2014).

2.3.2 Adjustovanad FD Aproximécia

Rovinny vol'ny povrch mozZno simulovat’ aj inym sposobom, ako s vyuzitim virtualnych
hodndt vektora rychlosti atenzora napitia nad volnym povrchom. AFDA spociva vo
vyuziti len vnatornych sietovych bodov, pricom zlozky tenzora napidtia umiestnené na
vol'nom povrchu st na zaklade vzt'ahu (2.15) rovné nule. Na aproximéaciu derivacii podla
z vsietovych bodoch na volnom povrchu avo vnutornych sietovych bodoch vo
vzdialenostiach h/2 a h Kristek et al. (2002) navrhli tieto aproximacie stvrtého radu pre

relevantné pozicie sietového bodu:

0 352 3 3
8_620(20):%{ > () —¢(Zo+1h)——5¢(zo+—hJ

105 ¥ 2" )" 24 2
(2.22)
(zo+ hj——¢(zo+;hﬂ+0(h4),
o0 1 1 1) 17 1) 3 3
—(zp) ==| —= hl+—=¢|z+=h|+=-¢@|z5+=h
57 (20) h{ 12(/)( 2) 24(/’(0 2} 8¢(° 2]
(2.23)
_2_¢;(zo+§hj+2—(/)(zo+—hﬂ+0(h4),
o0 1 1 577 1) 201 1
92 (25) == —=ho(z9-h) = 2L ol zg-2h ]+ Z20p[ 7.+ =1
57 (20) h{ "o (z0-h) 528(p(0 2 j 176¢(0 2 j
; ; ) . (2.24)
- —@|g+-h|+ =—¢|zp+=h + O(h?
176(/)( 2) 528(0(0 2 H ()
ago 6 31 1) 29 1
— 2 2hp(zg-h) - 20 zg-=h|+ Z g2y +=h
, (20) {105 ?(z0-h) 24¢(° 2 j 24(p[° 2 j
(2.25)

3 3 1 5 4
- —@|g+=h|+—¢@|zp+=h| |+ O(h
4o§0(0 2 J 168(/)(0 2 H ()
Viac o adjustovanej FD aproximacii mozno najst’ v pracach Kristek et al. (2002) a Moczo
et al. (2004a).
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2.4 Metody simuliacie nerovinného vol’ného povrchu

Simulécia nerovinného volného povrchu predstavuje jednu z najzlozitejSich tloh
numerického modelovanie seizmickych vin a seizmického pohybu. Zlozitd geometria
povrchu Zeme méze vyrazne skomplikovat’ zahrnutie okrajovej podmienky danej vztahom
(2.15). Zahrnutie okrajovej podmienky je okrem typu prostredia (napr. elastické,
viskoelastické) ovplyvnené aj charakteristikami modelu popisujdceho dany problém, ako je
formulécia zakladnych vztahov kontinua, vol'ba kone¢no diferencnej siete a jej geometria.

Na zaklade uvedenych vlastnosti mozno metddy simuldcie nerovinného vol'ného
povrchu, s ktorymi sa blizSie oboznamime v tejto podkapitole, rozdelit’ do troch hlavnych
skupin: FD metody vyuzivajuce kartezidnske suradnice, FD metody vyuzivajice krivociare

stradnice a hybridné metody, vyuzivajuce kombinaciu FDM a inej vypocétovej metddy.

2.4.1 FD schémy v kartezidnskych stradniciach

Najjednoduchsim pristupom v pripade kartezidnskej siete je aproximacia nerovinného
vol'ného povrchu tzv. schodovitym (staircase) povrchom: skuto¢nd geometria volného
povrchu je nahradena povrchom pozostavajucim zo stien sietovych buniek. Takyto pristup
aplikovali napr. Robertsson (1996), Pitarka a Irikura (1996), Ohminato and Chouet (1997)
a dalsi. Uvedeny pristup ma dva zadsadné nedostatky: 1. Na hranach stien dochadza
k umelej difrakcii (napr. Muir et al. 1992), 2. Prislusné schémy vyzadujii vel'mi jemné
vzorkovanie, ktoré musi byt niekolkokrat jemnejSie ako vzorkovanie vnutri modelu.
Problémy mozno zmiernit' pouzitim diskontinuitnej priestorovej siete, v ktorej je vnatorna
oblast’” pokrytd sietou s vicsim priestorovym krokom ako oblast’ v blizkosti volného
povrchu (Robertsson and Holliger 1997, Hayashi et al. 2001).

Jeden z pristupov, pri ktorych nedochadza k zdanlivému odrazu seizmickych vin, bol
prezentovany v praci Lombard et al. (2008). Pouzitim formulacie v rychlosti a napéti na
collocated sieti riesili simulaciu 2D nerovinného vol'ného povrchu pre pripad elastického
izotropného kontinua. Ich cielom bolo najst’ stabilné rieSenie pre 'ubovolne tvarované
rozhranie, opisateI'né hladkou a spojitou funkciou, ktorého presnost’ nebude ovplyvnena
vzajomnou polohou rozhrania a konecno-diferencnej siete. K tomu dospeli pouzitim
fiktivnych hodn6t rychlosti a napétia nad volnym povrchom. Tieto fiktivne hodnoty
predstavuju Taylorov rozvoj hrani¢nych rieSeni s pozadovanou mierou presnosti. Na
urcenie rieSeni na hranici st pouzité derivacie vysSich rddov podmienky vol'ného povrchu

a podmienky kompatibility (Love 1944).
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2.4.2 FD schémy v krivoc¢iarych suradniciach

Zabranit’ umelej difrakcii seizmickych vin mozno aj pouzitim krivo&iarych suradnic a ich
nasledovnym stotoznenim s hrani¢nou plochou. Tento pristup vyuzili pri simulovani 2D
nerovinného vol'ného povrchu aj Zhang a Chen (2006). Vo svojej praci vyuzili formulaciu
v rychlosti a napati na collocated sieti. VVhodnou transforméciou premennych previedli
redlny tvar rozhrania na rovinny, ktory bol d’alej pouzivany pri numerickych vypoétoch.
Splnenie okrajovej podmienky na vytvorenom rovinnom vol'nom povrchu zabezpecili tzv.
Traction Imaging metddou, ktora pri uréeni hodndt vektora napétia nad vol'nym povrchom
predpoklada antisymetrické rozlozenie jeho hodnét okolo vol'ného povrchu, podobne ako
v metode Stress Imaging. V pripade vol'ného povrchu, ktory je rovinny len vo vypoctovej
oblasti, sa ziadna zo zloziek tenzora napétia na vol'nom povrchu nerovna nule a podmienku
antisymetrie tak nemozno aplikovat’ na jednotlivé zlozky tenzora napitia, ale na zlozky
vektora napdtia. Metdda Traction Imaging teda predstavuje zovSeobecnenie metddy Stress
Imaging pre pripad nerovinného voI'ného povrchu.

Inymi pracami, vyuzivajicimi krivociare suradnice, st prace AppelO a Petersson

(2009), Tarrass et al. (2011), Lan a Zhang (2011) a Zhang et al. (2012).

2.4.3 Simulacia vol’'ného povrchu pomocou hybridnych metod

Problému implementacie podmienky volného povrchu v metéode konecnych diferencii sa
mozno vyhnit pomocou hybridnej kombinacie metédy koneénych diferencii s metodou,
Vv ktorej je podmienka vol'ného povrchu splnena automaticky. Prikladom takej metody je
metdda kone¢nych prvkov (dalej FEM, podl'a anglického finite-element method).
Aplikacia metody koneénych prvkov na dany problém spociva v rozdeleni skimanej
oblasti na mensie podoblasti — kone¢né prvky. V ramci kazdého kone¢ného prvku hl'adant
funkciu aproximujeme vhodne zvolenou funkciou, jednoznacne definovanou jej hodnotami
v pevne zvolenych bodoch — uzloch. Diskretizacia problému tak umoziuje nahradit’
hl'adanie povodnej funkcie hl'adanim jej hodndt v uzloch siete. Vyhoda metody konecnych
prvkov je zrejma — stotoznenie hranice nespojitosti materialovych parametrov s hranicou
prvkov s rozdielnymi charakteristikami umoziuje modelovat’ aj zlozitejSie nerovinné
rozhrania. PredovSetkym v 3D pripade je vSak tito metéda vypoctovo narocna.
Nedostatky jednotlivych vypoc¢tovych metéd mozno eliminovat pouzitim ich
kombinacie — hybridnej metody. Moczo et al. (1997), Moczo et al. (2007a) a Galis et al.
(2008) vyvinuli hybridné metddy kombinujuce FDM a FEM. V praci Moczo et al. (1997)
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je to kombinacia FD schémy v posunuti na konvencnej sieti pre 2D modelovanie.
V pracach Moczo et al. (2007a, 2008) ide o kombinaciu FD schémy v rychlosti a napati na
striedavo usporiadanej sieti 4. radu v priestore a 2. rddu v ¢ase a Standardnej FEM schémy
Vv posunuti 2. rddu v priestore i ¢ase. Prevazna Cast’ vypoctovej oblasti je pokryta kone¢no-
diferenénou schémou. Kauzalna komunikécia medzi FD a FE schémou v kazdej ¢asovej
hladine je uskutoc¢iovana v oblasti, v ktorej sa jednotlivé schémy prekryvaja, tj. v
prechodovej zone. Galis et al. (2008) navrhli tzv. hladkd prechodovi zénu pozostavajlcu
ztroch casti: Dirichletovej hranice FEM oblasti, zony s priemerovanim FEM-FDM
a Dirichletovej zény FDM oblasti. Okrem simulécie seizmického pohybu v pripade
nerovinného volného povrchu mozno hybridni metéodu pouzit' aj na 3D simulaciu

spontanneho §irenia trhliny v zlome.
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3 SIMULACIA VOENEHO POVRCHU POMOCOU
HYBRIDNEJ FDM-MLS METODY

Napriek vyznamnému pokroku, zaznamenanému Vv simulovani nerovinného vol'ného
povrchu v priebehu poslednych rokov, predstavuje tato problematika stale jednu
z najzlozitejSich uloh numerického modelovania, ktora si vyzaduje d’alsiu analyzu, ako
aj rozvoj sucasnych pouzivanych vypoctovych metdd.

V tejto kapitole uvedieme hybridni met6édu, vyuZivajucu kombinaciu FDM a vazenej
metody najmensich §tvorcov, ktorej presnost’ a stabilitu je potrebné numericky otestovat.
Na vnutornll ¢ast’ vypoctovej oblasti je aplikovana FDM a Vv Casti oblasti, nachadzajucej sa
v blizkosti rozhrania, st veli¢iny vinového pola, v naSom pripade zlozky vektora rychlosti
atenzora napétia, aproximované vazenou metédou najmenSich Stvorcov. V praci
pouzijeme tzv. MLS aproximaciu (z anglického moving least squares approximation), t.j.
jednotlivé vahové koeficienty budeme uvazovat ako funkcie bodu, v ktorom prislusna
veli¢inu aproximujeme. Po diskretizacii veli¢in v blizkosti voI'ného povrchu vyjadrime
priestorové derivécie najdenych MLS aproximécii. Uvedena hybridni metédu mozno najst’
v praci Etemadsaeed (2013).

3.1 MLS aproximécia zlozky tenzora napitia alebo vektora rychlosti

posunutia

Uvazujme nerovinny vol’ny povrch zobrazeny na Obr. 3.1.

Obr. 3.1 Nerovinné rozhranie prostredi kvapalina/vzduch alebo pevna latka/vzduch.
VTavo: Pokrytie vypoctovej oblasti priestorovou sietou.

Vpravo: Vol'ba bodov X, patriacich kruhovej oblasti s polomerom r so stredom v bode X.

Obréazok prevzaty z rukopisu Leily Etemadsaeed (2013).
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Numerické rieSenie pohybovej rovnice kontinua a Hookeovho zdkona v blizkosti rozhrania
vyzaduje diskretizaciu derivacii jednotlivych zloziek vektora rychlosti a tenzora napétia
v bodoch siete, ateda aj diskretizaciu veli¢in samotnych. Pre tieto ucely pouzijeme

spominanu MLS aproximaéciu.
Uvazujme veli¢inu U vlnového pol'a v bode X =[x,y,z], tj. u(X), avyjadrime ju

takto:

u(X)

N

a(Xx)

Y pi(X)aj(X) = p(X)a(X). 3.1)
=1

Veli¢inu u(X) mozno chapat’ ako zlozku vektora rychlosti alebo tenzora napatia a a (X )

predstavuje jej diskrétnu aproximaciu v bode X .

Vyjadrime vektory p(X) a a(X) v tvare

p(X) = [1,x,y,z,xy,xz,yz,xz,yz,zz,...]lxm,

i ) ) (3.2)
3 (X)z[al(X),...,am(X)],

pricom p(X) je polynomicky bazovy vektor a a( X ) je vektor nezndmych koeficientov,
ktorych hodnotu je potrebné uréit’. Ak uvazujeme 3D pripad a obmedzime sa na pouzitie
linearnej bazy s m = 4 alebo kvadratickej bazy s m =10, polynomicky bazovy vektor
nadobudne tvar

p(X) =[1x,y,z] pem=4, (3.3)
p(X) = [1,x,y,z,xz,yz,zz,xy,xz,zy] pre m =10. (3.4)

Miera presnosti pouZitej aproximacie zavisi od volby vektora &(X). Optimalne
hodnoty neznamych koeficientov a; (X); je{l,...,m} urtime vyuzitim MLS metody

— minimalizaciou si¢tu druhych mocnin rozdielu povodnej veli¢iny u a aproximativnej

veli¢iny U, prenasobenych prislusnymi vahovymi koeficientmi (Lancaster and Salkauskas
1981). Pri vypoéte pouzijeme hodnoty u(X (i)) a (X (i)) v okolitych bodoch
XM e {1, 2,3,...,n } , v kruhovej oblasti so stredom v bode X a polomerom r (Obr.
3.1). Ak uvazujeme

a(X9) = p(xVya(x), (35)

hl'adant funkciu, ktort je potrebné minimalizovat’, mozno vyjadrit’ v tvare
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F(a) = %i wO(X)[ a(X D) = u(x ) |?
) (3.6)
= 2> WO [ BRD)a(x) - u(x 9 2

W(i)( X ) st véahové koeficienty, ktorym sa budeme blizsie venovat neskor v tejto kapitole.

Rovnost’ (3.6) mozno vyjadrit’ v tvare

F (@)
=% w(l){p(i(l))a(ﬁ)—u(X(l))}2+...+ W(”){E(X(”))a’(i)—u(X(”))}Z}
:%_w(”{p(X(l))a()Z)—u(>2<1>)},...,w(”>{p(i(”))a(i)—u(i(”))}] (3.7)
| PX®)ax) - u(x @), p(XMyax) - u(x®) |’
_LpwsT,
2

kde sme zaviedli znaéenie

a
wh(xXy ... 0
W = (3.8)
0 o wM(xX)
Stipcovy vektor bT mozno prostrednictvom matematickych tprav vyjadrit v tvare
F(XP)a(xX)-u(X®) p(XP)a(x) | [u(X®)
BT: = —_
(3.9)
p(XMaxX)-u(X™ ) [ p(XMax)) (uX®)
=Pa(X) -,
kde
UTE[u(X“)),...,u(X(”))} (3.10)

je stipcovy vektor, tvoreny hodnotami veliginy u v okolitych bodoch X M 3
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pr(X®) . pa(X®)

o
1l

(3.11)

pr(X™) . pp(X™)
je matica, ktorej riadky st tvorené hodnotami bazového vektora v okolitych bodoch X OF

Vektor b bude potom dany vztahom b = {Pé()?) — U}T arovnost’ (3.7) prejde do

tvaru
F(a):%{Pa(i)—a}Tw{Pa(X)—U}. (3.12)

Funkcia F (a@) nadobida minimum v bode, v ktorom je nulova jej prva derivacia. H'adané

hodnoty neznamych parametrov mozno ur¢it’ z rovnic

oF(a) _

aaj

0. (3.13)

Pri derivacii vektora b, daného vztahom (3.9), podla neznameho koeficientu a;(X)

dostadvame z pdvodného vektora a(X), rozmeru mx1, jednotkovy vektor rovnakého

rozmeru s jedinym nenulovym prvkom na j-tom mieste az pdvodného vyrazu Pa(X)
dostavame j-ty stipec matice P, oznaéme ho (P,j)T = [ P; ()Z(l)),..., P; ()Z(n))] 4
vektora b , ktory mozno vyjadrit' v tvare

b ={Pa(X)-ua}’ ={Pa(X)}"-a" =a"(X)P"-d", (3.14)
dostadvame pri derivacii podla neznameho koeficientu aj()Z) z poévodného vektora
ET()Z) riadkovy jednotkovy vektor s nenulovym prvkom na j-tom mieste az vyrazu

a"(X)P" j-ty riadok matice P', oznadme ho PjT, =[pj()z(l)),...,pj(i(”))}

Kedze (P, j)T = PjT, , derivaciou rovnosti (3.12) dostdvame
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=%[(P,j)TWPé()Z)Jr{Pa(x)}TWP-j} (3.15)

1 o
- E[(P,J-)T Wi +a" WP,J-]
=0
S vyzitim rovnosti

{(P,j)TWPa(X)}T - {Pa(X)}T{(P,j)TW}T

I
—_——

Pa(X)}TW'P; ={Pa(X)|"WrP,;

(3.16)

{(rpTwalT =a™{(r)Tw|
=a'W'P; =i WP,
a skutoénosti, ze vyrazy (P.;)" WPa(X) a (P.;)" WU st rozmeru 1x1 dostavame zo
vzt'ahu (3.15)
(P.;)" WPa(X) = (P.;)" wa. (3.17)
V rovnostiach, uvedenych vo vztahu (3.16), sme vyuzil Ze W' =W, o vyplyva zo

symetrie matice W. Z derivacie funkcie F (&) podla vietkych parametrov a; (X);
j €{1,...,m}, dostdvame m rovnic, ktoré mozno spolo¢ne vyjadrit' v tvare
PTWPa(X)=P"Wi. (3.18)

Jednoduchymi matematickymi Gpravami vyrazu (3.18) ziskavame pre optimalizovany
vektor neznamych koeficientov a(X) vyjadrenie

a(xX)=((P"wprP)tprTwa, (3.19)
prostrednictvom ktorého mozno ur¢it hPadanu diskrétnu aproximaciu G(X) veli¢iny
u(X) v blizkosti volného povrchu. Po dosadeni vztahu (3.19) do vztahu (3.1) tato
hladana diskrétna aproximécia nadobudne tvar

a(X)=p(X)(PTWP)1PTWi. (3.20)
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3.2 Prva priestorova derivacia aproximativnej veli¢iny

V podkapitole 3.1 sme prezentovali metddu aproximacie veli¢in vinového pol'a, ktorl
vyuzijeme Vv Casti vypoctovej oblasti, nachadzajiicej sa v blizkosti vol'ného povrchu.
Pohybova rovnica kontinua a Hookeov zakon vSak predstavuju systém parciélnych
diferencialnych rovnic, ktorych numerické rieSenie si okrem aproximacie prislusnych
veli¢in, vyzaduje aj aproximaciu derivacii v bodoch priestorovo-¢asovej siete. Pre tieto
ucely pouzijeme v pripade cCasovych derivacii v celej vypocétovej oblasti kone¢no-
diferen¢éné formuly uvedené v ¢asti 2.2. Pomocou rovnakych formul aproximujeme aj
priestorové derivacie vo vnutornej Casti vypoCtovej oblasti, zatial ¢o v Casti oblasti,
nachadzajiucej sa Vv blizkosti volného povrchu, vyjadrime priestorové derivacie

prostrednictvom derivacii najdenej aproximativnej funkcie.

Derivaciou funkcie (X ), danej vztahom (3.20), podla priestorovych premennych

dostavame
ou(X) _ 2p(X) (PTWP)LPT Wi
8Xk axk
o(PTwp)™ oW (321
+ p(X)QPTWU + p(X)(PTwpP)tpPT g,

OXy OXy
kde k € {1, 2,3} a X;=X, X, =Y, Xg=2z. Pre vyjadrenie derivacie aproximativnej
funkcie G(X) potrebujeme najprv urdit derivaciu vyrazu (PT WP)™. Vyuzijeme pri
tom, Ze

(PTWP)(PTWP)™! =1,

kde | je jednotkova matica. Derivaciou tejto rovnosti dostavame

T T -1
o(P_WP) WP)(PTWP)‘1+(PTWP)—8(P WP)~ _y,
an aXk
Z ¢oho pre hl'adany vyraz vyplyva
T -1 T
o(P_WP) :_(PTWP)—la(P WP)(PTWP)—l
an an

(3.22)
—(PTwpP)?pT Z—W P(PTWP)™
Xk

Vztah (3.21) potom mozno vyjadrit’ v tvare
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0u(X) _ ap(x)(PTWP) PT W
8Xk OX Xy

o7 OW
Xk

— p(X)(PTwp)? P(PTWP)1PTW (3.23)

+ p(X)(PTwp)1pT a—W}U
8Xk

Ozna¢me
p*(xX) = 2PX) (pTwp)1pTw
OXy
pT OW
Xk
pT IW,
OXy

—p(X)PTwp)? PPTWP)1PTW (3.24)

p(X)(PTwpP)*

kde vektor Dk(X), rozmeru 1xn, predstavuje diskretizovany operator priestorovej

derivacie. Pre aproximaciu derivacii funkcie u(X) v blizkosti volného povrchu, danu
vztahom (3.23), tak ziskavame vyjadrenie

ou(X) _ aa(Xx)

~ - DK(X) . 3.25
o, o, (X) (3.25)

Vypocet vektora Dk()Z) zahrnuje derivaciu diagonalnej matice W . Podla (3.8) je

matica W tvorena vahovymi koeficientmi w® (X), ktorym sme zatial’ nevenovali vicsiu
pozornost. Pojmom vahové koeficienty budeme oznaCovat' funkéné hodnoty vahovej
funkcie w, zavislej od relativnej vzdialenosti bodu, v ktorom derivaciu aproximujeme
abodu, ktory pri tom vyuzivame — ozna¢me tuto relativnu vzdialenost’ s. Derivacia
diagonélnej matice W bude potom tvorena funkénymi hodnotami derivacie vahovej

funkcie w, pre ktoru plati

ow _ 6_Wﬁ (3.26)
8Xk oS 6Xk
AK s je relativna vzdialenost’ bodov X =[ X, Y, Z] a X' =[ X'y, 7 ] t..
| XX
§ = ——, (3.27)

potom
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os 1 (x=x) o5 1 (y=y) o 1 (2-7) (3.28)
ox r|X-xX| oy r|x-xX| o r[x-x]
V nasom pripade vyuzivame pre aproximéciu derivacie v bode X okolité body X 08
Matica W bude potom tvorena vahovymi koeficientmi

[x-x0

wh (X)) =w =w(sM. (3.29)

Prvky diagonalnej matice Z—W tj. funkéne hodnoty derivacie funkcie w podla s
Xk

v bodoch s (i), ozna¢me ako

8W(s(i))

W X) =
( ) 8Xk

(3.30)

Y v e . T 4 o OW
Mozné typy pouzitelnych vahovych funkcii w a prislusné parcialne derivacie N su
S

zobrazené v nasledujucej tabulke.
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A. Exponencialny typ

Wy = e_(‘:‘] ; a=04

B. Gaussovska vahova funkcia

C. Kubicky spline

45452 ¢ z; S e O,E
3 2

12s2-8s: se| 0t

OWe 2

e =, ] s .
—(1—5)3; se(=,1 —4(1—3)2; se(=,1

3 2 2

D. Kvadraticky spline
4 3 2 OWp 3 2
Wp =—-35s"+8s"—6s“+1 s = -12s"+ 24s° - 12s

E. Kubicky polynom podla prdce Karutz (2000)

we = 253-3s2+1

ow
—E _6s2_6s
0s

F. Regularizovand vahova funkcia podl’a prdace Most and Bucher (2005)

(sz+ a)_z— (1+a)”

a2 - (1+ a)_2

WF:

a<kl

—43(52+ a)_3

OWE .
—2

s a?-(l+a)

a<<l1

Tab. 3.1 Prehl'ad vahovych koeficientov pouZitelnych pri vypoéte derivacie velid¢iny (X ).
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3.3 Formulécia pohybovej rovnice a Hookeovho zdkona v rychlosti

a napati

Jednotlivé metddy simulacie vol'ného povrchu Zeme, uvedené v Castiach 2.3 a 2.4, sa
okrem zakladnej myslienky rieSenia problému, lisili aj v jej samotnej realizécii, ku ktorej
patri aj vol'ba formulacie zakladnych vztahov kontinua — pozri vzt'ahy (1.8) - (1.11). UpIné
rieSenie tychto parcialnych diferencialnych rovnic ziskavame po zohladneni okrajovej
podmienky, danej vztahom (2.15). Spolo¢ne mozno tieto rovnice vyuzit' na vyjadrenie
veli¢in vlnového pola lokalizovanych v sietovych bodoch na vol'nom povrchu. V tejto
podkapitole vyjadrime prostrednictvom uvedenych vztahov priestorové derivacie tenzora
napétia na volnom povrchu, ktorych diskrétna aproximacia v bodoch priestorovo-¢asovej
siete je potrebna pre ucely numerického modelovania seizmického pohybu.

V prezentovanej FDM-MLS metdde pouzijeme formulaciu v rychlosti a napéti, dand
vztahom (1.11) :

ov; Ooj;
p— =—U 4 ¥
ot ox; "
00 ; ov oV OV
J:,wij_kJrﬂ R
ot OXy ox;  0X

S ohl'adom na skuto¢nost’, ze v pouzitej formulacii vystupuje Casova derivacia tenzora
napétia, pouzijeme namiesto okrajovej podmienky, uvedenej v (2.15), jej ¢asovu derivaciu:
; ﬁ = 0. (3.31)

I ot
Nech F(Xx,y,z) = 0 je rovnica plochy vol'ného povrchu. Za predpokladu, ze volny
povrch nie je vertikalny, t. plati F(x,y,z) = f(X,y) — z =0, mozno prislusny

normalovy vektor

~VF
n=——,
VF |
vyjadrit’ v tvare
[aFaFaFJ (afaf 1} (az oz 1}
ox ' oy’ oz ox'ay’ x'oy
n= y = y = 24 . (3.32)
OF OF oF| otV (ot [fex}, (a2},
ox 0y 0z 0X oy 0X oy



V zévislosti od tvaru normalového vektora i mozno vyuzitim vztahov (1.11) a (3.31)
uréit’ Casové derivécie vietkych zloziek tenzora napatia & (X,t) v bodoch siete leZiacich

na volnom povrchu. Podla toho, ktora zlozka normalového vektora je nulova, existuje 7
roznych orientécii vol'ného povrchu v danom bode:

ny Any An, #0,
n,=0,n,An, #0,
ny=0,n, An, #0,
y #0, (3.33)
n,=0,n, Any, =0,

n,=0,n, An

ny#0,n, An, =0,

ng#0,n, An, =0.

y

V désledku symetrie tenzora napétia dostaneme pre kazdu zo siedmich orientacii 6 rovnic.
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Ny Oyx + NyOyy + N0,y = 0
Ny Any Aan, 0 Nyoyy + Nyoyy + N0,y =0
Nyox, + Nyoy, + N0, =
__ Ny 9oy Nz 0u
00y n, ot n, ot
ot ny OVy 0Vy n, OVy 0V,
=- —H . | T T H
Ny oy oX Ny 0z OX
__ D290y Ny 00wy
a(;yy ny ot ny ot
ot n, ovy 0V, Ny OVy  OVy
T M e Ty ) T Ml e T
ny z y ny X y
_ n_XGO'ZX ~ n_yaayz
00,, n, ot n, ot
ot Ny ov, 0V ny ov, 0vy
n, OX 0z n, oy 0z
_ n_zéazx Ny 00y
agxy ny ot ny ot
ot n ov ov n ov ov
oy Ly X - (A+2p) + A—L 4y 11
n OX 0z n oy 0z
y y
_ _n_xéaxy _n_yé’ayy
00y, n, ot n, ot
ot n ov ov n ov ov ov
=2y 2Ll a+2p)L+a1—L+12
n, oy oX ; 0 0z oX
__ "Ny 9%y N 99
00,y n, ot n, ot
ot n ov ov 0 ov
=- Ly L+ L |- L (1+2u) +A—=2 41
Ny 0z oy Ny o0X oy

Tab. 3.2 Podmienka vol'ného povrchu a ¢asové derivacie zloziek tenzora napétia pre

ﬁz[nx,ny,nZ ]
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nyO'yX +N,0, =

ny,=0,n,An, #0 Nyoyy

nyoy, +N,0,, =0

+Nn,0,, =0

oo ov ov ov
X =(A+2u)—2+1—L + 12
ot OX oy 0z
doyy _ Nz 00y, _ n—z,u ovy . ov,
ot n, ot ny 0z oy
oo n, oo n oV oV
7 - _ _y Zy - _ _yﬂ z + _y
ot n, ot n, oy 0z
00yy n, 0o,y n, ov, OV,
-7 = —_——_— —_ = _ILI +
ot n, ot ny OX 0z
oo n, oo n ov
Y2 - LW Y (a+2u)—L+ -
ot n, ot n, 0z
Gon | __Mydoyy My (3% 0y
ot n, ot n, oy OX

Tab. 3.3 Podmienka vol'ného povrchu a ¢asové derivacie zloZiek tenzora napétia pre fi = [ 0,ny,n, ]
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Nyoy + N0, =0
n,=0,n,An, =0 Nyoyy + N0,y =0

Nyoy, +N,0,, =0

00y n, 0o,y n, ovy, 0V,
ot n, ot Ny 0z OX
oo ov ov ov
— —l—+(A+2u)—L + 212>
ot oX oy 0z
oo, Ny, 00,y Ny ovy 0V,
ot n, ot n, 0z oX
9y | M2 0% Mo [OVy OV
ot n, ot Ny 0z oy
00y, :_&&rwz_&ﬂ 8vx+%
ot n, ot n, oy OX
00,y N 00y N (o) OV a ovy L ov,
ot n, ot n, OX oy 0z

Tab. 3.4 Podmienka vol'ného povrchu a ¢asové derivacie zloziek tenzora napétia pre fi = [ n,,o,n, ]
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y 20 Ny oyy + Nyoyy =0

00 yx ny ao—xy ny OVy avy
=" — = = _|_ —_—
ot n, ot n oy T ox
doyy N oy Ny avx+avy
ot n, ot ny H oy ox
007, B OV, B ov, (142 )avZ
= +A—+ 1+ —=
ot OX oy # 0z
0oy | N Boy Ny (/1+2,u)avx +;tavy+;tavz
ot n, ot ny oX oy 0z
doy, Ny 0oy nyg (0vy N ov,
ot - n, ot - ny #l oz oX
00y ny GO'yz ny avy ov,
= - —— - = = — —_— +
ot n, ot n, oz T oy

Tab. 3.5 Podmienka vol'ného povrchu a ¢asové derivacie zloziek tenzora napétia pre fi = [ Ny,Ny,0 ]
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n,o,x =0

n,=0,n,An, =0 n,o,y, =0
n,o,, =0
oo ov ov ov
X =(A+2u)—2+21—2L+ 112
ot oX oy 0z
oo ov
X —A—+ A +2u)—L + 12
ot 00X oy 0z
0
Oz = 0 pretoZze 0,, =0
ot
00yy y OV, +.§Xl
ot oy 00X
oo
yz = 0 pretoze o,, =0
ot P &
00,y
= 0 pretoze o,, =0
ot p X

Tab. 3.6 Podmienka voI'ného povrchu a ¢asové derivacie zloziek tenzora napétia pre i = [0, 0,n, ]
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ng#0,n,An, =0 nyoy, =0
nyoy, =0
oo oV oV oV
XX =(A+2u)—2+21—L 4+ 212
ot oX oy 0z
oo
¥y = 0 pretoze o,, =0
ot P vy
oo oV oV oV
22 —A— 41—+ (A +2u)—
ot oX oy 0z
00yy
2y =0 pretoze o,, =0
ot P xy
0
Oyz = 0 pretoze o, =0
ot
00,y . OVy . ov,
ot 0z OX

Tab. 3.7 Podmienka vol'ného povrchu a ¢asové derivacie zloziek tenzora napitia pre i = [ o,n,,0 } .
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Nyoxx =0

n,#=0,n, Any, =0 Nyoyy =0
Nyoyx, =0
oo 5
8')[0( = 0 pretoze oy, = 0
oo ov
X —A—+ A +2u)—L + 12
ot 00X oy 0z
oo ov Vv ov
22 —A— 41—+ (A +2u)—
ot oX oy 0z
00yy
2 = 0 pretoze o,, =0
ot p Xy
00y, y ovy . ov,
ot 0z oy
00,y
= 0 pretoze o,, =0
ot p Zx

Tab. 3.8 Podmienka vol'ného povrchu a ¢asové derivacie zloziek tenzora napitia pre i = [ n,,0,0 ] .
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4 VYSLEDKY

Aproximéciu derivacii MLS metédou sme analyzovali v 1D pripade na striedavo
usporiadanej sieti, v ktorej su veli¢iny vlnového pol'a, tj. rychlost v anapdtie o,
striedavo lokalizované v priestorovej sieti. V sieti s priestorovym krokom h budeme
uvazovat' rychlost v poziciach (siefovych bodoch alebo bodoch) z+(2L+1)h/2;
L=0,+£1 +2,.. anapatie v poziciach z+Lh;L=0,+1, £2,... . NaSim cielom bolo najst’
vahovu funkciu w, pre ktori da MLS metdda rovnaké aproximacie prvej derivacie, aké

pouziva kone¢no-diferen¢na schéma 2. a 4. radu na striedavo usporiadanej sieti (uvedené

v podkapitole 2.2). Derivaciu rychlosti v v bode z sme aproximovali najprv pomocou jej

hodnét v bodoch { z-h/2,z+h/2 } , potom pomocou jej hodnbét v bodoch
{z-3h/2,z2-h/2,2+h/2, 2+3h/2}. V prvom pripade bolo ciel'om ziskat’ aproximaciu

2. radu, v druhom aproximéaciu 4. radu. Uvazovali sme pritom linearnu i kvadraticku bazu.

4.1 Aproximacia derivacie druhého radu presnosti

Pouditie linedrnej bdzy. Pri aproximacii derivacie v bode z pomocou dvoch bodov sme pri

pouziti linearnej bazy pre operéator priestorovej derivacie dostali vyjadrenie

DZ(Z)={—1,1}, (4.1)
h h
Z ¢oho pre aproximaciu derivacie vyplyva
8v(z);8v(z):Dz(z)\7:1 v(z+hj—v(z—hj : 4.2)
0z 0z h 2 2
Chyba aproximécie (pre jednoduchost’ v bode z=0) je
Trun Err{DZ(O)v} = 2—14v(3)(0)h2 +0(h)*. (4.3)

Aproximécia je aproximéciou druhého radu presnosti. Vzt'ahy (4.2) a (4.3) st zhodné so
Standardnymi vyjadreniami pre centrovanU aproximaciu prvej priestorovej derivacie
v striedavo usporiadanej sieti. Zo vztahu (4.2) vyplyva, Ze vol'ba vahovej funkcie w nema
v MLS metdde vplyv na aproximaciu prvej derivacie druhého radu. To je vel'mi pozitivne

zistenie.
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Pouiitie kvadratickej bazy. Zistili sme, ze pouzitic kvadratickej bazy na aproximéciu
derivacie pomocou uvazovaného suboru bodov nie je mozné. Matica PT WP, potrebna na
vypodet vektora D*(z), je v tomto pripade singularna a neexistuje k nej inverzna matica.

O singularite matice PT WP sa lahko mozno presvedgit vypoctom jej determinantu.

Vyjadrenia jednotlivych ¢&lenov pouzitych v uréeni vektora D?(z) za predpokladu

linearnej a kvadratickej bazy su uvedené v Tab. 4.1.

Pocet bodov v oblasti so stredomv X = z: n=2

XD =z.n/2, X@ =z4n/2

Linearna bdazas m=2 Kvadratickd bazas m=3
p(z)=[1,12] ﬁ(z):[l,z,zZ]
ap(z):[m] 8p(z):[071,22]
0z 0z

P_(l z—hlzj o_[1 z-h/2 (z-h/2)*

1 z+h/2 1 z+h/2 (z+h/2)?

W = W(l) aw_ _W'(l)
0 w® 01 0 w®

V=[v(z=h/2),v(z+h/2)]"

Tab. 4.1 Prehl'ad zakladnych veli¢in pouzitych v uréeni vektora D*(z)pre n = 2.
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4.2 Aproximacia derivacie §tvrtého radu presnosti

PouZitie linedrnej bazy. Pri aproximacii derivécie rychlosti v vbode z svyuzitim jej

hodnét v bodoch {z-3h/2,z-h/2,z+h/2,z+3n/2} v pripade linedrnej bazy pre

vektor D* (z) dostavame

)

2 ew® w® —3hw O w® 4 ew@)24 hw w (@
D°(z) =4 -
2h (w® + w@y(w® 4 ow(?)

2wy 2+ 2w w® 4 ohw W w® - 3hw® w®

2h (w® + w®) (w® 4+ ow®@) ’

(4.4)
2(w®)2 1 2w w® L ghw'® w2 _ 3hw® w2

2h (w® + w@y (w® 4 ow(?))

ew® w®@ — 3hw® w® 4 g(w@)2 4 hw® w2
2h(w® + w@y(w® + ow(?)

a aproximativne vyjadrenie derivacie tak mozno vyjadrit’ v tvare
D%(z)V = 11 a v(z+1hj — v(z—lhj
h 2 2
+ B{v(z+§h] - V(Z—Eh”},
2 2

2(w®)2 4 2w w@ L ghw' @ w@ _ 3hw® w (2
A= :

2h (w® + w@y(w® + ow?)

(4.5)

kde

(4.6)
ew® w® - 3hw D w® L g(w®)? 4+ hw® w' @

2h (w® + w@y(w® 4+ gw(?)

B

Na rozdiel od prech&dzajlceho pripadu, tvar a presnost MLS aproximacie zavisi od vol'by
vahovej funkcie w: koeficienty w® | w® w® a3 w @ si hodnotami vahovej funkcie
pre diskrétne bezrozmerné relativne vzdialenosti sW g s pozri vztahy (3.27), (3.29)

a (3.30). Pre relativne vzdialenosti plati

s® = i, s@- 3 4.7)
2r 2r
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Pre zvolenu bazu a vahovu funkciu zavisi teda hodnota vahového koeficientu od polomeru
kruhovej oblasti r. Ak ma byt aproximacia (4.5) zhodna so Standardnou aproximaciou na
striedavo usporiadane;j sieti, musi byt

A-2 p-_1 (4.8)

8 24

Skausili sme vahové funkcie uvedené v Tab. 3.1 PrehPad vahovych koeficientov pouZitePnych
pri vypoite derivacie veli¢iny G (X ).
a hodnoty polomeru kruhovej oblasti r:{4h/2,15h/8,7h/4,13h/8}. Ani v jednom
pripade sme nedostali spravny vysledok.

Zistili sme vSak vel'mi zaujimavu vlastnost. Po dosadeni zodpovedajucich hodnot
vahovych funkcii a hodndét A a B podl'a (4.8) sme zistili, ze podmienky (4.6) su vlastne
identické:

(w2 4+ gaw® w® 4 g1 (w@)2 - 36w D w® L 22wO W@ —0. (4.9)
To je d’alSia zaujimava vlastnost MLS aproximacie.
Preto sme postup modifikovali. Ako vahovud funkciu sme zvolili kubicky polyném vo

v§eobecnom tvare
Wg (S) =1-as?+bs? (4.10)
a hodnotu polomeru r = 3h/2. Po dosadeni prislusnych vahovych koeficientov do

podmienky (4.9) sme ziskali jednu rovnicu pre dva nezndme koeficienty a a b. Na ich
urCenie preto potrebujeme aditivhu podmienku. V pripade véacSiny vahovych funkcii
uvedenych v Tab. 3.1 PrehPad vihovych koeficientov pouZitePnych pri vypoéte derivicie
veli¢iny 0 (X).
je hodnota vahového koeficientu pre s =1 rovna nule. Pozadovali sme preto aj v pripade
vahovej funkcie (4.10) rovnaku podmienku:

wg(l)=1-a+b=0. (4.12)

Takto sme pre koeficienty a a b dostali

a3 ,_228 (4.12)
109 109
a hl'adana vahova funkcia je teda
WG(S)=1—£32+@83. (4.13)

109 109
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Tato vahova funkcia je velmi podobna vahovej funkcii wg uvedenej v Tab. 3.1 Pre

vahové koeficienty wd = wg (1/3) a w® = Wg (1) vztah (4.5) nadobuda pozadovany

{V(H%hJ - V[Z‘%hﬂ (4.14)
on) (x50

tvar:

PouZitie kvadratickej bazy. V pripade pouzitia kvadratickej bazy dostavame

D2 (2)) 28w W2+ 27hw @ (W) 4 b ()2 w
16hw(2)[(w(1))2 +ow® W(Z)J

_16(W(1))2 w® 1 gthw'® (w®)2 1+ 3h(wW )2 w2
16hw(2)[(w(1))2 +ow® W(Z):|

(4.15)

16(w®)2w@ 1 gthw'® (w®)2 4+ 3h(wB)2w (@
16hw? [ (W(l))2 +ow® W(Z)}

48w (w®)y2 4 27hw' D (w22 4 b (w® )2 w @)
16hw(2)[(w(1))2 +ow® W(z):|

D*(z)V = 1{C{v(z+lhj —~ v(z—lhﬂ
h 2 2
(4.16)

C - 16(w®)2w® 4 gihw' @ (w@)2 4 3h(wW)2w @
) 16hw(2)[(w(1))2+ 9W(1)W(2)]

(4.17)

~48wD (w@)2 4 27hw @ (w@)2 4 h (w® 2w @
16hw(2)[(w(1))2 +ow® W(Z)] .
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Kedze pre hodnotu polomeru r =3h/2 je w® =0 (tj. podmienka (4.11)),
v podmienke (4.17) dostavame nulovy menovatel. To znamena, ze pre tito hodnotu
polomeru vahovu funkciu (4.13) nie je mozné pouzit’ v pripade kvadratickej bazy.
Poznamenajme, Zze vahové funkcie uvedené v Tab. 3.1 PrehlPad vahovych koeficientov
pouZitePnych pri vypoéte derivacie veli¢iny G (X ).
nevedu k pozadovanej aproximacii prvej derivacie.

Pre Uplnost uvddzame prehladnti tabulku zdkladnych veli¢in pouzitych v urceni

vektora D?(z) - Tab. 4.2

Pocet bodov v oblasti so stredomv X =z: n=4

XW=z-3n/2, XP=z-h/2, X® =z+h/2, X® =7+3h/2

Linearna bazas m=2 Kvadraticka bdzas m=3
ﬁ(Z)Z[l,Z] ﬁ(Z):[l,Z,ZZ]
0z 0z
1 7-3h/2 1 z-3h/2 (z-3h/2)?
|1 z-h/2 o |1 z-h/2 (z-h/2)*
1 z+h/2 1 z+h/2 (z+h/2)?
1 z+3h/2 1 7+3h/2 (z+3h/2)2
w® o 0 0 —w®@ g 0 0
wo|0 who oo oW |0 -w® 0 0
o 0o w® o oz o 0 w® o
0 0 0 w? 0 0 0 w (2

V =[v(z-3h/2),v(z-h/2),v(z+h/2),v(z +3h/2)]T

Tab. 4.2 Prehlad zakladnych veli¢in pouzitych v uréeni vektora D*(z) pre n = 4.
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ZAVER

V tejto bakalarskej praci sme

stru¢ne uviedli metdédu konecnych diferencii a kone¢no-diferencnti aproximaciu
derivacii,

struéne uviedli problém simulacie podmienky vol'ného povrchu v metode
konec¢nych diferencii,

charakterizovali zékladné pristupy k simuldcii rovinného a nerovinného volného
povrchu,

podrobne rozpracovali MLS (Moving Least Squares) aproximaciu priestorovej
derivacie veli¢iny pomocou hodnét wveli¢iny v bodoch nerovnomerne
rozmiestnenych v priestore na zaklade navrhu Leily Etemadsaeed,

analyzovali MLS aproximaciu v 1D pripade aza predpokladu bodov
rozmiestnenych v striedavo usporiadanej sieti kvOli planovanej hybridnej
kombinéacii MLS aproximécie a Standardnej kone¢no-diferenénej schémy na
striedavo usporiadanej sieti,

zistili dve dolezité vlastnosti MLS metddy vo vzt'ahu k aproximacii prvej derivécie
druhého a stvrtého radu presnosti,

nasli vahov funkciu, ktora v pripade linedrnej bazy dava MLS aproximaciu
zhodnt so Standardnou aproximaciou na striedavo usporiadanej sieti druhého

a Stvrtého radu.

Cela teoria prezentovana v bakalarskej praci predstavuje vychodisko pre d’alsiu analyzu

vlastnosti MLS aproximdcie (napr. vplyv volby bazového vektora, vplyv priestorového

rozmiestnenia bodov pouzitych na aproximaciu derivacie) a napokon pre implementaciu

hybridnej kombindcie MLS aproximécie a koneéno-diferencnej schémy na striedavo

usporiadanej sieti do vypoctového algoritmu a vypoctového programu. V tejto hybridnej

aproximacii bude MLS aproximacia pouzita v tych bodoch siete blizko vol'ného povrchu,

pre ktoré nebude k dispozicii Uplnd mnozina susednych bodov nutna na aplikaciu

Standardnej centrovanej kone¢no-diferen¢nej aproximacie.
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