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Sustavy linearnych rovnic

Zakladné pojmy
Xay + o+ Xa, =b
Xdp + -0+ Xpdp, =D,

(1)
Xidmy + 0+ Xp@pn = bm
K sustave rovnic (1) mozno priradit dve matice:
- maticu sustavy - rozSirenu maticu sustavy
dig A1 0 gy 87 v 4 by
a a .- a a a A, Db
A — 21 22 2n A/ _ 21 22 2n 2
aml am2 amn aml am2 amn bm




Sustavy linearnych rovnic

Oznacme
Xq b,
X b
X = ,2 b= ,2
Xﬂ bm

dyq din || %1 b,
dpq an |[X2| | P2
aml amn Xn bm



Sustavy linearnych rovnic

(0)
0
Ak b = | . |, tak sa sUstava (1) nazyva homogénna,
\0)
(0)
0
ak b # . | , tak sa nazyva nehomogénna.

\0)



Sustavy linearnych rovnic

Definicia Hovorime, ze n-tica (fy, ..., ) Je rieSenim sustavy (1),
ak Ar =D, kde
r1
r= |2
r‘n
Poznamka

Sustavu (1) nazyvame riesitel'nou,
ak ma aspon jedno riesenie;
v opacnom pripade sa nazyva neriesitel'na.



Sustavy linearnych rovnic

Priame metody

sU metody,
ktoré dodaju v konecnom pocte krokov
presné riesenie
za predpokladu,
Ze vypocet prebieha
bez zaokruhlovacich chyb

Iteracné metody

poskytnu len priblizné rieSenie.
PocCet krokov zavisi
od pozadovanej presnosti.



Priklad: Nad mnozinou realnych Cisel rieSte sUstavu rovnic.

X=-2y+4z+ € =-6
2x+3y- z+2t =13
2x+5y+ z+ € = 8
3x+ y+3z+ € = 1

X=-2y+4z+ t =-6
y-9z =25
Oy-7z- t =20
y-9z-2t =19

X=2y+ 4z+ t = -6
7y -9z = 25
32/7z- t =-85/7

-2t = -6

x=1,y=1 z=-2,t

3



Elementarne riadkové upravy

Definicia:  Elementarnymi riadkovymi Upravami
sustavy linearnych rovnic
nazyvame nasledujuce tri ukony:

— vzajomna vymena dvoch rovnic,
— nasobenie rovnice nenulovym ¢islom,

— pricitanie 'ubovol'ného nasobku niektorej rovnice

K inej rovnici.




Elementarne riadkové operacie

Definicia:  Elementarnymi riadkovymi operaciami (ERO)
na matici nazyvame nasledujuce tri tkony:

— vzajomna vymena dvoch riadkov matice,
— nasobenie riadku matice nenulovym skalarom,

— pricitanie nasobku niektorého riadku matice

k inému riadku.




Riadkova ekvivalencia matic

Definicia:  Hovorime, Ze matica A typum x n je
riadkovo ekvivalentna s maticou B typu m x n
ak B mozno dostat’ z A
pomocou konecnej postupnosti
elementarnych riadkovych operacii.




Horna trojuholnikova matica

Definicia: O matici U hovorime, ze je

horna trojuholnikova
ak ma pod hlavnou diagonalou vsetky prvky nuloveé.

uip th2 Wtz .- Ui, n—1 Uin
O Uy Uy - Uyp Up
0 0 w3z -+  U3p—1 U3n
U=
0 0 "t 0 Un—1,n—1 Up—1,n



Riadkova ekvivalencia matic

\eta: Kazda matica je riadkovo ekvivalentna
s nejakou hornou trojuholnikovou maticou.




Hodnost matice

Definicia:  Hodnost’ou matice A nazyvame
pocet nenulovych riadkov
redukovanej trojuholnikovej matice
prislichajucej k matici A,

oznacujeme ju h(A).
alebo

Hodnost’ou matice je

pocet linearne nezavislych riadkov / stipcov matice.

Dosledok: Riadkovo ekvivalentné matice maju rovnaku hodnost.




Priklad: Nad mnozinou realnych Cisel rieSte sUstavu rovnic.

X=-2y+4z+ t =-6
2X+3y- z+2t =13 /)-2*)
2X+oy+ z+ t = 8 /B)-2*)
3x+ y+3z+ t = 1 /7@)-3*Q)
X=-2y+4z+ €t = -6
7y-9z = 25
Oy-7z- t = 20 /@)-977*(2)
y-9z-2t = 19 /@)-7/77)
X=2y+ 4z+ t = -6
y- 9z = 25
32/7z- t =-85/7
-2t = -6

o O O Bk

(1
2
2

3

o O O Bk

-2 4

3
S|
1

—2

—2

x=1,y=1 z=-2,t

7

-1
1

4
-9

0 32/7

0

3

0

—2

1

0
—1
—2

-6
25
-85 /7
-6




Gaussova eliminacna metdda

Ukazali sme si princip
Gaussovej eliminacnej metody (GEM):

Konecnym poctom elementarnych riadkovych operacii
upravime maticu sustavy
na hornud trojuholnikovd maticu
a
spatnou substituciou vypocitame vektor neznamych.



Gaussova eliminacna metdda

Ukazali sme si princip
Gaussovej eliminacnej metody (GEM):

Konecnym poctom elementarnych riadkovych operacii
upravime maticu sustavy
na hornud trojuholnikovd maticu
a
spatnou substituciou vypocitame vektor neznamych.

Priamy chod GEM:

Nech
A©) = A, b©® = p
prvky matice A(® oznacime a;(® = a;
prvky vektora b©® oznacCime b,©® = b,



Gaussova eliminacna metdda

algoritmus GEMz

for k:=1ton—1do

begin
AK) -— A(k=1). pK(k) .— p(k-1).
fori:=k+1tondo
begin

k), _(k
L S 3:('k)/3£<k) :
L (k) . (k) .
forj:=k+1tondoa;’ :=a mikay;” ;

1] ]
bk — k) _ b0,

end
end



Gaussova eliminacna metdda

algoritmus GEMz

for k:=1ton—1do
begin
AlK) -— Alk=1) . plk) - — plk= [ multiplikator zaisti,

fori:=k+1tondo aby v pozicii (i,k) matice A®
o vznikla nula

begin
= Ay /Ay
oF j == k+1to ndo a;? :=al) — myaj; ;
) = b — my b
end

end



Gaussova eliminacna metdda

algoritmus GEMz

for k:=1ton—1do

begin
ALK = Alk—1) : b(k) .— plk—1) : Jhlavny prvok (pivot)
fori:=k+1to ndo nesmie byt nula

P (k)
ik = djk
for j ;= k+ Ito n do gl .= gtk _ m,-kaf(jf) ;

i ]
pk) . p(k) () .

end
end



Gaussova eliminacna metdda

Priklad:
RieSte sustavu rovnic

10 -7 0 X 7
~3 2099 6 x | = [3.901
5 —1.1 48/ \x 5.9

na hypotetickom pocitadi,
ktory pracuje v dekadickej sustave
s patmiestnou mantisou.



Gaussova eliminacna metdda

Priklad:
RieSte sustavu rovnic

10 -7 0 X 7
~3 2099 6 x | = [3.901
5 —1.1 48/ \x 5.9

na hypotetickom pocitadi,
ktory pracuje v dekadickej sustave
s patmiestnou mantisou.

Presné rieSenie je

0
x=|—-1
1



Gaussova eliminacna metdda

V prvnim kroku eliminujeme poddiagondlni prvky v prvnim sloupci a dostaneme

0 -7 0 X1 7
0 -0001 6 x | = [6,001
0 24 48) \x 2.4

Prvek v pozici (2,2) je ve srovnani s ostatnimi prvky matice maly. Pfesto
pokracujme v eliminaci. V dalsim kroku je tfeba ke tfetimu radku p¥icist radek
druhy nasobeny 2400:

(4,8 + 6 - 2400) - x3 = 2,4 + 6,001 - 2400.

Na levé strané je koeficient 4.8 4+ 6 - 2400 = 14404.8 zaokrouhlen na 14405. Na
pravé strané vysledek nasobeni 6.001 - 2400 = 14402.4 nelze zobrazit presné, musi
byt zaokrouhlen na 14402. K tomu se pak pficte 2.4 a znovu dojde

k zaokrouhleni. Posledni rovnice tak nabude tvaru

14405 x3 = 14404 .
Zpétny chod za¢ne vypoctem

14404



Gaussova eliminacna metdda

Pfesny vysledek je x3 = 1. Zda se, zZe chyba neni nijak vazna. Bohuzel, x, je tfeba
urcit z rovnice

—0,001 x, + 6 - 0,99993 = 6,001,
coz dava, po zaokrouhleni 6 - 0,99993 = 5,9906,

00014

~ 0,001 —14

X2

Nakonec vypoclteme x; z prvni rovnice

10x, — 7 (—1,4) =7

a dostaneme x; = —0,28. Misto presného FeSeni x jsme dostali p¥iblizné feseni
—0,28
%= —1.4

0.99993



Gaussova eliminacna metdda — CiastoCny vyber hlavného prvku

Ciastoény vyber hlavného prvku
je modifikacia GEM zaistujlca,
aby absolutne hodnoty multiplikatorov
boli mensSie alebo rovné 1.

V k-tom kroku eliminacie
sa ako pivot vybera prvok
s najvacsou absolutnou hodnotou
v zatial' neeliminovanej Casti
k-teho stipca matice Ak-D



Gaussova eliminacna metdda — CiastoCny vyber hlavného prvku

(k 1) (A_, =
0 0 _ Ar, Oy h‘
0 0 (k—1) |

(k—- 1) . a%éz—l) }

nk

-
------------------------------------------------




Gaussova eliminacna metdda — Gplny vyber hlavného prvku




Gaussova eliminacna metdda

Ciastoény alebo Uplny vyber hlavného prvku?

vacsinou sa pouziva len ciastocny vyber hlavného prvku

Aj ten postacuje na to,
aby zaokruhlovacie chyby
zostali malé a
neznehodnotili rieSenie.

Realizacia Ciastocného vyberu hlavného prvku
vyzaduje vyrazne mensi pocet operacii
nez vyber uplny.



Gaussova eliminacna metdda

Vypoctova narocénost

Pocet aritmetickych operacii pri priamom chode: =~ Zpd

3

Pocet aritmetickych operacii pri spatnom chode: = n’



LU rozklad

(1 -2 4 1 -6)

X=-2y+4z+ t =-6

2X+3y- z+2t =13 /¢ 2 3 -1 2 13

2X+5y+ z+ € = 8 /@3 5 1 1 8

3x+ y+3z+ t = 1 /@4 1 3 1

x-2y+4z+ t = -6 -2 4 1 -6
7y-9z = 25 -9 0 25
Oy-7z- t = 20 /@)-977*(2) 9 —7 -1 20
y-9z-2t = 19 /@)-7/77) 9 -2 19

X-2y+ 4z+ t = -6 1 -2 4 1 -6
7y- 9z = 25 0 7 -9 0 25
32/7z- t =-85/7 0 0 32/7 —1 -85/7
-2t = -6 0 0 0 -2 -6



LU rozklad

(1 -2 4 1 -6)

X=-2y+4z+ t =-6

2X+3y- z+2t =13 /¢ 2 3 -1 2 13

2X+5y+ z+ t = 8 5 1 1 8

33X+ y+3z+ € = 1 1 3 1

X-2y+4z+ t = -2 4 1 -6
7y_92 = /7 -9 0 25
Oy-7z- t = 9 -7 -1 20
(y-9z-2t = 7 -9 -2 19

X-2y+ 4z+ t = -2 4 1 -6
7y_ Oz = { -9 0 25

32/7z- t =-85/7 2 32/7 —1 -85/7
-2t = -6 3 0 -2 -6




LU rozklad

X-2y+4z+ t =-6 (1 -2 4 1 -6)
2X+3y- z+2t =13 /¢ 2 3 -1 2 13
2X+5y+ z+ t = 8 5 1 1 8
33X+ y+3z+ € = 1 1 3 1 1

X-2y+4z+ t = -2 4 1 -6

7y_92 = /7 -9 0 25
Oy-7z- t = 9 -7 -1 20
(y-9z-2t = 7 -9 -2 19

X=-2y+ 4z+ t =
y- 9z =

32/7z- t =-85/7 2 32/7 -1 -85/7
-2t = -6 3 0 -2 -6




LU rozklad

X-2y+4z+ t =-6 (1 -2 4 1 -6
2X+3y- z+2t =13 /)-2*) 2 3 -1 2 13
2X+by+ z+ t = 8 /(@)-2*(D) 2 5 1 1 8
3x+ y+3z+ t = 1 /7@)-3*Q) 3 1 3 1 1
X-2y+4z+ t = -6 1 -2 4 1 -6
7y-9z7 = 25 2 17 -9 0 25
Oy-7z- t = 20 /@)-977*(2) 2 9 -7 -1 20
y-9z-2t = 19 /@)-7/77) 3 7 _9 _2 19

X-2y+ 4z+ t = -6 1 -2 4 1 -6
7y- 9z = 25 2 7 -9 0 25
32/7z- t =-85/7 2 9/7 32/7 —1 -85/7
-2t = -6 3 1 0 -2 -6

x=1,y=1 z=-2,t=3



LU rozklad

Multiplikatory m;; z priameho chodu umiestnime
do dolnej trojuholnikovej matice L)

[tu 0 0 0 0)
{1 (9 0 0 0
(31 (35 (33 0 0
L —
ln—11 ¥fn—12 ¥th-13 bh—1.n—1 O
‘énl £n2 En?; En._n—l Enn/



LU rozklad

Ziskali sme LU rozklad matice A

(tzv. Doolitleova verzia — jednotky na diagonale matice L)
pretoze sa da ukazat, ze

A=L.U
1 -2 4 1) (1 0 0 0\(1 —2 4 1
2 3 —12/ |2 1 oollo 7 -9 o0
2 5 1 1| |2 9/7 1 ollo o 32/7 -1
3 1 3 1] (3 1 0 1j]lo 0 0o —2
| A - i - U

Specialnym Doolitleovym algoritmom
je mozné najst LU rozklad
s polovicnym poctom
aritmetickych operacii

%lns
3



LU rozklad

LU rozklad matice A
sa da vyhodne pouzit pri rieSeni postupnosti Gloh

AX,; = b,’

ak nova pravd stranu b, je mozné zostavit az potom,
co sa vyriesili predchadzajlce sustavy

AXk — bk

pre k < i.




LU rozklad

LU rozklad matice A
sa da vyhodne pouzit pri rieSeni postupnosti Gloh

AX,‘ — b,’

ak nova pravd stranu b, je mozné zostavit az potom,
co sa vyriesili predchadzajlce sustavy

AXk — bk

pre k < i.

Riedit sistavu LUX = b znamena rieéit

Ly =b. Ux =vy.



LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

je Standardna rutina dostupna v kazdej kniznici programov.



LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

je Standardna rutina dostupna v kazdej kniznici programov.

Vstupnym parametrom je matica A.



LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

je Standardna rutina dostupna v kazdej kniznici programov.

Vstupnym parametrom je matica A.

Vystupnym su tri matice:
L, U a tzv. permutacna matica P
pricom
LU = PA.



LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

je Standardna rutina dostupna v kazdej kniznici programov.

Vstupnym parametrom je matica A.

Vystupnym su tri matice:
L, U a tzv. permutacna matica P
pricom
LU = PA.

Permutacna matica vznikne z jednotkovej matice
prehadzanim jej riadkov.



LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

je Standardna rutina dostupna v kazdej kniznici programov.
Vstupnym parametrom je matica A.

Vystupnym su tri matice:
L, U a tzv. permutacna matica P
pricom
LU = PA.

Permutacna matica vznikne z jednotkovej matice
prehadzanim jej riadkov.

RieSenie sustavy Ax=b najdeme riesenim rovnic

z = Pb, Ly — 2z, Ux =vy.
(ukazte to)



LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

Namiesto matice P pracujeme len

s vektrom riadkovych premutacii p.

Na zaciatku polozime
p® =(1,2.....n)7

a v algoritme len prehadzujeme prvky vektora p.



LU rozklad s Ciastocnym vyberom hlavného prvku

Algoritmus LUp (s &aste¢nym vyb&rem hlavniho prvku)
1) Polozime A® = A PO =1
2) Postupné pro k=1.2,..., n — 1 provadime

, ,

2a) Urdime index r pivotniho ¥adku, viz (2.14).

2b) Prohodime ¥adky k a r v matici A*~Y) a takto ziskanou matici ozna&me jako
AY) Prohodime rovn&? ¥adky k a r v matici P**~1) a takto ziskanou matici
ozna&ime jako P,

2c) Upravime matici A% tak, ¥e eliminujeme poddiagonalni prvky v k-tém
sloupci, tj. postupné proi = k+ 1, k+2,..., n poclitame

mik = 3l /g,
Q
U

(k) ._
a,’ = m.

= a(.k)—m,-kag) proj =k+1,k+2,....n,

d ij )

Do anulovanych pozic (i, k) matice A tedy ukldddme multiplikatory my .

3) Dolni trojihelnikovou matici L sestrojime tak, Ze do hlavni diagondly dame
jednigky a poddiagonalni prvky prevezmeme z vysledné matice A"~ Horn{
trojuhelnikovou matici U dostaneme z diagonalnich a naddiagonalnich prvki
vysledné matice A("=1). Permuta&ni matice P je rovna vysledné permutaéni
matici P("—1)



GEM

n
ij=1
je rydzo diagonalne dominantna, ak

n
aji| > Z ajj| = 1.2,...,

j=1
j#i

Definicia: Hovorime, Ze matica A — {aU}




GEM

Definicia:

Symetricka matica A je pozitivne definitna, ak

pre lubovolny nenulovy vektor X plati
X' -A-X >0

Ak je A regularna, potom
AT A

je pozitivne definitna.




GEM

Sylvesterovo kritérium: Symetricka matica A — {au}

n
ij=1

je pozitivne definitna, prave vtedy ked su kladné determinanty vsetkych

hlavnych rohovych submatic, t.j. ked’ plati

di1  d12 413
>0, |ax ax» ax
a3y a32 as3

dil1  di12
dp1 422

di1 >03

>0, ...

di1

dln

> 0.




GEM

Da sa ukazat,
ze algoritmus GEM
je mozné pouzit pre riedenie sustav,
ktorych matica je bud’
rydzo diagonalne dominantna
alebo
pozitivne definitna.



Choleského rozklad

Choleského dekompozi¢na teoréma: Pozitivne definitni maticu A, je

mozné prave jednym sposobom rozlozZit na tvar
A=L.T

kde L je dolna trojuholnikova matica.




Choleského rozklad

Choleského dekompozi¢na teoréma: Pozitivne definitni maticu A, je

mozné prave jednym sposobom rozlozZit na tvar
A=L.T

kde L je dolna trojuholnikova matica.

Algoritmus (Choleského metoda):

k1
Lo — akk_zf%(j?
\ S
. k—1
Uig = — a”‘_zg"f'(“l i=k+1,k+2,..., n



Choleského rozklad

Choleského dekompozi¢na teoréma: Pozitivne definitni maticu A, je

mozné prave jednym sposobom rozlozZit na tvar
A=L.T

kde L je dolna trojuholnikova matica.

Algoritmus (Choleského metoda):

k—1
Uk = | akk — Z b
\ =
. k—1
e = — | ajx — Ciilii |, =k+1,k+2,..., :
ik Ckk ik J; ij “kj / -+ -+ n

1 3

Pocet aritmetickych operacii : ~—n



Vplyv zaokruhlovacich chyb

Priklad:
Rieste na hypotetickom pocitaci s trojmiestnou mantisou sustavu

306 1,01\ (x\ [5.03
1 025)\x)  \125)"



Vplyv zaokruhlovacich chyb

GEM s vyberom hlavného prvku
zarucuje vznik malych rezidui



Vplyv zaokruhlovacich chyb

GEM s vyberom hlavného prvku
zarucuje vznik malych rezidui

Aj ked' je reziduum malé
tvrdenie ni¢ nehovori o velkosti chyby

X — X.



Podmienenost

Aby sme mohli urcit podmienenost Glohy
,Najst riesenie x sustavy Ax = b*
potrebujeme posudit
ako velmi sa zmeni riesenie X,
ak trochu zmenime A a b.



Podmienenost

Norma vektora
trieda vektorovych noriem Ip,

1< p < oo

n
Ixllo = | > Ixil?
=1

1/p



Podmienenost

Norma vektora
trieda vektorovych noriem Ip,

=0 to.

n 1/p
][, = (Z IX;-IP)
=1

NajCastejsie sa pouziva p=1, p=2, alebo p — oc:

n

. 1/2
x[[1 = Z |Xi] [x]|2 = (Z sz) ; X[l oo = m?X\Xf\ :

=1

Manhattan Euclid Cebysev



Podmienenost

Viastnosti

X|| >0, kdyZx#o0o a |lo]| =0,
cx|| = |c|-||x|| pro kazdé &islo c,
x+y| < x|+ yl




Podmienenost

Cislo podmienenosti matice

Nech

Ax Ax
M:maxu. m:minu.
oo I o I

kde maximum resp. minimum sa uvazuje pre vSetky nenuloveé X.
Pomer M/m sa nazyva Cislo podmienenosti matice A:

—1
k(A) = M (max \Ax\) : (min Ax) .
m ~ \Tee X )\ I




Podmienenost

Uvazujme systém rovnic
AX =D
a druhy systém, ktory dostaneme ked zmenime pravu stranu:
A(x + Ax) = b+ Ab, alebo Ax =b.




Podmienenost

Uvazujme systém rovnic
AX =D
a druhy systém, ktory dostaneme ked zmenime pravu stranu:
A(x + Ax) = b+ Ab, alebo Ax =b.

Ab = b — b mdzeme povazovat za chybu pravej strany b
a
Ax = X — x zaodpovedajucu chybu rieSenia X.



Pretoze AAx — Ab,
z definicie M a m

okamzite vyplyva
bl < Mlx]|,  [|Ab][ = m|Ax]|,
takze pre m #£ 0,

|Ab] Ir]

or A

8% _ |
o]

r(A)

1]

kde r=b— A(x+ Ax) je reziduum.



Podmienenost

Pretoze AAx — Ab,
z definicie M a m

okamzite vyplyva
bl < Mlix|l,  [|Ab]| = m|Ax]|,
takze pre m #£ 0,

IAx| _ o IAb| el
="M T ="

kde r=b— A(x+ Ax) je reziduum.

Cislo podmienenosti matice teda posobi
ako zosilnovac relativnej chyby !

Da sa ukazat, Ze zmeny v matici A
maju na zmeny rieSenia podobny vplyv.



Podmienenost

Niektoré vlastnosti Cisla podmienenosti matice

Protoze M > m, je k(A) > 1.
Pro jednotkovou matici | je Ix = x, takze x(l) = 1.

Je-li A singularni, je m = 0 a tedy x(A) = .

= W N e

KdyZ matici A vynasobime &islem ¢, pak M i m se ndsobi |c|
a k(cA) = r(A).
5. Pro diagonalni matici D je k(D) = max|d;;| / min |d;;| (dokazte!).



Podmienenost

Norma matice

Cislo M je tiez znadme ako norma matice

JA] = max 12Xl
x£o0 || X||

takze tiez plati

IA=H =1/m

Ekvivalentne m6zeme cislo podmienenosti matice zapisat

k(A) = [|A] - [[ATY]



Podmienenost

Norma matice

n n
”A”F — \/ZZ&S Frobeniova norma (sthlasna s I.,)
i—1 j—1
n
||A||1 = m_axZ‘aij‘ maximalne sucty v stipcoch
I

maximalne sucty v riadkoch




Podmienenost

Norma matice - vlastnosti

Al >0, kdyz A#0 a [O| =0,

cAl = |c| - ||A]| pro kazdé ¢&islo c,

A+ B| < ||A| + ||B|| (trojuhelnikova nerovnost),
AB| < ||A] -||B|| (multiplikativnost),

Ax|| < [|A]|| - ||x|]| pro kazdy vektor x (souhlasnost).

MmN Do =




Iny priklad: Nad mnozinou realnych Cisel rieSte sUstavu rovnic.

X+2y+ z- €t = 1
2x+3y- z+2t€ = 3
AX+7y+ z = 5
ox+7y-4z+7t =10



Priklad: Nad mnozinou realnych Cisel rieSte sUstavu rovnic.

X+2y+ z- t = 1
2x+3y- z+2€ = 3
AX+7y+ z = 5
ox+7y-4z+7t =10

X+2y+ z- t =
-y-3z+4t =
0z+0t =

ot
sustava nema ries

TO N R

enie

10




Dalsi priklad: Nad mnozinou racionalnych cCisel rieSte stistavu rovnic.

X=-2y+4z+ =-6
2x+3y- z+2t =13
33X+ y+3z+3t = 7

X+5y-5z+ t =19



Priklad: Nad mnozinou racionalnych Cisel rieSte sGistavu rovnic.

X=-2y+4z+ t
2X+3y- z+2t
33X+ y+3z+3t

X+oy-5z+ t

X=-2y+4z+ t
y-9z+0t
0z+0t

Ot

O O O b O O O F Fk wN Bk
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Priklad: Nad mnozinou racionalnych Cisel rieSte sGistavu rovnic.

X-2y+4z+ t =-6 L2 e
7y-9z+0t =25 0 7 =90
0z+0t = O 0 0 O
ot =0 0O 0 0 O
Sustava ma nekonecne vela rieseni
t=p, z=q, p.g € Q
_2 .9 8 10
Y=g 7 7
S_<K8 1Oq p25+9qqp PCIEQ\
7 7 3 7 | | ) ) | )

Napr.: ak g = 1, p = 0, dostaneme partikularne rieSenie (

Y

-6
25
0
0

234
77




Sustavy linearnych rovnic

Frobeniova veta: Sustava nehomogénnych rovnic je riesitel’'na
vtedy a len vtedy,
ked sa hodnost matice sastavy
rovna

hodnosti rozSirenej matice sustavy.

Dosledok 1: Ak h(A) = h(A") = n (n je pocet neznamych),
potom ma sustava prave jedno rieSenie.

Dosledok 2: Ak h(A) = h(A") < n (n je pocet neznamych),
potom ma suUstava nekonecne vela rieseni
a

n-h neznamych mozno lubovolne zvolit.

Désledok 3: Ak h(A) = h(A"), potom sustava nema riesenie.



e

Sustavy homogénnych linearnych rovnic



Sustavy homogénnych linearnych rovnic

X,y +...+X,a,, =0

X8, +...+ X a, =0

PretoZze h(A)=h(A"), systém je vzdy riesitelny

Veta: Systém homogénnych rovnic ma netrivialne rieSenie
prave vtedy, ak h(A) < n.
(trivialne riesenie je (0,0,...,0))




Priklad: Nad mnozinou racionalnych Cisel rieSte sGistavu rovnic.

X-2y+4z+ t =0 1 -2 4 1 0
2x+3y- z+2t =0 2 -1 2 0
3x+ y+3z+3t =0 3 1 3 3 0

x+5y-5z+ t =0 1 5 1 0

1 -2 4 1 0

O 7 -9 0 O

O 7 -9 0 O

0 -9 0 O

X-2y+4z+ t = (1 -2 4 1 0)
7y-9z+0t = O 7 -9 0 O
0z+0t = O 0 0O 0 O

ot =0 (0 0 0 0 O




Priklad: Nad mnozinou racionalnych Cisel rieSte sGistavu rovnic.

x=-2y+4z+ t =0

7y-9z+0t =0
0z+0t =0
ot =0

y=2q
7

x=-lq-p
7

S = <\(—];)C| —p,gq,q, pj’ p:q = Qi



Zhrnutie pojmov

e homogéenna a nehomogéenna sustava linearnych rovnic

e matica a rozSirena matica sustavy linearnych rovnic
- riesitelna a neriesitelna sdstava linearnych rovnic

e elementarne riadkové upravy / operacie

e riadkovo ekvivalentné matice

 hodnost matice

e horna a dolna trojuholnikova matica

e Gaussova eliminacna metdda (vyber hlavného prvku)
e LU rozklad (Doolitleova metoda)

e Choleského rozklad

e Frobeniova veta

e rieSenie sustav homogénnych linearnych rovnic
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