Predndska C. 5

Numerické metdody matematiky |

RieSenie sustav linearnych rovnic
( pokracovanie )
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Determinanty druhého stupna

11X + X = by
Ay Xy T AX, = Dy

(@189 — @15851)X, = byay, — b,a,,

(@189 — A1p851)X, = @110, — @y 04

X, = D185, —byay, X, = 8110, — a0,
d118pp —ajpdpg d11dpp —812dp1




Determinanty druhého stupna

Definicia: Nech . .
A — [ 11 12]

dp;  dp

je matica nad polom F.

Potom vyraz d,;d,, — dq»d,y; Nazyvame
determinantom (druhého stupna)
prisldchajucim k matici A

a oznacujeme

dig  dpp
dqdoy —agpdy) = = |A|

dpyy  dp
b, ap a;; by
by Ay, Ay by
X1 = Xy =
dig  dpp dig  dpp

dpy  dp dpy Ay



Determinanty tretieho stupna

a11X; + ApXy + A3X3 = Dy
Ay X1 T AnX, + Ay3X3 = b,
A3 X1 T AgX, + A3X3 = Dy

Nasobme prvu rovnicu skalarom a,,ds; — dy3ds),
druht rovnicu skalarom a;3ds, — dq,das,

tretiu skalarom a;,d,3— A 3d,o,
potom prvé dve priCitajme k tretej a dostaneme:

( Qp@p833— A18)383, + Q1385183
— @1,8y1833 F 815853831 — Q138,83 ) Xy
D,8,,833— D;a5385, + D,ya4385,
— Db,a,,853 + D3a,,855— D338,



Determinanty tretieho stupna

Definicia: Nech A je Sstvorcova matica tretieho stupna
s prvkami z pola F.
Potom determinantom (tretieho stupna)
prislichajucim k matici A nazyvame vyraz

d11899d33 — A11893d3y T d13d)1d37

— Qq091A33 T Aqp893d31 — A13dppd3) =

dyp  dgp A3
= |dp1 Ay a23:|A|.

d3; dgzp dz3




Determinanty tretieho stupna

b,
b,
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dio
doo

d3p

di3
do3
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Ak oznacime

a;; by
=|ay b,
a3 b
potom
Ay
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di3
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Cramerove pravidlo
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Sarrusove pravidlo

all a'12 a'13
a21 a22 a23
a31 a32 a33




Sarrusove pravidlo

diq A Agg

dy;  89n  dyg
dg; dzp daqg

all a'12 a'13
aZl a22 a23

Aq189,833— Aqqdp3agy T Ag38y gy — A198y1d33 T Agpa53831 — A1389083)



Sarrusove pravidlo

diq A 4
dy1 Q9o
d3; dgny d33

a‘ll a'12 a13
a'21 a'22 a'23

Aq189,033— Aqq8p3agy T Aq3dy1day — A198p1833 T Agpa)3831 — A1389083)



Sarrusove pravidlo

a1 A A
21 92 Au
431 932 933
4 d1p 913
dyy dyp  Agg

Adq18p,833 — Aqq8p3A3y T Aq3dy1dgy — A198p1833 T dgra)3d3; — A1389083)



Sarrusove pravidlo

all a'12 a'13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
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Adq18p,833 — Aqq8p3A3y T Aq3dy1dgy — A198p1833 T dgra)3d3; — A1389083)



Sarrusove pravidlo

all alZ a13

dyp Qoo dyg
dagq d3p Ay

all a'12 a13
aZl a22 a23

dq18y,a33 — Aqq8p383, T Aq38y 83y — Q19891833 T Agra)3831 — A1389083)



Sarrusove pravidlo

all alZ a13
A1 Qpp A3
431 932 %3
diq  dpp Ay
a'21 a22 a23

dq18y,a33 — Aqqdy3a3,y T Ag3dy gy — A198p833 T Agra)3831 — A1389083)



Sarrusove pravidlo

a, 3, a4
41 8pp @3
431 932 933
U1 M2 %
dnq Ay Ay

dq18y,a33 — Aqqdy3agy T Aq3dy1dgy — A198y1d33 T Agpa)3831 — A1389083)



Determinant Stvorcovej matice

AK A = [a;;] Je Stvorcova matica typu nxn ,
tak jej determinant je isté presne definované Cislo,
ktoré oznacujeme symbolom |A| .

Uvedeny vztah nazyvame aj

rozvojom determinantu podla I-teho riadku.




Determinant Stvorcovej matice

Pokial' sme urobili LU rozklad matice A,
potom plati

Al=[L)-|Y]

pricom

L =lylpolss dhn U= UygUpUigg...uy,

PocCet aritmetickych operacii LU rozkladu je radovo n3.
To je pri vypocte determinantov vyssSich radov
ovela menej nez n! operacii,
ktoré by sme museli realizovat
pri vypocte determinantu rozvojom.
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Motivacia

Mnoho praktickych problémov
vyzaduje riesenie
rozsiahlych sustav linearnych rovnic
AX=Db,
v ktorych je matica sustavy A riedka,
t.j. ma relativhe malo nenulovych prvkov.

Standardné eliminacné metddy
nie su vhodné
na riesenie velkych riedkych linearnych rovnic.

( Preco ?)

Pretoze v priebehu eliminacie postupne dochadza
k zaplnovaniu
povodne nenulovych pozicii v matici sustavy —
- matica prestava byt riedkou.



Iteracné metody

Zvoli sa pociatocny vektor X, a
generuje sa postupnost vektorov
XO >X1 >X2---,
ktora konverguje k hfadanému rieseniu X.

Spolocnou crtou vsetkych iteracnych metod je fakt,
ze kazdy iteracny krok
Xk = X1
vyzaduje objem vypoctoy,
ktory je porovnatelny
s nhasobenim matice A vektorom,
Co je pre riedke matice pomerne maly pocet operacii.

Priklad: Majme maticu sustavy A radu n.
Aky pocet operacii nasobenia a scitania vykoname
pri nasobeni jedneho riadku matice A
ak tento riadok obsahuje m nenulovych prvkov?

(m.n)



Regularna a singularna matica

Stvorcova matica typu n x n
sa nazyva regularna
ak ma hodnost n;

ina€ sa nazyva singularna

Determinant regularnej matice je nenulovy
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Konvergencia

Vacsina klasickych iteracnych metéd
vychadza z rozkladu matice sustavy A = M — N,
kde M je regularna matica.

Potom je postupnost x, definovana
pricom pociatoCna aproximacia X, je dana.
Hovorime, Ze iteracna metoda konverguje,

a piseme X, — X,
ked' ¢iselna postupnost

Ix, —x|— 0.

Oznaéme e, = X, —X chybu v K-tej iteréacii.
Pretoze MX =NX +b , dostaneme

M(Xy 1 —X)=N(X, —X) alebo e,,; =M Ne,



Konvergencia

Ak oznad¢ime T =M 1N potom dostaneme

k
el < ITl-Hell < [T fewall < - < [T eol]

Konvergencia iteracnej metody
z lubovolhého startovacieho vektoru
preto isto nastane, ak

[T <1

kde T=M"IN je itera¢na matica.

”T” je lubovolna maticova norma



Pripomenutie — maticové normy

n n
”T”—\/ZZtﬁ Frobeniova norma

i—1 j=1

n
”T” = m_axz tij‘ maximalne stéty v stipcoch
| =1
n
”T” = maxz tij‘ maximalne sucty v riadkoch
I iz




Kritéria pre ukoncenie iteracii

Ako rozhodnut,
Ci X1 je uz dostatocne dobra aproximacia
rieSenia X ?

NajCastejsie sa testuje jedna z podmienok:

1 e — x| < e



Predndska C. 5

OBSAH

1. Determinanty matic a Cramerove pravidlo

2. Iteracné metddy riesenia sustavy rovnic

3. Konvergencia, iteracha matica, kritéria na ukoncenie
iteracii

4. Jacobiho metoda

5. Gauss-Seidlova metoda

6. Gradientné iteracné metody riesenia
systemu linearnych rovnic

7. Predpodmienenie (preconditioning)
8. Literatura



Jacobiho metdéda

Predpokladajme, ze A=L + D + U,
kde D je diagonalna matica,
ktora ma rovnaku diagonalu ako A,
a kde L resp. U je rydzo dolna resp. horna
trojuholnikova cast matice A, t.j.

/311 o ... 0\
0 ano 0

\0 0 3:711/
[0 - o 0) /0 %12 a%n\

0 0 an_ljn

\3::11 *rr dpnp—1 O/ \O 0 /




Jacobiho metdda

Jacobiho metddu definujeme
na zaklade rozkladu
A=M-—N,
kde M=D a N = -(L+U)
a zapisujeme ju v tvare

DXk—|—l :b_(L+U>Xk

Sustava s diagonalnou maticou sa riesi l'ahko.
Ak ju zapiSeme po zlozkach dostaneme

n
G| =
J=I

Analyzou vlastnosti
iteracnej matice T = —D_1 L—|-U) je mozné ukazat, ze
Jacobiho metdéda konverguje,
ked’ A je rydzo diagonalne dominantna.



Pripomienka

n

Definicia: Hovorime, Zze matica A = {aij } - je
l, J=

rydzo diagonalne dominantna, ak

|aii|>zn:‘aij‘ . i=12,..,n.
-1

j=i

Inymi slovami, v kazdom riadku je
absolutna hodnota diagonalneho prvku
vacsia ako

sucet absolutnych hodno6t

ostatnych prvkov tohto riadku.
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Gauss-Seidlova metdda

Pripomenme si Jacobiho metddu

n

j=i

Ak namiesto hodnot Xi(k) vyuzijeme

k+1)

uz spocitané hodnoty Xi( dostaneme

Gauss-Seidlovu metdédu

n
NG B Za WS o, =120

j=i+1



Gauss-Seidlova metdda

V maticovom tvare

(D—|—L>Xk_|_1 :b_UXk

Definicia: Matica A je pozitivne definitna, ak

pre lubovolny nenulovy vektor X plati

X' A-X >0

Analyzou vlastnosti
iteradnej matice T = —<D-|-L)_1U je mozné ukazat, Ze
Gauss-Seidlova metdda konverguje,
ked’ A je rydzo diagonalne dominantna
alebo
pozitivhe definitna.



Gauss-Seidlova metdda

Overenie toho, Ci je matica pozitivne definitna
je Casto problematické.

Ak vynasobime lubovolnu regularnu stvorcovu maticu A
zlava maticou k nej transponovanou,
vzniknuta matica

ATA

je symetricka a pozitivne definitna.

Preto je zarucCené€, ze pri rieseni sustavy

ATAx=A"p

Gauss-Seidlova metéda konverguje.

V takomto pripade vSsak moze konvergovat velmi pomaly.



Jacobiho metdéda vs Gauss-Seidlova metdda

e Konvergencia Gauss-Seidlovej metody
je pre mnohé matice A
rychlejSia nez konvergencia Jacobiho metddy

e Existuju matice,
pre ktoré Gauss-Seidlova metdda konverguje
a Jacobiho nie
a naopak

e Jacobiho metdéda umoznuje paralelny vypocet,
zatial' Co Gauss-Seidlova metdéda
je zo svojej podstaty sekvencna



Zhrnutie

e Gaussova eliminacna metdéda a Cramerove pravidlo
vedu priamo Kk rieSeniu.
(Keby sme sa nedopustali zaokruhlovacich chyb,
nasli by sme presné rieSenie.)

e Zakladom GEM je uprava matice na trojuholnikovy tvar.
Ten dostaneme pomocou pricitania vhodnych nasobkov
vybranych riadkov matice k ostatnym riadkom.

= Vplyv zaokruhlovacich chyb pri GEM moze byt znacny,
preto sa pouziva GEM s vyberom hlavného prvku.

e GEM je narocna z ¢asového aj pamatového hladiska.
NajlepsSie sa hodi pre nie priliS rozsiahle sustavy
s plnou maticou.

e Pri Cramerovom pravidle jednotlivé nezname pocitame
ako podiely determinantov.
Je vhodné len pre velmi malé sustavy rovnic.



Zhrnutie

e Pomocou iteracnych metod obvykle najdeme len
priblizné rieSenie sustavy.

= Na zaciatku zvolime pociatocnu aproximaciu riesenia
a tu potom opakovanym dosadzovanim
do iteracnych vztahov spresnujeme.
S vypoctom skoncime obvykle vtedy,
ked’ je norma rozdielu po sebe iducich iteracii
dostatoCne mala.

« Iteracné metody mozu divergovat.
To zavisi na vlastnosti matice sustavy.

e Iteracné metddy su vhodné na riesenie velkych sustav
s riedkou maticou sustavy.
Pre maly pocet rovnic je vhodnejsia GEM.
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Gradientné iteracné metody

Gradientné iteracné metody su zvlast atraktivne
pre riedke systémy linearnych rovnic,
pretoze casto vyuzivaju
len nasobenie matice sustavy vektorom.

Zakladné metody tejto skupiny su vhodné
na rieSenie sustavy
so symetrickou a pozitivhe definitnou maticou
a vyuzivaju fakt,
Ze rieSenie takejto sustavy je
jedinym minimom formy

Q(X) :%XTAX-XTb .

Definicia: Matica A je pozitivne definitna, ak

pre lubovolny nenulovy vektor X plati

X' A-X >0




Gradientné iteracné metody

Postupnost vektorov,
ktora konverguje k presnému rieseniu danej sustavy
sa da potom konstruovat tak,
ze za predpokladu,

7e k-ta aproximacia X je uz urcéena,

sa zvoli smer VX a ur&i &islo o, tak,
aby vektor XK)4 Ol vk

minimalizoval formu Q na priamke XK+ Ol v(K)
a polozi sa

0 0y g gl

Specialnou volbou smerov VK

v jednotlivych krokoch
dostavame konkrétne metody.



Gradientné iteracné metody

Ak za smery V(l),V(Z),... volime postupne vektory

VvV smere prvej, druhej, ... sdradnice,
dostaneme Gauss-Seidlovu metddu.

Jednu iteraciu (v zmysle Gauss-Seidlovej metody)
dostaneme az po vycerpani vsetkych suradnic.



Gauss-Seidlova metdda

Pripomenme si Gauss-Seidlovu metédu

Gauss-Seidlova metdéda konverguje,
ked’ A je rydzo diagonalne dominantna
alebo
pozitivhe definitna.



Predndska C. 5

OBSAH

6. Gradientné iteracné metody riesenia
systemu linearnych rovnic

e Metdda najvacsieho spadu
e Metoda zdruzenych (konjugovanych) gradientov (CG)
e ZovSeobecnenia metdody CG
e Konvergencia metody CG
e Predpodmienenie (preconditioning)
e Zhrnutie
7. Literatura



Metdda najvacsieho spadu

V tejto metode sa voli smer vk tak,

aby suhlasil so smerom gradientu funkcie Q

Prislusné vzorce su

o _ 0, 2 g

KT AL (0)

kde vektor k) sa nazyva

reziduum K-tej aproximacie
a je dany vztahom

M) —p—Ax" .
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Metdda zdruzenych (konjugovanych) gradientov (CG)

V tejto metdde sa volia vektory vk tak,

ze vzniknu A-ortogonalizaciou vektora rezidui.

A-ortogonalizacia
(pri danej symetrickej a pozitivne definitnej matici A)

je postup,
pomocou ktorého
sa z postupnosti linearne nezavislych vektorov u(l), cer u(
zostroji ind postupnost linedrne nezavislych vektorov VA | ... v tak,
ze plati

v(TAy (=0
pre | #] .




Metdda zdruzenych (konjugovanych) gradientov (CG)

To vedie na algoritmus popisany rovnicami:

V<1) _ r(l) _ b—AX<1> |



Metdda zdruzenych (konjugovanych) gradientov (CG)

To vedie na algoritmus popisany rovnicami:

V<1) _ r(l) _ b—AX<1> |

R
=T A )
64 _ 50 4 g o)



Metdda zdruzenych (konjugovanych) gradientov (CG)

To vedie na algoritmus popisany rovnicami:

V<1) _ r(l) _ b—AX<1> |

T
T A )
64 _ 30 4 g o)

() 00 g Al



Metdda zdruzenych (konjugovanych) gradientov (CG)

To vedie na algoritmus popisany rovnicami:

V<1) _ I.(l) _ b—AX<1> |




Metdda zdruzenych (konjugovanych) gradientov (CG)

Z podstaty algoritmu vyplyva,
ze po N iteraciach
dostaneme presné rieSenie systému rovnic

a teda nejde v pravom zmysle slova
o iteracnu metodu.

To by vsak platilo len v pripade,
ze by sme sa nedopustali zokruhlovacich chyb.

Preto je nutné pozerat sa na MCG ako na iteracni metddu
a definovat kritéria na zastavenie iteracii.



Predndska C. 5

OBSAH

6. Gradientné iteracné metody riesenia
systemu linearnych rovnic

e Metdda najvacsieho spadu
e Metoda zdruzenych (konjugovanych) gradientov (CG)
e ZovSeobecnenia metody CG
e Konvergencia metody CG
e Predpodmienenie (preconditioning)
e Zhrnutie
7. Literatura



ZovSeobecnenia metody CG

V pripade nesymetrickych
a nie nutne pozitivne definitnych matic
pouzivame
metodu bikonjugovanych gradientov
(napr. subroutina Iinbcg z Numerical Recipes).

Obycajna metoda konjugovanych gradientov je
jej Specialnym pripadom.



ZovSeobecnenia metody CG

Iny variant pre symetrické, ale nie pozitivne definitné matice A

dostaneme ak v obyCajnej metdéde CG
zamenime vSetky maticové nasobenia

a.bza a.A.b .

Tato metdda sa nazyva algoritmus minimalnych rezidui,
pretoze zodpoveda postupnym minimalizaciam funkcie
1 1 2
Q(x)==r" r==|A-x-b[" .
2 2

ZovSeobecnenie tohto algoritmu pre nesymetrické matice vedie na
metdédu zovSeobecnenych minimalnych rezidui (GMRES).
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Konvergencia metody CG

Nech X&) je priblizné riesenie v K-tom kroku CG

a nech X* je presné rieSenie.

Pre symetrickl, pozitivne definitn maticu definujme
¢islo podmienenosti matice x(A)
a A-normu lubovolného vektrora Z .

c(a)=ZmalA) o (aga?

Aemin (A)
Potom
: 1k
er x2S )
A~ | Je(A)+1 A

Pri k(A) >> 1 je konvergencia vel'mi pomala.
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Predpodmienenie (preconditioning)

Ucelom predpodmienenia je
zvysit rychlost konvergencie itera¢nej metddy tak,
Zze sa rieSi nahradny systém linearnych rovnic,
v ktorom ma nova matica sustavy

nizsie Cislo podmienenosti «

nez pévodna matica.

Nech A.X =D je povodny linearny systém.

Lavé predpodmienenie definujeme nasledovne:

Nech matica M je regularna a ,blizka“ k matici A.
Potom rieSime sustavu

M*Ax =M"b

Pravé predpodmienenie definujeme nasledovne:
Nech matica M je regularna. Potom rieSime ststavu

AM ™y = b, x= M tu .



Predpodmienenie v metode CG

Pévodny algoritmus CG: Algoritmus predpodmienenej CG:
ICVRRc) Oy ax® 0 10
CTRNG) GV}

ST LK) KT (K
LI (3 Y LR (3 Y
SCSE N B (R (S NN S (5

(S BB 3 R (S RO R (S5 I P WSS

V(k)T ApktY) (KL (k+1)

A== gm0 AT

V(k+1) _ r<k+1> ‘|‘ﬁkV(k> V(k+1) _ Z(k+1) ‘|‘,BkV(k)



Jacobiho predpodmienovac (preconditionner)

Najjednoduchsim predpodmienovacom je diagonalna matica,
ktord je tvorend len diagonalnymi ¢lenmi matice A

U0 ak i ]
Potom
M.Tl—i

LA

Takéto predpodmienenie sa nazyva
Jacobiho predpodmienenie
alebo
diagonalne Skalovanie.

Vyhody Jacobiho predpodmienenia su
v lahkej implementacii a
nizkych pamatovych narokoch.



Iné typy predpodmienenia

Viac sofistikované volby predpodmienovaca
musia byt kompromisom
medzi redukciou cisla podmienenosti matice
a tym rychlejSou konvergenciu
a

¢asom potrebnym na vypoditanie inverznej matice M1

Viac informacii je mozné najst v prehlade

M. Benzi (2002):
Preconditioning Techniques for Large Linear Systems: A Survey
Journal of Computational Physics 182, 418-477
doi: 10.1006/jcph.2002.7176



http://www.mathcs.emory.edu/%7Ebenzi/Web_papers/survey.pdf

Priklad

CG, matrx besstk15.mtx (SPD), n=3948, ep=1.e-03 NONCONY.
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Priklad

PCG, matrix besstk15.mtx (SPD), n=3548, ep=1.e-03
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Figure: PCG, x(A) = 8 % 10°



Predndska C. 5
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Zhrnutie

e Gradientné iteracné metody riesenia
systemu linearnych rovnic

e Metoda najvacsieho spadu

- Metdda konjugovanych gradientov.
Smerové vektory vznikni A-ortogonalizaciou vektora rezidui.

- ZovSeobecnenia metody CG
e metoda bikonjugovanych gradientov

e metdéda GMRES

- Konvergencia metédy CG — zavislost na
Cisle podmienenosti matice

- Predpodmienenie CG
e Jacobiho predpodmienenie
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